Lineare Algebra und Analytische Geometrie IT*
Blatt 2

Aufgabe 1
Sei K ein Korper. Seien A, B € M(n x n; K') Matrizen und bezeichne [A, B] :== AB — BA
ihren Kommutator.

(a) Zeigen Sie: Sind A und B nilpotente Matrizen mit [A, B] = 0, so ist auch A + B
eine nilpotente Matrix.

(b) Geben Sie jeweils ein Beispiel fiir nilpotente Matrizen A und B mit [A, B] # 0 an,
so dass A + B nilpotent, bzw. nicht nilpotent ist.

(c) Zeigen Sie: Gilt [[A, B], A] = 0, dann ist [A, B] nilpotent.
Aufgabe 2
Sei K ein Korper.

(a) Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n. Zeigen Sie: Fiir einen Endomorphismus
f:V —Vmit f2 =0 gilt
dim(Bild(f)) <

SIE

(b) Seien m,n € N mit 2m < n. Konstruieren Sie einen Endomorphismus f : K" — K"
mit
f*=0 und dim(Bild(f)) = m.
Aufgabe 3

(a) Bestimmen Sie alle Partitionen der Zahl 4 und geben Sie die zugehorigen
Kastendiagramme/Young-Diagramme an.

(b) Sei K ein Korper. Klassifizieren Sie mit Hilfe von (a) alle nilpotenten Endomorphis-
men f: K* — K* (bis auf Ahnlichkeit).

(c) Zeigen Sie: Die Matrix
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entspricht der Partition p = (22), d.h. die Matrizen A und N((22)) sind &hnlich,
wobei

N((22)) = € M(2 x 2;R).
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Bestimmen Sie die Matrix S € GL(4;R), fiir die gilt

STTAS = N((22)).



Aufgabe 4
Sei K ein Korper und A € M(n x n; K) eine Matrix mit charakteristischem Polynom
pa(t) € K[t]. Der Satz von Cayley-Hamilton besagt:

pA(A) =0.
(a) Beweisen Sie den Satz von Cayley-Hamilton fiir n = 2.
(b) Beweisen Sie den Satz von Cayley-Hamilton fiir Diagonalmatrizen A € M (nxn; K).

(c) Zeigen Sie, dass das charakteristische Polynom p4(t) von der Form
pa(t) = t" — Spur(A) -t~V 4 (iibrige Terme) + (—1)" det(A)

ist, und benutzen Sie den Satz von Cayley-Hamilton, um einen Ausdruck fiir die
Matrix A™! herzuleiten, in welchem A, det(A)~! und andere Koeffizienten von p4(t)
vorkommen.

(Hinweis: Die Spur von A = (a;i) ist die Summe der Diagonaleintriage von A, d.h.
es gilt Spur(A) :== a1 +as + ... + apn.)

Bemerkung: Die Aufgaben sind maximal in Dreiergruppen abzugeben. Die Abgabe er-
folgt Aufgabenweise, d.h. jede Aufgabe soll getrennt aufgeschrieben werden. Vergessen Sie
bitte nicht Thre Namen lesbar auf jedes Blatt zu schreiben!



