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Vorwort

Liebe Leserin, lieber Leser,

Linearisieren im Sinne der Beschreibung inner- und außermathematischer Sach-

verhalte durch lineare Strukturen und die Untersuchung dieser Strukturen so-

wie Koordinatisieren als Herstellung von Beziehungen zwischen der Arithmetik

bzw. der Algebra und der Geometrie gehören zu den Grundprinzipien mathema-

tischen Arbeitens. Diese beiden Prinzipien durchdringen als
”
rote Fäden“ das

gesamte vorliegende Buch. Sie sind auch die Leitideen für das Studium der Linea-

ren Algebra der von der Deutschen Mathematiker-Vereinigung (DMV), der Ge-

sellschaft für Didaktik der Mathematik (GDM) und dem Verein zur Förderung

des mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterrichts (MNU) erarbeiten

Standardempfehlungen für die Lehrerbildung im Fach Mathematik. Auf deren

Grundlage wurde das vorliegende Buch mit der Zielstellung verfasst, ein beson-

ders für die Lehrerbildung geeignetes Lehrwerk der linearen Algebra zu schaffen.

In den erwähnten Standards von DMV, GDM und MNU heißt es:

Das Streben der Mathematik nach Abstraktion (um größtmögliche

Anwendbarkeit zu erhalten) und nach Klassifikation (z. B. unter dem

Aspekt der Dimension) zeigt sich deutlich in der Linearen Algebra.

Das vorliegende Buch behandelt die in den Standards für Lehrerinnen und

Lehrer der Primarstufe und der Sekundarstufe I aufgeführten Inhalte umfas-

send und wirft noch einen Blick darüber hinaus. Ich empfehle es auch Studie-

renden für das gymnasiale Lehramt, die damit einen
”
sanften“ Übergang von

der Analytischen Geometrie der Schule zu den Vorlesungen in Linearer Algebra

vollziehen und gleichzeitig Anregungen für ihren späteren Unterricht erhalten

möchten. Hinweise auf Literatur zu weiterführenden Themen werden gegeben.

Mitunter wird die Lineare Algebra als
”
trockenes“ Gebiet der Mathematik

angesehen. Mit dem Studium dieses Buches werden Sie erleben, dass dem nicht

so ist. Ausgehend von Bekanntem werden Sie schrittweise Verallgemeinerungen

vornehmen und damit in neue
”
Dimensionen“ vordringen – und das sogar im

direkten Sinne des Wortes. So führen Systematisierungen und Verallgemeine-

rungen bereits aus der Schulmathematik bekannter Objekte und Verfahren der

elementaren Algebra und der analytischen Geometrie zu Vektor- und affinen

Räumen, in denen dann Geometrie in vier und mehr Dimensionen betrieben

werden kann. Sie werden dabei erfahren, dass die Mathematik nicht nur Be-

kanntes beschreiben kann, sondern ganz neue, ihr eigene
”
Räume eröffnet“.

Besonderes Augenmerk habe ich beim Schreiben des Buches folgenden Aspek-

ten zukommen lassen:

Zentrale Begriffe und Strukturen werden ausgehend von Vertrautem, von kon-

kreten Beispielen und Spezialfällen entwickelt. So ist es für ein Lehrwerk der
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Linearen Algebra sicherlich ungewöhnlich, dass der Begriff
”
Vektorraum“ erst

in der zweiten Hälfte des Buches eingeführt wird. Jedoch bereiten zuvor be-

reits zahlreiche Beispiele und schrittweise Verallgemeinerungen auf das Ver-

ständnis dieses zentralen Strukturbegriffs vor.

Bezüge zur Schulmathematik werden an unterschiedlichen Stellen des Buches

hergestellt. Sie dienen im ersten Kapitel bei der Behandlung der linearen

Gleichungssysteme als Einstieg in die Lineare Algebra und treten danach

immer wieder auf, beispielsweise im Zusammenhang mit der Vektorrechnung

und der analytischen Beschreibung geometrischer Abbildungen sowie in ei-

ner Reihe von Beispielen. Ein wichtiges Anliegen des Buches besteht darin,

”
Schulmathematik von einem höheren Standpunkt“ aus zu betrachten.

Großer Wert wird auf die Anschaulichkeit der geführten Betrachtungen ge-

legt. Dazu dienen zahlreiche Illustrationen sowie zusätzliche Materialien auf

der Internetseite zu diesem Buch. Bereits bei der Behandlung der linearen

Gleichungssysteme im ersten Kapitel nehmen geometrische Interpretationen

und Veranschaulichungen einen wichtigen Stellenwert ein. Damit werden Zu-

sammenhänge zwischen Geometrie und Algebra aufgezeigt, denen auch eine

Schlüsselstellung für das Verständnis der behandelten mathematischen In-

halte zukommt:
”
Verstehen durch Vorstellen“.

Um Mathematik zu verstehen, ist aktive Auseinandersetzung mit Begriffen,

Verfahren sowie Sätzen und ihren Beweisen erforderlich. Das Buch enthält da-

her eine Vielzahl von Aufgaben zum besseren Verständnis und zur Festigung

des Erlernten. Mitunter werden Empfehlungen gegeben, zur Vorbereitung

von Verallgemeinerungen geeignete Aufgaben zu lösen, die zu wichtigen Be-

griffen oder Sätzen hinführen. Auf der Internetseite des Buches stehen (zum

Teil recht ausführliche) Lösungen der Aufgaben zur Verfügung. Ich empfehle

Ihnen aber, diese erst dann anzuschauen, nachdem Sie sich selbst intensiv

mit den Aufgaben auseinandergesetzt haben.

Berechnungen in der Linearen Algebra sind oft sehr aufwändig. Dennoch ist es

empfehlenswert, zu rechnerischen Verfahren exemplarisch jeweils einige Aufga-

ben
”
per Hand“ zu lösen, denn das Vollziehen von Lösungsverfahren trägt auch

zum Verständnis mathematischer Inhalte bei. Darüber hinaus ist die Nutzung

des Computers sinnvoll. Das Buch enthält Anleitungen, die Sie befähigen, das

freie Computeralgebrasystem Maxima für Berechnungen und Visualisierungen

in der Linearen Algebra zu nutzen. Beispieldateien stehen auf der Internetseite

http://www.afiller.de/linalg

zur Verfügung. Weiterhin finden Sie dort Lösungen der im Buch gestellten Auf-

gaben, interaktive Illustrationen sowie weitere Materialien.

Ich wünsche Ihnen viel Freude und Erfolg beim Studium der Linearen Algebra.

Januar 2011, Andreas Filler



Inhaltsverzeichnis

Vorwort . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v

1 Lineare Gleichungssysteme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1 Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.1.1 Lösungsmengen linearer Gleichungen mit zwei Variablen . . . . 2

1.1.2 Lösungsmengen von Gleichungssystemen mit zwei Variablen 5

1.1.3 Lösungsverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.4 Sachsituationen, die auf LGS mit zwei Variablen führen . . . . 12

1.1.5 Aufgaben zu Abschnitt 1.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2 Lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2.1 Lösungsmengen linearer Gleichungen und Gleichungssyste-

me mit drei Variablen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2.2 Der Gauß-Algorithmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.2.3 Aufgaben zu Abschnitt 1.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.3 Verallgemeinerungen und einige Begriffe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.3.1 Der Gauß-Algorithmus in Matrixschreibweise . . . . . . . . . . . . . 29

1.3.2 Ränge der einfachen und erweiterten Koeffizientenmatrix . . . 32

1.3.3 Ein Lösbarkeitskriterium für lineare Gleichungssysteme . . . . . 34

1.3.4 Homogene und inhomogene lineare Gleichungssysteme . . . . . 37

1.3.5 Aufgaben zu Abschnitt 1.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

1.4 Einige Anwendungen linearer Gleichungssysteme . . . . . . . . . . . . . . . . 40

1.4.1 Aufgaben zu Abschnitt 1.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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5.6 Euklidische Vektor- und Punkträume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219

5.6.1 Positiv definite symmetrische Bilinearformen . . . . . . . . . . . . . . 219
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Lineare Gleichungssysteme bilden in mindestens dreifacher Hinsicht ein Kern-

stück der Linearen Algebra:

Lösungsverfahren für lineare Gleichungssysteme sind für die Lösung vieler

Standardaufgaben der Linearen Algebra von Bedeutung und führen – an-

gewendet auf allgemeine lineare Gleichungssysteme ohne vorgegebene Zah-

lenwerte – zu Erkenntnissen über Lösungsmengen, welche Begründungen für

essenzielle Aussagen der Linearen Algebra bereit stellen.

Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme bilden besonders wichtige Bei-

spiele für Strukturen, mit denen sich die Lineare Algebra befasst.

Lineare Gleichungssysteme sind für Anwendungen der Linearen Algebra be-

deutsam.

Aus diesen Gründen bilden lineare Gleichungssysteme den Ausgangspunkt

dieses Buches. Zunächst werden – direkt anknüpfend an Unterrichtsinhalte der

Sekundarstufen I und II – Lösungsverfahren für lineare Gleichungssysteme be-

handelt, und es werden anhand von Beispielen, Plausibiltätsbetrachtungen sowie

anschaulich begründeten Überlegungen Erkenntnisse über die Strukturen ihrer

Lösungsmengen gewonnen. Damit wird auch der Boden für erste Verallgemeine-

rungen gegen Ende dieses Kapitels (in dem Abschnitt 1.3) bereitet; dort können

dann auch erstmals in diesem Buch einige Tatsachen exakt bewiesen werden.

Die Inhalte dieses Kapitels werden in fast allen weiteren Kapiteln des Bu-

ches aufgegriffen und in den Kapiteln 5 und 6 auf der Grundlage der bis da-

hin behandelten Grundlagen aus der Theorie der Vektorräume zu allgemeinen

Strukturbetrachtungen erweitert.
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1.1 Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen

1.1.1 Lösungsmengen linearer Gleichungen mit zwei Variablen

Lineare Gleichungen mit mehr als einer Variablen ergeben sich aus vielen –

teilweise bereits recht einfachen – Anwendungskontexten.

Beispiel 1.1

Auf einem Mobiltelefon befindet sich ein Prepaid-Guthaben von 20 e. Eine SMS

kostet 0,15 e, eine Minute Telefonieren 0,20 e. Wie viele Minuten lang kann

mit dem Guthaben telefoniert und wie viele SMS können verschickt werden?

Die gegebene Anwendungssituation lässt sich durch die Gleichung

0,15·x + 0,2·y = 20 (1.1)

beschreiben, wobei x die Anzahl der SMS und y die Anzahl der Gesprächsmi-

nuten angibt. Lösungen dieser Gleichung sind keine einzelnen Zahlen, sondern

Zahlenpaare (x; y), zum Beispiel (0; 100), (4; 97), (8; 94), . . . . Diese Zahlenpaare

lassen sich in einem Koordinatensystem darstellen, siehe Abb. 1.1.

Abb. 1.1: Einige Lösungen einer linearen
Gleichung mit zwei Variablen

Abb. 1.2: Lösungsmenge einer linearen
Gleichung mit zwei Variablen

Es zeigt sich, dass die den Lösungen zugeordneten Punkte auf einer Strecke

liegen. Aufgrund der Anwendungssituation in Beispiel 1.1 sind nur Paare natür-

licher Zahlen sinnvolle Lösungen. Betrachtet man jedoch – unabhängig von dem

in dem Beispiel behandelten Kontext – alle Lösungen der Gleichung (1.1), d. h.

alle Paare reeller Zahlen, welche die Gleichung erfüllen, so wird diese Lösungs-

menge durch eine Gerade dargestellt, siehe Abb. 1.2. Diese Gerade ist zugleich

Graph der linearen Funktion, deren Funktionsterm sich ergibt, wenn die Glei-

chung (1.1) nach y umgestellt wird, also der Funktion f mit f(x) = −3
4 ·x+100.

Allgemein können lineare Gleichungen mit zwei Variablen in der Form

a·x + b·y = c mit a, b, c ∈ R und x, y ∈ R (1.2)
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geschrieben werden. Eine Umstellung nach y und somit eine Darstellung der

Lösungsmenge als Graph einer linearen Funktion in x ist nur möglich, falls b 6=0

ist. Für b=0 und a 6=0 nimmt Gleichung (1.2) die Gestalt a·x = c bzw. x = c
a

an. Die den Lösungen der Gleichung zugeordneten Punkte liegen somit ebenfalls

auf einer Geraden, die allerdings parallel zur y-Achse verläuft.

Falls in einer Gleichung der Form (1.2) sowohl a = 0 als auch b = 0 ist, so

nimmt die Gleichung die Gestalt 0 = c an. Falls dabei c = 0 ist, so ist jedes

Paar (x; y) mit x, y ∈ R eine Lösung der Gleichung; für c 6= 0 existiert keine

Lösung, da die Gleichung unabhängig von x und y eine falsche Aussage ist.

Nimmt man diese beiden Sonderfälle von den Betrachtungen aus, so gilt für die

Lösungsmengen linearer Gleichungen mit zwei Variablen:

Lösungsmengen linearer Gleichungen der Form ax + by = c (mit a, b, c ∈ R,

wobei nicht zugleich a=0 und b=0 ist) lassen sich durch Geraden darstellen.

Von der zweidimensionalen Grundmenge aller Paare (x; y) mit x, y ∈ R
lässt eine derartige Gleichung eine eindimensionale Lösungsmenge übrig. Die

durch die Gleichung gegebene Bedingung schränkt also die Dimension der

Menge der grundsätzlich in Frage kommenden Lösungen um Eins ein.1

Die Lösungsmenge der Gleichung (1.1) lässt sich durch Umstellen der Gleichung

nach y in der Form

L =

{
(x; y)

∣∣∣∣ x ∈ R ; y=−3

4
x+100

}
schreiben. Die (allgemeine) Gleichung (1.2) kann nach y umgestellt werden, falls

b 6= 0 ist; dann ergibt sich y = −ax+c
b und die Lösungsmenge lässt sich durch

L =
{

(x; y)
∣∣∣ x ∈ R ; y=

−ax+ c

b

}
(1.3)

darstellen. Hat in (1.2) allerdings b den Wert Null, so kann diese Darstellung

der Lösungsmenge nicht verwendet werden; es ist in diesem Falle

L =
{

(x; y)
∣∣∣ y ∈ R ; x=

c

a

}
. (1.4)

Für eine einheitliche Darstellung der Lösungsmenge einer linearen Gleichung

der Form ax+ by = c (mit a, b, c ∈ R und a 6=0 oder2 b 6=0) wird ein Parameter

t eingeführt, der beispielsweise mit einer der beiden Variablen übereinstimmen

kann (aber nicht muss). So lässt sich (1.3) in der Form

L =

{
(x; y)

∣∣∣∣∣ x = t

y = −a
b
·t+

c

b

; t ∈ R

}
(1.5)

1Der Begriff der Dimension wird hier zunächst rein anschaulich verwendet (Geraden als
ein-, Ebenen als zweidimensionale Objekte, der Raum als dreidimensionales Objekt). Eine
präzise Definition des Dimensionsbegriffs erfolgt in dem Kapitel 5.

2Das Wort oder wird in der Mathematik in dem Sinne gebraucht, dass auch beide Bedin-
gungen erfüllt sein dürfen. Die Formulierung

”
a 6= 0 oder b 6= 0“ schließt also den Fall

”
a 6= 0

und b 6=0“ mit ein.



4 1 Lineare Gleichungssysteme

und (1.4) in der Form

L =

{
(x; y)

∣∣∣∣∣ x =
c

a
y = t

; t ∈ R

}
(1.6)

schreiben. Diese Schreibweise kann verallgemeinert und damit vereinheitlicht

werden. Gibt man die Lösungsmenge einer linearen Gleichung mit zwei Variablen

x, y durch

L =

{
(x; y)

∣∣∣∣ x = m1 ·t+ n1

y = m2 ·t+ n2
; t ∈ R

}
(1.7)

an, so sind damit beide Fälle erfasst. m1,m2, n1 und n2 sind dabei feste reelle

Zahlen, die von den Koeffizienten der jeweiligen Gleichung abhängen; t durch-

läuft den gesamten Bereich der reellen Zahlen. Die Lösungsmengen (1.5) und

(1.6) sind Spezialfälle von (1.7) mit m1 = 1, m2 =−ab , n1 = 0, n2 = c
b für (1.5)

sowie m1 =0, m2 =1, n1 = c
a , n2 =0 für (1.6).

Für die Darstellung von Lösungsmengen wird oft die übersichtliche Spalten-

schreibweise verwendet: (
x
y

)
= t ·

(
m1

m2

)
+

(
n1

n2

)
. (1.8)

Diese Schreibweise gibt auch eine Beschreibung der durch die Lösungsmenge

beschriebenen Geraden. Durch

(
m1

m2

)
ist ein Richtungsvektor dieser Geraden

gegeben, (n1;n2) sind die Koordinaten eines festen Punktes der Lösungsgeraden.

Auf den Begriff des Vektors wird in den Kapiteln 3 und 5 ausführlich eingegangen. Hier wird
dieser Begriff zunächst in einem anschaulichen, aus der Schule bekannten, Sinne verwendet.

Beispiel 1.2

Die lineare Gleichung
7x− 4y = 5

hat die Lösungsmenge

L1 =

{(
x
y

) ∣∣∣∣ ( xy
)

= t·
(

1
7
4

)
+

(
0
−5

4

)
; t∈R

}
.

Abb. 1.3: Graphische Darstellungen
der Lösungsmengen der linearen Glei-
chungen aus dem Beispiel 1.2.
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Die lineare Gleichung
4x = −9

hat die Lösungsmenge

L2 =

{(
x
y

) ∣∣∣∣ ( xy
)

= t·
(

0
1

)
+

(
−9

4

0

)
; t∈R

}
.

Die Lösungsmengen beider Gleichungen sind mit den zugehörigen Richtungs-

vektoren
(
m1
m2

)
in Abb. 1.3 dargestellt.

Zusammenfassung:
Lösungsmengen linearer Gleichungen mit zwei Variablen

Lineare Gleichungen der Form

ax + by = c

mit a, b, c ∈ R und a 6= 0 oder b 6= 0 besitzen einparametrige Lösungs-

mengen, welche sich geometrisch als Geraden interpretieren lassen. Die

Lösungsmengen können in der Form

L =

{(
x
y

) ∣∣∣∣ (xy
)

= t·
(
m1

m2

)
+

(
n1

n2

)
; t ∈ R

}
dargestellt werden. Dabei sind m1,m2, n1 und n2 feste reelle Zahlen, die

von den Koeffizienten der jeweiligen Gleichung abhängen; der Parameter t

durchläuft den gesamten Bereich der reellen Zahlen.

1.1.2 Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme mit zwei
Gleichungen und zwei Variablen

Wie in dem vorangegangenen Abschnitt festgestellt wurde, lassen sich Lösungs-

mengen linearer Gleichungen geometrisch als Geraden darstellen, wobei jede

Lösung jeweils durch einen Punkt repräsentiert wird. Lösungen (x; y) eines li-

nearen Gleichungssystems mit zwei Variablen

a11 x + a12 y = b1

a21 x + a22 y = b2
(1.9)

müssen jede der beiden Gleichungen erfüllen, die entsprechenden Punkte müssen

also beiden durch die Gleichungen beschriebenen Geraden angehören.

Beispiel 1.3

Die Lösungsmengen der beiden Gleichungen des Gleichungssystems

4x − 5 y = 13

3x + 4 y = 3
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werden durch zwei Geraden repräsentiert, siehe Abb. 1.4. Lösungen des gesam-

ten Systems müssen beiden Lösungsmengen angehören. Das Gleichungssystem

hat somit genau eine Lösung, sie entspricht dem Schnittpunkt der beiden Ge-

raden. Durch die Ermittlung dieses Schnittpunktes ist es möglich, ein lineares

Gleichungssystem näherungsweise zu lösen.

Abb. 1.4: Graphische Lösung
eines linearen Gleichungssystems
mit 2 Gleichungen und 2 Variablen

In den meisten Fällen haben lineare Gleichungssysteme mit zwei Gleichun-

gen und zwei Variablen wie in Beispiel 1.3 genau eine Lösung. Jedoch können

auch Fälle auftreten, in denen derartige Gleichungssysteme unlösbar sind oder

unendlich viele Lösungen besitzen.

Beispiel 1.4

Das lineare Gleichungssystem (LGS)

x + y = −1

−3x − 3y = 9

besitzt keine Lösung. Die beiden Gleichungen beschreiben zueinander parallele

Geraden, siehe Abb. 1.5. Es existiert also kein Schnittpunkt der beiden Geraden

und somit kein Paar (x; y), welches beide Gleichungen erfüllt und somit Lösung

des LGS sein könnte.

Abb. 1.5: LGS mit leerer Lösungsmenge Abb. 1.6: LGS mit unendlich vielen Lösungen
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Beispiel 1.5

Das lineare Gleichungssystem

x + y = −1

−3x − 3y = 3

besitzt unendlich viele Lösungen. Die beiden Gleichungen beschreiben jeweils

dieselbe Gerade, siehe Abb. 1.6. Somit haben beide Gleichungen dieselbe un-

endliche (einparametrige) Lösungsmenge, welche zugleich die Lösungsmenge des

gesamten LGS ist.

Ein näherer Blick auf die in den Beispielen 1.4 und 1.5 betrachteten Glei-

chungssysteme offenbart die Ursachen für die Unlösbarkeit bzw. das Vorliegen

einer unendlichen Lösungsmenge. Multipliziert man die erste Gleichung aus dem

Beispiel 1.5 mit −3, so ergibt sich gerade die zweite Gleichung. Somit sind

beide Gleichungen äquivalent, besitzen also dieselbe Lösungsmenge, mit anderen

Worten: die zweite Gleichung enthält keine zusätzliche Bedingung, die nicht

schon in der ersten Gleichung enthalten ist (bzw. umgekehrt). Somit reduziert

sich dieses LGS auf eine einzige Gleichung und hat deshalb eine unendliche

(einparametrige) Lösungsmenge, vgl. Abschnitt 1.1.1.

Im Falle des LGS aus Beispiel 1.4 fällt auf, dass die linke Seite der ersten

Gleichung das −3-fache der linken Seite der zweiten Gleichung ist. Gleichwertig

zu dem in Beispiel 1.4 betrachteten LGS ist das Gleichungssystem

−3x − 3y = 3

−3x − 3y = 9

Wenn diese Gleichungssystem Lösungen (x; y) hätte, so müsste für diese zugleich

−3x − 3y = 3 und −3x − 3y = 9 sein. Dies ist jedoch nicht möglich, denn es

hätte 3 = 9 zur Folge. Somit kann dieses LGS keine Lösungen besitzen.

Zusammenfassung: Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme
mit zwei Variablen und zwei Gleichungen

Lineare Gleichungssysteme der Form

I a11 x + a12 y = b1

II a21 x + a22 y = b2

bei denen jede Gleichung für sich betrachtet eine einparametrige Lösungs-

menge besitzt, also a11 6= 0 oder a12 6= 0 sowie a21 6= 0 oder a22 6= 0 gilt,

können folgendermaßen geartete Lösungsmengen besitzen:

Es existiert genau eine Lösung. Dies ist der Fall, falls die linke Seite

der Gleichung II kein Vielfaches der linken Seite der Gleichung I ist

(d. h. dass die linke Seite von II nicht durch Multiplikation mit einer

reellen Zahl aus der linken Seite von I entsteht). Die Lösungsmengen

der beiden Gleichungen werden durch Geraden repräsentiert, die genau

einen Schnittpunkt besitzen, vgl. Beispiel 1.3 und Abb. 1.4.



8 1 Lineare Gleichungssysteme

Die Lösungsmenge des LGS ist leer, falls die linke Seite der Gleichung II

ein Vielfaches der linken Seite der Gleichung I ist, die gesamte Gleichung

II jedoch kein Vielfaches von Gleichung I ist. In diesem Falle können die

Lösungsmengen der einzelnen Gleichungen durch zwei parallele Gera-

den dargestellt werden; eine gemeinsame Lösung existiert nicht, vgl.

Beispiel 1.4 und Abb. 1.5.

Es gibt unendlich viele Lösungen, falls die Gleichung II durch Multipli-

kation mit einer reellen Zahl aus Gleichung I entsteht. Die beiden Glei-

chungen sind in diesem Falle äquivalent; eine Gleichung ist verzichtbar,

vgl. Beispiel 1.5 und Abb. 1.6.

1.1.3 Lösungsverfahren für lineare Gleichungssysteme mit
zwei Gleichungen und zwei Variablen

Ein nahe liegendes Lösungsverfahren für LGS mit zwei Gleichungen und zwei

Variablen ist das Gleichsetzungsverfahren. Hierbei werden beide Gleichungen

nach derselben Variablen umgestellt und dann gleich gesetzt.

Beispiel 1.6

Gleichsetzungsverfahren

In dem linearen Gleichungssystem aus Beispiel 1.3

4x − 5 y = 13

3x + 4 y = 3

werden beide Gleichungen nach y umgestellt:

y = 4
5 x −

13
5

y = −3
4 x + 3

4 .

Durch Gleichsetzen ergibt sich daraus
4
5 x −

13
5 = −3

4 x + 3
4

und nach Vereinfachung dieser Gleichung

31x = 67 bzw. x = 67
31 .

Setzt man diesen Wert für x in eine der nach y umgestellten Gleichungen ein,

so ergibt sich der Wert für y:

y = 4
5 ·

67
31 −

13
5 = 268

155 −
403
155 = −135

155 = −27
31 .

Um die Richtigkeit des Ergebnisses zu überprüfen, kann der für x gefundene

Wert auch noch in die zweite Gleichung eingesetzt werden – es muss sich derselbe

Wert für y ergeben. Außerdem sollten für eine Probe des Ergebnisses die für x

und y ermittelten Werte noch in das ursprüngliche LGS eingesetzt werden.

Als Lösung des LGS ergibt sich also
(

67
31 ;−27

31

)
. Diese Lösung wurde nähe-

rungsweise bereits graphisch ermittelt, siehe Abb. 1.4 auf S. 6.
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Ein weiteres Lösungsverfahren für LGS mit zwei Gleichungen und zwei Va-

riablen ist das Einsetzungsverfahren. Hierbei wird eine der beiden Gleichungen

nach einer Variablen umgestellt und der dabei erhaltene Term in die andere

Gleichung eingesetzt.

Beispiel 1.7

Einsetzungsverfahren

Es wird erneut das LGS aus den Beispielen 1.3 und 1.6 betrachtet und die zweite

Gleichung nach x umgestellt:3

x = −4
3 y + 1 .

Der erhaltene Term wird nun in die erste Gleichung an Stelle von x eingesetzt:

4
(
−4

3 y + 1
)
− 5 y = 13 .

Durch Vereinfachung dieser Gleichung und Auflösung nach y ergibt sich:

−16
3 y + 4 − 5 y = 13

− 31
3 y = 9

y = −27
31 .

Dieser Wert wird nun in die nach x umgestellte zweite Gleichung eingesetzt:

x = −4
3 ·
(
−27

31

)
+ 1 = 36

31 + 1 = 67
31 .

Als Lösung des LGS ergibt sich also
(

67
31 ;−27

31

)
. Auch bei diesem Verfahren ist

eine Probe durch Einsetzen der Lösung in das gegebene LGS sinnvoll.

Ein drittes Lösungsverfahren ist das Additionsverfahren. Dieses ist von beson-

derer Bedeutung, da seine Vorgehensweise auch auf lineare Gleichungssysteme

mit mehr als zwei Gleichungen und mehr als zwei Variablen angewendet werden

kann. Bei dem Additionsverfahren werden die beiden Gleichungen mit geeigne-

ten Zahlen multipliziert, so dass nach der Addition beider Gleichungen in der

entstehenden Gleichung eine Variable verschwindet (eliminiert wird).

Beispiel 1.8

Additionsverfahren

Wir betrachten nochmals das LGS aus den Beispielen 1.3, 1.6, 1.7 und überlegen,

mit welchen Zahlen die Gleichungen multipliziert werden können, so dass nach

Addition beider Gleichungen eine Gleichung entsteht, in der x nicht auftritt:

I 4x − 5 y = 13 | · (−3)

II 3x + 4 y = 3 | · 4 .

3Es kann bei dem Einsetzungsverfahren wahlweise die erste oder die zweite Gleichung
nach einer Variablen umgestellt werden, wobei auch die Wahl der Variablen frei ist, falls alle
Koeffizienten von Null verschieden sind. Besonders sinnvoll ist die Verwendung des Einset-
zungsverfahrens jedoch bei Gleichungssystemen, in denen ein Koeffizient Null ist und somit
in einer Gleichung eine Variable nicht auftritt. In diesem Falle ist der für diese Variable in
die andere Gleichung einzusetzende Term besonders einfach.
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Durch Multiplikation der Gleichungen mit den Faktoren (-3) bzw. 4 ergibt sich:

I’ −12x + 15 y = −39

II’ 12x + 16 y = 12 .

Im nächsten Schritt wird die ursprüngliche Gleichung I beibehalten und die

zweite Gleichung durch die Summe I’+II’ der multiplizerten Gleichungen ersetzt:

I” 4x − 5 y = 13

II” 31 y = −27 .

An dieser Stelle kann nun y bestimmt und, analog zum Einsetzungsverfahren,

in die erste Gleichung eingesetzt werden, womit sich dann x berechnen lässt.

Mit Blick auf die spätere Erweiterung des Additionsverfahrens auf LGS mit

mehr als zwei Gleichungen und Variablen ist es jedoch sinnvoll, einen weiteren

Umformungsschritt vorzunehmen, bei dem y aus der ersten Gleichung eliminiert

wird:
I” 4x − 5 y = 13 | · 1
II” 31 y = −27 | · 5

31 .

Es werden nun die derart multiplizierten Gleichungen addiert; die entstehende

Gleichung ersetzt I”:

I’” 4x = 268
31

II’” 31 y = −27 .

Als Lösung des LGS ergibt sich daraus wiederum
(

67
31 ;−27

31

)
.

Das Additionsverfahren wurde in dem Beispiel 1.8 recht ausführlich dargestellt.

Um das Verfahren kürzer aufzuschreiben, wird meist darauf verzichtet, den ers-

ten Umformungsschritt (I’ und II’) zu notieren. Die Multiplikation der Gleichun-

gen sowie die Addition werden also in einem einzigen Schritt vorgenommen.

Beispiel 1.9

Additionsverfahren in Kurzschreibweise

2x + 3 y = 4 | ·(−3)

3x + 2 y = 8 | · 2
2x + 3 y = 4 | · 1
− 5 y = 4 | · 3

5

2x = 32
5

− 5 y = 4

Das Gleichungssystem hat somit die (eindeutige) Lösung (16
5 ;−4

5 ).

Die durch die Umformungsschritte des Additionsverfahrens erfolgenden Ver-

änderungen der Gleichungen lassen sich durch die Darstellung der durch sie

beschriebenen Geraden sichtbar machen; Abb. 1.7 zeigt dies für das in dem

Beispiel 1.9 gelöste LGS. Die Vereinfachung des Gleichungssystems kommt dabei

dadurch zum Ausdruck, dass die durch die Gleichungen beschriebenen Geraden

in eine spezielle Lage, parallel zu den Koordinatenachsen, überführt werden.

Durch die Darstellungen in Abb. 1.7 wird deutlich, dass sich die Lösungsmen-

gen der einzelnen Gleichungen durchaus verändern (im Gegensatz zu Äquiva-

lenzumformungen von Gleichungen); der Schnittpunkt, welcher die Lösung des

Gleichungssystems repräsentiert, jedoch unverändert bleibt.
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Abb. 1.7: Wirkungen der Schritte des Additionsverfahrens auf die durch die Gleichungen
eines linearen Gleichungssystems (siehe Beispiel 1.9) bestimmten Geraden

Neben den in den Beispielen 1.8 und 1.9 vorgenommenen Umformungen kann

es bei bestimmten Gleichungssystemen sinnvoll sein, Gleichungen zu vertau-

schen. So sollten z. B. bei dem LGS

− 14 y = −11

5x − 9 y = 12

die Gleichungen I und II vertauscht werden, womit der erste Schritt des Ad-

ditionsverfahrens überflüssig wird. Eine Veränderung der Lösungsmenge erfolgt

durch eine Vertauschung der beiden Gleichungen natürlich nicht.

Bei LGS mit 2 Gleichungen und 2 Variablen, die nicht lösbar sind oder eine

unendliche Lösungsmenge besitzen, wird dies bereits nach den ersten Schritten

des Additionsverfahrens deutlich.

Beispiel 1.10

Auf die LGS aus den Beispielen 1.4 und 1.5 wird das Additionsverfahren ange-

wendet:

x + y = −1 | · 3
−3x − 3 y = 9 | · 1

x + y = −1

0 = 6

Es entsteht eine Gleichung, die offen-

bar eine falsche Aussage ist. Das ge-

samte LGS ist somit unlösbar, denn

jede Lösung müsste dazu führen,

dass beide Gleichungen erfüllt sind.

x + y = −1 | · 3
−3x − 3 y = 3 | · 1

x + y = −1

0 = 0

Es entsteht eine Gleichung, die immer

erfüllt ist. Die Lösungsmenge der ersten

Gleichung ist zugleich die Lösungsmenge

des LGS. Eine der Gleichungen des ge-

gebenen LGS ist somit
”
überflüssig“.

Äquivalenzumformungen linearer Gleichungssysteme

Äquivalenzumformungen eines LGS sind Umformungen, welche die Lö-

sungsmenge des Systems nicht verändern (Äquivalenz: Gleichwertigkeit):

Vertauschen zweier Gleichungen,

Multiplikation einer Gleichung mit einer reellen Zahl (außer Null),

Addition zweier Gleichungen.
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Falls ein lineares Gleichungssystem noch nicht in der Form

a11 x + a12 y = b1

a21 x + a22 y = b2

vorliegt, ist auch die Addition gleicher Terme auf beiden Seiten einer

Gleichung zulässig. Grundsätzlich sind äquivalente Umformungen einzelner

Gleichungen auch Äquivalenzumformungen in Bezug auf ein LGS. Die um-

gekehrte Aussage gilt jedoch nicht: die für ein Gleichungssystem zulässige

Äquivalenzumformung der Addition zweier Gleichungen führt im Allgemei-

nen zu Einzelgleichungen mit veränderten Lösungsmengen, vgl. Abb. 1.7.

1.1.4 Sachsituationen, die auf LGS mit zwei Variablen führen

Häufig werden Lineare Gleichungssysteme für die Lösung von Mischungsproble-

men verwendet.

Beispiel 1.11

Aus zwei Gold-Silber-Legierungen, in denen sich die Metallmassen wie 2 : 3

bzw. 3 : 7 verhalten, sind 8 kg einer neuen Legierung mit dem Verhältnis 5 : 11

herzustellen. Wie viel Kilogramm der Legierungen sind dabei zu verwenden?

Im Folgenden werden Lösungsschritte bei der Bearbeitung dieser Aufgabe

beschrieben, die für viele Text- bzw. Sachaufgaben sinnvoll sind, die auf das

Lösen linearer Gleichungssysteme führen.

Entnahme der wesentlichen Informationen aus dem Text

– In der ersten Legierung verhält sich die Gold- zur Silbermasse wie 2 : 3,

d. h. ein Kilogramm der Legierung enthält 2
5 kg Gold und 3

5 kg Silber.

– Ein Kilogramm der zweiten Legierung enthält 3
10 kg Gold und 7

10 kg Sil-

ber.

– Ein Kilogramm der durch Mischung herzustellenden Legierung soll 5
16 kg

Gold und 11
16 kg Silber enthalten.

– Es sollen 8 kg der neuen Legierung hergestellt werden, hierin müssen also
5
16 ·8 kg = 40

16 kg = 5
2 kg Gold und 88

16 kg = 11
2 kg Silber enthalten sein.

Festlegen der Variablen

x – benötigte Masse (in kg) der ersten Legierung

y – benötigte Masse (in kg) der zweiten Legierung

Aufstellen von Gleichungen

Gold: 2
5 x + 3

10 y = 5
2

Silber: 3
5 x + 7

10 y = 11
2

Es empfiehlt sich bei diesem LGS, beide Gleichungen mit 10 zu multiplizieren:

Gold: 4x + 3 y = 25

Silber: 6x + 7 y = 55
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Lösen des Gleichungssystems mithilfe des Additionsverfahrens

4x + 3 y = 25 | ·(−3)

6x + 7 y = 55 | · 2
4x+ 3 y = 25 | · 1

5 y = 35 | ·(−3
5 )

4x = 4

5 y = 35

Als Lösung ergibt sich damit x = 1 und y = 7.

Überprüfung des Ergebnisses

Gold: 2
5 · 1 + 3

10 · 7 = 4
10 + 21

10 = 25
10 = 40

16 = 5
2

Silber: 3
5 · 1 + 7

10 · 7 = 6
10 + 49

10 = 55
10 = 88

16 = 11
2

Es werden also 1 kg der 2:3-Legierung und 7 kg der 3:7-Legierung benötigt.

Das folgende Beispiel ist weniger als echte Anwendung, denn als eine
”
Kno-

belaufgabe“ anzusehen.

Beispiel 1.12

Eine Aufgabe aus vergangenen Zeiten: Eine Köchin hat 18 Heringe für 18 Gro-

schen gekauft. Es waren gute Heringe für die Herrschaft, das Stück für 5 Gro-

schen, und schlechte Heringe für das Gesinde, 5 Stück für einen Groschen. Wie

viele gute und wie viele schlechte Heringe waren es?

Wird die Anzahl der guten Heringe mit x und die der schlechten Heringe mit y

bezeichnet, so lässt sich aus dem Text das folgende Gleichungssystem aufstellen:

Anzahl der Heringe: x + y = 18

Kosten: 5x + 1
5 y = 18 .

Aufgrund der sehr einfachen Struktur der ersten Gleichung empfiehlt es sich,

für die Lösung dieses LGS das Einsetzungsverfahren zu verwenden. Die nach y

umgestellte erste Gleichung wird in die zweite Gleichung eingesetzt:

5x + 1
5 (18− x) = 18

bzw. 25x + 18− x = 90 .

Auflösen nach x ergibt x = 3 und Einsetzen in die erste Gleichung y = 15.

Die Köchin hat also 3 gute und 15 schlechte Heringe gekauft. Eine Überprü-

fung dieses Ergebnisses anhand des Aufgabentextes ergibt einen Preis von 5·3
Groschen und 15 Fünftel Groschen, insgesamt also 18 Groschen.

1.1.5 Aufgaben zu Abschnitt 1.1

1. Stellen Sie die Lösungsmengen der folgenden Gleichungen graphisch dar.

Geben Sie die Lösungsmengen außerdem in der Form

L =

{(
x
y

) ∣∣∣∣ (xy
)

= t·
(
m1

m2

)
+

(
n1

n2

)
; t ∈ R

}
an (ermitteln Sie hierzu m1, m2, n1 und n2, vgl. Beispiel 1.2).

a) 5x + 4 y = 13 b) 45x − 84 y = 132 c) 5 · (x− 2 y) + 10y = 45
2
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2. Lösen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme mithilfe des Einsetzungs-

und mithilfe des Gleichsetzungsverfahrens. Vergleichen Sie Ihre Lösungen.

a)
3x − 15 y = 180

2x + 4 y = 64
b)

1
5 x −

1
6 y = 2

2
3 x + 3

4 y = 1

3. Lösen Sie die folgenden LGS mithilfe des Additionsverfahrens. Stellen Sie

außerdem die durch die Gleichungen bestimmten Geraden graphisch dar.

a)
3x + 2 y = 149

2x − y = 55
b)

5x + 3 y = 19

6x − 2 y = 6

c)
36x + 15 y = 8

3x + 5
4 y = 3

4

d)
x − 2 y = −2

− 1
2 x + y = 1

4. Es sei c eine beliebige, aber feste reelle Zahl. Lösen Sie das folgende LGS in

Abhängigkeit von c.
x + y = c

x − y = 3

5. Begründen Sie, dass ein lineares Gleichungssystem der Form

a11 x + a12 y = 0

a21 x + a22 y = 0

für beliebige a11, a12, a21, a22 lösbar ist. Welcher Zusammenhang muss zwi-

schen a11, a12, a21 und a22 bestehen, damit das LGS unendlich viele Lösun-

gen besitzt?

6. Ein Händler mischt zwei Sorten Tee. Nimmt er von der ersten Sorte 120 kg

und von der zweiten Sorte 90 kg, so kostet ihn 1 kg der Mischung 25 e.

Mischt er dagegen 10 kg der ersten mit 150 kg der zweiten Sorte, so kostet

ihn 1 kg der Mischung 30 e. Wie teuer war 1 kg jeder Sorte?

7. Zwei Stahlsorten enthalten 12% bzw. 30% Nickel. Man will aus beiden

Stählen einen Stahl mit einem Nickelgehalt von 25% und einer Masse von

180 kg schmelzen. Wieviel Kilogramm Stahl jeder Sorte werden benötigt,

wenn man bei der Rechnung von Verlusten beim Schmelzen absieht?

8. Anja, Berta und Claudius fahren mit dem Rad von demselben Ausgangs-

punkt aus zur Schule. Anja startet um 7.30 Uhr, Berta um 7.33 Uhr, Clau-

dius um 7.35 Uhr. Anja fährt im Durchschnitt 3 km/h langsamer als Berta,

Claudius um 3 km/h schneller. Alle drei kommen zugleich an. Wie lange

braucht Berta und wie schnell fährt sie? Wie lang ist der Weg zur Schule?

9. Familie Wegert kauft für den Garten 4 Apfelhalbstämme und 2 Apfelhoch-

stämme. Sie bezahlt 192 e. Ihre Nachbarn kaufen 3 Apfelhalbstämme und

einen Apfelhochstamm für 129,50 e. Wie viel kostet jede Sorte?

10. Aus einem alten Rechenbuch: Eine Anzahl von Personen hatte in einem

Gasthaus eine Zeche zu bezahlen. Zahlte jede 4,35 Mark, so fehlten noch

20 Pf an der ganzen Summe. Zahlte jede 4,40 Mark, so waren es 20 Pf

zuviel. Wie groß war die zu zahlende Summe? Wie viele Personen waren es?
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1.2 Lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen

1.2.1 Lösungsmengen linearer Gleichungen und
Gleichungssysteme mit drei Variablen

Lineare Gleichungen mit 3 Variablen lassen sich allgemein in der Form

a x + b y + c z = d mit a, b, c, d ∈ R und x, y, z ∈ R (1.10)

schreiben. Als Lösungen kommen Tripel (x; y; z) reeller Zahlen in Frage, die oft

auch in der Spaltenschreibweise

(
x
y
z

)
geschrieben werden. Die Menge aller

prinzipiell möglichen Lösungen einer linearen Gleichung mit drei Variablen ist

also die Menge aller Tripel reeller Zahlen. Diese Menge wird mit R3 bezeichnet;

geometrisch wird sie durch den (dreidimensionalen) Raum veranschaulicht. Tri-

pel reeller Zahlen und somit Lösungen linearer Gleichungen in drei Variablen

können in einem dreidimensionalen Koordinatensystem dargestellt werden.

Beispiel 1.13

Es werden einige Lösungen der Gleichung

−3x + 3
2 y − 5 z = −1

ermittelt, indem die Gleichung nach z umgestellt wird:

z = −3
5 x + 3

10 y + 1
5 .

Durch Einsetzen von Werten für x und y und Berechnung der zugehörigen Wer-

te für z lassen sich Lösungstripel der Gleichung ermitteln. Nach Einzeichnen

der zugehörigen Punkte in ein dreidimensionales Koordinatensystem wird sicht-

bar, dass die zu den Lösungen gehörenden Punkte in einer Ebene liegen, siehe

Abb. 1.8. Diese Ebene ist der Graph der linearen Funktion f (in zwei Variablen)

mit f(x, y) = −3
5x+ 3

10 y + 1
5 .

Ohne technische Hilfsmittel ist die graphische Darstellung von Lösungsmengen

linearer Gleichungen bzw. LGS mit drei Variablen recht mühsam. In dem Ab-

schnitt 1.5 wird auf hierfür geeignete Computersoftware eingegangen.

Abb. 1.8: Graphische Darstellung ei-
niger Lösungstripel einer linearen Glei-
chung mit 3 Variablen
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Das Beispiel 1.13 ist in dem Sinne verallgemeinerbar, dass die Lösungsmenge

jeder linearen Gleichung der Form 1.10 durch eine Ebene dargestellt werden

kann, falls nicht zugleich a=0 und b=0 und c=0 ist.4

Die Lösungsmenge der Gleichung aus Beispiel 1.13 lässt sich in der Form

L =
{

(x; y; z)
∣∣ x, y ∈ R ; z = −3

5 x + 3
10 y + 1

5

}
(1.11)

schreiben. Allerdings ist eine derartige Darstellung nicht auf alle Gleichungen der

Form (1.10) übertragbar. Da der Koeffizient c auch den Wert Null haben kann,

ist eine Auflösung nach z nicht in jedem Falle möglich. Da allerdings a 6=0 oder

b 6=0 oder c 6=0 verlangt wird, kann die Lösungsmenge jeder linearen Gleichung

(1.10) in mindestens einer der drei folgenden Schreibweisen dargestellt werden:

L =
{

(x; y; z)
∣∣ x, y ∈ R ; z = −acx−

b
cy + d

c

}
,

L =
{

(x; y; z)
∣∣ x, z ∈ R ; y = −abx−

c
bz + d

b

}
,

L =
{

(x; y; z)
∣∣ y, z ∈ R ; x = − bay −

c
az + d

a

}
.

(1.12)

In jedem Falle treten in der Lösungsmenge zwei unabhängige Variablen auf.

Für eine einheitliche Darstellung der Lösungsmengen linearer Gleichungen mit

drei Variablen werden zwei Parameter s und t eingeführt (vgl. Abschnitt 1.1.1,

S. 3f.), die mit zwei der Variablen übereinstimmen können. Die Lösungsmenge

(1.12) einer linearen Gleichung der Gestalt (1.10) mit a 6=0 oder b 6=0 oder c 6=0

lässt sich damit in jedem Falle folgendermaßen schreiben:

L =

(x; y; z)

∣∣∣∣∣∣
x = m1 ·s+n1 ·t+ p1

y = m2 ·s+n2 ·t+ p2

z = m3 ·s+n3 ·t+ p3

; s, t ∈ R

 . (1.13)

Dabei sind m1,m2,m3, n1, n2, n3 sowie p1, p2 und p3 feste reelle Zahlen, die

von den Koeffizienten der jeweiligen Gleichung abhängen; die Parameter s und

t durchlaufen jeweils den gesamten Bereich der reellen Zahlen.

Beispiel 1.14

Die Lösungsmenge der Gleichung −3x + 3
2 y − 5 z = −1 aus dem Beispiel 1.13

lässt sich zunächst durch (1.11) angeben. Setzt man s= x und t= y, so ergibt

sich

L =

(x; y; z)

∣∣∣∣∣∣
x = 1·s
y = 1·t
z = −3

5 ·s+ 3
10 ·t+ 1

5

; s, t ∈ R

 .

Die Parameter können auch anders festgelegt werden. Mit s=y und t=z ist:

L =

(x; y; z)

∣∣∣∣∣∣
x = 1

2 ·s−
5
3 ·t+ 1

3

y = 1·s
z = 1·t

; s, t ∈ R

 .

4Falls in einer Gleichung der Form (1.10) a=b=c=0 ist, so hat die Gleichung die Gestalt
0 = d. Für d = 0 ist dann jedes Tripel (x; y; z) ∈ R3 eine Lösung der Gleichung; für d 6= 0
existiert keine Lösung, da die Gleichung unabhängig von x, y und z eine falsche Aussage ist.
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Ohne dies an dieser Stelle nachweisen zu können, sei erwähnt, dass durch beide

Darstellungen in der Tat dieselbe Lösungsmenge beschrieben wird.

Wie bereits in dem Abschnitt 1.1.1 erläutert wurde, wird für die Darstellung

von Lösungsmengen aufgrund der Übersichtlichkeit oft die Spaltenschreibweise

verwendet. Die Lösungsmenge (1.13) lässt sich dann mitx
y
z

 = s·

m1

m2

m3

+ t·

n1

n2

n3

+

 p1

p2

p3

 . (1.14)

angeben. Auch hier besteht ein Bezug zur geometrischen Interpretation der Lö-

sungsmenge als Ebene im Raum: Die Vektoren

m1

m2

m3

 und

n1

n2

n3

 spannen

diese Ebene auf (sind Richtungsvektoren); (p1; p2; p3) sind die Koordinaten eines

festen Punktes der
”
Lösungsebene“.

Beispiel 1.15

Wir greifen nochmals die Gleichung aus dem Beispiel 1.13 und die beiden in

dem Beispiel 1.14 herausgearbeiteten Darstellungen ihrer Lösungsmenge auf. In

Spaltenform lassen sich diese folgendermaßen schreiben:

L =


(
x
y
z

) ∣∣∣∣∣∣
(
x
y
z

)
= s·

 1
0

−3
5

+ t·

 0
1
3
10

+

 0
0
1
5

 ; s, t ∈ R

 bzw.

L =


(
x
y
z

) ∣∣∣∣∣∣
(
x
y
z

)
= s·

1
2

1
0

+ t·

−5
3

0
1

+

 1
3

0
0

 ; s, t ∈ R


Abb. 1.9 zeigt für jede dieser Darstellungen die Richtungsvektoren der die Lö-

sungsmenge repräsentierenden Ebene.

Abb. 1.9: Darstellungen der Lösungsmenge einer linearen Gleichung durch eine Ebene
mit Richtungsvektoren
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Zusammenfassung:
Lösungsmengen linearer Gleichungen mit drei Variablen

Lineare Gleichungen der Form

a x + b y + c z = d

mit a, b, c, d ∈ R und a 6= 0 oder b 6= 0 oder c 6= 0 besitzen zweiparametrige

Lösungsmengen, welche sich geometrisch als Ebenen interpretieren lassen.

Die Lösungsmengen können in der Form

L =


x
y
z

 ∣∣∣∣∣∣
x
y
z

 = s·

m1

m2

m3

+ t·

n1

n2

n3

+

 p1

p2

p3

 ; s, t ∈ R


dargestellt werden. Dabei sind m1,m2,m3, n1, n2, n3 sowie p1, p2 und p3

feste reelle Zahlen, die von den Koeffizienten der jeweiligen Gleichung ab-

hängen; die Parameter s und t durchlaufen jeweils den gesamten Bereich

der reellen Zahlen.

Vergleicht man Lösungsmengen linearer Gleichungen mit drei Variablen und

linearer Gleichungen mit zwei Variablen (siehe Abschnitt 1.1.1), so lässt sich

eine Analogie feststellen:

Die Grundmenge aller in Frage kommenden Lösungen ist bei Gleichungen mit

zwei Variablen R2 (die Menge aller Paare (x; y) mit x, y ∈ R), also zweidimen-

sional. Lösungsmengen linearer Gleichungen mit zwei Variablen sind (außer bei

solchen Gleichungen, die sich so umformen lassen, dass beide Variablen darin

nicht auftreten) einparametrig und werden durch eindimensionale geometrische

Objekte (Geraden) repräsentiert. Hingegen ist die Grundmenge bei Gleichungen

mit drei Variablen R3, also dreidimensional, und die Lösungen sind (von den ge-

nannten Ausnahmen abgesehen) zweiparametrig und können durch Ebenen, also

zweidimensionale Objekte dargestellt werden. In beiden Fällen ist die Dimen-

sion der Lösungsmenge um Eins geringer als die Dimension der Grundmenge

– eine Gleichung
”
verringert“ gewissermaßen

”
die Dimension“ der Grundmenge

um Eins. Diese – bislang nur anschaulich anhand von Beispielen gewonnene –

Erkenntnis lässt sich verallgemeinern: Eine lineare Gleichung in n Variablen hat

die Grundmenge Rn und als Lösungsmenge im Allgemeinen einen n−1-dimen-

sionalen Unterraum von Rn, auch als Hyperebene bezeichnet.5

5Der Begriff
”
Unterraum“ (bzw. Teilraum) wird hier nur erwähnt und erst in dem Kapitel

5 behandelt, da hierzu Grundlagen aus der Theorie der Vektorräume erforderlich sind. In

”
populärwissenschaftlichem“ Sinne stellen Hyperebenen Verallgemeinerungen von Ebenen in

folgendem Sinne dar: Gewöhnliche Ebenen sind zweidimensionale lineare Unterstrukturen
des dreidimensionalen Raumes, Hyperebenen sind analog dazu lineare Unterstrukturen ei-
nes beliebig dimensionalen Raumes, wobei die Dimension einer Hyperebene stets um Eins
geringer ist als die Dimension des Raumes zu dem sie eine Hyperebene ist.
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Alle Lösungen linearer Gleichungssysteme mit drei Variablen und zwei Glei-

chungen müssen beiden Lösungsmengen der Einzelgleichungen angehören. Da-

bei können drei Fälle auftreten:

a) Die beiden Ebenen, welche die Lösungsmengen der beiden Gleichungen

darstellen, schneiden sich in einer Geraden. Diese Gerade stellt dann die

Lösungsmenge des Gleichungssystems dar.

b) Die den beiden Gleichungen des LGS zugeordneten Ebenen sind paral-

lel. Die beiden Gleichungen besitzen keine gemeinsamen Lösungen und die

Lösungsmenge des Systems ist somit leer.

c) Die beiden Gleichungen haben dieselbe Lösungsmenge. Die Lösungsmenge

des Gleichungssystems ist mit dieser Lösungsmenge ebenfalls identisch und

wird durch eine Ebene dargestellt.

Beispiel 1.16

Lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen und zwei Gleichungen

a) LGS mit einparamet-

riger Lösungsmenge

3
2 x − 2 y + 4 z = 1

x + y − 3 z = 2

b) LGS mit leerer Lö-

sungsmenge

− 3x − 3 y + 9 z = 30

x + y − 3 z = 2

c) LGS mit zweiparamet-

riger Lösungsmenge

− 3x − 3 y + 9 z = −6

x + y − 3 z = 2

Abb. 1.10 zeigt die Ebenen, welche durch die Gleichungen dieser LGS beschrie-

ben werden. Für das Beispiel c) fallen diese beiden Ebenen zusammen. Multipli-

ziert man die erste Gleichung in c) mit −1
3 , so ergibt sich die zweite Gleichung.

Diese enthält also keine
”
neue“ Bedingung an die Lösungsmenge. Eine der bei-

den Gleichungen ist
”
verzichtbar“ und die Lösungsmenge des LGS c) ist mit

der Lösungsmenge jeder der beiden Gleichungen identisch. Hingegen ergibt sich

durch Multiplikation der ersten Gleichung in dem Beispiel b) mit −1
3 die Glei-

chung x + y − 3 z = −10. Für jedes Lösungstripel (x; y; z) des LGS b) müsste

also sowohl x+ y− 3 z = −10 als auch x+ y− 3 z = 2 gelten. Dazu müsste aber

−10 = 2 sein, also kann es keine Lösung dieses LGS geben.

a) b) c)

Abb. 1.10: Darstellung von Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme mit drei Varia-
blen und zwei Gleichungen durch Ebenen (Beispiel 1.16)

Die hellgraue Ebene stellt jeweils die Lösungsmenge der ersten Gleichung, die dunklere Ebene
die der zweiten Gleichung dar, bei c) fallen beide Ebenen zusammen.
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Anhand der untersuchten Fälle und ihrer geometrischen Interpretation wurde

deutlich, dass lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen und zwei Gleichun-

gen in keinem Falle eindeutig lösbar sein (also genau ein Lösungstripel besit-

zen) können, denn dazu müssten zwei Ebenen genau einen Schnittpunkt haben.

Kommt jedoch eine dritte Gleichung hinzu (durch die dann auch eine dritte

Ebene beschrieben wird), so ist eine eindeutige Lösung möglich.

Beispiel 1.17

Das lineare Gleichungssystem
3
2 x − 2 y + 4 z = 1

2x − 9
2 y − 2 z = −1

2

x + y − 3 z = 2

wird durch drei Ebenen repräsentiert, die sich in genau einem Punkt schneiden,

vgl. Abb. 1.11. Dieser Schnittpunkt stellt die einzige Lösung des LGS dar, denn

jede Lösung des LGS muss alle drei Gleichungen erfüllen und somit in allen drei

Ebenen liegen. Der Schnittpunkt hat die Koordinaten
(

22
15 ; 11

15 ; 1
15

)
, dadurch ist

auch die Lösung des LGS gegeben. Ein rechnerisches Verfahren zur Bestimmung

dieser Lösung wird im folgenden Abschnitt behandelt.

Abb. 1.11: Darstellung der Lösungsmen-
gen der Gleichungen eines LGS mit drei
Gleichungen und drei Variablen (Bsp. 1.17)

Die hellgraue Ebene stellt die Lösungsmenge
der ersten Gleichung, die dunkelgraue Ebe-
ne die der zweiten Gleichung und die mittel-
graue Ebene die der dritten Gleichung dar.

Farbige Darstellungen und zugehörige Vi-
deos, welche die drei Ebenen aus verschiede-
nen Blickrichtungen zeigen, enthält die In-
ternetseite www.afiller.de/linalg.

In dem Abschnitt 1.5 werden Hinweise
zur Darstellung von Lösungsmengen linearer
Gleichungen bzw. Gleichungssysteme mithil-
fe des Computers gegeben. Derartige Dar-
stellungen lassen sich auch drehen, womit ei-
ne Abschätzung der Lösung möglich ist.

Nicht alle linearen Gleichungssysteme mit drei Gleichungen und drei Variablen

sind eindeutig lösbar.

Beispiel 1.18

Wir betrachten die Lösungsmengen der folgenden LGS (siehe dazu Abb. 1.12).

a)

I 3x − 4y + 8 z = 16

II 6x − y + 5 z = −4

III −3x − 3 y + 3 z = −8

b)

I 3x − 4y + 8 z = 2

II 6x − y + 5 z = 4

III −3x − 3 y + 3 z = −2

In Abb. 1.12 ist erkennbar, dass das LGS a) offenbar keine Lösung besitzt, wäh-

rend LGS b) eine unendliche (einparametrige) Lösungsmenge hat. Rechnerisch

wird dies durch folgende Überlegung plausibel:
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a) b)

Abb. 1.12: Darstellung von Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme mit drei Varia-
blen und drei Gleichungen (Beispiel 1.18)

Der Lösungsmenge von Gleichung I entspricht jeweils eine mittelgraue, der von Gleichung II
eine hellgraue und der Lösungsmenge von Gleichung III eine dunkle Ebene.

Subtrahiert man in a) die Gleichung II von I, so ergibt sich −3x−3y+3z = 20.

Nach Gleichung III muss jedoch −3x − 3y + 3z = −8. Diese Bedingung kann

kein Lösungstripel (x; y; z) erfüllen, denn dazu müsste 20 = −8 sein.

In Beispiel b) ergibt sich durch I−II die Gleichung −3x − 3y + 3z = −2,

also Gleichung III. Damit stellt III keine
”
neue“ Bedingung an Lösungen des

Systems, das nur aus den Gleichungen I und II besteht.

Zusammenfassung: Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme
mit drei Variablen und drei Gleichungen

Lineare Gleichungssysteme der Form

I a11 x + a12 y + a13 z = b1
II a21 x + a22 y + a23 z = b2
III a31 x + a32 y + a33 z = b3

bei denen jede Gleichung für sich betrachtet eine einparametrige Lösungs-

menge besitzt, können folgendermaßen geartete Lösungsmengen besitzen:

Es existiert genau eine Lösung. Die drei Ebenen, welche die Lösungs-

mengen der Gleichungen darstellen, haben genau einen Schnittpunkt.

Die Lösungsmenge des LGS ist leer. Mindestens zwei zu den Lösungs-

mengen der Gleichungen des LGS gehörenden Ebenen sind parallel oder

die drei Schnittgeraden der Ebenen sind parallel (siehe Abb. 1.12 a).

Das LGS hat eine unendliche (einparametrige) Lösungsmenge. Alle drei

Ebenen schneiden sich in einer Geraden (siehe Abb. 1.12 b).

Das LGS hat eine unendliche (zweiparametrige) Lösungsmenge. Alle zu

den Lösungsmengen der Gleichungen gehörenden Ebenen sind identisch.
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1.2.2 Der Gauß-Algorithmus

Ein sehr gebräuchliches Lösungsverfahren für lineare Gleichungssysteme ist das

Gaußsche Eliminationsverfahren (kurz: Gauß-Algorithmus). Vor allem kompli-

ziertere LGS werden heute zwar bevorzugt mithilfe des Computers gelöst, vgl.

Abschnitt 1.5. Dennoch ist der Gauß-Algorithmus von hoher Bedeutung, denn

er ermöglicht nicht nur das Lösen konkreter Gleichungssysteme, sondern führt

auch zu Erkenntnissen über Strukturen von Lösungsmengen verschiedener LGS.

Der Gauß-Algorithmus ist gewissermaßen eine Verallgemeinerung des Additi-

onsverfahrens (Abschnitt 1.1.3) für lineare Gleichungssysteme mit beliebig vie-

len Variablen und Gleichungen. Das Grundprinzip dieses Algorithmus besteht

darin, Gleichungen so mit Zahlen zu multiplizieren, dass sich nach Addition der

dadurch entstehenden Gleichungen neue Gleichungen ergeben, in denen einzelne

Variablen nicht mehr auftreten. Das Ziel ist also die schrittweise Elimination von

möglichst vielen Variablen aus möglichst vielen Gleichungen, wodurch gegebene

LGS eine Form erhalten, in der ihre Lösungen leicht
”
abzulesen“ sind.

Die Schritte des Gauß-Algorithmus sind Äquivalenzumformungen, also Um-

formungen, welche die Lösungsmenge eines gegebenen LGS nicht ändern (siehe

dazu auch Abschnitt 1.1.3, vor allem S. 11):

Vertauschen zweier Gleichungen,

Multiplikation einer Gleichung mit einer reellen Zahl (außer Null),

Addition einer Gleichung zu einer anderen Gleichung.

Häufig wird statt der Addition zweier Gleichungen auch angegeben:

Ersetzen einer Gleichung durch die Summe eines Vielfachen (Faktor 6= 0)

von ihr und eines Vielfachen einer anderen Gleichung.

Diese Äquivalenzumformung fasst zwei der darüber angegebenen Umformungen

zusammen: Multiplikation von Gleichungen mit reellen Zahlen (außer Null) und

Addition von Gleichungen. Bei der Durchführung des Gauß-Algorithmus ist die

Zusammenfassung sinnvoll, um weniger Schritte aufschreiben zu müssen.

Beispiel 1.19

Wir lösen das bereits in dem Beispiel 1.17 betrachtete lineare Gleichungssystem

I 3
2 x − 2 y + 4 z = 1

II 2x − 9
2 y − 2 z = −1

2

III x + y − 3 z = 2

Vor der Durchführung des Gauß-Algorithmus empfiehlt es sich, die Gleichungen

so zu vervielfachen, dass alle Koeffizienten ganzzahlig werden – dies erleichtert

die folgenden Rechnungen erheblich.

I 3x − 4 y + 8 z = 2 | · (−4) | · (−1)

II 4x − 9 y − 4 z = −1 | · 3
III x + y − 3 z = 2 | · 3
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Im ersten Umformungsschritt des Gauß-Algorithmus wird die Gleichung I über-

nommen. Die Gleichungen II und III werden derart multipliziert und mit geeig-

neten Vielfachen der Gleichung I addiert, dass Gleichungen entstehen, in denen

die Variable x nicht mehr auftritt. Die Zahlen rechts neben den Gleichungen

geben an, mit welchen Zahlen die Gleichungen addiert werden. In den dadurch

entstehenden Gleichungen

II′ : (−4) · I + 3 · II und III′ : (−1) · I + 3 · III
tritt x nicht mehr auf:

I′ 3x − 4 y + 8 z = 2

II′ − 11 y − 44 z = −11 | · 7
III′ 7 y − 17 z = 4 | · 11

Im nächsten Schritt werden die ersten beiden Gleichungen beibehalten. Durch

geeignete Multiplikation der Gleichungen II′ und III′ wird eine Gleichung er-

zeugt, in der auch y nicht mehr vorkommt:

I′′ 3x − 4 y + 8 z = 2

II′′ − 11 y − 44 z = −11

III′′ − 495 z = −33

Das Gleichungssystem befindet sich jetzt in der so genannten Dreiecksform bzw.

Zeilenstufenform. Der
”
einfache Gauß-Algorithmus“ endet an dieser Stelle. Der

aus der Gleichung III′′ entnehmbare Wert z = 1
15 kann dann in II′′ eingesetzt

werden, womit sich y = 11
15 ergibt. Durch Einsetzen beider Werte in I′′ wird

x = 22
15 ermittelt. Das LGS ist damit gelöst, und es hat sich ergeben, dass es

genau eine Lösung besitzt: (22
15 ; 11

15 ; 1
15 ).

Häufig ist es sinnvoll, statt die Lösungen wie beschrieben durch
”
Einsetzen von

unten nach oben“ zu entnehmen, den Gauß-Algorithmus systematisch weiter-

zuführen. Die folgenden Schritte gehören zu dem erweiterten Gauß-Algorithmus

bzw. Gauß-Jordan-Algorithmus. Die Gleichungen werden dabei so umgeformt,

dass in jeder Gleichung so wenige Variablen wie möglich auftreten. In dem hier

betrachteten LGS wird das nur noch eine Variable in jeder Gleichung sein.

Wir vereinfachen vor der Weiterführung des Algorithmus die Gleichungen

II′′ und III′′ und führen das Verfahren mit dem folgenden LGS fort, dessen

Gleichungen keine neuen Bezeichnungen erhalten, da lediglich Vereinfachungen

innerhalb einzelner Gleichungen vorgenommen wurden.

I′′ 3x − 4 y + 8 z = 2 | · (−15)

II′′ y + 4 z = 1 | · (−15)

III′′ 15 z = 1 | · 4 | · 8

Als Ergebnis der Umformungen erhalten wir:

I′′′ − 45x + 60 y = − 22 | · 1
II′′′ − 15 y = − 11 | · 4
III′′′ 15 z = 1
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Mit dem letzten Schritt wird y aus Gleichung I′′′ eliminiert:

I′′′′ − 45x = − 66

II′′′′ − 15 y = − 11

III′′′′ 15 z = 1

Mit dieser Umformung wurde das LGS in die Diagonalform überführt. Der er-

weiterte Gauß-Algorithmus bzw. Gauß-Jordan-Algorithmus wurde damit voll-

ständig durchgeführt. Die Lösungsmenge des LGS lässt sich direkt aus den Glei-

chungen I′′′′ (die sich zu 15x = 22 vereinfacht), II′′′′ und III′′′′ ablesen:

L =
{(

22
15 ; 11

15 ; 1
15

)}
.

Eine Zusammenfassung der Umformungsschritte und eine Visualisierung des

Gauß-Algorithmus anhand des behandelten Beispiels gibt Abb. 1.13. Der Gauß-

Algorithmus verändern die drei Gleichungen schrittweise so, dass zugehörige

Ebenen entstehen, die zunächst zu Koordinatenachsen und schließlich sogar zu

Koordinatenebenen parallel sind. Sind alle drei durch das Gleichungssystem

I 3x− 4 y+ 8 z = 2

II 4x− 9 y− 4 z =−1

III x+ y− 3 z = 2

I′ 3x− 4 y+ 8 z = 2

II′ − 11 y− 44 z =−11

III′ 7 y− 17 z = 4

I′′ 3x− 4 y+ 8 z = 2

II′′ y+ 4 z = 1

III′′ 15 z = 1

Die hellgrauen Ebenen stel-
len die Lösungsmengen der
jeweils ersten Gleichung,
die dunkelgrauen Ebenen
die der zweiten Gleichung
und die mittelgrauen Ebe-
nen die der dritten Glei-
chung dar.

I′′′ −45x+ 60 y =− 22

II′′′ − 15 y =− 11

III′′′ 15 z = 1

I′′′′ − 45x = − 66

II′′′′ − 15 y = − 11

III′′′′ 15 z = 1

Besser erkennbare farbige
Darstellungen und zugehö-
rige Videos, welche die drei
Ebenen jeweils aus verschie-
denen Blickrichtungen zei-
gen, enthält die Internetsei-
te www.afiller.de/linalg.

Abb. 1.13: Darstellung der Lösungsmengen der Gleichungen eines LGS mit drei Glei-
chungen und drei Variablen nach den Lösungsschritten des Gauß-Jordan-Algorithmus
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gegebenen Ebenen zu jeweils einer Koordinatenebene parallel, so befindet sich

das System in Diagonalform.

Es ist in Abb. 1.13 erkennbar, dass die durch den Gauß-Algorithmus vorge-

nommen Umformungen den Schnittpunkt der drei Ebenen unverändert lassen,

die Ebenen selbst aber verändern. Die Umformungsschritte sind somit Äquiva-

lenzumformungen in Bezug auf das gesamte Gleichungssystem, nicht aber Äqui-

valenzumformungen in Bezug auf die einzelnen Gleichungen, deren – durch die

jeweiligen Ebenen repräsentierten – Lösungsmengen sich erkennbar verändern.

Mitunter kann es bei der Durchführung des Gauß-Algorithmus notwendig sein,

Gleichungen zu vertauschen. Wenn in einem LGS der Form

I a11 x + a12 y + a13 z = b1
II a21 x + a22 y + a23 z = b2
III a31 x + a32 y + a33 z = b3

der Koeffizient a11 den Wert Null hat, so kann der Gauß-Algorithmus nicht in

der in Beispiel 1.19 dargestellten Weise durchgeführt werden. Vertauscht man

aber die Gleichung I mit einer Gleichung, in welcher der zu x gehörige Koeffizient

von Null verschieden ist, so vereinfacht sich der erste Umformungsschritt sogar.

Ist hingegen a11 =0, a21 =0 und a31 =0, so tritt x in dem LGS nicht auf und es

handelt sich um ein LGS in zwei Variablen.

Mitunter ist die Notwendigkeit, Gleichungen zu vertauschen, anhand des zu

lösenden Gleichungssystems noch nicht erkennbar, sondern ergibt sich erst wäh-

rend der Durchführung des Algorithmus.

Beispiel 1.20

Es wird ein Gleichungssystem mithilfe des Gauß-Algorithmus gelöst.

I 2x − y − 5 z = 4 | · (−2) | · (−5)

II 4x − 2 y + 3 z = 8 | · 1
III 5x + 3 y − 7 z = −1 | · 2

I′ 2x − y − 5 z = 4

II′ 13 z = 0

III′ 11y + 11 z = −22

Da in der Gleichung II′ der Koeffizient vor y verschwunden ist, kann der Gauß-

Algorithmus nicht wie in dem Beispiel 1.19 weitergeführt werden. Durch Ver-

tauschung der Gleichungen II′ und III′ erhält das LGS aber bereits die Zeilen-

stufenform:
I′ 2x − y − 5 z = 4

II′ 11y + 11 z = −22

III′ 13 z = 0

Durch Weiterführung des Gauß-Jordan-Algorithmus ließe sich dieses LGS nun

in die Diagonalform bringen. Es ist aber auch möglich, die Lösung dieses (recht

einfachen) LGS von unten nach oben aus den Gleichungen
”
abzulesen“:

z = 0, y = −2, x = 1.
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Der Gauß-Algorithmus lässt sich nicht nur auf lineare Gleichungssysteme an-

wenden, die eindeutig bestimmte Lösungen besitzen, sondern auch auf nicht

lösbare LGS und LGS mit unendlichen Lösungsmengen.

Beispiel 1.21

Wir betrachten das bereits in dem Beispiel 1.18 als nicht lösbar erkannte LGS a

(siehe Abb. 1.12 a auf S. 21), und wenden darauf den Gauß-Algorithmus an:

I 3x − 4 y + 8 z = 16 | · (−2) | · 1
II 6x − y + 5 z = −4 | · 1
III −3x − 3 y + 3 z = −8 | · 1

I′ 3x − 4 y + 8 z = 16

II′ 7 y − 11 z = −36 | · 1
III′ − 7 y + 11 z = 8 | · 1

I′′ 3x − 4 y + 8 z = 16

II′′ 7 y − 11 z = −36

III′′ 0 = −28

Der Gauß-Algorithmus hat einen Widerspruch innerhalb des Gleichungssystems

zu Tage gefördert, das LGS besitzt keine Lösungen.

Beispiel 1.22

Der Gauß-Algorithmus wird nun auf das in dem Beispiel 1.18 b betrachtete LGS

mit unendlicher Lösungsmenge angewendet (siehe dazu auch Abb. 1.12 b).

I 3x − 4 y + 8 z = 2 | · (−2) | · 1
II 6x − y + 5 z = 4 | · 1
III −3x − 3 y + 3 z = −2 | · 1

I′ 3x − 4 y + 8 z = 2

II′ 7 y − 11 z = 0 | · 1
III′ − 7 y + 11 z = 0 | · 1

I′′ 3x − 4 y + 8 z = 2

II′′ 7 y − 11 z = 0

III′′ 0 = 0

Durch die Schritte des Gauß-Algorithmus ist die dritte Gleichung gewisserma-

ßen
”
verschwunden“. Das LGS enthält nicht mehr Informationen als ein LGS

mit zwei Gleichungen, eine der drei Gleichungen des ursprünglichen LGS war

”
überflüssig“. Man sagt deshalb, dass der Rang des hier betrachteten linearen

Gleichungssystems zwei ist.

Wir führen mit den verbliebenen zwei Gleichungen den Gauß-Jordan-Algo-

rithmus fort und eliminieren y aus der Gleichung I′′:

I′′ 3x − 4 y + 8 z = 2 | · 7
II′′ 7 y − 11 z = 0 | · 4

I′′′ 21x + 12 z = 14

II′′′ 7 y − 11 z = 0
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Dieses lineare Gleichungssystem kann nicht weiter vereinfacht werden. Um die

Lösungsmenge anzugeben, wird die in beiden Gleichungen noch auftretende Va-

riable z als Parameter t gesetzt. Es ist dann:

x = −12 t+14
21 = −4

7 t + 2
3

y = 11
7 t

z = t .

Die Lösungsmenge des LGS ist somit einparametrig und lässt sich folgenderma-

ßen angeben:

L =


x

y

z


∣∣∣∣∣∣∣
x

y

z

 = t·

−
4
7

11
7

1

+


2
3

0

0

 ; t ∈ R

 .

(Zur Darstellung von Lösungsmengen mit Parametern in Spaltenschreibweise

siehe die Abschnitte 1.1.1 und 1.2.1.)

Der Gauß-Algorithmus lässt sich auch auf LGS mit drei Variablen anwenden,

die von vornherein nur aus zwei Gleichungen bestehen.

Beispiel 1.23

Wir lösen nun das LGS a aus dem Beispiel 1.16 auf S. 19, multiplizieren aber

zuvor die erste Gleichung mit 2, damit keine Brüche mehr auftreten.

I 3x − 4 y + 8 z = 2 | · (−1)

II x + y − 3 z = 2 | · 3

I′ 3x − 4 y + 8 z = 2 | · 7
II′ 7 y − 17 z = 4 | · 4

I′′ 21x − 12 z = 30

II′′ 7 y − 17 z = 4

Eine weitere Elimination von Variablen ist nicht mehr möglich. Die noch in

beiden Gleichungen auftretende Variable z wird als Parameter t gesetzt.

x = 12 t+30
21 = 4

7 t + 10
7

y = 17 t+4
7 = 17

7 t + 4
7

z = t

Daraus ergibt sich die folgende Lösungsmenge:

L =


x

y

z


∣∣∣∣∣∣∣
x

y

z

 = t·


4
7
17
7

1

+


10
7
4
7

0

 ; t ∈ R

 .

Die Lösungsmenge ist also einparametrig und wird geometrisch durch eine Ge-

rade repräsentiert, siehe Abb. 1.10 a auf S. 19.

Die Beispiele 1.22 und 1.23 unterscheiden sich qualitativ nicht, beide Lösungs-

mengen sind einparametrig. Bedeutend für die Gestalt der Lösungsmenge eines

LGS ist also nicht die Anzahl der gegebenen Gleichungen, sondern die Anzahl

der bei der Durchführung des Gauß-Algorithmus nicht
”
verschwindenden“ Glei-

chungen – der Rang des LGS. Dieser beträgt in beiden Beispielen zwei.
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1.2.3 Aufgaben zu Abschnitt 1.2

1. Geben Sie die Lösungsmengen der folgenden Gleichungssysteme (vgl. Beispiel

1.16 auf S. 19) an.

a)
− 3x − 3 y + 9 z = 30

x + y − 3 z = 2
b)

− 3x − 3 y + 9 z = −6

x + y − 3 z = 2

2. Lösen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme.

a)
2x + 3 y − z = 1
x + 3 y + z = 2

−2x − 2 y + 4 z = 4
b)

3x + y + 2 z = −1
9x − 5 y − 3 z = 5
2x − 3 y − 2 z = 0

3. Bestimmen Sie die Lösungsmengen der folgenden LGS und interpretieren Sie

diese geometrisch.

a)
2x + 3 y = 5
x + y = 2

3x + y = 1
b)

2x − y + 2 z = 1
x − 2 y + 3 z = 1

6x + 3 y − 2 z = 1
x − 5 y + 7 z = 2

4. Bestimmen Sie die Lösungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems

in Abhängigkeit von dem Parameter r ∈ R:

r x + y + z = 1
x + r y + z = 1
x + y + r z = 1

Hinweis: Nehmen Sie eine Fallunterscheidung vor. Überlegen Sie dazu, für

welche(s) r das LGS nicht lösbar ist und für welche(s) r es unendlich viele

Lösungen besitzt.

5. Geben Sie ein lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und drei Varia-

blen an, das nicht lösbar ist, weil zwei der Gleichungen durch zueinander

parallele Ebenen dargestellt werden.

Überlegen Sie dazu, welcher Zusammenhang zwischen zwei Gleichungen be-

stehen muss, damit die zugehörigen Ebenen parallel sind.

6. Die beiden folgenden Aufgaben stammen aus einem der bekanntesten Mathe-

matikbücher aller Zeiten, der 1767/68 erschienenen
”
Vollständigen Anleitung

zur Algebra“ von Leonhard Euler.

a) Einer kauft 12 Stück Tuch für 140 Reichsthaler, und zwar 2 weiße, 3

schwarze und 7 blaue. Ein Stück schwarzes Tuch kostet 2 Reichsthaler

mehr als ein weißes, und ein blaues 3 Reichsthaler mehr als ein schwarzes.

Nun ist die Frage, wie viel jedes gekostet?

b) Drei haben ein Haus gekauft für 100 Reichsthaler; der erste begehrt vom

andern 1
2 seines Geldes, so könnte er das Haus allein bezahlen; der an-

dere begehrt vom dritten 1
3 seines Geldes, so könnte er das Haus allein

bezahlen; der dritte begehrt vom ersten 1
4 seines Geldes, so möchte er das

Haus allein bezahlen. Wie viel hat jeder Geld gehabt?
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1.3 Verallgemeinerungen und einige Begriffe

1.3.1 Der Gauß-Algorithmus in Matrixschreibweise

Der Gauß-Algorithmus lässt sich für lineare Gleichungssysteme mit beliebig vie-

len Gleichungen und beliebig vielen Variablen durchführen. Treten mehr als drei

Variablen auf, so werden diese meist x1, x2, x3, x4, . . . genannt. Um Schreibar-

beit zu sparen und eine übersichtliche Darstellung zu erreichen, wird gerade bei

größeren LGS die Matrixschreibweise bevorzugt. Dabei werden lediglich die Ko-

effizienten und die absoluten Glieder eines Gleichungssystems in einer Tabelle

(Matrix) notiert.

Beispiel 1.24

Dem links angegebenen linearen Gleichungssystem entspricht die rechts darge-

stellte Matrixschreibweise:

2x1 + 7x2 + 9x3 + x4 = 1
4x1 + 14x2 + 8x3 + 3x4 = 6
x1 + 3x2 + 5x3 − 3x4 = −13

10x1 + 5x2 − x3 − 4x4 = −1


2 7 9 1 1
4 14 8 3 6
1 3 5 −3 −13

10 5 −1 −4 −1


Diese Schreibweise wird nun bei der Lösung des LGS verwendet.

2 7 9 1 1
4 14 8 3 6
1 3 5 −3 −13

10 5 −1 −4 −1


|·(−2) |·(−1) |·(−5)

|· 1
|· 2

|· 1
2 7 9 1 1
0 0 −10 1 4
0 −1 1 −7 −27
0 −30 −46 −9 −6


Für die Fortsetzung des Gauß-Algorithmus werden die zweite und die vierte

Zeile vertauscht, dies entspricht der Vertauschung zweier Gleichungen.
2 7 9 1 1
0 −30 −46 −9 −6
0 −1 1 −7 −27
0 0 −10 1 4

 |·(−1)

|· 30


2 7 9 1 1
0 −30 −46 −9 −6
0 0 76 −201 −804
0 0 −10 1 4

 |· 5
|· 38

2 7 9 1 1
0 −30 −46 −9 −6
0 0 76 −201 −804
0 0 0 −967 −3868


Die Lösung könnte nun von unten beginnend durch Einsetzen in die Gleichun-

gen entnommen werden. Wir führen hier jedoch den Gauß-Jordan-Algorithmus

vollständig durch und bringen das LGS bzw. die Matrix in die Diagonalform.
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Vorher empfiehlt es sich, die Matrix, wenn möglich, zu vereinfachen (im vorlie-

genden Beispiel durch Multiplikation der vierten Zeile mit 1
967 ).

2 7 9 1 1
0 −30 −46 −9 −6
0 0 76 −201 −804
0 0 0 1 4


|· 1

|· 1
|· 1
|· 201 |· 9 |·(−1)

2 7 9 0 −3
0 −30 −46 0 30
0 0 76 0 0
0 0 0 1 4


|· 76

|· 76

|· 46 |·(−9)


2 7 0 0 −3
0 −2280 0 0 2280
0 0 76 0 0
0 0 0 1 4

 wird ver-
einfacht zu


2 7 0 0 −3
0 1 0 0 −1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 4


|· 1
|·(−7)


2 0 0 0 4
0 1 0 0 −1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 4


Aus diesem Ergebnis lassen sich die Werte der Variablen direkt ablesen:

2x1 = 4
x2 = −1

x3 = 0
x4 = 4

Das gegebene LGS ist also eindeutig lösbar und hat die Lösungsmenge

L = {(2;−1; 0; 4)}.

Einfache und erweiterte Koeffizientenmatrix

Allgemein lässt sich ein beliebiges lineares Gleichungssystem mit n Varia-

blen und m Gleichungen in der Form

a11 x1 + a12 x2 + . . . + a1n xn = b1
a21 x1 + a22 x2 + . . . + a2n xn = b2

...
...

...
...

am1 x1 + am2 x2 + . . . + amn xn = bm

(1.15)

oder durch die Matrix
a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2

...
...

...
...

am1 am2 . . . amn bm

 (1.16)

darstellen. Die Matrix (1.16) nennt man erweiterte Koeffizientenmatrix

des LGS (1.15). Derjenige Teil dieser Matrix, der nur die Koeffizienten

a11 . . . amn enthält, heißt einfache Koeffizientenmatrix :



1.3 Verallgemeinerungen und einige Begriffe 31

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn

 . (1.17)

In Kurzschreibweise lässt sich die erweiterte Koeffizientenmatrix durch

die einfache Koeffizientenmatrix A und den Spaltenvektor der absoluten

Glieder ~b =


b1
b2
...
bm

 angeben: (
A |~b

)
. (1.18)

Einige Merkmale der einfachen und der erweiterten Koeffizientenmatrix erlau-

ben wesentliche Aussagen über die Lösbarkeit und die Struktur der Lösungsmen-

ge eines linearen Gleichungssystems. Diese Merkmale offenbaren sich jedoch erst

nach der Überführung dieser Matrizen in die Zeilenstufenform.

Beispiel 1.25

Auf das durch die folgende Matrix gegebene LGS wird der Gauß-Algorithmus

angewendet.
1 3 5 2 7
0 2 3 1 4
1 −3 −4 −1 −5
4 6 11 5 16


|·(−1) |·(−4)

|· 1
|· 1


1 3 5 2 7
0 2 3 1 4
0 −6 −9 −3 −12
0 −6 −9 −3 −12

 |· 3 |· 3|· 1
|· 1

1 3 5 2 7
0 2 3 1 4
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 bzw. in Gleichungs-
schreibweise

x1 + 3x2 + 5x3 + 2x4 = 7
2x2 + 3x3 + x4 = 4

0 = 0
0 = 0

Es sind zwei Zeilen der erweiterten Koeffizientenmatrix
”
verschwunden“ (wur-

den in Nullzeilen umgeformt). Um die Lösungsmenge anzugeben, werden zwei

der Variablen als Parameter gesetzt (s = x3, t = x4). Damit ist

x1 = − 1
2 s −

1
2 t + 1

x2 = − 3
2 s −

1
2 t + 2

x3 = s
x4 = t

und die Lösungsmenge lässt sich folgendermaßen angeben:

L =



x1

x2

x3

x4


∣∣∣∣∣∣∣∣∣


x1

x2

x3

x4

 = s·


−1

2

−3
2

1

0

+ t·


−1

2

−1
2

0

1

+


1

2

0

0

 ; s, t ∈ R

 .

Beispiel 1.26

Das folgende Beispiel unterscheidet sich von dem Beispiel 1.25 auf den ersten

Blick kaum, der Gauß-Algorithmus fördert jedoch erhebliche Unterschiede zu

Tage.
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1 3 5 2 7
0 2 3 1 4
1 −3 −4 −1 −6
4 6 11 5 16


|·(−1) |·(−4)

|· 1
|· 1


1 3 5 2 7
0 2 3 1 4
0 −6 −9 −3 −13
0 −6 −9 −3 −12

 |· 3 |· 3|· 1
|· 1

1 3 5 2 7
0 2 3 1 4
0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0

 bzw. in Gleichungs-
schreibweise

x1 + 3x2 + 5x3 + 2x4 = 7
2x2 + 3x3 + x4 = 4

−1 = 0
0 = 0

Das lineare Gleichungssystem ist nicht lösbar. In der Matrixschreibweise drückt

sich dies dadurch aus, dass die einfache Koeffizientenmatrix eine
”
echte Zeile“

(damit ist eine Zeile gemeint, die nicht nur Nullen enthält) weniger behalten hat

als die erweiterte Koeffizientenmatrix.

1.3.2 Ränge der einfachen und erweiterten Koeffizientenmatrix

Die Beispiele des vorangegangenen Abschnitts legen die Vermutung nahe, dass

die Anzahl der nach Durchführung des Gauß-Algorithmus verbleibenden
”
ech-

ten“ Zeilen (Zeilen, die keine Nullzeilen sind) der einfachen und der erweiter-

ten Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems Aufschluss über die

Lösbarkeit und die Qualität seiner Lösungsmenge geben. Um hierzu klare Aus-

sagen zu machen, wird der Begriff des Ranges eingeführt. Wir betrachten die

erweiterte Koeffizientenmatrix:

(
A |~b

)
=


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2

...
...

. . .
...

...
am1 am2 . . . amn bm

 .

Nach der Durchführung des Gauß-Algorithmus nimmt diese Matrix allgemein

folgende Gestalt an (Zeilenstufenform):

1. Zeile

2. Zeile

r. Zeile

(r+1). Zeile

m. Zeile



a
(z)
11 . . . . . . a

(z)
1r a

(z)
1 r+1 . . . a

(z)
1n b

(z)
1

0 a
(z)
22 . . . a

(z)
2r a

(z)
2 r+1 . . . a

(z)
2n b

(z)
2

...
. . .

. . .
...

...
...

...

0 . . . 0 a
(z)
rr a

(z)
r r+1 . . . a

(z)
rn b

(z)
r

0 . . . 0 0 0 . . . 0 b
(z)
r+1

0 . . . 0 0 0 . . . 0 0...
...

...
...

...
...

0 . . . 0 0 0 . . . 0 0


(1.19)

Bemerkungen zu (1.19):

Die Koeffizienten haben sich gegenüber der Ausgangsmatrix i. Allg. verändert

und werden in (1.19) deshalb mit a
(z)
11 , . . . bezeichnet.

Nicht in jedem Falle treten in der Zeilenstufenform der einfachen Koeffizien-

tenmatrix Nullzeilen auf. Im Falle r = m entspricht die r-te Zeile der m-ten

Zeile der Ausgangsmatrix, Nullzeilen existieren dann nicht.
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Die Koeffizienten a
(z)
11 , a

(z)
22 , . . . , a

(z)
rr müssen alle von Null verschieden sein,

da (1.19) durch Anwendung des Gauß-Algorithmus entstanden ist. Hinge-

gen können die weiteren Koeffizienten a
(z)
ij (mit j 6= i) sowie b

(z)
1 , . . . , b

(z)
r+1

beliebige Werte haben, einschließlich Null.

Bei der Durchführung des Gauß-Algorithmus ist die genaue Reihenfolge der

Umformungsschritte nicht zwingend vorgegeben. So lassen sich z. B. Zeilen

vertauschen, um Rechenerleichterungen zu erreichen, auch wenn dies im Sin-

ne der korrekten Durchführung des Algorithmus nicht notwendig ist. Somit

können aus demselben Gleichungssystem bzw. aus derselben erweiterten Ko-

effizientenmatrix nach Durchführung des Gauß-Algorithmus unterschiedliche

Koeffizienten in der Zeilenstufenform (1.19) auftreten.

Da alle Umformungsschritte des Gauß-Algorithmus Äquivalenzumformungen

sind, müssen alle möglichen Matrizen in Zeilenstufenform, die aus demselben

Gleichungssystem entstehen können, dieselbe Lösungsmenge besitzen. Insbe-

sondere folgt daraus dass die Anzahl r der Zeilen der einfachen Koeffizien-

tenmatrix, in denen nicht nur Nullen stehen, nur von der Ausgangsmatrix(
A |~b

)
abhängt. Außerdem hängt es nur von der Ausgangsmatrix ab, ob in

der erweiterten Koeffizientenmatrix b
(z)
r+1 = 0 oder b

(z)
r+1 6= 0 ist. Diese bei-

den Eigenschaften sind somit unabhängig von den konkret vorgenommenen

Umformungen bei der Durchführung des Gauß-Algorithmus.

Die letzte Bemerkung rechtfertigt die folgenden Definitionen.

Rang der einfachen und Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix

Es sei ein lineares Gleichungssystem der Form (1.15) mit einer erweiterten

Koeffizientenmatrix
(
A |~b

)
der Form (1.16) gegeben.

Die Anzahl r der nach Überführung in die Zeilenstufenform (1.19) ver-

bliebenen Zeilen der einfachen Koeffizientenmatrix A, die von Null ver-

schiedene Glieder enthalten, heißt Rang der einfachen Koeffizientenma-

trix : rg A.

Die Anzahl der in der Zeilenstufenform (1.19) verbliebenen Zeilen der

erweiterten Koeffizientenmatrix, die von Null verschiedene Glieder ent-

halten, heißt Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix : rg
(
A |~b

)
.

Bemerkungen:

Der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix ist stets gleich dem Rang r

der einfachen Koeffizientenmatrix oder r+1 – in Abhängigkeit davon, ob

b
(z)
r+1 = 0 oder b

(z)
r+1 6= 0 ist.

In den Beispielen 1.22 und 1.23 auf S. 26f. wurde bereits von dem Rang eines

linearen Gleichungssystems gesprochen. In beiden Fällen waren – wie eine



34 1 Lineare Gleichungssysteme

Übertragung der dort betrachteten LGS in die Matrizenschreibweise zeigt

– die Ränge der einfachen und der erweiterten Koeffizientenmatrix gleich.

Falls dies der Fall ist, so stimmen der Rang der einfachen und der Rang der

erweiterten Koeffizientenmatrix mit der Anzahl der nach der Durchführung

des Gauß-Algorithmus verbleibenden Gleichungen eines LGS überein. Man

kann in diesem Falle auch einfach vom Rang eines LGS sprechen.

Der Begriff
”
Rang einer Matrix“ wird nach der Behandlung grundlegender

Elemente der Vektorrechnung (in den Kapiteln 3 und 5) dann in dem Ka-

pitel 6 noch allgemeiner und eleganter definiert werden; die hier betrachtete

Bedeutung des Begriffes bleibt dabei aber erhalten.

Als Beispiele für die allgemeine Darstellung (1.19) betrachten wir nochmals die

in den Beispielen 1.24, 1.25 und 1.26 auftgetretenen erweiterten Koeffizienten-

matrizen nach Überführung in die Zeilenstufenform und lesen die Ränge ab.

Beispiel 1.24 Beispiel 1.25 Beispiel 1.26

(
A |~b

) 
2 7 9 1 1

0−30−46 −9 −6

0 0 76−201 −804

0 0 0 1 4




1 3 5 2 7

0 2 3 1 4

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




1 3 5 2 7

0 2 3 1 4

0 0 0 0 −1

0 0 0 0 0


rg A 4 2 2

rg
(
A |~b

)
4 2 3

1.3.3 Ein Lösbarkeitskriterium für lineare Gleichungssysteme

Anhand der Ränge der einfachen und der erweiterten Koeffizientenmatrix lässt

sich eine Aussage über die Lösbarkeit linearer Gleichungssysteme formulieren:

Lösbarkeitskriterium für lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann lösbar, falls der Rang seiner

einfachen Koeffizientenmatrix mit dem Rang der erweiterten Koeffizienten-

matrix übereinstimmt.

Das obige Lösbarkeitskriterium heißt auch Satz von Kronecker-Capelli. Es

beinhaltet als
”
genau-dann-wenn-Aussage“ zwei Teilaussagen:

(i) Wenn für ein lineares Gleichungssystem der Rang der einfachen mit dem der

erweiterten Koeffizientenmatrix übereinstimmt, dann ist das LGS lösbar.

(ii)Wenn ein LGS lösbar ist, dann muss der Rang seiner einfachen mit dem der

erweiterten Koeffizientenmatrix übereinstimmen. Mit anderen Worten: Wenn

der Rang der einfachen nicht mit dem der erweiterten Koeffizientenmatrix

übereinstimmt, so ist das LGS nicht lösbar.
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Die zweite Teilaussage lässt sich leicht begründen. Stimmen nämlich die Ränge

der erweiterten und der einfachen Koeffizientenmatrix nicht überein, so ist der

Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix größer als r. Dann muss die erweiterte

Koeffizientenmatrix in der Zeilenstufenform (1.19) r+1 Zeilen haben, die keine

Nullzeilen sind, somit ist b
(z)
r+1 6= 0. Dies bedeutet jedoch, dass das Gleichungs-

system in der Zeilenstufenform eine Gleichung der Form 0 = b
(z)
r+1 mit b

(z)
r+1 6= 0

enthält – dies ist ein Widerspruch, ein solches LGS ist also nicht lösbar.

Zur Begründung der Teilaussage (i) überlegt man sich, dass die Matrix (1.19)

durch Weiterführung des Gauß-Jordan-Algorithmus in die folgende Form über-

führt werden kann:

a
(d)
11 0 . . . . . . 0 a

(d)
1 r+1 . . . a

(d)
1n b

(d)
1

0 a
(d)
22

. . .
... a

(d)
2 r+1 . . . a

(d)
2n b

(d)
2

...
. . .

. . .
. . .

...
...

...
...

...
. . .

. . . 0
...

...
...

0 . . . . . . 0 a
(d)
rr a

(d)
r r+1 . . . a

(d)
rn b

(d)
r


(1.20)

(Die r+1-te bis m-te Zeile in 1.19 wurden weggelassen, da wegen der Voraus-

setzung b
(z)
r+1 = 0 ist, es sich also um Nullzeilen handelt.)

Das durch (1.20) gegebene lineare Gleichungssystem ist lösbar. Um seine

Lösungsmenge anzugeben, müssen die Variablen xr+1, . . . , xn als Parameter ge-

setzt werden: t1 :=xr+1, t2 :=xr+2, . . . , tn−r :=xn. Die Lösungsmenge des LGS

lässt sich dann angeben durch:

x1 = −t1
a

(d)
1 r+1

a
(d)
11

− t2
a

(d)
1 r+2

a
(d)
11

− . . .− tn−r
a

(d)
1n

a
(d)
11

+
b
(d)
1

a
(d)
11

x2 = −t1
a

(d)
2 r+1

a
(d)
22

− t2
a

(d)
2 r+2

a
(d)
22

− . . .− tn−r
a

(d)
2n

a
(d)
22

+
b
(d)
2

a
(d)
22...

xr = −t1
a

(d)
r r+1

a
(d)
rr

− t2
a

(d)
r r+2

a
(d)
rr

− . . .− tn−r
a

(d)
r n

a
(d)
rr

+
b
(d)
r

a
(d)
rr

xr+1 = t1
...

xn = tn−r

(1.21)

mit t1, . . . , tn−r ∈ R. Diese Überlegungen führen zu einer weiteren fundamen-

talen Aussage über die Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme.

Rang eines LGS und Anzahl der Parameter der Lösungsmenge

Ein lösbares lineares Gleichungssystem in n Variablen mit dem Rang r der

einfachen und der erweiterten Koeffizientenmatrix besitzt eine n−r-para-

metrige Lösungsmenge.
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Als Spezialfall dieser Aussage ergibt sich, dass ein lineares Gleichungssystem in

n Variablen mit dem Rang n der einfachen und der erweiterten Koeffizientenma-

trix eine Lösungsmenge ohne Parameter besitzt. In diesem Falle hat die erwei-

terte Koeffizientenmatrix nach der Durchführung des Gauß-Jordan-Algorithmus

(1.20) die Gestalt 

a
(d)
11 0 . . . . . . 0 b

(d)
1

0 a
(d)
22

. . .
... b

(d)
2

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . 0

...

0 . . . . . . 0 a
(d)
nn b

(d)
n


und die Lösung des LGS ist

x1 =
b
(d)
1

a
(d)
11

; x2 =
b
(d)
2

a
(d)
22

; . . . ; xn =
b
(d)
n

a
(d)
nn

.

Das Gleichungssystem ist für n = rg
(
A |~b

)
= rgA also eindeutig lösbar.

Es empfiehlt sich, das in diesem Abschnitt formulierte Lösbarkeitskriterium

und die Strukturaussage über die Anzahl der Parameter der Lösungsmenge eines

LGS anhand der zuvor behandelten Beispiele zu überprüfen. Der Leserin bzw.

dem Leser sei es überlassen, für die Beispiele in den Abschnitten 1.1, 1.2 und

1.3.1 Koeffizientenmatrizen aufzustellen, deren Ränge zu bestimmen und mit

der Anzahl der Parameter in den ermittelten Lösungsmengen zu vergleichen.

Aus allen in diesem Kapitel behandelten Beispielen lösbarer Gleichungssysteme

(bei denen rg
(
A |~b

)
= rgA ist und deshalb einfach von den Rängen der ent-

sprechenden LGS gesprochen wird) ergibt sich die folgende Zusammenstellung.

Anzahl der Variablen Rang des LGS Dimension der Lösungsmenge

(Anzahl der Parameter)

1 1 0

2 2 0

2 1 1

3 3 0

3 2 1

3 1 2

4 4 0

4 2 2

Diese Ergebnisse scheinen den herausgearbeiteten Zusammenhang zwischen

dem Rang eines linearen Gleichungssystems und der Anzahl der Parameter sei-

ner Lösungsmenge zu bestätigen. Jedoch ist damit kein allgemein gültiger Be-

weis erbracht, und auch die zuvor geführten Plausibilitätsbetrachtungen stellen

keinen exakten und vollständigen Beweis dar. Der auf S. 35 formulierte Zusam-

menhang wird deshalb in den Kapiteln 5 und 6 zu einer der zentralen Struk-

turaussagen der linearen Algebra
”
ausgebaut“.
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1.3.4 Homogene und inhomogene lineare Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt werden spezielle LGS untersucht, für die sich besondere

Aussagen über Lösungsmengen treffen und recht leicht beweisen lassen. Die-

se Aussagen führen dann auch zu weiteren strukturellen Erkenntnissen über

Lösungsmengen beliebiger linearer Gleichungssysteme.

Definition 1.1

Ein lineares Gleichungssystem heißt homogen, falls seine sämtlichen absoluten

Glieder Null sind, das LGS also die Gestalt

a11 x1 + a12 x2 + . . . + a1n xn = 0

a21 x1 + a22 x2 + . . . + a2n xn = 0
...

...
...

...

am1 x1 + am2 x2 + . . . + amn xn = 0

(1.22)

besitzt. Anderenfalls nennt man das LGS inhomogen. �

Die erweiterte Koeffizientenmatrix eines homogenen LGS wird in der Form

(A |~o )
geschrieben.

Es ergibt sich aus der Definition sofort die folgende Folgerung:

Jedes homogene lineare Gleichungssystem ist lösbar.

Diese Folgerung lässt sich sehr leicht beweisen: (0; 0; . . . ; 0) ist eine Lösung des

LGS (1.22), denn setzt man in (1.22) x1 = 0, x2 = 0, . . . , xn= 0 ein, so sind die

linken ebenso wie die rechten Seiten aller Gleichungen Null.

Der folgende Satz enthält eine Aussage über die Struktur der Lösungsmenge

eines beliebigen homogenen LGS, die in den folgenden Kapiteln noch von hoher

Bedeutung sein wird.

Satz 1.1

Sind x(1) =
(
x

(1)
1 ;x

(1)
2 ; . . . ;x

(1)
n

)
und x(2) =

(
x

(2)
1 ;x

(2)
2 ; . . . ;x

(2)
n

)
Lösungen ei-

nes homogenen LGS und c eine beliebige reelle Zahl, so sind auch

x(1)+ x(2) =
(
x

(1)
1 + x

(2)
1 ; x

(1)
2 + x

(2)
2 ; . . . ; x

(1)
n + x

(2)
n

)
sowie

c · x(1) =
(
c·x(1)

1 ; c·x(1)
2 ; . . . ; c·x(1)

n

)
Lösungen dieses LGS.

Der Satz sagt also aus, dass die Summe zweier Lösungen eines homogenen

LGS wiederum eine Lösung dieses LGS ist, und dass auch ein beliebiges reelles

Vielfaches einer Lösung eines homogenen LGS eine Lösung ist.

Beweis: Sind x(1) =
(
x

(1)
1 ;x

(1)
2 ; . . . ;x

(1)
n

)
und x(2) =

(
x

(2)
1 ;x

(2)
2 ; . . . ;x

(2)
n

)
Lö-

sungen eines homogenen LGS (1.22) so gilt für jede Gleichung dieses LGS:

ai1 x
(1)
1 + ai2 x

(1)
2 + . . . + ain x

(1)
n = 0 und

ai1 x
(2)
1 + ai2 x

(2)
2 + . . . + ain x

(2)
n = 0 für alle i ∈ N mit 1 ≤ i ≤ n .
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Addition dieser beiden Gleichungen ergibt:

ai1 x
(1)
1 + ai2 x

(1)
2 + . . .+ ain x

(1)
n + ai1 x

(2)
1 + ai2 x

(2)
2 + . . .+ ain x

(2)
n = 0 .

Durch Umstellen dieser Gleichung erhält man

ai1
(
x

(1)
1 + x

(2)
1

)
+ ai2

(
x

(1)
2 + x

(2)
2

)
+ . . . + ain

(
x

(1)
n + x

(2)
n

)
= 0.

Damit ist für jede beliebige (i-te) Gleichung des gegebenen LGS auch x(1)+x(2)

eine Lösung, die damit eine Lösung des gesamten LGS ist.

Analog dazu folgt aus der Voraussetzung

c ·
(
ai1 x

(1)
1 + ai2 x

(1)
2 + . . . + ain x

(1)
n

)
= 0 und somit

ai1
(
c·x(1)

1

)
+ ai2

(
c·x(1)

2

)
+ . . . + ain

(
c·x(1)

n

)
= 0 .

Damit ist auch c · x(1) eine Lösung des gegebenen LGS.

Der folgende Satz stellt eine Verbindung zwischen zwei Lösungen eines beliebi-

gen (inhomogenen) linearen Gleichungssystems und einer Lösung des zugehöri-

gen homogenen LGS her.

Satz 1.2

Sind x(1) =
(
x

(1)
1 ;x

(1)
2 ; . . . ;x

(1)
n

)
und x(2) =

(
x

(2)
1 ;x

(2)
2 ; . . . ;x

(2)
n

)
zwei Lösun-

gen eines beliebigen inhomogenen LGS
a11 x1 + a12 x2 + . . . + a1n xn = b1
a21 x1 + a22 x2 + . . . + a2n xn = b2

...
...

...
...

am1 x1 + am2 x2 + . . . + amn xn = bm ,

so ist die Differenz x(1)−x(2) =
(
x

(1)
1 −x

(2)
1 ; x

(1)
2 −x

(2)
2 ; . . . ; x

(1)
n −x(2)

n

)
dieser

beiden Lösungen eine Lösung des zugehörigen homogenen LGS (1.22).

Der Beweis dieses Satzes sei der Leserin bzw. dem Leser überlassen (siehe die

Aufgabe 5 auf S. 39).

Satz 1.3

Ist x(0) eine (bekannte) feste Lösung eines inhomogenen LGS, so lässt sich jede

Lösung x dieses LGS als Summe der Lösung x(0) und einer Lösung x(h) des

zugehörigen homogenen LGS darstellen. Umgekehrt ist für jede Lösung x(h) des

homogenen LGS die Summe x(0)+ x(h) eine Lösung des inhomogenen LGS.

Beweis: Die Gültigkeit des ersten Teils des Satzes 1.3 folgt direkt aus dem Satz

1.2. Die Differenz x−x(0) zweier Lösungen des gegebenen inhomogenen LGS ist

stets eine Lösung des zugehörigen homogenen LGS. Es lässt sich somit zu jeder

beliebigen Lösung x eine Lösung x(h) des homogenen LGS mit x = x(0)+ x(h)

finden. Auf den Beweis der Umkehrung wird hier verzichtet.

Der Satz 1.3 gibt eine Möglichkeit, Lösungen eines beliebigen linearen Glei-

chungssystems aus einer einzigen bekannten Lösung dieses LGS zu ermitteln,

falls die allgemeine Lösung (also die gesamte Lösungsmenge) des zugehörigen

homogenen LGS bekannt ist.
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1.3.5 Aufgaben zu Abschnitt 1.3

1. Bestimmen Sie für die folgenden linearen Gleichungssysteme die Ränge der

einfachen und der erweiterten Koeffizientenmatrix und geben Sie die Lö-

sungsmengen an.

a)

3x1 + 6x2 + 2x3 + x4 = 9

2x1 + x2 + 4x3 + 3x4 = 9

x1 + 2x2 + 2x4 = 9

4x1 + 3x3 + 2x4 = 9

b)

2x1 + x2 − x3 + 5x4 = 2

− 2x2 + 3x4 = 2

2x1 + 3x2 − x3 + 3x4 = 1

Geben Sie außerdem jeweils die Lösungsmenge des zugehörigen homogenen

LGS an.

2. Folgt aus rg A = rg (A |~b ), dass das lineare Gleichungssystem (A |~b ) ein-

deutig lösbar ist?

Hinweis: Suchen Sie ein Gegenbeispiel.

3. Überprüfen Sie die Richtigkeit der folgenden Aussage:

Ist ein lineares Gleichungssystem mit der erweiterten Koeffizientenmatrix

(A |~b ) mit n Variablen und n Gleichungen für ein ~b eindeutig lösbar, so ist

es dies auch für jedes ~b .

Hinweis: Was lässt sich über die Zeilenstufenform der erweiterten Koeffizi-

entenmatrix aussagen?

4. a) Es seien reelle Zahlen a, b, c, d, r, s vorgegeben. Begründen Sie, dass das

lineare Gleichungssystem
a x1 + b x2 = r

c x1 + d x2 = s

im Falle a d−b c 6= 0 eindeutig lösbar ist und geben Sie die Lösung an.

b) Bestimmen Sie für m ∈ R die Lösungsmenge des folgenden LGS:

−2x1 + 3x2 = 2m

x1 − 5x2 = −11
Hinweis:

Bringen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix in die Zeilenstufenform.

5. Beweisen Sie den Satz 1.2 auf S. 38.

6. a) Bestimmen Sie eine (feste) Lösung des linearen Gleichungssystems

2x1 + 3x2 + x3 = 1

4x1 − x2 + x3 = 2

8x1 + 5x2 + 3x3 = 4

b) Ermitteln Sie die Lösungsmenge des zugehörigen homogenen LGS.

c) Geben Sie nun mithilfe ihrer Ergebnisse aus den Teilen a) und b) die

Lösungsmenge des gegebenen inhomogenen Systems an.

7. Ein inhomogenes LGS mit zwei Variablen besitzt die Lösungen (1; 2) und

(3; 4). Zeigen Sie, dass dann auch alle Paare der Form (1+2t ; 2+2t) mit

t ∈ R Lösungen sind.
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1.4 Anwendungen linearer Gleichungssysteme

Bereits in Abschnitt 1.1.4 wurde auf Mischungsaufgaben als Anwendungen linea-

rer Gleichungssysteme mit zwei Gleichungen und zwei Variablen eingegangen.

Komplexere Aufgaben dieser Art können auch auf kompliziertere Gleichungs-

systeme führen, die zudem nicht immer eindeutig lösbar sein müssen.

Beispiel 1.27

Ein metallurgischer Betrieb beabsichtigt, eine neue harte und dabei relativ leich-

te Metalllegierung auf den Markt zu bringen. Es wird gefordert, dass diese Legie-

rung genau 4 % Titan und 2 % Chrom enthält, während der Rest aus Aluminium

bestehen soll. Reines Titan und Chrom sind auf dem Markt nur zu recht ho-

hen Preisen erhältlich; jedoch stehen titan- und chromhaltige Legierungen zur

Verfügung, die entsprechend gemischt werden müssen.

Legierung 1: 6 % Titan, 1 % Chrom

Legierung 2: 1 % Titan, 3 % Chrom

Legierung 3: 4 % Titan, 0 % Chrom

Legierung 4: 3 % Titan, 4 % Chrom

Es soll eine Tonne der neuen Metalllegierung hergestellt werden. Gibt es Kom-

binationen der angebotenen Legierungen, mit denen die gewünschte Zusammen-

setzung erreicht werden kann?

Um diese Aufgabe zu lösen, stellen wir zunächst die Mischungsverhältnisse

der vier Legierungen in einer Tabelle dar:

Legierung 1 Legierung 2 Legierung 3 Legierung 4 Ziel-Legierung

Titan 6 % 1 % 4 % 3 % 4 %

Chrom 1 % 3 % 0 % 4 % 2 %

Masse x1 x2 x3 x4 1 t

Die Berücksichtigung der gestellten Bedingungen führt zu einem LGS, in dem

die zu verwendenden Massen der Legierungen als Variablen auftreten:

0, 06 x1 + 0, 01 x2 + 0, 04 x3 + 0, 03 x4 = 0, 04

0, 01 x1 + 0, 03 x2 + 0, 04 x4 = 0, 02

x1 + x2 + x3 + x4 = 1

Dieses Gleichungssystem kann nun mithilfe des Gauß-Algorithmus gelöst wer-

den. Dabei tritt ein Parameter auf. Setzt man x4 = t, so ergibt sich:

x1 = 2
3 − t , x2 = 4

9 − t , x3 = −1
9 + t , x4 = t .

Nicht für alle t∈R entstehen für das Ausgangsproblem sinnvolle Lösungen. Es

kommen dafür nur Lösungen in Frage, für die alle Massen x1, . . . , x4 größer oder

gleich Null sind. Überprüft man diese Bedingung, so ergeben sich für
1
9 ≤ t ≤

4
9

sinnvolle Lösungen. Eine mögliche Lösung (mit t = 1
3 ) wäre die Verwendung

von 1
3 t ≈ 333 kg der Legierung A, ca. 111 kg der Legierung B, ca. 222 kg von

Legierung C sowie ca. 333 kg von Legierung D.
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Eine weiteres Anwendungsfeld linearer Gleichungssysteme sind Aufgaben, die

sich mit Wasser-, Menschen- oder Verkehrsströmen bzw. -kreisläufen befassen.

Beispiel 1.28

An einer weiträumigen Straßenkreuzung (siehe Abb. 1.14) wurde durch Ver-

kehrszählungen festgestellt, wie viele Fahrzeuge je Zeiteinheit in der Hauptver-

kehrszeit ein- und ausfahren. Damit im Kreuzungsbereich kein Stau entsteht,

müssen Zu- und Abfluss in den Knoten A, B, C und D jeweils übereinstimmen.

Wie viele Fahrzeuge müssen die Abschnitte AB, BC, CD und DA in jeder

Zeiteinheit passieren, damit diese Bedingung erfüllt ist?

Für die Beantwortung dieser Frage kann ein LGS aufgestellt werden:

Knoten A: x4 + 140 = x1 + 120

Knoten B: x1 + 90 = x2 + 100

Knoten C: x2 + 70 = x3 + 50

Knoten D: x3 + 80 = x4 + 110

bzw.

−x1 + x4 = −20

x1 − x2 = 10

x2 − x3 = −20

x3 − x4 = 30

Es ergibt sich eine einparametrige Lösungsmenge; mit t = x4 ist:

x1 = t+ 20 , x2 = t+ 10 , x3 = t+ 30 , x4 = t .

Diese Lösung bedarf einer Interpretation, da nicht alle rechnerisch richtigen

Lösungen des LGS sinnvolle Lösungen der ursprünglichen Sachaufgabe sind.

Natürlich kann keine der Variablen negativ werden. Für t = 0 ergibt sich der

geringste Verkehrsdurchsatz innerhalb der Kreuzung; dies bedeutet jedoch, dass

der größte Teil der Verkehrsteilnehmer an den Knoten nach rechts abbiegt und

somit die Kreuzung nicht befährt – dieses Szenario erscheint wenig realistisch.

Andererseits sind auch Lösungen für große t wenig realistisch, so wären z. B.

für t = 1000 die Streckenabschnitte AB, BC, CD und DA in jeder Zeiteinheit

jeweils von 1000 bis 1030 Fahrzeugen befahren. Vergleicht man diese Zahl mit

der Zahl der Fahrzeuge, welche die Kreuzung je Zeiteinheit befahren oder ver-

lassen, so wird deutlich, dass jedes dieser Fahrzeuge durchschnittlich fast drei

”
Ehrenrunden drehen“ müsste. Um zu entscheiden, ob dies überhaupt möglich

wäre, müssten zusätzliche Informationen über den maximalen Durchsatz, den

die Fahrbahnen bewältigen können, vorliegen.

Abb. 1.14: Verkehrsströme an einer weiträumigen
Straßenkreuzung
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Eine gewisse Analogie zu Verkehrsströmen weisen Stromstärken in elektrischen

Schaltkreisen auf. In einem Gleichstromkreis mit Verzweigungen (Knoten) las-

sen sich die Stromstärken durch die Bauteile (Widerstände) mithilfe der Kirch-

hoffschen Regeln berechnen:

Knotenregel : In jedem Knotenpunkt eines Netzes ist die Summe der ankom-

menden Stromstärken gleich der Summe der abfließenden Stromstärken.

Maschenregel : In jeder Masche eines Netzes ist die Summe der Spannungen

gleich der Summe der Produkte aus den gerichteten Stromstärken und den

Widerständen.

Beispiel 1.29

Wir betrachten den in Abb. 1.15 dargestellten Stromkreis. In beiden Knoten

folgt aus dem ersten Kirchhoffschen Gesetz (Knotenregel) jeweils

I1 = I2 + I3 .

In der Masche, die nur die Widerstände R2 und R3 enthält, gilt nach der

Maschenregel:
R2 · I2 − R3 · I3 = 0 ,

da sich innerhalb dieser Masche keine Spannungsquelle befindet. (Dieses Ergeb-

nis lässt sich auch anhand der Tatsache überlegen, dass über den Widerständen

R2 und R3 dieselbe Spannung U2 anliegt und nach dem Ohmschen Gesetz

U2 = R2 ·I2 sowie gleichzeitig U2 = R3 ·I3 sein muss.)

Weiterhin lassen sich Maschen betrachten, die aus der Spannungsquelle U0

und den Widerständen R1, R2 sowie aus U0, R1 und R3 bestehen. Hier gilt

nach der Maschenregel
R1 · I1 + R2 · I2 = U0 sowie

R1 · I1 + R3 · I3 = U0 .

Wir fassen alle diese Zusammenhänge nun zu einem LGS zusammen:

I1 − I2 − I3 = 0

R2 · I2 − R3 · I3 = 0

R1 · I1 + R2 · I2 = U0

R1 · I1 + R3 · I3 = U0

und lösen dieses nach den Stromstärken. Dabei lässt sich feststellen dass das

LGS eine eindeutige Lösung besitzt:

Abb. 1.15: Stromstärken in einem verzweigten
Stromkreis
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I1 = U0 ·
R2 +R3

R1R2 + R1R3 + R2R3
,

I2 = U0 ·
R3

R1R2 + R1R3 + R2R3
,

I3 = U0 ·
R2

R1R2 + R1R3 + R2R3
.

Als konkretes Beispiel betrachten wir einen Stromkreis mit einer Spannungsquel-

le mit U0 =12 V und Widerständen R1 =20 Ω, R2 =10 Ω und R3 =20 Ω . Durch

Einsetzen dieser Werte ergibt sich I1 = 0, 45 A, I2 = 0, 3 A und I3 = 0, 15 A.

1.4.1 Aufgaben zu Abschnitt 1.4

1. Edelstahl ist eine Legierung aus Eisen, Chrom und Nickel (und mitunter noch

weiteren Stoffen). Der häufigste Legierungstyp eines nichtrostenden Stahls,

der uns im Alltag begegnet, ist die Legierung X5CrNi18-10, oft als 18/10-

Stahl bezeichnet. Die Bezeichnung 18/10 gibt den Anteil an Chrom/Nickel

an: 18/10-Stahl besteht aus 72 % Eisen, 18 % Chrom und 10 % Nickel.

Es stehen drei Legierungen A, B und C zur Verfügung:

– Legierung A: 70 % Eisen, 22 % Chrom, 8 % Nickel

– Legierung B: 74 % Eisen, 18 % Chrom, 8 % Nickel

– Legierung C: 78 % Eisen, 15 % Chrom, 7 % Nickel

Um aus diesen Legierungen 18/10-Stahl herzustellen, muss zusätzlich Nickel

(N) zugesetzt werden, der recht teuer ist. Ermitteln Sie, welche Massen der

Legierungen A, B, C sowie N benötigt werden, um eine Tonne 18/10-Stahl

herzustellen, wobei möglichst wenig reiner Nickel zum Einsatz kommen soll.

2. In Abb. 1.16 sind die Zu- und Abfahrten in einem Kreisverkehr je Zeitein-

heit in der Hauptverkehrszeit dargestellt. Damit kein Stau entsteht, muss

in jedem der Knoten A, B, C, D, E und F die Anzahl der Zufahrten gleich

der Anzahl der Abfahrten sein. Wie viele Fahrzeuge müssen die Streckenab-

schnitte AB, BC, CD, DE, EF und FA in jeder Zeiteinheit passieren, damit

diese Bedingung erfüllt ist? Welcher Streckenabschnitt wird dabei am stärks-

ten belastet?

Abb. 1.16: Kreisverkehr (Aufgabe)
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3. Das Schaltbild in Abb. 1.17 zeigt einen Gleichstromkreis.

a) Gegeben sind die Spannung U0 = 12 V und die Widerstände R1 = 20 Ω,

R2 = 40 Ω, R3 = 10 Ω und R4 = 20 Ω. Stellen Sie ein geeignetes LGS

auf und berechnen Sie die Stromstärken I0, I1, I2, I3 und I4.

b) Geben Sie nun die Stromstärken I0, . . . , I4 allgemein in Abhängigkeit

von U0 und R1, . . . , R4 an (siehe Beispiel 1.29).

Abb. 1.17: Verzweigung von
Stromstärken (Aufgabe)

1.5 Lösen linearer Gleichungssysteme mithilfe
des Computers

Wie bei der Lösung der Übungsaufgaben dieses Kapitels festzustellen war, ist das

”
händische“ Lösen linearer Gleichungssysteme oft mühsam und fehleranfällig.

Geeignete Computerprogramme (und mittlerweile auch Taschencomputer und

graphische Taschenrechner) benötigen selbst für das Lösen
”
großer“ LGS nur Se-

kundenbruchteile. Besonders gut eignen sich für das Lösen linearer Gleichungs-

systeme und eine Vielzahl weiterer Berechnungen der Linearen Algebra sowie

für Visualisierungen Computeralgebrasysteme (CAS) wie Mathematica, Maple,

MuPAD und Derive. Inzwischen steht auch ein leistungsfähiges freies Compu-

teralgebrasystem zur Verfügung: Maxima. Da dieses kostenlose CAS auch im

Bereich der Linearen Algebra eine Vielzahl von Möglichkeiten bietet, wird es

an vielen Stellen innerhalb dieses Buches zum Einsatz kommen.6 Laden Sie

Maxima zunächst unter

http://maxima.sourceforge.net/

für Ihr Betriebssystem (Windows, Linux oder MacOS) herunter und installieren

Sie die Software. Starten Sie dann die Benutzeroberfläche wxMaxima (Abb. 1.18),

6Andere CAS wie Maple, Mathematica und MuPAD lassen sich sehr ähnlich zu Maxima
nutzen und stellen die für dieses Buch benötigten Funktionen ebenfalls zur Verfügung. Sollten
Sie mit einem dieser Systeme bereits vertraut sein, so werden Sie die hier für Maxima be-
schriebenen Befehle in

”
Ihrem“ CAS auch recht leicht finden, wenngleich diese zwischen den

verschiedenen CAS jeweils etwas voneinander abweichen.
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Abb. 1.18: Das Computeralgebrasystem Maxima mit der Benutzeroberfläche wxMaxima

mit der sich Maxima gut bedienen lässt. Bei den folgenden Anleitungen und

Beispielen wird davon ausgegangen, dass Maxima mit wxMaxima genutzt wird.

Um das LGS aus dem Beispiel 1.17 (S. 20) zu lösen, gibt man in Maxima ein:

solve( [(3/2)*x-2*y+4*z=1, 2*x-(9/2)*y-2*z=-1/2, x+y-3*z=2] ,

[x,y,z] );

und übergibt diese Anweisung an Maxima zur Berechnung durch gleichzeitiges

Drücken der Shift- und Enter-Taste.Maxima gibt sofort die Lösungsmenge in

folgender Form aus: [[
x = 22

15 , y = 11
15 , z = 1

15

]]
Alternativ zur Eingabe des Befehls kann auch das Dialogfenster

”
Gleichung lö-

sen“ im Menü
”
Gleichungen“ aufgerufen werden, wo dann die Gleichungen und

die Variablen, nach denen sie gelöst werden sollen, eingegeben werden (siehe

Abb. 1.18).

Der solve-Befehl löst einzelne (nicht nur lineare) Gleichungen und Glei-

chungssysteme. Man muss Maxima die Gleichungen mitteilen und außerdem

eingeben, nach welchen Variablen die Gleichungen bzw. LGS gelöst werden sol-

len (hier x, y, z). Die allgemeine Syntax des solve-Befehls ist:

solve( [ Gleichung 1,. . . , Gleichung n ] , [ Variable 1,. . . , Variable n ] );

Zeilenumbrüche und Leerzeichen dürfen in Maxima beliebig (aber nicht inner-

halb von Namen wie solve) eingefügt werden; hingegen ist unbedingt auf Groß-

und Kleinschreibung sowie die Verwendung der richtigen Klammern zu achten.
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Bei dem betrachteten Beispiel wurde vielleicht nicht verständlich, warum ein-

gegeben werden muss, nach welchen Variablen ein LGS gelöst werden soll – es

traten hier nur drei Variablen auf, und nach diesen sollte das LGS auch gelöst

werden. Jedoch können in einem Gleichungssystem auch durch Buchstaben be-

zeichnete Konstanten auftreten, und Variablen können beliebige Namen haben.

Ohne die Angabe, nach welchen Variablen ein LGS gelöst werden soll, kann

Maxima dann natürlich keine Lösung angeben. Dies wird an dem LGS deutlich,

das in dem Beispiel 1.29 auf S. 42 gelöst wurde. Die Spannung U0 und die Wi-

derstände R1, R2, R3 waren hier Konstanten und das Gleichungssystem sollte

nach I1, I2 und I3 gelöst werden. Dem entspricht in Maxima die Eingabe

solve([i1-i2-i3=0, r2*i2-r3*i3=0, r1*i1+r2*i2=u0, r1*i1+r3*i3=u0],

[i1, i2, i3] );

Maxima
”
antwortet“ mit der Lösung[[
i1 = r3 u0+r2 u0

(r2+r1 ) r3+r1 r2
, i2 = r3 u0

(r2+r1 ) r3+r1 r2
, i3 = r2 u0

(r2+r1 ) r3+r1 r2

]]
(Die Leserin oder der Leser kann nun versuchen, das LGS etwa nach R1, R2,

R3 zu lösen.) Interessant ist folgende Zusatzinformation, die Maxima ausgibt:

solve: dependent equations eliminated (4)

Die Software hat also erkannt, dass eine Gleichung von den anderen abhängt

und diese
”
eliminiert“.

Wir untersuchen im Folgenden, wie sich Maxima bei LGS verhält, die nicht

lösbar sind oder unendlich viele Lösungen besitzen und ziehen dazu die beiden

Gleichungssysteme aus dem Beispiel 1.18 auf S. 20 heran. Für das nicht lösbare

LGS a erhalten wir nach der Eingabe

solve([3*x-4*y+8*z=16, 6*x-y+5*z=-4, -3*x-3*y+3*z=-8], [x, y, z] );

die schlichte Ausgabe
[ ]

Für das LGS mit einparametriger Lösungsmenge (Beispiel 1.18 b) führt

solve([3*x-4*y+8*z=2, 6*x-y+5*z=4, -3*x-3*y+3*z=-2], [x, y, z] );

zu der Ausgabe [[
x = −12 %r3−14

21 , y = 11 %r3
7 , z = %r3

]]
Maxima hat also z als Parameter gewählt und ihm den Namen %r3 gegeben.

Leicht lässt sich auch die Wahl einer anderen Variablen als Parameter erreichen,

wenn bekannt ist, dass ein LGS unendlich viele Lösungen besitzt. Gibt man

solve([3*x-4*y+8*z=2, 6*x-y+5*z=4, -3*x-3*y+3*z=-2], [x, z] );

ein, so erhält man [[
x = −12 y−22

33 , z = 7 y
11

]]
Maxima nimmt in diesem Falle y als konstant an. Die Ausgabe lässt sich aber

auch in dem Sinne interpretieren, dass y als Parameter gewählt wird, denn y

kann beliebige Werte annehmen.
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Oft ist es sinnvoll, ein LGS mit Symbolen für die Koeffizienten in Maxima

einzugeben, diesen aber dann konkrete Werte zuzuweisen, wenn man Lösungen

für bestimmte Koeffizienten erhalten möchte. Wir betrachten dazu erneut das

Beispiel 1.29; es sollen die Stromstärken für die festgelegten Werte U0 = 12 V,

R1 =20 Ω, R2 =10 Ω und R3 =20 Ω berechnet werden. Dazu gibt man ein:

u0:12; r1:20; r2:10; r3:20;

solve([i1-i2-i3=0, r2*i2-r3*i3=0, r1*i1+r2*i2=u0, r1*i1+r3*i3=u0],

[i1, i2, i3] );

Maxima gibt das bereits aus Beispiel 1.29 bekannte Ergebnis aus:[[
i1 = 9

20 , i2 = 3
10 , i3 = 3

20

]]
Nun lassen sich bequem die Werte für die Spannung und die Widerstände vari-

ieren und die entsprechenden Stromstärken berechnen.

Achtung : Löscht man die Eingaben für u0, r1, r2, r3 und löst das LGS erneut,

so erhält man nicht mehr die allgemeine Lösung, sondern eine spezielle Lösung,

die sich auf die zuletzt eingegebenen Werte bezieht. Wurden nämlich Symbole

mit Werten belegt, so
”
merkt“ sich Maxima diese Werte und lässt z. B. u0, r1,

r2, und r3 nicht mehr als freie Variablen zu. Um alle Werte zu löschen und

die entsprechenden Symbole zu
”
befreien“, gibt man kill(all); ein oder wählt

den Menübefehl
”
Maxima → Speicher löschen“.

Maxima kann nicht nur Berechnungen ausführen, sondern auch graphische

Darstellungen erstellen. Neben Funktionsgraphen lassen sich auch durch die

Eingabe von Gleichungen in zwei oder drei Variablen die entsprechenden Gera-

den oder Ebenen visualisieren. Dazu stehen Funktionen zur Darstellung
”
impli-

zit“ gegebener Objekte zur Verfügung. Mit
”
implizit“ ist gemeint, dass Graphen

(Geraden oder Ebenen) nicht direkt (explizit) durch Funktionsgleichungen, son-

dern durch Gleichungen gegeben sind und Maxima selbst Lösungen bestimmen

muss, um die betreffenden Geraden oder Ebenen darzustellen.

Um die Lösungsmengen der Gleichungen des LGS aus dem Beispiel 1.3 auf

S. 5 darzustellen, kann in Maxima

Gl11: 4*x - 5*y = 13;

Gl12: 3*x + 4*y = 3;

load("draw")$

draw2d( color = blue, implicit(Gl11, x,-4,4, y,-4,4),

color = red , implicit(Gl12, x,-4,4, y,-4,4) );

eingegeben werden. Die Geraden werden dann innerhalb der für x und y ange-

gebenen Intervalle (jeweils [−4; 4]) dargestellt. Dazu öffnet Maxima ein eigenes

Fenster (siehe Abb. 1.19 a). Innerhalb der draw2d-Anweisung können zahlreiche

Optionen angegeben werden, die in der Maxima-Hilfe erklärt sind. So bewirkt

user_preamble = ["set size ratio 1" , "set zeroaxis"]

dass x- und y-Achse gleich skaliert und die Achsen gezeichnet werden.
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a) b)

Abb. 1.19: Darstellungen der Lösungsmengen von Gleichungen in Maxima

In ähnlicher Weise lassen sich Lösungsmengen von Gleichungen mit drei Va-

riablen als Ebenen darstellen. Durch die folgende Eingabe werden die durch die

beiden Gleichungen aus Beispiel 1.16 auf S. 19 beschriebenen Ebenen dargestellt:

Gl1 : (3/2)*x - 2*y + 4*z = 1;

Gl2 : x + y - 3*z = 2;

load(draw)$

draw3d( user_preamble = ["set size ratio 1"], surface_hide = true,

color = blue, implicit(Gl1, x,-5,5, y,-5,5, z,-5,5),

color = red , implicit(Gl2, x,-5,5, y,-5,5, z,-5,5) );

Es öffnet sich wiederum ein separates Grafikfenster (siehe Abb. 1.19 b), in wel-

chem sich die Darstellung mit der Maus interaktiv drehen und dadurch aus

verschiedenen Richtungen betrachten lässt. Die Darstellung erfolgt in dem Be-

reich, der durch die x-, y- und z-Werte -5 und 5 begrenzt wird. Der Darstel-

lungsbereich lässt sich verändern, indem die Werte in x,-5,5, y,-5,5, z,-5,5

(für beide Gleichungen) angepasst werden. Die Option surface hide = true

bewirkt, dass verdeckte Bereiche von Ebenen nicht dargestellt werden. Die Ebe-

nen werden zunächst recht grob aufgelöst durch Dreiecke dargestellt. Für eine

feinere Auflösung kann vor der mit color = blue beginnenden Zeile eine Zeile

x_voxel = 20, y_voxel=20, z_voxel=20,

eingefügt werden. Höhere Werte bewirken hierbei eine feiner aufgelöste Darstel-

lung, verlängern aber die für die Berechnung der Grafiken benötigte Zeit.

Es sei hier zunächst nur erwähnt, dass sich mit Maxima Gleichungssysteme

auch in der Matrixschreibweise eingeben und lösen lassen. Zudem können Ränge

von Matrizen bestimmt und vielfältige weitere Operationen mit Matrizen aus-

geführt werden. Darauf wird in dem Kapitel 6 noch näher eingegangen.

Eine Maxima-Datei mit allen in diesem Abschnitt besprochenen Beispielen

steht auf der Internetseite www.afiller.de/linalg zur Verfügung.



2 Koordinatengeometrie
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Im vorangegangenen Kapitel wurden bereits mehrfach geometrische Veranschau-

lichungen für Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme genutzt. Umgekehrt

sind Beschreibungen geometrischer Objekte durch Koordinaten und Gleichun-

gen von großem Nutzen für die Geometrie, auf die dadurch rechnerische und

algebraische Methoden angewendet werden können.

Als Begründer der Koordinatenmethode und somit der analytischen Geome-

trie werden René Descartes (1596–1650) und Pierre de Fermat (1607–

1665) angesehen, wenngleich Ansätze hierfür bereits früher zu finden waren.

Besonderen Einfluss erlangte das Werk
”
La Géométrie“ (1637) von Descartes.

Sein Leitmotiv für die Verwendung von Koordinaten war die Beschreibung und

Klassifikation ebener Kurven durch Gleichungen. Im Mittelpunkt des Interesses

standen dabei zunächst die Kegelschnitte als algebraische Kurven zweiter Ord-

nung. Diese werden in diesem Kapitel nach der Behandlung von Gleichungen

für Geraden und Kreise thematisiert.

Es wird sich im Folgenden zeigen, dass mithilfe von Koordinatenbeschrei-

bungen viele Untersuchungen von Eigenschaften und Lagebeziehungen ebener

geometrischer Objekte möglich sind. Gleichzeitig zeigen sich aber vor allem bei

der Koordinatengeometrie des Raumes Schwierigkeiten und Grenzen, weshalb

Geraden im Raum, Ebenen sowie Kugeln und Kegel zunächst nur ansatzweise

behandelt werden. Die Grenzen reiner Koordinatenbeschreibungen werden dann

in den folgenden Kapiteln – nach einem tieferen Eindringen in die Vektorrech-

nung – mithilfe vektorieller Vorgehensweisen überwunden.
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2.1 Geraden in der Ebene

2.1.1 Koordinatengleichungen von Geraden

In dem Abschnitt 1.1.1 zeigte sich, dass sich Geraden in der Ebene durch Glei-

chungen mit zwei Variablen beschreiben lassen:

g : ax + by = c (a, b, c ∈ R, a 6=0 oder b 6=0). (2.1)

Durch eine derartige Gleichung wird eindeutig eine Gerade beschrieben. Es las-

sen sich aber zu jeder Geraden mehrere Gleichungen angeben. Z. B. beschreiben

2x + 5y = 12 und 1
6x + 5

12y = 1

dieselbe Gerade, denn beide Gleichungen sind äquivalent und besitzen daher

dieselbe Lösungsmenge.

Sind zwei Punkte P1(x1; y1) und P2(x2; y2) einer Geraden g gegeben, so lassen

sich deren Koordinaten in (2.1) einsetzen, um die Koeffizienten a, b und c so zu

bestimmen, dass (2.1) die durch P1(x1; y1) und P2(x2; y2) verlaufende Gerade

beschreibt. Dies geschieht durch Lösen des linearen Gleichungssystems

x1a + y1b = c

x2a + y2b = c .

Dieses LGS mit den drei Unbekannten a, b und c ist offensichtlich nicht ein-

deutig lösbar, was auch daher plausibel ist, dass es zu jeder Geraden mehrere

Gleichungen der Form (2.1) gibt. Es ist daher ein Koeffizient festzulegen (z. B.

c=1) und dann das LGS zu lösen.

Beispiel 2.1

Gesucht sind Gleichungen der Geraden, die durch folgende Punkte verlaufen:

a) g durch P1(3; 5) und P2(6; 7)

Wir setzen c=1 und lösen das LGS

3a + 5b = 1

6a + 7b = 1 .

Es ergibt sich b = 1
3 und a = −2

9 .

Als Gleichung für die Gerade g er-

halten wir:

−2
9x+ 1

3y = 1.

Durch Multiplikation mit 9 lässt

sich diese Gleichung auch in der

Form −2x+ 3y = 9 schreiben.

b) h durch Q1(−4; 3) und Q2(8;−6)

Wir setzen wieder c=1. Das LGS
−4a + 3b = 1

8a − 6b = 1 .

ist jedoch nicht lösbar, und es wäre

auch für ein beliebiges anderes c

mit c 6=0 unlösbar. Deshalb setzen

wir nun c=0 und lösen das LGS

−4a + 3b = 0

8a − 6b = 0 .

Alle Paare (a; b) mit b = 4
3a sind

Lösungen dieses LGS, also z. B.

a = 3, b = 4. Somit ist 3x+ 4y = 0

eine Gleichung der Geraden h.

Die Gerade h verläuft durch den Koordinatenursprung, deshalb muss c = 0 sein.

Für alle Geraden, die nicht durch den Ursprung verlaufen, gibt es hingegen eine

Geradengleichung der Form (2.1) mit c = 1.
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Für b 6=0 lässt sich die Geradengleichung (2.1) in die Normalform

y = mx+ n (m,n ∈ R) (2.2)

bringen. Dabei ist m der Anstieg der beschriebenen Geraden. Mit den Koeffizi-

enten in der Gleichung (2.1) gilt m = −ab .

Satz 2.1

Sind P1(x1; y1) und P2(x2; y2) zwei beliebige (voneinander verschiedene) Punkte

einer durch eine Gleichung der Form (2.1) gegebenen Geraden mit b 6=0, so gilt

y2 − y1

x2 − x1
= −a

b
= m.

Der Beweis dieses Satzes erfolgt durch Einsetzen der Koordinaten beider Punkte

in (2.1) und Umstellen (siehe Aufgabe 2 auf S. 54).

Der Satz 2.1 führt zu weiteren Möglichkeiten, Geraden durch Gleichungen zu

beschreiben. Da dieser Satz für jeweils zwei beliebige Punkte einer Geraden an-

wendbar ist, gilt für drei paarweise verschiedene Punkte P1(x1; y1), P2(x2; y2)

und P (x; y) sowohl y2−y1x2−x1
= m als auch y−y1

x−x1
= m, siehe Abb. 2.1. Zusammen-

gefasst ergibt sich daraus die Zweipunkteform der Geradengleichung :

y − y1

x− x1
=
y2 − y1

x2 − x1
bzw. y − y1 =

y2 − y1

x2 − x1
(x− x1). (2.3)

Hierbei können P1(x1; y1) und P2(x2; y2) als feste (bekannte) Punkte und

P (x; y) als beliebiger (variabler) Punkt einer Geraden aufgefasst werden. Durch

Einsetzen der bekannten Koordinaten lässt sich also mithilfe der Zweipunkte-

form recht leicht eine Geradengleichung aufstellen, wenn zwei Punkte bekannt

sind (siehe dazu die Aufgabe 1 auf S. 54).

Eine besonders einfache Geradengleichung lässt sich aufstellen, falls statt zwei-

er beliebiger Punkte einer Geraden deren Schnittpunktkoordinaten (0;ny) mit

der y-Achse und (nx; 0) mit der x-Achse gegeben sind; nx und ny werden da-

bei als Achsenabschnitte bezeichnet, siehe Abb. 2.2 (ny ist mit n in Gleichung

(2.2) identisch). In diesem Falle lässt sich aus der Zweipunkteform die Achsen-

abschnittsform der Geradengleichung herleiten (siehe Aufgabe 4 auf S. 54):
x

nx
+

y

ny
= 1 . (2.4)

Abb. 2.1: Steigungsdreiecke Abb. 2.2: Achsenabschnitte
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Keine der hier aufgeführten Formen der Geradengleichung ist auf Geraden im

dreidimensionalen Raum übertragbar da hierbei drei Variablen (die Koordina-

ten x, y und z) auftreten würden. Lösungsmengen einzelner linearer Gleichungen

in drei Variablen können jedoch niemals Geraden beschreiben, siehe Abschnitt

1.2. Dort wurde auch bereits herausgearbeitet, dass Lösungsmengen linearer

Gleichungssysteme mit drei Variablen und zwei Gleichungen in den meisten

Fällen Geraden beschreiben (vgl. Beispiel 1.16 auf S. 19). Um eine durch zwei

Punkte des Raumes verlaufende Gerade durch ein LGS zu beschreiben, sind zwei

lineare Gleichungen aufzustellen, welche die Koordinaten der Punkte erfüllen,

wobei diese Gleichungen keine Vielfachen voneinander sein dürfen.

Beispiel 2.2

Bestimmung eines Gleichungssystems, das die Gerade durch die beiden Punkte

P (3;−4; 7) und Q(8; 5;−9) des Raumes beschreibt.

Gesucht ist ein lineares Gleichungssystem der Form

a1 x + b1 y + c1 z = d1

a2 x + b2 y + c2 z = d2 ,

welches die Lösungstripel (3;−4; 7) und (8; 5;−9) besitzt. Um dafür geeignete

Koeffizienten a1, b1, c1, d1 sowie a2, b2, c2 und d2 zu bestimmen, setzt man die

Koordinaten der gegebenen Punkte in beide Gleichungen ein und führt zunächst

den ersten Schritt des Gauß-Algorithmus durch.

3 a1− 4 b1 + 7 c1 = d1 | · (−8)

8 a1 + 5 b1− 9 c1 = d1 | · 3
47 b1− 83 c1 = −5 d1

3 a2− 4 b2 + 7 c2 = d2 | · (−8)

8 a2 + 5 b2− 9 c2 = d2 | · 3
47 b2− 83 c2 = −5 d2

Jeweils zwei von den Werten b1/2, c1/2, d1/2 können frei festgelegt werden, aller-

dings ist darauf zu achten, dass die linken Seiten des obigen Gleichungssystems

keine Vielfachen voneinander sind. Wählt man zum Beispiel c1 = 0, d1 = 47 und

b2 = 0 und d2 = 83, so ist diese Forderung erfüllt (d1/2 wurden so ausgewählt,

dass bei der folgenden Berechnung Brüche vermieden werden). Berechnet man

mit diesen Werten in den beiden LGS die fehlenden Koeffizienten, so ergibt sich

a1 = 9, b1 = −5, c1 = 0, d1 = 47, a2 = 16, b2 = 0, c2 = 5, d2 = 83.

Ein LGS, das die Gerade durch die beiden gegebenen Punkte beschreibt, ist also

9x − 5 y = 47

16x + 5 z = 83 .

Um Eigenschaften von Geraden im Raum zu untersuchen, ist die Beschrei-

bung durch lineare Gleichungssysteme recht
”
unhandlich“. Besser gelingt dies

mithilfe von Parametergleichungen. Diese wurden bereits kurz in Abschnitt 1.1.1

für Geraden in der Ebene sowie in Abschnitt 1.2.1 für Ebenen und Geraden des

Raumes als Darstellungen von Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme be-

trachtet. Nach einer Vertiefung der Vektorrechnung werden Parameterdarstel-

lungen von Geraden und Ebenen in dem Kapitel 4 ausführlicher behandelt.
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2.1.2 Winkel zwischen Geraden in der Ebene

Der Steigungswinkel einer Geraden in einem ebenen Koordinatensystem lässt

sich anhand eines Steigungsdreiecks berechnen, das durch zwei beliebige Punkte

P1 und P2 der Geraden festgelegt wird, siehe Abb. 2.3. Die Längen der Katheten

dieses rechtwinkligen Dreiecks entsprechen den Beträgen |x2−x1| und |y2−y1|
der Koordinatendifferenzen der beiden Punkte. Für den Steigungswinkel α gilt:

tanα =
y2 − y1

x2 − x1
= m.

Dabei ist m der Anstieg der Geraden. α ist ein orientiertes Winkelmaß, d. h.

für y2−y1
x2−x1

< 0 ist α < 0, während positiven Anstiegen positive Maße des Stei-

gungswinkels entsprechen.

Abb. 2.3: Steigungswinkel einer Geraden

Um den Schnittwinkel β zweier Geraden g und h zu bestimmen, sind ihre Stei-

gungswinkel αg und αh zu subtrahieren. Falls der Betrag |αg−αh| der Differenz

kleiner als 90◦ bzw. π2 ist, so gilt für den Schnittwinkel der Geraden g und h:

β = |αg − αh|,
und zwar unabhängig davon, ob αg und αh gleiche oder unterschiedliche Vor-

zeichen haben, siehe Abb. 2.4 a), b). Da allerdings als Winkelmaß zwischen zwei

Geraden g und h immer das Maß des kleineren der beiden Winkel zwischen g

und h angegeben wird, setzt man für den Fall |αg−αh| > 90◦ (vgl. Abb. 2.4 c):

β = 180◦ − |αg − αh|.

Mithilfe des Additionstheorems tan(α2−α1) = tanα2−tanα1

1+tanα1·tanα2
der Tangens-

funktion (für tanα1 ·tanα2 6= −1) lässt sich der Schnittwinkel zweier Geraden

a) b) c)

Abb. 2.4: Schnittwinkel zweier Geraden



54 2 Koordinatengeometrie

g und h direkt aus den Anstiegen mg = tanαg und mh = tanαh der Geraden

berechnen:
tanβ =

mg −mh

1 +mg ·mh
falls mg ·mh 6= −1.

Für mg ·mh= −1 liegt ein besonderer Fall vor. Die obige Gleichung kann dann

nicht zur Berechnung des Schnittwinkels verwendet werden. Dies hängt damit

zusammen, dass der Tangens eines rechten Winkels nicht definiert ist (denn der

Kosinus ist in diesem Falle Null). In der Tat lässt sich zeigen, dass zwei Geraden

senkrecht sind, wenn das Produkt ihrer Anstiege −1 ist (siehe Aufgabe 10).

Satz 2.2

Zwei Geraden g und h sind genau dann orthogonal (senkrecht), wenn für ihre

Anstiege mg und mh gilt: mh = − 1

mg
.

2.1.3 Aufgaben zu Abschnitt 2.1

1. Stellen Sie Gleichungen der Geraden durch die gegebenen Punkte auf:

a) P1(3;−2) und P2(11;−11) b) Q1(2
3 ; 3

4 ) und Q2(8; 9)

2. Beweisen Sie den Satz 2.1 (siehe Seite 51).

3. Stellen Sie für die in der Aufgabe 1 gegebenen Geraden Gleichungen in der

Zweipunkteform (2.3) auf und wandeln Sie diese in die allgemeine Form (2.1)

um. Vergleichen Sie die Ergebnisse mit Ihren Ergebnissen zu Aufgabe 1.

4. Leiten Sie aus der Zweipunkteform (2.3) die Achsenabschnittsform (2.4) her.

Setzen Sie dazu in (2.3) die Koordinaten der Schnittpunkte P1(0;ny) und

P2(nx; 0) ein und formen Sie die entstehende Gleichung um.

5. Bestimmen Sie ein lineares Gleichungssystem (bestehend aus zwei Gleichun-

gen), das die Gerade durch die Punkte P (0; 5;−2) und Q(14; 3; 2) beschreibt.

6. Berechnen Sie die Steigungswinkel folgender Geraden:

a) g : 3x−y = 9 b) h : y+ 1
2 = 1

2 (x−2) c) PQ mit P (3; 1), Q(−1; 1
2 )

7. Berechnen Sie jeweils den Schnittpunkt und den Schnittwinkel der Geraden

g und h:

a) g : y − 1 = 1
2

(
x− 5

2

)
, h : y = −2x− 1

b) g : y = 4x− 3, h : y = x+ 5

8. Skizzieren Sie das Dreieck ∆ABC, dessen Seiten auf den Geraden

a : y = 0,5x, b : y = 3x und c : x + y = 6 liegen. Berechnen Sie die Koordi-

naten der Eckpunkte und die Maße der Innenwinkel dieses Dreiecks.

9. Gegeben sei eine Gerade g mit einem Anstieg m durch einen Punkt

P0(x0; y0). Geben Sie eine Gleichung der Geraden g sowie eine Gleichung

der zu g senkrechten Geraden durch P0 an.

10. Beweisen Sie den Satz 2.2.
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2.2 Abstände von Punkten; Kreisgleichungen

2.2.1 Abstände von Punkten in der Ebene und im Raum

Für den Abstand |P1P2| zweier Punkte P1(x1; y1) und P2(x2; y2) der Ebene gilt

nach dem Satz des Pythagoras |P1P2|2 = (x2−x1)2 +(y2−y1)2 (siehe Abb. 2.5).

Zwei Punkte P1(x1; y1; z1) und P2(x2; y2; z2) des Raumes bestimmen einen

Quader mit zu den Koordinatenachsen parallelen Kanten, in dem sie Endpunkte

einer Raumdiagonalen sind (siehe Abb. 2.6). Für die Länge |P1Q| der Diagonalen

der Grundfläche dieses Quaders gilt wiederum nach dem Satz des Pythagoras

|P1Q|2 = (x2−x1)2 + (y2−y1)2. Um |P1P2| zu berechnen, wendet man in dem

bei Q rechtwinkligen Dreieck ∆P1QP2 erneut den Satz des Pythagoras an und

erhält |P1P2|2 = |P1Q|2 + (z2−z1)2 = (x2−x1)2 + (y2−y1)2 + (z2−z1)2.

Abb. 2.5: Abstand zweier
Punkte in der Ebene

Abb. 2.6: Abstand zweier
Punkte des Raumes

Für den Abstand zweier Punkte P1(x1; y1) und P2(x2; y2) der Ebene gilt:

|P1P2| =
√

(x2−x1)2 + (y2−y1)2 . (2.5)

Der Abstand zweier Punkte P1(x1; y1; z1), P2(x2; y2; z2) des Raumes beträgt:

|P1P2| =
√

(x2−x1)2 + (y2−y1)2 + (z2−z1)2 . (2.6)

Mithilfe der Abstandsformel (2.5) sowie den in dem vorangegangenen Ab-

schnitt behandelten Geradengleichungen und Schnittwinkeln lassen sich bereits

verschiedene Aufgaben der ebenen Geometrie lösen und einige Sätze beweisen.

Satz 2.3

Der Mittelpunkt M einer Strecke AB mit A(xA; yA) und B(xB; yB) hat die

Koordinaten xM = 1
2 (xA+xB) und yM = 1

2 (yA+yB).

Beweis: Es muss gezeigt werden, dass M auf der Geraden AB liegt und

|AM | = |BM | ist.

Um zu zeigen, dass M ∈ AB gilt, stellen wir die Zweipunktegleichung (2.3) für

diese Gerade auf, setzen x = xM und y = yM ein und formen äquivalent um:
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yM − yA
xM − xA

=
yB − yA
xB − xA

1
2 (yA+yB)− yA
1
2 (xA+xB)− xA

=
yB − yA
xB − xA

1
2 (yB−yA)
1
2 (xB−xA)

=
yB − yA
xB − xA

.

Dies ist offensichtlich eine wahre Aussage, also erfüllen xM , yM die für AB

aufgestellte Geradengleichung, und M ist daher ein Punkt der Geraden AB.

Es bleibt zu prüfen, ob |AM |= |BM | gilt:

|AM | =
√(

1
2 (xA+xB)−xA

)2
+
(

1
2 (yA+yB)−yA

)2
=
√(

1
2 (−xA+xB)

)2
+
(

1
2 (−yA+yB)

)2
= 1

2

√
(xB−xA)2 + (yB−yA)2 = 1

2 |AB|

|BM | =
√(

1
2 (xA+xB)−xB

)2
+
(

1
2 (yA+yB)−yB

)2
= 1

2

√
(xA−xB)2 + (yA−yB)2 = 1

2 |AB| .

Offensichtlich gilt |AM | = |BM |. Da bereits gezeigt wurde, dass M auf der

Geraden AB liegt, ist M der Mittelpunkt der Strecke AB.

Beispiel 2.3

Gegeben ist das Dreieck ∆ABC mit A(−8; 0), B(12;−6) und C(8; 12). Gesucht

sind die Gleichungen der Seitenhalbierenden und die Koordinaten ihres Schnitt-

punktes.

Die Koordinaten der Seitenmittelpunkte des Dreiecks ∆ABC sind nach Satz

2.3: MAB(2;−3), MBC(10; 3) und MAC(0; 6).

Aufstellen von Geradengleichungen für die Seitenhalbierenden AMBC ,

BMAC und CMAB in der Zweipunkteform (2.3) und Umformung:

AMBC :
y − yA
x− xA

=
yMBC

− yA
xMBC

− xA
→ y − 0

x+ 8
=

3− 0

10+ 8
→ y =

1

6
x+

4

3

BMAC :
y − yB
x− xB

=
yMAC

− yB
xMAC

− xB
→ y + 6

x−12
=

6 + 6

0−12
→ y = −x+ 6

Abb. 2.7: Schnittpunkt der Seitenhalbie-
renden eines Dreiecks
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CMAB :
y − yC
x− xC

=
yMAB

− yC
xMAB

− xC
→ y −12

x− 8
=
−3−12

2− 8
→ y =

5

2
x− 8

Berechnung der Schnittpunkte jeweils zweier der drei Seitenhalbierenden

durch Lösen der entsprechenden LGS:

y = 1
6x + 4

3

y = −x + 6

x = 4, y = 2

y = 1
6x + 4

3

y = 5
2x − 8

x = 4, y = 2

y = −x + 6

y = 5
2x − 8

x = 4, y = 2

Da bekannt ist, dass sich die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks in einem

Punkt (dem Schwerpunkt) schneiden, hätte es auch gereicht, nur eines der

Gleichungssysteme zu lösen. Es sei darauf hingewiesen, dass die Koordinaten

des Schwerpunktes S(4; 2) die arithmetischen Mittelwerte der Koordinaten

der Eckpunkte des Dreiecks sind.

Beispiel 2.4

Ermittlung des Abstandes des Punktes P (1; 3) von der Geraden g : 4y−3x =−2.

Der Abstand eines Punktes P von einer Geraden g ist die Länge des Lotes von

P auf g (Abb. 2.8). Um diese zu bestimmen, müssen eine Gleichung der durch

P verlaufenden, zu g orthogonalen Geraden h aufgestellt, der Schnittpunkt L

von h und g ermittelt sowie schließlich der Abstand |PL| berechnet werden.

Ermittlung einer Gleichung der zu g senkrechten Geraden h, der P angehört:

Der Anstieg von g ist mg = 3
4 , nach Satz 2.2 muss h den Anstieg mh = −4

3

haben. Nach Satz 2.1 gilt also für jeden Punkt Q(x; y) von h:

y−yP
x−xP

= −4

3
⇔ y−3

x−1
= −4

3
⇔ y = −4

3
x+

13

3
bzw. 3y + 4x = 13.

Um den Schnittpunkt von g und h zu ermitteln, wird das LGS gelöst, welches

aus den Gleichungen von g und h besteht:

4y − 3x = −2

3y + 4x = 13 .

Es ergibt sich x = 58
25 , y = 31

25 , also ist L
(

58
25 ; 31

25

)
der gesuchte Schnittpunkt.

Der Abstand von P zu g berechnet sich als Abstand der Punkte P und L:

d(P, g) = |PL| =
√

(xL−xP )2+ (yL−yP )2 =
√(

58
25−1

)2
+
(

31
25−3

)2
= 2,2.

Abb. 2.8: Abstand eines Punktes von einer Geraden



58 2 Koordinatengeometrie

2.2.2 Kreise

Ein Kreis ist die Menge aller Punkte der Ebene, die von einem festen Punkt M

denselben Abstand r haben. Dabei wird M als Mittelpunkt des Kreises und r

als Radius bezeichnet. Unter Verwendung der Gleichung (2.5) für den Abstand

zweier Punkte der Ebene (siehe S. 55) ergeben sich aus dieser Definition Glei-

chungen für Kreise in Mittelpunktslage (falls M der Koordinatenursprung ist)

und für Kreise mit beliebigen Mittelpunkten (siehe Abb. 2.9).

Der Kreis mit dem Mittelpunkt O(0; 0) und dem Radius r ist die Menge

aller Punkte P (x; y) der Ebene, für die folgende Gleichung erfüllt ist:

x2 + y2 = r2 . (2.7)

Der Kreis mit dem Mittelpunkt M(xM ; yM) und dem Radius r ist die Men-

ge aller Punkte P (x; y) der Ebene, für die folgende Gleichung erfüllt ist:

(x−xM )2 + (y−yM )2 = r2 . (2.8)

a) b)

Abb. 2.9: Kreise
in Mittelpunkts-
lage und in allge-
meiner Lage

Darstellung von Kreisen mithilfe des Computeralgebrasystems Maxima

Bei den folgenden Überlegungen und den zugehörigen Aufgaben ist oft die

graphische Darstellung von Kreisen, mitunter zusammen mit Geraden, sinnvoll.

Hierfür kann z. B. das CAS Maxima genutzt werden, welches in dem Abschnitt

1.5 vorgestellt wurde. Die Darstellung von Kreisen, die durch Gleichungen ge-

geben sind, erfolgt völlig analog zu Geraden mithilfe des implicit-Objekts. Die

folgende Eingabe stellt einen Kreis Kr1, eine Gerade G1 und den Mittelpunkt

des Kreises (mithilfe der points-Eingabe) dar, siehe Abb. 2.10:

Kr1: (x-1.5)^2 + (y+1)^2 = 16;

G1: 3*x + 4*y = -5;

load("draw")$

draw2d( user_preamble = ["set size ratio 1"], ip_grid=[200,200],

points ([[1.5,-1]]),

color = blue, implicit(Kr1, x,-6,6, y,-6,6),

color = red , implicit(G1, x,-6,6, y,-6,6) );

Die Anweisung ip grid=[200,200] bewirkt eine feinere Darstellung der Ob-

jekte durch Berechnung von 200 Punkten in jeder Richtung (Standard sind 50

Punkte). Die weiteren Anweisungen wurden bereits auf S. 47 beschrieben.
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Abb. 2.10: Darstellung eines Kreises und ei-
ner Geraden mithilfe des CAS Maxima

Kreise sind keine Graphen von Funktionen, da die Zuordnung x 7→ y nicht ein-

deutig ist (es gibt jeweils zwei Punkte eines Kreises mit derselben x-Koordinate).

Jedoch lassen sich Halbkreise als Funktionsgraphen darstellen. Dazu wird die

Kreisgleichung (2.8) nach y umgestellt:

(y−yM )2 = − (x−xM )2 + r2

y1/2 − yM = ±
√
r2 − (x−xM )2

y1/2 = ±
√
r2 − (x−xM )2 + yM

Die Halbkreise werden also durch die Graphen der Funktionen f1 und f2 mit

f1(x)=

√
r2−(x−xM )2+ yM und f2(x)=−

√
r2−(x−xM )2+ yM (2.9)

dargestellt. Der Definitionsbereich dieser Funktionen ist jeweils [xM−r ;xM+r],

die Punkte des Kreises mit den Koordinaten (xM−r ; yM ) und (xM+r ; yM )

gehören beiden Funktionsgraphen an.

Mittels der Beschreibung von Halbkreisen durch Funktionsgraphen ist eine

schnellere Berechnung graphischer Darstellungen von Kreisen in dem CAS Ma-

xima möglich als anhand der impliziten Beschreibung durch Kreisgleichungen.

Um den zuvor erzeugten Kreis (siehe Abb. 2.10) durch zwei Halbkreise darzu-

stellen, wird in dem auf S. 58 angegebenen Maxima-Code die erste Zeile durch

f1: sqrt(r^2 - (x-1.5)^2) - 1; f2: -sqrt(r^2 - (x-1.5)^2) - 1;

sowie die implicit-Anweisung für den Kreis durch

explicit(f1, x,xM-r,xM+r), explicit(f2, x,xM-r,xM+r),

ersetzt. Damit erhält man eine deutlich feinere Darstellung des Kreises bei

gleichzeitig kürzerer Rechenzeit. Die Ursache hierfür besteht darin, dass die

Software bei explizit gegebenen Funktionstermen lediglich zu (genügend vielen)

x-Werten die zugehörigen y-Werte berechnen muss, während bei der implicit-

Anweisung für jeden Stützpunkt die (quadratische) Kreisgleichung gelöst wird.

Bestimmung einer Gleichung eines Kreises, von dem drei Punkte gegeben sind

Durch drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte A, B und C verläuft ge-

nau ein Kreis, nämlich der Umkreis des Dreiecks ∆ABC. Der Mittelpunkt dieses



60 2 Koordinatengeometrie

Kreises ist der Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten des Dreiecks ∆ABC, sie-

he Abb. 2.11 (vgl. hierzu auch die Aufgabe 1 auf S. 65). Um den Mittelpunkt

und den Radius eines durch drei gegebene Punkte A,B,C verlaufenden Kreises

zu bestimmen, lassen sich also Gleichungen mindestens zweier Mittelsenkrechten

des Dreiecks ∆ABC aufstellen, ihr Schnittpunkt bestimmen sowie dessen Ab-

stand zu einem der Punkte A,B,C berechnen (die Abstände des Schnittpunktes

der Mittelsenkrechten zu jedem der Eckpunkte sind gleich). Im Folgenden wird

nun eine Möglichkeit aufgezeigt, Mittelpunkt, Radius und eine Gleichung eines

durch drei Punkte gegebenen Kreises auf kürzerem Wege zu bestimmen.

Abb. 2.11: Konstruktion eines Kreises durch
drei Punkte

Beispiel 2.5

Bestimmung der Gleichung des Kreises k, der durch die Punkte A(−12 ;−4);

B(6 ; 2) und C(−4 ; 12) verläuft (siehe Abb. 2.11).

Zu bestimmen sind der Radius r und die Koordinaten xM , yM des Mittel-

punktes M von k. Dazu setzen wir die Koordinaten der Punkte A, B und C in

die Gleichung des Kreises ein und erhalten das quadratische Gleichungssystem

I : (−12− xM )2 + (−4− yM )2 = r2

II : (6− xM )2 + (2− yM )2 = r2

III : (−4− xM )2 + (12− yM )2 = r2 bzw.

I : x2
M + y2

M + 24xM + 8 yM = r2 − 160

II : x2
M + y2

M − 12xM − 4 yM = r2 − 40

III : x2
M + y2

M + 8xM − 24 yM = r2 − 160 .

Durch Subtraktion der Gleichungen II bzw. III von I ergibt sich ein lineares

Gleichungssystem:

IV : 36xM + 12 yM =−120

V : 16xM + 32 yM = 0
bzw.

IV : 3xM + yM =−10

V : xM + 2 yM = 0 .

Die Lösung dieses LGS liefert die Mittelpunktskoordinaten xM =−4 und yM =2.

Durch Einsetzen in I erhalten wir daraus r2 = 100 bzw. r= 10. Eine Gleichung

des Kreises k ist also
k : (x+ 4)2 + (y − 2)2 = 100 .
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Kreisgleichungen der Form ax2 + ay2 + b x+ c y = d

Nicht immer liegen Kreisgleichungen in der Form (x−xM )2+ (y−yM )2 = r2

vor, aus der direkt die Koordinaten des Mittelpunktes und der Radius ersichtlich

sind. So ließe sich z. B. die Gleichung (x−2)2+(y−3)2 =25 des in dem Beispiel 2.7

betrachteten Kreises auch in der Form x2+y2−4x−6y=12 angeben. Sind Glei-

chungen für Kreise in dieser oder ähnlicher Form gegeben, so lassen sich weder

die Mittelpunktskoordinaten noch der Radius unmittelbar entnehmen. Es ist

noch nicht einmal sicher, dass durch eine derartige Gleichung tatsächlich ein

Kreis beschrieben wird. Oft ist es daher notwendig, Gleichungen der Gestalt

ax2+ay2+ b x+ c y = d in die Form (x−xM )2+ (y−yM )2 = r2 (2.8) zu bringen.

Beispiel 2.6

Die folgenden Gleichungen werden daraufhin untersucht, ob sie Kreise beschrei-

ben; ist dies der Fall, so werden deren Mittelpunkte und Radien ermittelt.

(a) x2 + y2 − 14x+ 10 y = −38 (b) x2 + y2 + 8x− 6 y = −29

Es wird jeweils eine quadratische Ergänzung der Terme durchgeführt, die x bzw.

y enthalten:

x2 − 14x = (x−7)2 − 49

y2 + 10 y = (y+5)2 − 25

Durch Einsetzen in (a) ergibt sich:

(x−7)2− 49 + (y+5)2− 25 = −38 .

bzw.
(x−7)2 + (y+5)2 = 36 .

Durch die Gleichung (a) wird somit ein

Kreis mit dem Mittelpunkt M(7 ;−5)

und dem Radius 6 beschrieben.

x2 + 8x = (x+4)2 − 16

y2 − 6 y = (y−3)2 − 9

Durch Einsetzen in (b) ergibt sich:

(x+4)2− 16 + (y−3)2− 9 = −29 .

bzw.
(x+4)2 + (y−3)2 = −4 .

Diese Gleichung besitzt keine Lösung,

da die Summe zweier Quadrate nicht

negativ sein kann. Durch (b) wird da-

her kein Kreis beschrieben.

2.2.3 Lagebeziehungen von Kreisen und Geraden

Aus der geometrischen Anschauung heraus ist klar, dass ein Kreis und eine

Gerade keinen, genau einen oder zwei Schnittpunkte besitzen können. Eine Ge-

rade, die einen Kreis k nicht schneidet, heißt Passante; eine Gerade, die mit k

genau einen Punkt gemeinsam hat, Tangente sowie eine Gerade, die mit k zwei

Schnittpunkte besitzt, Sekante des Kreises k (siehe Abb. 2.12).

Beispiel 2.7

Ermittlung der gegenseitigen Lage und Bestimmung der Schnittpunkte des Krei-

ses k : (x− 2)2 + (y − 3)2 = 25 und der Geraden g3 : 4 y − 3x = 12.

Falls der Kreis k und die Gerade g3 einen oder mehrere Schnittpunkte haben,

so müssen deren Koordinaten sowohl die Kreis- als auch die Geradengleichung
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Abb. 2.12: Passante, Tan-
gente und Sekante eines
Kreises

erfüllen, also Lösungen des aus einer quadratischen und einer linearen Gleichung

bestehenden Gleichungssystems

(x− 2)2 + (y − 3)2 = 25
4 y − 3x = 12

sein. Um dieses Gleichungssystem zu lösen, lässt sich die Geradengleichung nach

y oder x umstellen, z. B. y = 3
4x+3. Einsetzen in die Kreisgleichung ergibt dann

(x− 2)2 +
(

3
4x+ 3− 3

)2
= 25

x2 + 9
16x

2 − 4x + 4 = 25

25x2 − 64x = 336

x2 − 64
25 x −

336
25 = 0

x1/2 = 32
25 ±

√
322

252 + 336
25 ≈ 1, 28± 3, 88

x1 ≈ 5, 16 , x2 ≈ −2, 60 .

Durch Einsetzen in die ursprüngliche Geraden- oder Kreisgleichung erhält

man die y-Koordinaten der beiden Schnittpunkte. Der Kreis k und die Ge-

rade g3 schneiden sich in den Punkten mit den näherungsweisen Koordinaten

(5,16 ; 6,87) und (−2,60 ; 1,05), somit ist g3 eine Sekante von k.

Zur Ermittlung der gegenseitigen Lage des Kreises k und der Geraden g1

(siehe Abb. 2.12) ist das Gleichungssystem

(x− 2)2 + (y − 3)2 = 25
4 y − 3x = 36

zu lösen. Mit denselben Umformungsschritten wie oben ergibt sich hierbei

25x2 + 80x = −240

x2 + 80
25 x + 240

25 = 0

x1/2 = −40
25 ±

√
402

252 − 240
25 = −40

25 ±
√

1600
252 − 6000

252 .

Offensichtlich existiert aufgrund des negativen Ausdrucks unter der Wurzel keine

Lösung; k und g1 besitzen also keinen gemeinsamen Punkt.
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Auf völlig analoge Weise wird schließlich die gegenseitige Lage des Kreises k

und der Geraden g2 ermittelt. Dabei ergibt sich

25x2 + 50x = −25

x2 + 2x + 1 = 0
x1/2 = −1±

√
1− 1 = −1.

Es existiert nur eine Lösung; durch Einsetzen erhält man y1 = 7. Somit besitzen

k und g2 genau einen Schnittpunkt S(−1 ; 7); g2 ist also Tangente an k.

Berechnung von Schnittpunkten mithilfe eines Computeralgebrasystems

Da die für die Ermittlung von Lagebeziehungen zwischen Kreisen und Gera-

den sowie für Schnittpunktbestimmungen durchzuführenden Rechnungen zeit-

aufwändig sind, empfiehlt es sich, hierfür ein Computeralgebrasystem zu verwen-

den. Die in dem Abschnitt 1.5 beschriebene solve-Anweisung des CAS Maxima

lässt sich nicht nur für das Lösen linearer Gleichungssysteme, sondern u. a. auch

für Systeme nutzen, die aus einer quadratischen und einer linearen Gleichung

bestehen. Dabei sind zwei Eigenschaften von CAS zu beachten.

CAS ermitteln standardmäßig exakte Lösungen. Sind die Lösungen einer

Gleichung oder eines Gleichungssystems irrational (wie in dem Beispiel 2.7

für die Schnittpunkte des Kreises k und der Geraden g3), so werden als

Lösungen oft recht komplizierte Wurzelausdrücke angegeben. Oft möchte

man jedoch statt dessen Näherungswerte erhalten. Dies wird in Maxima

durch die Option numer der solve-Anweisung erreicht. Durch die Eingabe

solve([(x-2)^2+(y-3)^2=25, 4*y-3*x=12],[x,y]), numer;

erhält man Näherungswerte der Koordinaten der beiden Schnittpunkte:

[[x=-2.60309155, y=1.04768133], [x=5.16309155, y=6.87231866]]

Quadratische Gleichungen, die in den reellen Zahlen unlösbar sind (wie in

dem Beispiel 2.7 für k und g1) besitzen Lösungen in den komplexen Zahlen.

Diese Lösungen, welche die imaginäre Einheit i (in Maxima %i) enthalten,

werden von CAS standardmäßig angegeben. So führt die Eingabe

solve([(x-2)^2+(y-3)^2=25, 4*y-3*x=36],[x,y]), numer;

zu den Lösungen

[[x=-0.2*(13.266499161*%i+8), y=-0.2*(9.94987437106*%i-39)],

[x=0.2*(13.266499161*%i-8), y=0.2*(9.94987437106*%i+39)]]

Wenn (wie hier bei Schnittpunktbestimmungen) nur reelle Lösungen von

Interesse sind, so lässt sich mithilfe der Option realonly:true erreichen, dass

die Ausgabe komplexer Lösungen mit von Null verschiedenem Imaginärteil

unterdrückt wird. Als Ergebnis der Eingabe

solve([(x-2)^2+(y-3)^2=25, 4*y-3*x=36],[x,y]), realonly:true;

gibt Maxima

[ ]

aus, es existieren also keine reellen Lösungen.
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Tangenten an Kreise

Es gibt verschiedene Zugänge, um eine Gleichung der Tangente t an einen

Kreis k in einem gegebenen Punkt P0 des Kreises zu bestimmen:

Eine Tangente an einen Kreis ist stets senkrecht zu der Geraden MP0 durch

dessen Mittelpunkt und den Berührpunkt (siehe Abb. 2.13). Damit kann der

Tangentenanstieg bestimmt werden.

Eine Tangente an einen Kreis hat mit diesem Kreis stets genau einen Punkt

gemeinsam. Dies ist genau dann der Fall, wenn das aus der Kreis- und der

Geradengleichung bestehende Gleichungssystem genau eine Lösung besitzt.

Halbkreise lassen sich als Funktionsgraphen auffassen. Durch Ableiten der

Funktionsgleichungen können Tangentenanstiege ermittelt werden.

Beispiel 2.8

Ermittlung einer Gleichung der Tangente an den Kreis k : (x−5)2+(y−1)2 = 3,252

in dem Punkt P0(3,75 ; 4).

Der Anstieg m0 der Geraden durch M und P0 ist (nach Satz 2.1 auf S. 51):

m0 =
y0 − yM
x0 − xM

=
4− 1

3,75− 5
=

3

−1,25
= −12

5
.

Für den Anstieg m der Tangente t an k in P0 gilt, da diese senkrecht auf der

Geraden MP0 stehen muss, nach Satz 2.2 auf S. 54:

m = − 1

m0
=

5

12
.

Eine Gleichung der Tangente ist damit y = 5
12 x+n, wobei der Achsenabschnitt

n noch unbekannt ist. Er lässt sich durch Einsetzen der Werte x0 =3,75= 15
4 und

y0 =4 ermitteln. Aus 4 = 5
12 ·

15
4 + n folgt n= 39

16 . Eine Gleichung der Tangente

an k in P0 ist somit
t : y =

5

12
x+

39

16

Es lässt sich überprüfen, dass das Gleichungssystem, welches aus der Kreis-

gleichung und dieser Tangentengleichung besteht, genau eine Lösung besitzt

(nämlich die Koordinaten des Punktes P0), siehe Aufgabe 13 auf S. 66.

Abb. 2.13: Tangente an einen Kreis
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Das in dem Beispiel 2.8 praktizierte Vorgehen lässt sich verallgemeinern, um

die Gleichung der Tangente an einen beliebigen Kreis k : (x−xM )2+(y−yM )2 = r2

in einem beliebigen Punkt P0(x0; y0) dieses Kreises herzuleiten (mit Ausnahme

der zu den Koordinatenachsen parallelen Tangenten mit x0 =xM bzw. y0 =yM ).

Für den Anstieg m0 der Geraden MP0 gilt nach dem Satz 2.1 auf S. 51:

m0 =
y0 − yM
x0 − xM

.

Für den Anstieg m der Tangente t an k in P0 folgt nach dem Satz 2.2 auf S. 54:

m = −x0 − xM
y0 − yM

.

Setzt man diesen Anstieg sowie die Koordinaten x0 für x und y0 für y in die

Form y = mx+ n der Geradengleichung ein, so lässt sich n ermitteln:

n = y0 +
x0 − xM
y0 − yM

x0 .

Eine Gleichung der Tangente an k in P0 ist also

t : y = −x0 − xM
y0 − yM

x+ y0 +
x0 − xM
y0 − yM

x0 = −x0 − xM
y0 − yM

(x− x0) + y0 . (2.10)

Bestimmung von Kreistangenten mithilfe der Differentialrechnung

Mittels der Auffassung von Halbkreisen als Funktionsgraphen (siehe (2.9) auf

S. 59) lässt sich die Differentialrechnung nutzen, um den Anstieg von Tangenten

an Kreise zu bestimmen. Leitet man die Funktionsgleichung

f1(x) =
√
r2 − (x−xM)2+ yM

des
”
oberen“ Halbkreises nach x ab, so erhält man

f ′1(x)=
1

2
√
r2 − (x−xM)2

·(−2x+ 2xM) =
−(x− xM)√
r2 − (x−xM)2

= − x− xM
f1(x)− yM

.

Setzt man hierin x = x0 und f(x0) = y0, so ergibt sich wiederum der Tangen-

tenanstieg
m = −x0 − xM

y0 − yM
.

Die Tangentengleichung (2.10) lässt sich daraus wie oben gezeigt ableiten.

2.2.4 Aufgaben zu Abschnitt 2.2

1. Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes S der Mittelsenkrechten

des Dreiecks ∆ABC mit A(−11; 1), B(6; 8) und C(13;−9). Beachten Sie zum

Aufstellen der Gleichungen der Mittelsenkrechten die Aufgabe 9 auf S. 54.

2. Weisen Sie nach, dass die Menge M aller Punkte P (x; y), die von zwei ge-

gebenen Punkten A(xA; yA) und B(xB; yB) jeweils gleich weit entfernt sind,

eine Gerade bilden, die durch den Mittelpunkt der Strecke AB verläuft und

zu der Geraden AB orthogonal ist (die Mittelsenkrechte der Strecke AB).

3. Bestimmen Sie jeweils den Abstand des Punktes P von der Geraden g.

a) P (1; 2), g : 2y + 1, 5x = −11 b) P (0,6;−1,5), g : 3y − 2x = 4
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4. Geben Sie jeweils eine Gleichung des Kreises mit dem Mittelpunkt M an,

der durch den Punkt P0 verläuft.

a) M(0; 0), P0(2; 1,5) b) M(−2, 1), P0(4;−3)

5. Ermitteln Sie, welche der folgenden Punkte innerhalb, außerhalb oder auf

dem Kreis k: (x−3)2+ (y+4)2 = 36 liegen: P (6; 1), Q(9;−4), R(5; 2), S(8; 8).

6. Der Kreis k berührt die x-Achse im Punkt P (4; 0) und die y-Achse im Punkt

Q(0;−4). Bestimmen Sie den Mittelpunkt und den Radius des Kreises k.

Fertigen Sie dazu zunächst eine Skizze an.

7. Wie viele Kreise mit dem Radius r =
√

50 existieren, die durch die Punkte

P (3; 5) und Q(−1;−7) verlaufen? Geben Sie Gleichungen dieser Kreise an.

8. Bestimmen Sie den Mittelpunkt und den Radius des Kreises, der durch die

Punkte A, B und C verläuft. Geben Sie eine Gleichung dieses Kreises an.

a) A(1; 1), B(7;−7), C(8; 0) b) A(10;−9), B(−4; 5), C(−8;−3)

c) A(0; 2), B(4; 8), C(−6; 6) d) A(0;−1), B(2; 2), C(−3; 1)

9. Untersuchen Sie, ob die folgenden Gleichungen Kreise beschreiben. Ermitteln

Sie in den Fällen, in denen dies zutrifft, deren Mittelpunkte und Radien.

a) x2 + y2 − 8x+ 6y = −21 b) x2 + y2 − 22x+ 2 y = −138

c) x2 + y2 + 10x+ 6y = −9 d) x2 + y2 − 4x− 14 y = −54

10. Bestimmen Sie eine Gleichung des zu k : 5x2 + 5 y2 + 24x − 32 y = 9

konzentrischen Kreises, der

a) die x-Achse berührt, b) durch den Punkt P (1; 2) verläuft.

11. Untersuchen Sie jeweils die gegenseitige Lage der Geraden g und des Kreises

k. Bestimmen Sie gemeinsame Punkte von g und k, falls diese existieren.

a) g : y = 2x− 5 k : x2+ y2 = 25

b) g : −7x+ 4 y = 15 k : (x−2)2 + (y−5)2 = 100

c) g : y = 4 k : (x−3)2 + (y+1)2 = 25

d) g : −9x+ 4 y = −12 k : (x−7)2 + (y+6)2 = 49

12. Bestimmen Sie, falls vorhanden, die Schnittpunkte der Kreise k1 und k2:

a) k1 : x2 + y2 = 25 k2 : (x+ 1)2 + (y − 3)2 = 9

b) k1 : x2 + y2 + 2x− 4 y − 4 = 0 k2 : 4x2 + 4 y2 + 12x− 12 y − 3 = 0

13. Verifizieren Sie, dass die in dem Beispiel 2.8 auf S. 64 ermittelte Tangente t

und der gegebene Kreis k tatsächlich genau einen gemeinsamen Punkt besit-

zen. Zeigen Sie dazu, dass das Gleichungssystem, das aus der Kreisgleichung

k : (x−5)2+ (y−1)2 = 3,252 und der Geradengleichung t : y = 5
12 x+ 2, 4375

besteht, eindeutig lösbar ist.

14. Leiten Sie mithilfe der Differentialrechnung eine Tangentengleichung für den

”
unteren Halbkreis“ (siehe S. 59) her.

15. Bestimmen Sie Gleichungen der Tangenten in den Punkten P1(5; 7) und

P2(6; 0) an den Kreis k mit dem Mittelpunkt M(2; 3) und dem Radius r = 5.
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2.3 Kugeln und Kegel

2.3.1 Kugelgleichungen

Analog zu einem Kreis in der Ebene ist eine Kugel die Menge aller Punkte des

Raumes, die von einem vorgegebenen Punkt M einen festen Abstand r haben.

M wird als Mittelpunkt der Kugel und r als ihr Radius bezeichnet. Aufgrund der

Gleichung (2.6) für den Abstand zweier Punkte des Raumes (vgl. S. 55) ergeben

sich aus dieser Definition Gleichungen für Kugeln in Mittelpunktslage (falls M

der Koordinatenursprung ist, siehe Abb. 2.14) und für Kugeln mit beliebigen

Mittelpunkten (siehe Abb. 2.15).

Die Kugel mit dem Mittelpunkt O(0; 0; 0) und dem Radius r ist die Menge

aller Punkte P (x; y; z) des Raumes, für die folgende Gleichung erfüllt ist:

x2 + y2 + z2 = r2 . (2.11)

Die Kugel mit dem Mittelpunkt M(xM ; yM ; zM ) und dem Radius r ist die

Menge aller Punkte P (x; y; z), für die folgende Gleichung erfüllt ist:

(x−xM )2 + (y−yM )2 + (z−zM )2 = r2 . (2.12)

Bestimmung einer Gleichung einer Kugel, von der vier Punkte gegeben sind

Um eine Kugel im Raum eindeutig zu bestimmen, werden vier Punkte be-

nötigt, die nicht in einer Ebene liegen. Ähnlich wie in der Ebene jedes Dreieck

einen eindeutig bestimmten Umkreis besitzt, gibt es für jeden Körper mit vier

Ecken (d. h. für jedes Tetraeder) genau eine
”
Umkugel“ (siehe Abb. 2.16).

Beispiel 2.9

Aufstellen einer Gleichung der Kugel k durch die Punkte P (4; 4; 1), Q(3; 2; 2),

R(0; 0;−3) und S(6; 4;−1).

Zu bestimmen sind der Radius r sowie die Koordinaten xM , yM und zM des

Mittelpunktes M von k. Dazu setzen wir die Koordinaten eines jeden der vier

Abb. 2.14: Kugel in Mit-
telpunktslage

Abb. 2.15: Kugel in allge-
meiner Lage

Abb. 2.16: Umkugel ei-
nes Tetraeders
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gegebenen Punkte in die Gleichung (2.12) ein und erhalten folgendes System

quadratischer Gleichungen:

I : (4−xM )2 + (4−yM )2 + (1−zM )2 = r2

II : (3−xM )2 + (2−yM )2 + (2−zM )2 = r2

III : x2
M + y2

M + (−3−zM )2 = r2

IV : (6−xM )2 + (4−yM )2 + (−1−zM )2 = r2 .

Durch Anwendung der binomischen Formeln und Sortieren ergibt sich daraus:

I : x2
M + y2

M + z2
M − 8xM − 8yM − 2zM = r2 − 33

II : x2
M + y2

M + z2
M − 6xM − 4yM − 4zM = r2 − 17

III : x2
M + y2

M + z2
M + 6zM = r2 − 9

IV : x2
M + y2

M + z2
M − 12xM − 8yM + 2zM = r2 − 53 .

Um die quadratischen Terme zu eliminieren, subtrahieren wir II, III und IV

jeweils von der Gleichung I und erhalten das lineare Gleichungssystem:

V : −2xM − 4yM + 2zM = −16

VI : −8xM − 8yM − 8zM = −24

VII : 4xM − 4zM = 20

bzw.

V : xM + 2yM − zM = 8

VI : xM + yM + zM = 3

VII : xM − zM = 5

sowie schließlich durch Subtraktion der Gleichungen VI und VII von V:

V : xM + 2yM − zM = 8

VIII : yM − 2zM = 5

IX : 2yM = 3 .

Die Lösung dieses linearen Gleichungssystems liefert die Mittelpunktskoordina-

ten xM = 3,25, yM = 1,5 und zM = −1,75. Durch Einsetzen in I erhalten wir

daraus r2 =14,375 bzw. r≈3,791. Eine Gleichung der Kugel k lautet also

k : (x−3,25)2 + (y−1,5)2 + (z+1,75)2 = 14,375 .

Der rechnerische Aufwand für die Bestimmung einer Gleichung der Kugel

durch vier vorgegebene Punkte ist, wie das Beispiel 2.9 verdeutlicht, enorm. Die

Verwendung eines Computeralgebrasystems führt zu einer beachtlichen Zeiter-

sparnis. Das ursprüngliche Gleichungssystem aus vier quadratischen Gleichun-

gen lässt sich mithilfe des CAS Maxima problemlos lösen. Die Eingabe

Gl1: (4-xM )^2 + (4-yM )^2 + (1-zM )^2 = r^2;

Gl2: (3-xM )^2 + (2-yM )^2 + (2-zM )^2 = r^2;

Gl3: xM^2 + yM^2 + (-3-zM )^2 = r^2;

Gl4: (6-xM )^2 + (4-yM )^2 + (-1-zM )^2 = r^2;

solve([Gl1, Gl2, Gl3, Gl4], [xM, yM, zM, r]), numer;

führt unmittelbar zu den Werten für xM , yM , zM und r:

[[xM=3.25,yM=1.5,zM=-1.75,r=-3.791437722025774],

[xM=3.25,yM=1.5,zM=-1.75,r=3.791437722025774]]

Davon ist natürlich nur die Lösung mit positivem r sinnvoll.

Auch die graphische Darstellung von Kugeln ist mithilfe von Maxima mög-

lich, siehe eine entsprechende Datei auf der Internetseite zu diesem Buch. Leider

erfolgt die Darstellung jedoch meist verzerrt; eine gleiche Skalierung aller Achsen

ist bei dreidimensionalen Grafiken gegenwärtig (2010) in Maxima nicht möglich.



2.3 Kugeln und Kegel 69

2.3.2 Kegel

Im allgemeinen Sprachgebrauch wird ein Kreiskegel oft als Körper aufgefasst,

der von einer kreisförmigen Grundfläche, einer Spitze S und allen Verbindungs-

strecken zwischen der Spitze und Punkten des Grundkreises begrenzt wird. In

der Mathematik ist es allerdings üblich, einen Kreiskegel K als unendliches Ge-

bilde aufzufassen, nämlich als die Menge aller Punkte derjenigen Geraden, die

einen Punkt S des Raumes mit den Punkten eines Kreises k verbinden, siehe

Abb. 2.17. Diese Geraden heißen Mantellinien, der Punkt S Spitze und der Kreis

k Grundkreis des Kreiskegels K. Die Gerade durch die Spitze S und den Mittel-

punkt M des Grundkreises wird als Achse des Kreiskegels K bezeichnet. Steht

die Achse eines Kreiskegels K senkrecht auf der Grundkreisebene ε, so ist K

ein gerader Kreiskegel. Ist α der Winkel zwischen der Kegelachse und den Man-

tellinien, so heißt 2α Öffnungswinkel von K. Kreiskegel bestehen nach dieser

Begriffsauffassung aus zwei Kegelästen, es handelt sich also um
”
Doppelkegel“.

Der Grundkreis eines Kreiskegels ist nicht eindeutig bestimmt. So könnte

jeder der in Abb. 2.18 dargestellten Kreise als Grundkreis ein und desselben

Kegels verwendet werden. Hingegen sind jedem geraden Kreiskegel eindeutig

eine Achse, eine Spitze und ein Öffnungswinkel zugeordnet, und durch diese

wird umgekehrt ein gerader Kreiskegel eindeutig bestimmt.

Es seien a eine Gerade und S ein Punkt von a. Der gerade Kreiskegel mit

der Spitze S, der Achse a und dem Öffnungswinkel 2α ist die Menge aller

Punkte derjenigen Geraden, die durch S verlaufen und mit a den Winkel

α einschließen.

Um eine Gleichung für gerade Kreiskegel herzuleiten, betrachten wir einen ge-

raden Kreiskegel, dessen Spitze im Koordinatenursprung liegt und dessen Achse

die z-Achse ist (siehe Abb. 2.18). Dieser Kegel besteht aus den Punkten P von

Kreisen, die in zur x-y-Ebene parallelen Ebenen liegen und deren Mittelpunkte

jeweils der z-Achse angehören. Jeder dieser Kreise ist durch die z-Koordinate

seines Mittelpunktes (welche mit der z-Koordinate jedes Punktes des Kreises

Abb. 2.17: Kegel

Abb. 2.18: Her-
leitung einer Ke-
gelgleichung
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übereinstimmt) eindeutig bestimmt. Der Radius eines solchen Kreises hängt

mit seiner z-Koordinate zusammen: Da der Winkel bei P in dem in Abb. 2.18

dargestellten rechtwinkligen Dreieck gleich dem halben Öffnungswinkel α des

Kreiskegels ist, gilt
tanα =

r

|z| ,

und somit
r = |z| tanα .

Da jeder Punkt des Kegels auf einem der beschriebenen Kreise liegt, gilt also

für die Koordinaten eines beliebigen Punktes P (x; y; z) des Kreiskegels:

x2 + y2 = r2 = z2 ·(tanα)2.

Da für α beliebige spitze Winkel in Frage kommen, kann tanα beliebige positive

Werte annehmen.

Jeder gerade Kreiskegel, dessen Spitze im Koordinatenursprung liegt und

dessen Achse die z-Achse ist, wird durch eine Gleichung der Form

x2 + y2 = A2z2 (2.13)

beschrieben. Dabei ist arctanA der halbe Öffnungswinkel des Kreiskegels.

Schnittfiguren einer Ebene und eines Kreiskegels

Für einige einfache Fälle können wir nun Gleichungen der Schnittkurven einer

Ebene und eines Kreiskegels ermitteln.1 Wir betrachten dazu den Kegel mit der

Gleichung K : x2+y2 = z2 (also mit A=1, d. h. α=45◦) und die durch folgende

Gleichungen beschriebenen Ebenen (siehe Abb. 2.192):

ε1 : z = 1,5 ε2 : y = −1 ε3 : z = y + 1

Durch Einsetzen dieser Gleichungen in die Gleichung von K ergibt sich:

x2 + y2 = 2,25 z2 − x2 = 1 x2 = 2y + 1 bzw. y = 1
2x

2 − 1
2

a) b) c)

Abb. 2.19: Schnittkurven eines Kreiskegels mit ausgewählten Ebenen

1Eine allgemeine Herleitung der Gleichungen von Schnittfiguren beliebiger Kreiskegel mit
beliebigen Ebenen ist mit Mitteln der Vektorrechnung möglich. Ein entsprechender ergän-
zender Abschnitt steht auf der Internetseite zu diesem Buch zur Verfügung.

2Interaktive Versionen dieser Abbildungen, die aus allen Richtungen betrachtet werden
können, sowie ein Video, welches verschiedene Kegelschnitte zeigt, enthält die Internetseite
zu diesem Buch.
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Diese Gleichungen beschreiben die Projektionen der Schnittkurven von K mit

ε1, ε2 und ε3 in die x-y- bzw. in die x-z-Ebene. Bei den Schnittkurven handelt

es sich um einen Kreis, eine Hyperbel und eine Parabel. Weiterhin können als

Schnittkurven eines Kreiskegels und einer Ebene, die nicht durch die Kegelspit-

ze verläuft, auch Ellipsen (die keine Kreise sind) auftreten. Alle diese Kurven

werden durch quadratische Gleichungen (in zwei Variablen) beschrieben und

heißen daher Kurven zweiter Ordnung. Eine genauere Untersuchung derartiger

Kurven erfolgt im folgenden Abschnitt.

2.3.3 Aufgaben zu Abschnitt 2.3

1. Geben Sie jeweils den Radius und eine Gleichung der Kugel mit dem Mittel-

punkt M an, die durch den Punkt P0 verläuft.

a) M(0; 0; 0); P0(−1;−1;−1) b) M(1; 2; 3); P0(0; 0; 0)

c) M(4;−5; 6); P0(8; 3;−2) d) M
(
−1

3 ; 1
2 ;−1

6

)
; P0

(
2
3 ; 1

6 ;−1
2

)
2. Überprüfen Sie, ob der Punkt P auf, innerhalb oder außerhalb der Kugel k

mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r liegt.

a) M(0; 0; 0), r=6, P (−7;−4; 6) b) M(−3; 4;−5), r=3, P (−1; 6;−6)

c) M(11; 32;−17), r=10, P (14; 29;−9) d) M(−7; 8; 2), r=15, P (3; 3;−8)

3. Überprüfen Sie, ob durch die folgenden Gleichungen Kugeln beschrieben wer-

den, und bestimmen Sie (falls möglich) Mittelpunkt und Radius.

Hinweis: Versuchen Sie, die Gleichungen mittels quadratischer Ergänzung in

die Form der Kugelgleichung (2.12) zu bringen (siehe Beispiel 2.6 auf S. 61).

a) k : x2 + y2 + z2 + 12x+ 10y + 14z = −11

b) k : x2 + y2 + z2 − 8x+ 22y + 4z = −200

c) k : x2 + y2 + z2 + 0, 5x+ 2y − z = −1, 25

4. Bestimmen Sie die Koordinaten des Mittelpunktes, den Radius sowie eine

Gleichung der Kugel k, die durch die Punkte A, B, C und D verläuft.

a) A(3; 0; 0), B(0;−3; 0), C(−2; 1; 2), D(2; 2;−1)

b) A(2; 14; 5), B(4; 10; 7), C(4; 15; 4), D(7; 15; 3)

c) A(−5;−7;−11), B(−1;−1;−7), C(−2;−4;−3), D(−8; 0;−7)

5. Bestimmen Sie die Koordinaten des Mittelpunktes sowie eine Gleichung der

Kugel k mit dem Radius r = 10, die durch die Punkte A, B und C verläuft.

a) A(9; 8; 3), B(1; 8; 11), C(−5; 2;−5)

b) A(11;−10; 0), B(19;−4;−14), C(17;−12;−8)

c) A(5;−18; 16), B(−3;−10; 4), C(13;−4; 10)

6. Leiten Sie je eine Gleichung der Form z = f(x, y) für den oberen und den

unteren Ast eines geraden Kreiskegels mit dem Öffnungswinkel 2α her, des-

sen Spitze im Koordinatenursprung liegt und dessen Achse mit der z-Achse

identisch ist (siehe Abb. 2.18). Drücken Sie dazu für jeden Punkt des Kegels

die z-Koordinate in Abhängigkeit von den zugehörigen x- und y-Werten aus.
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2.4 Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln

Bei der Untersuchung der Schnittfiguren eines Kreiskegels mit einigen Ebenen

im vorangegangenen Abschnitt traten einige Kurven zweiter Ordnung (Kurven,

die durch quadratische Gleichungen in zwei Variablen beschrieben werden) auf.

Derartige Kurven – auch Kegelschnitte genannt – sind in vielfältigen Kontex-

ten in der Mathematik sowie in Anwendungen von Bedeutung. Im Folgenden

werden Kurven zweiter Ordnung (Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln) zunächst

unter geometrisch-konstruktiven Aspekten betrachtet. Davon ausgehend erfol-

gen dann Herleitungen von Gleichungen für diese Klassen von Kurven, und

schließlich werden dann ihre Tangenten untersucht.

2.4.1 Ortsdefinitionen von Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln

In früheren Jahrhunderten wurde häufig großer Wert auf elliptisch geformte

Blumenbeete und Hecken gelegt. Aus dieser Zeit stammt die
”
Gärtnerkonstruk-

tion“, eine Ellipsenkonstruktion, die der Gärtner mit zwei Pflöcken und einer

Schnur ausführt. Die Schnur ist durch die beiden Pflöcke und einen Zeichenstock

jederzeit fest gespannt; der Gärtner läuft dabei um die Pflöcke herum, wobei er

eine Ellipse zeichnet, siehe Abb. 2.20. Ausgehend von der Gärtnerkonstruktion

lassen sich Ellipsen folgendermaßen definieren:3

Ortsdefinition der Ellipse

Eine Ellipse ist die Menge aller Punkte P der Ebene, für welche die Sum-

me der Abstände zu zwei vorgegebenen Punkten F1 und F2 konstant und

größer als der Abstand von F1 und F2 ist (siehe Abb. 2.21):

|F1P | + |F2P | = const , |F1P | + |F2P | > |F1F2| .

Die Punkte F1 und F2 werden als Brennpunkte der Ellipse bezeichnet.

Abb. 2.20: Gärtnerkonstruktion der Ellipse Abb. 2.21: Ortsdefinition der Ellipse

3Die Bezeichnung
”
Ortsdefinition“ rührt daher, dass früher statt von Punktmengen von

geometrischen Orten gesprochen wurde. Die obige Definition wurde also begonnen mit
”
Eine

Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte ...“.
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Beispiel 2.10

Punktweise Konstruktion einer Ellipse (siehe Abb. 2.22)

Es soll eine Ellipse mit dem Abstand der Brennpunkte |F1F2| = 5 cm gezeich-

net werden, für welche die Abstandssumme |F1P |+|F2P | ihrer Punkte P zu den

Brennpunkten 7 cm beträgt. Hierfür werden Paare von Kreisen mit den Mittel-

punkten F1 und F2 konstruiert, für welche die Summe der Radien 7 cm ist.

Für jedes derartige Paar von Kreisen werden die Schnittpunkte markiert. Diese

Schnittpunkte sind Punkte der zu konstruierenden Ellipse. Nach der Konstruk-

tion genügend vieler Punkte der Ellipse werden diese verbunden.

Gut eignet sich für die Durchführung einer derartigen Konstruktion eine dyna-

mische Geometriesoftware, die Spurkurven von Schnittpunkten darstellen kann

(z. B. Geogebra). Die Internetseite zu diesem Buch enthält entsprechende dyna-

mische Konstruktionen von Ellipsen sowie von Hyperbeln und Parabeln.

Bestimmungsstücke und -größen von Ellipsen

Die Hälfte des Abstandes |F1F2| zwischen den Brennpunkten einer Ellipse

heißt lineare Exzentrizität e. Der Mittelpunkt der Strecke F1F2 wird Mittelpunkt

M der Ellipse genannt. Die Gerade, die durch die Brennpunkte einer Ellipse

verläuft, heißt Hauptachse (mit der Länge 2a) die dazu senkrechte Achse durch

den Mittelpunkt Nebenachse (mit der Länge 2b).

Die beiden Punkte S1 und S2 einer Ellipse, die auf der Hauptachse liegen,

heißen Hauptscheitel. Die Schnittpunkte S3 und S4 einer Ellipse mit ihrer Ne-

benachse heißen Nebenscheitel (siehe Abb. 2.23).

Satz 2.4

a) Für jeden Punkt P einer Ellipse mit den beiden Brennpunkten F1 und F2

sowie der Länge 2a der Hauptachse gilt:

|F1P | + |F2P | = 2a.

b) Für jede Ellipse mit der linearen Exzentrizität e, der Hauptachsenlänge 2a

sowie der Länge 2b der Nebenachse gilt:

a2 = b2 + e2.

Zum Beweis des Satzes 2.4 siehe Aufgabe 2 auf S. 83.

Abb. 2.22: Punktweise Konstruktion einer
Ellipse

Abb. 2.23: Bestimmungsstücke und -grö-
ßen von Ellipsen
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Ortsdefinition der Hyperbel

Eine Hyperbel ist die Menge aller Punkte P der Ebene, für welche der

Absolutbetrag der Differenz der Abstände zu zwei vorgegebenen Punkten

F1 und F2 konstant und positiv ist (siehe Abb. 2.24):

||F1P | − |F2P || = const , ||F1P | − |F2P || > 0 .

Die Punkte F1 und F2 werden als Brennpunkte der Hyperbel bezeichnet.

Konstruktionen von Hyperbeln lassen sich anhand dieser Definition analog zu

der in dem Beispiel 2.10 beschriebenen Ellipsenkonstruktion führen. Eine ent-

sprechende dynamische Konstruktion enthält die Internetseite zu diesem Buch.

Wie bei der Ellipse werden die Hälfte des Abstandes |F1F2| zwischen den

Brennpunkten einer Hyperbel als lineare Exzentrizität e und der Mittelpunkt

der Strecke F1F2 als Mittelpunkt M der Hyperbel bezeichnet. Die Schnittpunkte

S1 und S2 einer Hyperbel mit ihrer Achse F1F2 heißen Scheitel der Hyperbel.

Satz 2.5

Für jeden Punkt P einer Hyperbel mit den beiden Brennpunkten F1 und F2

sowie den Scheitelpunkten S1 und S2 gilt:

||F1P | − |F2P || = |S1S2| = 2a .

Beispiel 2.11

Der Graph der Funktion f mit f(x) = 1
x ist eine Hyperbel mit den Brennpunk-

ten F1

(√
2;
√

2
)

und F2

(
−
√

2;−
√

2
)
, siehe Abb. 2.25.

Es ist zu zeigen, dass ||F1P | − |F2P || für alle Punkte P (x; 1
x ) mit x ∈ R, x 6= 0

gleich, also unabhängig von x ist. Wir berechnen dazu (|F1P | − |F2P |)2:

(|F1P | − |F2P |)2 =

(√(√
2−x

)2
+
(√

2− 1
x

)2 −√(−√2−x
)2

+
(
−
√

2− 1
x

)2)2

=
(√

2−x
)2

+
(√

2− 1
x

)2
+

(√
2+x

)2
+
(√

2+ 1
x

)2
− 2

√((√
2−x

)2
+
(√

2− 1
x

)2) · ((√2+x
)2

+
(√

2+ 1
x

)2)
Der Ausdruck unter der letzten Wurzel lässt sich zu x4 + 1

x4 + 2 vereinfachen.

Damit (und nach Vereinfachung der darüber stehenden Zeile) ergibt sich

Abb. 2.24: Hyperbel Abb. 2.25: Graph der Funktion f mit f(x) = 1
x
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(|F1P | − |F2P |)2 = 8 + 2x2 + 2 1
x2 − 2

√
x4 + 1

x4 + 2

= 8 + 2x2 + 2 1
x2 − 2

(
x2 + 1

x2

)
= 8 .

Es gilt somit ||F1P | − |F2P || =
√

8 für alle Punkte P des Graphen der Funktion

f mit f(x) = 1
x . Alle Punkte des Funktionsgraphen gehören somit zu der Hy-

perbel mit den Brennpunkten F1 und F2 sowie dem Abstand der Scheitelpunkte

2a =
√

8 = 2
√

2. Ohne Beweis sei angemerkt, dass umgekehrt alle Punkte dieser

Hyperbel auch Punkte des Funktionsgraphen sind.

Ortsdefinition der Parabel

Eine Parabel ist die Menge aller Punkte P der Ebene, für die der Abstand

von einem festen Punkt F gleich dem Abstand von einer festen Geraden l

ist (siehe Abb. 2.26):
|FP | = d(P, l).

Der Punkt F wird als Brennpunkt, die Gerade l als Leitlinie der Parabel

bezeichnet.

Der Abstand p des Brennpunktes von der Leitlinie heißt Halbparameter, die

Größe 2p Parameter der Parabel. Die zur Leitlinie l senkrechte Gerade durch

den Brennpunkt wird Achse und der Schnittpunkt S einer Parabel mit ihrer

Achse Scheitelpunkt der Parabel genannt.

Beispiel 2.12

Der Graph der Funktion f : f(x) = x2 ist eine Parabel mit dem Brennpunkt

F
(
0; 1

4

)
und der Leitlinie l : y = −1

4 , siehe Abb. 2.27.

Für die Abstände eines beliebigen Punktes P (x;x2) vom Brennpunkt und von

der Leitlinie gilt

|FP |2 = x2 +
(
x2 − 1

4

)2
= x2 + x4 − 1

2x
2 + 1

16 = x4 + 1
2x

2 + 1
16 und

(d(P, l))2 =
(
x2 + 1

4

)2
= x4 + 1

2x
2 + 1

16 .

Beide Abstände sind also für beliebige Punkte des Funktionsgraphen gleich.

Umgekehrt liegen alle Punkte, für die |FP | = d(P, l) gilt, auf dem Graphen der

Funktion f mit f(x) = x2. Dieser Funktionsgraph und die Parabel mit dem

Brennpunkt F
(
0; 1

4

)
und der Leitlinie l : y = −1

4 sind somit identisch.

Abb. 2.26: Parabel
(links)

Abb. 2.27: Graph
der Funktion f mit
f(x) = x2 (rechts)
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2.4.2 Gleichungen von Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln

Die Gleichung der Ellipse in Hauptachsenlage

Um möglichst einfach eine Gleichung für eine Ellipse herleiten zu können, sollte

ihre Hauptachse mit der x-Achse und die Nebenachse mit der y-Achse überein-

stimmen (eine solche Lage heißt Hauptachsenlage, siehe Abb. 2.28). Durch eine

geeignete Wahl des Koordinatensystems lässt sich dies für jede Ellipse erreichen.

Ist P ein von den beiden Hauptscheiteln verschiedener Punkt der Ellipse und

P ’ der Fußpunkt des Lotes von P auf die x-Achse, so sind ∆F1PP
′ und ∆F2PP

′

rechtwinklige Dreiecke. Dabei ist |PP ′| = y sowie

|F1P
′| = |e+ x | und |F2P

′| = |e− x |.
Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

|F1P | =
√
y2 + (e+ x)2 und |F2P | =

√
y2 + (e− x)2.

Daraus ergibt sich:

|F1P |+ |F2P | =
√
y2 + (e+ x)2 +

√
y2 + (e− x)2 .

Wegen |F1P |+ |F2P | = 2a (siehe Satz 2.4) folgt daraus:√
y2 + (e+ x)2 +

√
y2 + (e− x)2 = 2a .

Diese Gleichung wird nun vereinfacht. Zunächst wird auf beiden Seiten√
y2 + (e− x)2 subtrahiert, und es werden beide Seiten der entstehenden Glei-

chung quadriert:√
y2 + (e+ x)2 = 2a−

√
y2 + (e− x)2

y2 + (e+ x)2 = 4a2 + y2 + (e− x)2 − 4a
√
y2 + (e− x)2 .

Durch Auflösen der Klammern und Vereinfachen ergibt sich daraus

a
√
y2 + (e− x)2 = a2 − ex ,

erneutes Quadrieren beider Seiten führt zu

a2
[
y2 + (e− x)2

]
= a4 + e2x2 − 2a2ex

bzw.
(a2− e2) x2 + a2y2 = a2(a2− e2) .

Nach Ersetzen von a2− e2 durch b2 (siehe Satz 2.4 auf S. 73) folgt daraus

b2x2 + a2y2 = a2b2.

Division dieser Gleichung durch a2b2 auf beiden Seiten ergibt schließlich:

x2

a2
+
y2

b2
= 1 .

Abb. 2.28: Herleitung der Ellipsengleichung in
Hauptachsenlage
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Bislang wurde gezeigt, dass alle Punkte der gegebenen Ellipse die Gleichung

(∗) x2

a2 + y2

b2 = 1 erfüllen. Um nachzuweisen, dass diese Gleichung tatsächlich eine

Gleichung der Ellipse ist, muss noch gezeigt werden, dass nur Punkte der Ellipse

die Gleichung erfüllen bzw. dass alle Punkte, deren Koordinaten die Gleichung

(∗) erfüllen, der Ellipse angehören. Dazu berechnen wir zunächst die Abstände

eines beliebigen Punktes Q(x; y) zu den Brennpunkten F1 und F2:

(∗∗) |QF1| =
√

(x+ e)2 + y2 , |QF2| =
√

(x− e)2 + y2 .

Ist Q ein Punkt, der die Gleichung (∗) erfüllt, so gilt y2 = b2
(

1− x2

a2

)
. Wegen

b2 = a2− e2 ergibt sich daraus:

y2 = a2− e2− x2+ e2

a2 x
2 .

Für (∗∗) kann deshalb geschrieben werden:

|QF1| =
√

2ex+ a2 + e2

a2 x2 , |QF2| =
√
−2ex+ a2 + e2

a2 x2

beziehungsweise

(∗∗∗) |QF1| = ±
(
a+ e

a x
)
, |QF2| = ±

(
a− e

a x
)
.

Da in diesen beiden Gleichungen auf den linken Seiten Abstände, also positive

Zahlen, stehen, müssen auf den rechten Seiten die Vorzeichen so gewählt werden,

dass sich ebenfalls positive Werte ergeben. Da der Punkt Q(x; y) der Gleichung

(∗) genügen soll, muss x2

a2 ≤ 1 und somit |x| ≤ a sein. Wegen a2 = e2 + b2 muss

weiterhin e < a sein. Somit sind in (∗∗∗) die beiden Ausdrücke in den Klammern

positiv, und es ergibt sich daraus

|QF1|+ |QF2| = a+ e
ax + a− e

ax = 2a .

Der Punkt Q erfüllt daher die Ortsdefinition (siehe S. 72) und ist ein Punkt

der betrachteten Ellipse. Damit ist nachgewiesen, dass die Gleichung (∗) alle

Punkte der Ellipse und nur diese beschreibt.

Mittelpunktsgleichung der Ellipse

Eine Ellipse, deren Mittelpunkt der Koordinatenursprung ist, deren Haupt-

achse auf der x-Achse und deren Nebenachse auf der y-Achse liegt, hat die

Gleichung x2

a2
+
y2

b2
= 1 . (2.14)

Dabei ist a die halbe Länge der Haupt-, b die halbe Länge der Nebenachse.

Kreise sind spezielle Ellipsen. Falls die Brennpunkte einer Ellipse identisch

sind, also e = |F1F2| = 0 gilt, so folgt daraus nach Satz 2.4 a = b. Die Gleichung

(2.14) nimmt damit die Gestalt x2

a2 + y2

a2 = 1 bzw. x2 +y2 = a2 an und entspricht

der Kreisgleichung in Mittelpunktslage (2.7), siehe S. 58, mit dem Radius r = a.

Beispiel 2.13

Aufstellen einer Gleichung der Ellipse mit den Brennpunkten F1(−4; 0) und

F2(4; 0) sowie dem Ellipsenpunkt P (4; 6).

Die Länge der Hauptachse der Ellipse erhält man durch

2a = |F1P |+ |F2P | =
√

82 + 62 + 6 = 16.
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Für die lineare Exzentrizität gilt 2e = |F1F2| = 8, also e = 4. Die Länge der

Nebenachse ist nach Teil b) des Satzes 2.4 auf S. 73:

b =
√
a2 − e2 =

√
48 .

Somit ergibt sich wegen a = 8 und b =
√

48 die folgende Gleichung der Ellipse:

x2

64
+
y2

48
= 1 bzw. 3x2 + 4y2 = 192 .

Graphische Darstellung von Ellipsen mithilfe eines Computeralgebrasystems

Ellipsen lassen sich in dem CAS Maxima nach den Vorgehensweisen darstel-

len, die auf S. 58 und S. 59 für Kreise beschrieben wurden. Bei Verwendung der

implicit-Anweisung ist in dem auf S. 58 angegebenen Maxima-Code die Kreis-

gleichung durch die Gleichung einer Ellipse zu ersetzen. Feinere Darstellungen

bei gleichzeitig kürzerer Berechnungszeit sind mittels der explicit-Anweisung

durch die Darstellung von zwei Halbellipsen möglich, die als Graphen von Funk-

tionen f1 und f2 gegeben sind. Dazu wird die Gleichung (2.14) nach y umgestellt:

y = ±b
√

1− x2

a2 . Funktionsgleichungen der beiden Halbellipsen sind somit:

f1(x) = b

√
1− x2

a2
und f2(x) = −b

√
1− x2

a2
(2.15)

Eine Beispieldatei für die Darstellung von Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln

nach beiden Vorgehensweisen enthält die Internetseite zu diesem Buch.

Die Gleichung der Hyperbel in Hauptachsenlage

Auf analoge Weise wie für Ellipsen lässt sich eine Gleichung für Hyperbeln in

Hauptachsenlage herleiten (siehe Aufgabe 12 auf S. 83).

Mittelpunktsgleichung der Hyperbel

Eine Hyperbel, deren Mittelpunkt der Koordinatenursprung ist und deren

Brennpunkte auf der x-Achse liegen, hat die Gleichung

x2

a2
− y2

b2
= 1 . (2.16)

Dabei ist a die Hälfte des Abstandes zwischen den beiden Scheiteln, und

es ist b =
√
e2 − a2 mit der linearen Exzentrizität e, siehe Abb. 2.30.

Abb. 2.29: Ellipse in dem CAS Maxima Abb. 2.30: Herleitung der Hyperbelgleichung
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Beispiel 2.14

In dem Beispiel 2.11 auf S. 74 wurde festgestellt, dass der Graph der Funktion

f mit f(x) = 1
x eine Hyperbel ist. Durch eine Koordinatentransformation wird

diese Hyperbel nun in ein Koordinatensystem überführt, bezüglich dessen sie

sich in Hauptachsenlage befindet, und eine Gleichung der Hyperbel ermittelt.

Ein Koordinatensystem (mit den Achsen x′ und y′), bezüglich dessen sich

die Hyperbel in Hauptachsenlage befindet, geht aus dem ursprünglichen Koor-

dinatensystem durch eine Drehung um 45◦ hervor, siehe Abb. 2.31. Die
”
alten“

können durch die
”
neuen“ Koordinaten folgendermaßen ausgedrückt werden:

x = 1
2

√
2 x′ − 1

2

√
2 y′ , y = 1

2

√
2 x′ + 1

2

√
2 y′ .

Diese Transformationsgleichungen können hier noch nicht fundiert begründet

werden; dies wird erst nach allgemeineren Betrachtungen zu Koordinatensyste-

men in dem Abschnitt 5.5.2 möglich sein (siehe Beispiel 5.35 auf S. 209).

Durch Ersetzen von x und y durch x′ und y′ in der Gleichung y = 1
x mittels

der obigen Transformationsgleichungen ergibt sich die Gleichung

1
2

√
2 x′ + 1

2

√
2 y′ =

1
1
2

√
2 x′ − 1

2

√
2 y′

,

die sich leicht in die Form
x′2

2
− y′2

2
= 1

bringen lässt. Für die lineare Exzentrizität erhält man e =
√
a2 + b2 = 2.

Die Scheitelpunktsgleichung der Parabel

Um eine Parabelgleichung herzuleiten, ist – wie bereits bei der Ellipse und der

Hyperbel – ein geeignetes Koordinatensystem zu wählen. Dazu legt man die

x-Achse auf die Achse der Parabel und den Koordinatenursprung auf ihren

Scheitelpunkt. Die y-Achse verläuft dann parallel zur Leitlinie, siehe Abb. 2.32.

Für einen beliebigen Punkt P (x;y) ist |PF |2 =
(
x− p

2

)2
+y2 und d(P, l) = x+p

2

(siehe Abb. 2.32). Falls P ein Punkt der Parabel ist, so folgt aus der Ortsdefi-

nition (vgl. S. 75) |PF |2 = (d(P, l))2; durch Einsetzen ergibt sich daraus(
x− p

2

)2
+ y2 =

(
x+

p

2

)2
.

Abb. 2.31:
Überführung ei-
ner Hyperbel in
Hauptachsenlage

Abb. 2.32:
Herleitung einer
Parabelgleichung
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Diese Gleichung lässt sich leicht in die Form y2 = 2 p x bringen.

Scheitelpunktsgleichung der Parabel

Eine Parabel, deren Scheitelpunkt der Koordinatenursprung ist, und deren

Leitlinie parallel zur y-Achse verläuft, hat die Gleichung

y2 = 2 p x . (2.17)

Dabei ist p der Halbparameter der Parabel (Abstand des Brennpunktes

von der Leitlinie, siehe Abb. 2.32).

Gleichungen von Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln in achsenparalleler
Lage

Die bisher behandelten Mittelpunktsgleichungen von Ellipsen und Hyperbeln

sowie die Scheitelgleichung der Parabel setzen ein Koordinatensystem voraus,

dessen Ursprung mit dem Mittelpunkt der betrachteten Ellipse oder Hyper-

bel (bzw. dem Scheitelpunkt der Parabel) zusammenfällt. Im Folgenden werden

nun etwas allgemeinere Gleichungen hergeleitet, für deren Anwendung nur noch

vorausgesetzt werden muss, dass die Koordinatenachsen zu den Achsen der be-

schriebenen Ellipsen, Hyperbeln bzw. Parabeln parallel sind.

Um eine Gleichung einer Ellipse mit dem Mittelpunkt M(xM ; yM ) bezüglich

eines Koordinatensystems KS herzuleiten, dessen x-Achse parallel zur Haupt-

und dessen y-Achse parallel zur Nebenachse der Ellipse ist, betrachten wir ein

Hilfskoordinatensystem KS’, dessen Achsen parallel zu denen von KS sind und

dessen Ursprung der Mittelpunkt der Ellipse ist, siehe Abb. 2.33. In diesem

Hilfskoordinatensystem hat die betrachtete Ellipse die Mittelpunktsgleichung

x′2

a2
+
y′2

b2
= 1 .

Zwischen den Koordinaten eines beliebigen Punktes P bezüglich des Koordina-

tensystems KS und denen bezüglich KS’ bestehen die Beziehungen

x = x′ + xM , y = y′ + yM bzw. x′ = x− xM , y′ = y − yM .

Durch Einsetzen in die darüber stehende Ellipsengleichung ergibt sich die Glei-

chung der Ellipse in achsenparalleler Lage:

(x−xM )2

a2
+

(y−yM )2

b2
= 1 .

Analog lassen sich Gleichungen für Hyperbeln und Parabeln in achsenparal-

leler Lage herleiten:

Abb. 2.33: Ellipse in achsenparalleler Lage
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Hyperbel:
(x−xM )2

a2
− (y−yM )2

b2
= 1 , Parabel: (y−yM )2 = 2 p (x−xM ) .

Eine allgemeinere Gleichung, die Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln be-

schreibt, kann mit Mitteln der Vektorrechnung hergeleitet werden, siehe dazu

einen ergänzenden Abschnitt auf der Internetseite zu diesem Buch.

2.4.3 Tangenten an Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln

Für die Herleitung einer Tangentengleichung für Ellipsen betrachten wir Halb-

ellipsen als Funktionsgraphen, siehe (2.15) auf S. 78. Die Ableitung der Funkti-

onsgleichung der
”
oberen“ Halbellipse

f1(x) = b

√
1− x2

a2
ist nach der Kettenregel

f ′1(x0) = b · 1

2

√
1− x2

a2

· (− 2

a2
x) =

−b2x

a2b

√
1− x2

a2

= − b
2

a2

x

y
.

Abb. 2.34: Tangente an eine Ellipse

Somit ist der Anstieg der Tangente in einem beliebigen Punkt P0 der oberen

Halbellipse (mit Ausnahme der beiden Hauptscheitel):

m = − b
2

a2

x0

y0
.

Damit lässt sich für die Tangente in P0 die folgende Gleichung aufstellen:

t : y = t(x) = mx+ n = − b
2

a2

x0

y0
x+ n .

Durch Einsetzen von x0 für x und von y0 für y lässt sich n bestimmen:

n = y0 +
b2

a2

x2
0

y0
.

Einsetzen dieses Ausdrucks für n in die Gleichung von t führt zu:

t : y = − b
2

a2

x0

y0
x+ y0 +

b2

a2

x2
0

y0
.

Durch Multiplikation dieser Gleichung mit y0, Division durch b2 und Anwendung

der Ellipsengleichung ergibt sich:

t :
yy0

b2
+
xx0

a2
=

y2
0

b2
+
x2

0

a2
= 1 .

Es lässt sich zeigen, dass dieselbe Tangentengleichung für Punkte der unteren

Halbellipse gilt, siehe Aufgabe 22 auf S. 84. Auf analogem Wege lässt sich eine

Tangentengleichung für Hyperbeln in Hauptachsenlage herleiten (Aufgabe 23).
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Tangentengleichungen für Ellipsen und Hyperbeln in Hauptachsenlage

Die Tangente an eine Ellipse mit der Gleichung
x2

a2
+
y2

b2
= 1 in einem

Punkt P0(x0;y0) hat die Gleichung
xx0

a2
+
yy0

b2
= 1.

Die Tangente an eine Hyperbel mit der Gleichung
x2

a2
− y2

b2
= 1 in einem

Punkt P0(x0;y0) hat die Gleichung
xx0

a2
− yy0

b2
= 1.

Um eine Gleichung für Tangenten an Parabeln herzuleiten, kann die Parabelglei-

chung (2.17) y2 = 2 p x nach x umgestellt und dann nach y abgeleitet werden:

x = f(y) =
1

2p
y2 , f ′(y) =

1

p
y .

Die Ableitung in einem Punkt P0(x0; y0) gibt in diesem Falle den Anstieg der

Tangente in diesem Punkt bezüglich vertauschter Koordinatenachsen an, also

f ′(y0) =
x− x0

y − y0

für beliebige Punkte P (x; y) der Tangente. Der Anstieg der Tangente ist reziprok

zu diesem Wert (und somit gleich der Ableitung der Umkehrfunktion von f):

m =
1

f ′(y0)
=

p

y0
.

Durch Einsetzen in die Normalform der Geradengleichung ergibt sich

t : y = mx+ n =
p

y0
x+ n ,

und durch Einsetzen von x0 für x und von y0 für y lässt sich n bestimmen:

n = y0 −
p

y0
x0 .

Die Tangentengleichung erhält damit die Form

t : y =
p

y0
x+ y0 −

p

y0
x0 bzw. t : y y0 = p x+ y2

0 − p x0 ,

Durch Einsetzen von 2px0 für y2
0 ergibt sich daraus t : y y0 = p (x+ x0).

Tangentengleichungen für Parabeln in Scheitelpunktslage

Die Tangente an eine Parabel mit der Gleichung y2 = 2 p x in einem Punkt

P0(x0;y0) hat die Gleichung y y0 = p (x+ x0).

Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln besitzen zahlreiche weitere interessante Fa-

cetten und Anwendungen, die im Rahmen dieses Buches nicht berücksichtigt

werden konnten. Empfohlen sei hierzu das Buch von Schupp (2000).

2.4.4 Aufgaben zu Abschnitt 2.4

1. Begründen Sie, dass jeder Kreis eine Ellipse ist, also der Definition auf S. 72

entspricht. Überlegen Sie dazu, welche lineare Exzentrizität ein Kreis besitzt

und welcher Zusammenhang zwischen dem Mittelpunkt des Kreises und den

Brennpunkten der Ellipse besteht.
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2. Beweisen Sie den Satz 2.4 auf S. 73.

3. Warum muss in der Ortsdefinition der Hyperbel ||F1P |−|F2P || > 0 gefordert

werden? Was für eine Figur erhält man für ||F1P |−|F2P || = 0?

4. Begründen Sie den Satz 2.5 auf S. 74.

5. Weisen Sie nach, dass die Länge der Sehne P1P2 einer Parabel, die durch den

Brennpunkt F dieser Parabel verläuft und senkrecht auf ihrer Achse steht,

gleich dem Parameter 2p dieser Parabel ist (siehe dazu Abb. 2.26 auf S. 75).

6. Zeigen Sie, dass der Graph der Funktion f : f(x) = a x2 eine Parabel mit

dem Brennpunkt F
(
0; 1

4a

)
und der Leitlinie l : y = − 1

4a ist.

7. Es seien S der Scheitelpunkt und L der Schnittpunkt von Achse und Leitlinie

einer Parabel (Abb. 2.26). Weisen Sie nach, dass dann gilt: |LS| = |SF | = p

2
.

8. Stellen Sie für die Ellipsen mit den folgenden Stücken Gleichungen auf:

a) a = 5 , b = 4

b) 2e = 8 , 2a = 10

c) b = 2 , 2e = 6

d) 2a = 20 , F1(−8; 0) , F2(8; 0)

e) F1(−2; 0) , F2(2; 0) , P (2; 3)

(P liegt auf der Ellipse)

9. Berechnen Sie für die Ellipse mit der Gleichung 16x2+25y2 = 1600 die Län-

gen der Achsen, die lineare Exzentrizität und die Brennpunktkoordinaten.

10. Beweisen Sie, dass für Punkte innerhalb bzw. außerhalb einer Ellipse die

Ungleichungen x2

a2 + y2

b2 < 1 bzw. x
2

a2 + y2

b2 > 1 gelten.

Hinweis: Beachten Sie, dass ein Punkt P innerhalb (außerhalb) der Ellipse

liegt, falls ein Ellipsenpunkt P0 existiert, der mit P auf einer Geraden durch

den Mittelpunkt M der Ellipse liegt und von M einen größeren (kleineren)

Abstand als P hat.

11. a) Konstruieren Sie die Ellipse mit der Gleichung x2

16 + y2

4 = 1.

b)Verschieben Sie die Ellipse um 3 Einheiten in x-Richtung und um 2 Ein-

heiten in y-Richtung. Wie lautet die Gleichung der verschobenen Ellipse?

12. Leiten Sie die Mittelpunktsgleichung (2.16) der Hyperbel her, siehe S. 78.

Nutzen Sie dazu Abb. 2.30 und orientieren Sie sich an der Herleitung der

Ellipsengleichung (S. 76).

13. Geben Sie eine Gleichung der Hyperbel in Hauptachsenlage an, von der

folgende Größen bekannt sind.

a) 2a = 6 , 2b = 8 b) 2a = 24 , 2e = 26 c) a = 8 , F1(−6; 0) , F2(6; 0)

14. Von einer Hyperbel in Hauptachsenlage sind zwei Punkte P1 und P2 gege-

ben. Stellen Sie die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel auf.

a) P1

(
5; 9

4

)
, P2

(
2
√

6; 3
2

√
2
)

b) P1(3; 2), P2(4; 3)

15. Gegeben ist die Ellipse mit der Gleichung x2

8 + y2

5 = 1. Stellen Sie eine Mittel-

punktsgleichung der Hyperbel auf, deren Scheitel sich in den Brennpunkten

und deren Brennpunkte sich in den Scheiteln der gegebenen Ellipse befinden.
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16. Gesucht ist die Seitenlänge eines Quadrates, dessen Eckpunkte auf der Hy-

perbel mit der Gleichung x2

a2 − y2

b2 = 1 liegen. Für welche Hyperbeln lässt sich

ein solches Quadrat finden?

17. Stellen Sie die Scheitelgleichung der Parabel auf, deren Scheitel im Koor-

dinatenursprung liegt, deren Leitlinie parallel zur y-Achse ist und für die

folgende zusätzliche Angabe vorhanden ist:

a) F (2; 0) b) l : x = −3 c) F (−1; 0) d) l : x = 10

18. Wie viele Parabeln mit dem Halbparameter p = 0,5 gibt es, deren Scheitel im

Ursprung liegen und deren Leitlinien parallel zur y-Achse verlaufen? Geben

Sie die Gleichungen dieser Parabeln an.

19. Geben Sie die Koordinaten der Brennpunkte und Gleichungen der Leitlinien

für die durch folgende Gleichungen gegebenen Parabeln an.

a) y2 = 20x b) y2 = −x c) y = x2 d) x2 = −0, 5y

20. Wie groß ist der Halbparameter der Parabel mit der Gleichung y2 = 2px,

wenn diese durch den Punkt P (5; 6) verläuft?

21. Berechnen Sie die Koordinaten des Mittelpunktes und die Längen a und b

der Halbachsen der Hyperbel H. Bringen Sie dazu die Gleichungen mittels

quadratischer Ergänzung in die Form der Hyperbelgleichung in achsenparal-

leler Lage (siehe S. 81).

a) H : x2 + 4x− 4y2 − 24y = 36 b) H : 2x2 − 2x− y2 + y = 0

22. Leiten Sie die Tangentengleichung yy0
b2 + xx0

a2 = 1 für Punkte der unteren

Halbellipse her (siehe dazu die Herleitung auf S. 81).

23. Leiten Sie eine Tangentengleichung für Hyperbeln in Hauptachsenlage her.

Orientieren Sie sich dabei an der Herleitung der Tangentengleichung für El-

lipsen auf S. 81.

24. Stellen Sie Gleichungen für die beiden Tangenten an die Ellipse E an der

Stelle x0 auf. Berechnen Sie dazu zunächst die y-Koordinaten der beiden

Punkte P01(x0 ; y01) und P02(x0 ; y02) der Ellipse, welche die x-Koordinate

x0 haben. Stellen Sie die Ellipsen und ihre Tangenten graphisch dar.

a) E : x2

100 + y2

25 = 1 , x0 = −6 b) E : x2

400 + y2

225 = 1 , x0 = 16

25. Stellen Sie eine Gleichung für die Tangente an die Hyperbel H im Punkt P0

auf und vereinfachen Sie diese so weit wie möglich.

a) H : x
2

64 −
y2

16 = 1; P0(10;−3) b) H : (x−4)2

16 − (y−2)2

9 = 1; P0(9;−1
4 )

26. Stellen Sie eine Gleichung der Tangente t an die Parabel y2 = 2x auf, die

a) parallel zu der Geraden g : 2x− y = −5 verläuft;

b) senkrecht auf der Geraden g : x+ y = 7 steht.
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Vektoren gehören zu den zentralen Strukturelementen der linearen Algebra. Sie

ermöglichen es, in eleganter Weise geometrische Aufgaben auf rechnerischem

Wege zu lösen und einige Beschränkungen einer reinen Koordinatengeometrie,

die sich im vorangegangenen Kapitel gezeigt haben, zu überwinden. Eine hohe

Bedeutung haben Vektoren auch für die Physik, z. B. bei der Addition und

Zerlegung von Kräften sowie bei der Berechnung der mechanischen Arbeit.

Die Vektorrechnung entstand in einem langen historischen Prozess vor al-

lem aufgrund des Bedürfnisses nach einem
”
geometrischen Kalkül“ sowie aus

den Anforderungen der Physik heraus. Im weiteren Verlauf löste sich der Vek-

torbegriff von den konkreten Kontexten, aus denen heraus er entstand. Damit

wurde einerseits eine Abstraktion vollzogen – es entstand der Begriff des Vek-

torraumes, der heute zu den wichtigsten algebraischen Strukturbegriffen gehört.

Andererseits führte die Mächtigkeit dieser Struktur zur Erschließung neuer An-

wendungsfelder von Vektoren, die heute z. B. weder aus der Informatik noch aus

den Wirtschaftswissenschaften wegzudenken sind.

Das vorliegende Buch orientiert sich insofern an der historischen Entwick-

lung des Vektorbegriffs, als in diesem Kapitel zunächst konkrete Vektormodelle

im Mittelpunkt der Betrachtungen stehen, wobei bereits Gemeinsamkeiten ver-

schiedener Zugänge zu Tage treten. Mit den so eingeführten Vektoren wird dann

Vektorrechnung betrieben, und es werden einige Anwendungen betrachtet. Der

allgemeinere Begriff des Vektorraumes ist dann Gegenstand des Kapitels 5, wo-

bei auf die hier zunächst eingeführten
”
konkreten“ Vektoren zurückgeblickt und

eine Abstraktion vollzogen wird.
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3.1 Vektoren in physikalischen und
geometrischen Kontexten

3.1.1 Kräfte, Geschwindigkeiten und Verschiebungen

In der Physik gibt es gerichtete Größen wie Kräfte, Geschwindigkeiten und Be-

schleunigungen. Diese sind durch eine Maßzahl und die Maßeinheit nicht voll-

ständig bestimmt, vielmehr sind Richtung und Richtungssinn von Bedeutung.

Den vektoriellen Charakter von Geschwindigkeiten verdeutlicht folgendes Bei-

spiel: Ein Boot fährt auf einem Fluss mit einer Geschwindigkeit von 12 km
h in

Richtung auf das andere Flussufer. Die Strömungsgeschwindigkeit des Flusses

beträgt 6 km
h . Die Maßangaben beschreiben den Sachverhalt offensichtlich nicht

vollständig, vielmehr sind die Richtungen der Geschwindigkeiten von erheblicher

Bedeutung. Durch maßstabsgetreue Pfeile lassen sich die Beträge und die Rich-

tungen der Geschwindigkeiten ~v1 und ~v2 darstellen, siehe Abb. 3.1. Die resultie-

rende Geschwindigkeit ~v lässt sich daraus graphisch ermitteln. Indem an einen

Pfeil, der die Geschwindigkeit ~v1 kennzeichnet, ein Pfeil angetragen wird, der ~v2

beschreibt, und der Anfangspunkt des ersten Pfeils mit der Spitze des zweiten

Pfeils verbunden wird, entsteht ein Pfeil, der die resultierende Geschwindigkeit

~v repräsentiert. Deren Betrag lässt sich aus der Länge des Pfeils ermitteln. In

dem konkreten Fall ist, da ~v1 und ~v2 senkrecht zueinander sind, auch eine ein-

fache Berechnung des Betrags der resultierenden Geschwindigkeit mithilfe des

Satzes des Pythagoras möglich: |~v| =
√(

12 km
h

)2
+
(

6 km
h

)2
≈ 13,4 km

h .

Abb. 3.1: Darstellung von Geschwindigkeiten durch
Pfeile

Zu beachten ist, dass die Angabe
”
fährt mit einer Geschwindigkeit von 12 km

h “

zwar gebräuchlich, aber nicht ganz korrekt ist, denn sie bezeichnet nicht die Ge-

schwindigkeit des Bootes, sondern nur ihren Betrag. Durch ihre Beträge sind

Geschwindigkeiten nicht hinreichend beschrieben. Insbesondere für die Bestim-

mung resultierender Geschwindigkeiten ist die Kenntnis der Beträge nicht aus-

reichend: die Addition der Beträge würde in dem obigen Beispiel 18 km
h ergeben.

Dieser Wert ist irrelevant und beschreibt den Vorgang in keiner Weise.

Es sei angemerkt, dass eine Geschwindigkeit nicht durch einen
”
festen“ Pfeil

gekennzeichnet wird, dessen Position eindeutig festgelegt ist. So zeigt Abb. 3.1,

dass die Strömungsgeschwindigkeit durch mehrere Pfeile an verschiedenen Stel-

len dargestellt werden kann. Von Bedeutung ist, dass alle Pfeile, welche dieselbe

Geschwindigkeit kennzeichnen, gleich lang, parallel und gleich gerichtet sind.
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Ebenso wie die Geschwindigkeit ist auch die Kraft eine gerichtete (vektorielle)

Größe. Wird beispielsweise ein Schiff durch zwei Boote gezogen, so hängt die

resultierende Kraft ~F davon ab, in welche Richtungen die Teilkräfte ~F1 und ~F2

wirken (siehe Abb. 3.2). Die resultierende Kraft kann (wie in dem vorherigen Bei-

spiel die resultierende Geschwindigkeit) durch Antragen eines Pfeils, der ~F2 dar-

stellt an einen Pfeil, der ~F1 beschreibt, graphisch ermittelt werden. Eine andere

Möglichkeit besteht darin, einen Pfeil, der die resultierende Kraft ausdrückt,

als (gerichtete) Diagonale eines Parallelogramms zu ermitteln, das von zwei die

beiden Teilkräfte ~F1 und ~F2 repräsentierenden Pfeilen aufgespannt wird. Beide

Möglichkeiten führen, wie aus Abb. 3.2 hervorgeht, zu demselben Ergebnis.

Außer der Kräfte
”
addition“ (Ermittlung resultierender Kräfte) ist die Zerle-

gung von Kräften in Komponenten, die entlang vorgegebener Richtungen wir-

ken, von Interesse. So wird die Gewichtskraft ~FG einer Kugel oder eines Wagens,

der eine geneigte Ebene hinunterrollt, in zwei Komponenten aufgeteilt, siehe

Abb. 3.3. Die Hangabtriebskraft ~FH ist die für den Bewegungsvorgang relevan-

te Kraft, sie bestimmt die Beschleunigung des herunterrollenden Objekts. Die

Normalkraft ~FN ist die Kraft, mit der das Objekt die Fahrbahn belastet. Zwi-

schen den drei Kräften besteht der Zusammenhang ~FG = ~FH+ ~FN .1 Da meist

die Gewichtskraft und der Neigungswinkel einer geneigten Ebene bekannt sind,

sind hier häufiger die Beträge der Kräfte ~FH (und daraus die Beschleunigung)

sowie ~FN zu bestimmen. Dies ist mithilfe der beiden rechtwinkligen Teildreiecke

des in Abb. 3.3 dargestellten Kräfteparallelogramms (bei dem es sich in die-

sem Falle um ein Rechteck handelt) möglich. Es ist nämlich leicht zu überlegen,

dass der Winkel zwischen den Kräften ~FG und ~FN dem Neigungswinkel α der

geneigten Ebene entspricht. Mithilfe trigonometrischer Beziehungen lassen sich

damit |~FH | und |~FN | aus α und |~FG| ermitteln, siehe die Aufgabe 2 auf S. 99.

Wie schon bei Geschwindigkeiten bemerkt wurde, sind auch die Positionen

der Pfeile, die Kräfte beschreiben, nicht eindeutig festgelegt. So könnte z. B. in

Abb. 3.3 die Gewichtskraft durch beliebige Pfeile dargestellt werden, die zu dem

Pfeil, der ~FG repräsentiert, parallel, gleich gerichtet und gleich lang sind.

Abb. 3.2: Addition von Kräften Abb. 3.3: Zerlegung einer Kraft

1Das Operationszeichen
”
+“ steht hierbei für die Zusammensetzung von Kräften bzw. die

später noch behandelte Vektoraddition. Es lässt sich nicht durch eine Addition der Beträge
der Kräfte interpretieren. Offensichtlich gilt nicht |~FG| = |~FH | + |~FN |, sondern (da in dem

Beispiel die Teilkräfte ~FH und ~FN senkrecht zueinander wirken) |~FG| =
√
|~FH |2+ |~FN |2.
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Wir betrachten im Folgenden Verschiebungen. Eine Abbildung der Ebene oder

des Raumes auf sich selbst ist eine Verschiebung, falls für zwei beliebige Punkte

P , Q (der Ebene bzw. des Raumes) und ihre Bildpunkte P ′, Q′ gilt:

Die Abstände zwischen Original- und Bildpunkten sind gleich:

|PP ′| = |QQ′|;
Die durch Original- und Bildpunkte verlaufenden Geraden sind parallel zu-

einander: PP ′ ||QQ′;2

Die Pfeile
−−→
PP ′ und

−−→
QQ′ sind gleich orientiert. Falls

−−→
PP ′ und

−−→
QQ′ auf ver-

schiedenen Geraden liegen, ist dies unter den Voraussetzungen PP ′||QQ′

und |PP ′|= |QQ′| genau dann der Fall, wenn PQ und P ′Q′ parallel sind.

Gehören P , P ′, Q und Q′ einer Geraden an, so sind die Pfeile
−−→
PP ′ und

−−→
QQ′

gleich orientiert, falls sie identisch sind oder falls P ′ und Q zwischen P und

Q′ oder P und Q′ zwischen P ′ und Q liegen, siehe Abb. 3.4.

Abb. 3.4: Gleich und entge-
gengesetzt orientierte Pfeile

Da diese Bedingungen für beliebige Punkte und ihre Bildpunkte gelten, ist eine

Verschiebung durch die Vorgabe eines einzigen Punktes und seines Bildpunktes

oder eines
”
Verschiebungspfeils“ eindeutig bestimmt. Damit lassen sich für be-

liebige Punkte der Ebene oder des Raumes die Bildpunkte konstruieren. Bilder

geradlinig begrenzter geometrischer Figuren und Körper entstehen, indem die

Bilder der Eckpunkte konstruiert werden. Dabei wird die Tatsache genutzt, dass

Verbindungsstrecken von Punkten auf die Verbindungsstrecken der entsprechen-

den Bildpunkte abgebildet werden (siehe Abb. 3.5 und 3.6).

Abb. 3.5: Verschiebung in der Ebene Abb. 3.6: Verschiebung im Raum

2Parallelität wird hier so aufgefasst, dass sie die Identität mit einschließt, also jede Gerade
zu sich selbst parallel ist.
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3.1.2 Pfeilklassen

Die im vorangegangenen Abschnitt betrachteten Beispiele weisen wesentliche

Gemeinsamkeiten auf: Sowohl Geschwindigkeiten und Kräfte als auch Verschie-

bungen lassen sich durch Pfeile (gerichtete Strecken) beschreiben. Dabei ist es

unwesentlich, an welchen Positionen die kennzeichnenden Pfeile gezeichnet wer-

den, entscheidend für die Beschreibung einer Geschwindigkeit, Kraft oder Ver-

schiebung sind lediglich Länge, Richtung und Richtungssinn eines Pfeils. Die

Abstraktion von der Lage führt zu dem Konzept der Pfeilklasse, welches Pfeile

gleicher Länge und Richtung sowie gleichen Richtungssinns identifiziert. Dazu

führen wir eine Relation
”
parallelgleich“ zwischen Pfeilen ein und fassen dann

Pfeile, die zueinander in dieser Relation stehen, zu Klassen zusammen.

Definition 3.1

Zwei Pfeile
−→
AB und

−−→
CD heißen parallelgleich, falls sie gleich lang und gleichsinnig

parallel sind, d. h. wenn gilt:

i. Die Abstände zwischen Anfangs- und Endpunkt sind bei beiden Pfeilen

gleich: |AB| = |CD|;
ii. Die Geraden, denen die beiden Pfeile angehören, sind parallel: AB ||CD;

iii. Die Pfeile
−→
AB und

−−→
CD sind gleich orientiert (siehe S. 88). �

Satz 3.1

Die Relation
”

parallelgleich“ ist eine Äquivalenzrelation auf der Menge aller

Pfeile der Ebene bzw. des Raumes, d. h.

Jeder Pfeil ist zu sich selbst parallelgleich (Reflexivität).

Ist ein Pfeil
−→
AB parallelgleich zu einem Pfeil

−−→
CD, so ist auch

−−→
CD parallel-

gleich zu
−→
AB (Symmetrie).

Ist ein Pfeil
−→
AB parallelgleich zu einem Pfeil

−−→
CD und

−−→
CD parallelgleich zu

einem Pfeil
−−→
EF , so ist

−→
AB parallelgleich zu

−−→
EF (Transitivität).

Beweis: Die Reflexivität gilt unmittelbar nach der Definition 3.1, denn jeder

Pfeil ist zu sich selbst gleich lang und gleich orientiert; die Forderung ii (Paral-

lelität) von Definition 3.1 ist wegen der Fußnote 2 auf S. 88 ebenfalls erfüllt.

Die Symmetrie der Relation
”
parallelgleich“ liegt ebenfalls unmittelbar auf

der Hand, denn sowohl die Gleichheit (bezüglich der Länge) als auch die Paral-

lelität und die Gleichheit der Orientierung sind jeweils symmetrische Relationen.

Die Transitivität der Parallelgleichheit gilt ebenfalls: Aus |AB| = |CD| und

|CD| = |EF | folgt unmittelbar |AB| = |EF |, aus AB ||CD und CD ||EF ergibt

sich ebenfalls direkt AB ||EF . Auf eine exakte Begründung der Transitivität der

Gleichorientierung wird verzichtet, anschaulich ist sie recht einleuchtend.

Abb. 3.7: Transitivität der Relation
”
parallelgleich“
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Eine Äquivalenzrelation zerlegt die Menge, auf der sie definiert ist, in nicht

leere, disjunkte Teilmengen, so genannte Äquivalenzklassen. Für Leserinnen

und Leser, die mit diesem Begriff noch nicht vertraut sind, sei hier kurz auf

ein sehr bekanntes Beispiel für Äquivalenzklassen eingegangen: die gebroche-

nen Zahlen. Unter einem Bruch versteht man ein konkretes Paar natürlicher

Zahlen (m;n) (das in der Form m
n geschrieben wird). In diesem Sinne sind

z. B. 1
2 und 2

4 verschiedene Brüche. Jedoch sind diese beiden Brüche gleichwer-

tig (äquivalent), die zugehörige Äquivalenzrelation ist die Quotientengleichheit.

Diese Äquivalenzrelation zerlegt die Menge aller Brüche in Äquivalenzklassen

quotientengleicher Brüche. Die Äquivalenzklassen sind die gebrochenen Zah-

len. Die Klassen werden ebenso bezeichnet wie die Brüche. Jedoch gehören zu

der gebrochenen Zahl 1
2 unendlich viele konkrete Brüche (1

2 , 2
4 , 3

6 , 4
8 usw.).

Jeder dieser konkreten Brüche ist ein Repräsentant der gebrochenen Zahl (al-

so der Äquivalenzklasse) 1
2 . Ebenso wie Brüche durch die Äquivalenzrelation

”
quotientengleich“ als gleichwertig zusammengefasst werden, erfolgt durch

die Äquivalenzrelation
”
parallelgleich“ eine Zusammenfassung

”
gleichwertiger“

Pfeile zu Pfeilklassen. Gleichwertig bzw. äquivalent sind die so zusammengefass-

ten Pfeile z. B. in der Hinsicht, dass sie dieselben Verschiebungen, Geschwindig-

keiten oder Kräfte beschreiben.

Definition 3.2

Eine Pfeilklasse ist eine Äquivalenzklasse bezüglich der Äquivalenzrelation
”
par-

allelgleich“, d. h. als Pfeilklasse ~u bezeichnet man die Menge aller zu dem Pfeil

~u parallelgleichen Pfeile der Ebene bzw. des Raumes:

~u = {~x | ~x ist parallelgleich zu ~u}.
Jeder Pfeil ~x ∈ ~u heißt Repräsentant der Pfeilklasse ~u. �

Bemerkungen:

Für Pfeile und Pfeilklassen werden dieselben Bezeichnungen (wie ~u und
−→
AB)

genutzt. So bezeichnet ~u in Definition 3.2 innerhalb der geschweiften Klam-

mer einen Pfeil, außerhalb der Klammer jedoch eine Pfeilklasse. Die Definiti-

on scheint zunächst unkorrekt zu sein, da ein Objekt ~u nicht durch sich selbst

definiert werden kann. Da
”
~u“ jedoch verschiedene Bedeutungen hat, wird

eine Pfeilklasse ~u anhand eines konkreten Pfeils ~u definiert. Die Bezeichnung

unterschiedlicher Objekte mit denselben Symbolen ist vergleichbar mit Brü-

chen und gebrochenen Zahlen, die ebenfalls jeweils mit m
n bezeichnet werden.

In den Abbildungen 3.1 auf S. 86 sowie 3.5 und 3.6 auf S. 88 wurden bereits

jeweils mehrere verschiedene Pfeile mit denselben Bezeichnungen ~v2, ~v bzw.

~w versehen, obwohl es sich trotz gleicher Bezeichnung um verschiedene Pfeile

handelt. ~v2, ~v und ~w bezeichnen in den dortigen Beispielen somit Pfeilklassen.

Im Folgenden werden vorrangig Pfeilklassen mit Symbolen wie ~a und ~u be-

zeichnet (nur wenn dies ausdrücklich erwähnt wird oder klar aus dem Kontext

hervorgeht, ist damit ein konkreter Pfeil gemeint).
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Ist ~u eine Pfeilklasse in der Ebene oder im Raum, so existiert für jeden

Punkt A der Ebene bzw. des Raumes ein Repräsentant (Pfeil) von ~u mit

dem Anfangspunkt A (siehe Abb. 3.8).

Abb. 3.8: Verschiedene Repräsentanten
einer Pfeilklasse

3.1.3 Addition und skalare Multiplikation von Pfeilklassen

Pfeilklassenaddition

Definition 3.3

Es seien ~u und ~v Pfeilklassen sowie
−→
AB ∈ ~u und

−−→
BC ∈ ~v Repräsentanten dieser

Pfeilklassen (welche so gewählt sind, dass der Anfangspunkt des Repräsentanten

von ~v gleich dem Endpunkt des Repräsentanten von ~u ist). Als Summe der

Pfeilklassen ~u und ~v wird die Pfeilklasse bezeichnet, welche den Pfeil
−→
AC als

einen Repräsentanten besitzt: ~u+ ~v = {~x | ~x ist parallelgleich zu
−→
AC} . �

Abb. 3.9: Addition von Pfeil-
klassen

Bemerkungen:

Damit die Definition 3.3 tatsächlich eine Operation beschreibt, muss gesichert

sein, dass sich für beliebige Pfeilklassen die Summe bilden lässt. Dies ist der

Fall, wenn für beliebige ~u, ~v Repräsentanten mit der in Def. 3.3 verlangten

Eigenschaft
”
der Anfangspunkt des Repräsentanten von ~v ist gleich dem

Endpunkt des Repräsentanten von ~u“ existieren. Die vorherige Bemerkung

sichert diese Tatsache, denn ist der Pfeil
−→
AB ein beliebiger Repräsentant von

~u, so lässt sich ein Repräsentant
−−→
BC von ~v mit dem Anfangspunkt B finden.

In der Definition 3.3 werden der Begriff
”
Summe“ und das Operationszeichen

”
+“ verwendet, die vom Rechnen mit Zahlen her bekannt sind. Dennoch

haben der Begriff und das Symbol zunächst keinen Bezug zum Rechnen mit

Zahlen und sind rein geometrisch definiert. Gemeinsame Eigenschaften der

Addition von Pfeilklassen und der Addition von Zahlen werden sich allerdings

im Folgenden bei der Behandlung von Rechenregeln herausstellen.

Wird eine Operation von Äquivalenzklassen anhand von Repräsentanten defi-

niert – wie in Definition 3.3 die Addition von Pfeilklassen mithilfe des Antragens

repräsentierender Pfeile – so muss abgesichert werden, dass eine solche Defini-

tion repräsentantenunabhängig ist. Dies bedeutet, dass bei Wahl verschiedener

Pfeile für ~u und ~v im Ergebnis Pfeile entstehen, welche dieselbe Pfeilklasse re-

präsentieren. Nur wenn dies der Fall ist, wird zwei Pfeilklassen ~u und ~v eindeutig
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eine Summe ~u + ~v zugeordnet. Würden sich je nach Wahl der Repräsentanten

verschiedene Pfeilklassen als Summen ergeben, so beschriebe die Definition 3.3

keine sinnvolle Operation von Pfeilklassen mit eindeutigen Ergebnissen. Um die

Bedeutung der Repräsentantenunabhängigkeit (mitunter auch
”
Wohldefiniert-

heit“ genannt) zu verdeutlichen, sei nochmals auf die Bruchrechnung verwiesen.

Die Addition gebrochener Zahlen wird durch die Addition konkreter Brüche

definiert. Die beiden gebrochenen Zahlen 1
2 und 2

3 lassen sich unter Verwen-

dung verschiedener Repräsentanten (Brüche) addieren, z. B. 1
2 + 2

3 = 7
6 und

2
4 + 6

9 = 42
36 . Die beiden als Ergebnisse entstehenden Brüche sind gleichwer-

tig (äquivalent), sie repräsentieren also dieselbe gebrochene Zahl. Nur dadurch,

dass dies für beliebige Repräsentanten beliebiger gebrochener Zahlen zutrifft, ist

die Addition gebrochener Zahlen
”
wohldefiniert“. Wir zeigen mit dem folgenden

Satz, dass die in der Definition 3.3 definierte Addition von Pfeilklassen ebenfalls

repräsentantenunabhängig ist, zwei Pfeilklassen ~u und ~v durch diese Definition

also eindeutig eine Summe ~u+ ~v zugeordnet wird.

Satz 3.2

Die Definition 3.3 ist repräsentantenunabhängig, d. h.: Sind
−→
AB und

−−→
PQ Re-

präsentanten einer Pfeilklasse ~u sowie
−−→
BC und

−→
QR Repräsentanten einer Pfeil-

klasse ~v, so sind
−→
AC und

−→
PR Repräsentanten ein und derselben Pfeilklasse.

Beweis: Da nach Voraussetzung
−→
AB und

−−→
PQ dieselbe Pfeilklasse repräsentie-

ren, sind diese beiden Pfeile parallelgleich, es gilt also |AB|= |PQ|, AB ||PQ und
−→
AB und

−−→
PQ sind gleich orientiert (siehe die Definition 3.1 auf S. 89). Ebenso

gilt |BC|= |QR|, BC ||QR,
−−→
BC und

−→
QR sind gleich orientiert.

i. Wegen AB ||PQ gilt nach dem Stufenwinkelsatz an geschnittenen Paralle-

len β = β′ (siehe Abb. 3.10 a); wegen BC ||QR gilt β′ = β′′, also β = β′′.

Aufgrund der Voraussetzungen |AB|= |PQ| und |BC|= |QR| sind die Drei-

ecke ∆ABC und ∆PQR nach dem Kongruenzsatz
”
sws“ kongruent, somit

ist |AC|= |PR|.
ii. Wegen der Kongruenz der Dreiecke ∆ABC und ∆PQR ist γ = ρ. Ande-

rerseits gilt wegen BC ||QR nach dem Stufenwinkelsatz ρ = ρ′. Damit ist

γ = ρ′, die Geraden PR und AC bilden mit BC also gleiche Stufenwinkel.

Nach der Umkehrung des Stufenwinkelsatzes folgt daraus AC ||PR.

a) b)

Abb. 3.10: Repräsentantenunabhängigkeit der Addition von Pfeilklassen
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iii. Wegen der Gleichorientierung von
−→
AB und

−−→
PQ sowie von

−−→
BC und

−→
QR gilt

AP ||BQ und BQ||CR (siehe Abb. 3.10 b). Daraus folgt AP ||CR, also sind

auch
−→
AC und

−→
PR gleich orientiert.

Damit wurde gezeigt, dass die Pfeile
−→
AC und

−→
PR nach Definition 3.1 parallel-

gleich sind. Sie repräsentieren also dieselbe Pfeilklasse. Unabhängig von der

Wahl der Repräsentanten von ~u und ~v in der Definition 3.3 ergibt sich dieselbe

Summe ~u+ ~v.

Bemerkung: In dem Beweis von Satz 3.2 wurden nicht die Fälle betrachtet,

dass
−→
AB und

−−→
PQ,

−−→
BC und

−→
QR oder

−→
AC und

−→
AR auf einer Geraden liegen. In

diesen Fällen kann analog vorgegangen werden, wobei sich einige Beweisschritte

verkürzen. Aufgrund der einfacheren Darstellung wurde der Beweis zudem nur

für Pfeile in der Ebene geführt, eine Übertragung auf Pfeile im Raum ist möglich.

Rechenregeln der Addition von Pfeilklassen

Die Pfeilklassenaddition hat grundlegende Eigenschaften, welche die Verwandt-

schaft zur Addition von Zahlen erkennen lassen. Die Aussagen des folgenden

Satzes gelten sowohl auf der Menge aller Pfeilklassen der Ebene als auch auf der

Menge aller Pfeilklassen des Raumes.

Satz 3.3

A1.Für beliebige Pfeilklassen ~u und ~v gilt ~u+ ~v = ~v + ~u (Kommutativität).

A2.Für beliebige Pfeilklassen ~u,~v, ~w gilt (~u+~v)+~w = ~u+(~v+~w) (Assoziativität).

A3.Es existiert eine Pfeilklasse ~o, so dass für jede Pfeilklasse ~u gilt: ~u+ ~o = ~u

(Existenz einer
”
Nullpfeilklasse“).

A4.Zu jeder Pfeilklasse ~u existiert eine Pfeilklasse −~u mit ~u+ (−~u) = ~o

(Existenz einer
”
entgegengesetzten Pfeilklasse“ zu jeder Pfeilklasse).

Beweis:

A1. Es seien der Pfeil
−→
AB ein Repräsentant von ~u sowie

−−→
BC und

−−→
AD Reprä-

sentanten von ~v. Es gilt offensichtlich
−→
AB+

−−→
BC =

−→
AC =

−−→
AD+

−−→
DC (siehe

Abb. 3.11 a). Es bleibt zu zeigen, dass
−−→
DC ∈ ~u ist (der Pfeil

−−→
DC also der

Pfeilklasse ~u angehört). Da wegen der Parallelgleichheit von
−−→
BC und

−−→
AD gilt

|BC|= |AD| und BC||AD, ist das Viereck ADCB ein Parallelogramm. Somit

gilt auch |AB| = |DC| und AB||DC. Die Pfeile
−→
AB und

−−→
DC sind deshalb

parallelgleich und wegen
−→
AB ∈ ~u ist auch

−−→
DC ∈ ~u. Aus

−→
AB+

−−→
BC =

−−→
AD+

−−→
DC

folgt damit ~u+ ~v = ~v + ~u.

a) b) c)

Abb. 3.11: Kommutativität und Assoziativität der Addition von Pfeilklassen
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A2. Es sei
−→
AB ein Repräsentant der Pfeilklasse ~u,

−−→
BC ∈ ~v und

−−→
CD ∈ ~w. Dann ist

nach Definition 3.3
−→
AC ∈ ~u+~v und

−−→
BD ∈ ~v+ ~w. Die Summe (~u+~v)+ ~w wird

durch
−→
AC+

−−→
CD =

−−→
AD und ~u+(~v+ ~w) durch

−→
AB+

−−→
BD =

−−→
AD repräsentiert,

also gilt (~u+ ~v) + ~w = ~u+ (~v + ~w), siehe Abb. 3.11 b, c.

A3. Setzt man ~o als diejenige Pfeilklasse, die alle Pfeile enthält, für die Anfangs-

und Endpunkt identisch sind, so gilt für beliebige Pfeile
−→
AB einer beliebigen

Pfeilklasse ~u:
−→
AB+

−−→
BB =

−→
AB und somit ~u+ ~o = ~u.

A4. Ist ~u eine beliebige Pfeilklasse und
−→
AB ∈ ~u, so erfüllt die Pfeilklasse −~u die

durch
−→
BA erzeugt wird, die Behauptung ~u+ (−~u) = ~o.

Bemerkungen:

Die Teile A3 und A4 des Satzes 3.3 beinhalten Existenzaussagen völlig un-

terschiedlicher Natur. Während A3 die Existenz einer einzigen
”
universellen“

Nullpfeilklasse beinhaltet (welche die Eigenschaft ~u+~o = ~u für alle Pfeilklas-

sen u besitzt), besagt A4, dass es für jede Pfeilklasse u eine gewissermaßen

”
individuelle“ entgegengesetzte Pfeilklasse gibt.

Die Teile A2, A3 und A4 des Satzes beinhalten zusammengefasst, dass die

Menge aller Pfeilklassen der Ebene und die Menge aller Pfeilklassen des

Raumes mit der Operation
”
Addition von Pfeilklassen“ Gruppen sind; wegen

A1 handelt es sich sogar um Abelsche (kommutative) Gruppen. Für Leser-

innen und Leser, die mit dem Begriff der Gruppe noch nicht vertraut sind,

wird dieser im Folgenden definiert.

Exkurs: Gruppen

Definition 3.4

Eine nicht leere Menge G mit einer Operation ◦ heißt Gruppe, falls folgende

Bedingungen erfüllt sind:

0. Abgeschlossenheit : Für zwei Elemente a, b ∈ G ist auch a ◦ b ∈ G.

1. Assoziativität : Für alle a, b, c ∈ G gilt: (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c).
2. Es existiert ein neutrales Element e in G bezüglich ◦, d. h. es existiert e ∈ G

mit a ◦ e = e ◦ a = a für alle a ∈ G.

3. Jedes Element a von G besitzt bezüglich der Operation ◦ ein inverses Ele-

ment, d. h. ein Element b mit a ◦ b = b ◦ a = e. �
Die Forderung nach der Abgeschlossenheit müsste in der Definition des Begriffs Gruppe nicht
gestellt werden, da sie bereits in dem Begriff der Operation enthalten ist. Von einer Operation
◦ in einer Menge wird verlangt, dass sie zwei beliebigen Elementen a, b ein Element a ◦ b der
Menge zuordnet. Da diese Abgeschlossenheit ein wichtiges Merkmal von Gruppen ist, wurde
sie in die Definition als 0. Eigenschaft aufgenommen.

Gruppen zählen zu den grundlegenden algebraischen Strukturen. Eine sehr

bekannte Gruppe ist die Menge der ganzen Zahlen mit der Addition als Ope-

ration, man verwendet hierfür die Schreibweise (Z,+). Auch (Q,+) und (R,+)

sind Gruppen. Neutrales Element ist hierbei jeweils die Null. Bezüglich der Mul-

tiplikation bilden Q\{0} sowie R\{0} Gruppen. Neutrales Element der Gruppen
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(Q\{0}, ·) und (R\{0}, ·) ist jeweils die Zahl Eins. Die Null muss aus den Mengen

der rationalen bzw. reellen Zahlen herausgenommen werden, da sie bezüglich der

Multiplikation kein Inverses besitzt: es gibt keine Zahl b für die 0 · b = 1 gilt.

Gruppen treten auch in der Geometrie auf. So bilden die Menge aller Kon-

gruenzabbildungen sowie die Menge aller Ähnlichkeitsabbildungen der Ebene

bzw. des Raumes Gruppen bezüglich der Operation
”
Nacheinanderausführung

von Abbildungen“.

Die genannten Beispiele für Gruppen verdeutlichen, dass die Gruppenstruk-

tur Gemeinsamkeiten zwischen sehr unterschiedlichen Objekten der Arithmetik

und der Geometrie aufdeckt. Insbesondere werden durch die Gruppeneigenschaf-

ten auch Analogien zwischen der Gruppe der reellen Zahlen mit der Operation

”
+“ und der Gruppe der Pfeilklassen der Ebene bzw. des Raumes bezüglich

der Addition von Pfeilklassen strukturell zum Ausdruck gebracht. Das neutrale

Element in der Gruppe der Pfeilklassen ist die
”
Nullpfeilklasse“ und das inverse

Element einer Pfeilklasse die dazu entgegengesetzte Pfeilklasse, siehe Satz 3.3.

Multiplikation von Pfeilklassen mit reellen Zahlen

Definition 3.5

Es seien ~u eine Pfeilklasse der Ebene oder des Raumes mit einem Repräsentanten
−→
AB sowie λ eine reelle Zahl. Als Produkt λ·~u der Pfeilklasse ~u mit der Zahl λ

bezeichnet man die Pfeilklasse, die durch den Pfeil
−→
AC mit folgenden Eigen-

schaften repräsentiert wird:

|AC| = |λ|·|AB|,
falls λ>0 ist, so gehört C dem Strahl AB und für λ<0 dem zu AB entge-

gengesetzten Strahl an.

(Für λ=0 ist λ·~u wegen |AC| = |λ|·|AB| = 0 die Nullpfeilklasse.) �

Abb. 3.12: Multipli-
kation von Pfeilklas-
sen mit reellen Zahlen

Bemerkungen:

Die Definition 3.5 weist Ähnlichkeiten mit Definitionen zentrischer Streckun-

gen auf. Tatsächlich ist der durch die Definition festgelegte Punkt C Bild des

Punktes B bei der zentrischen Streckung mit dem Streckungszentrum A und

dem Streckungsfaktor λ.

Die Multiplikation von Pfeilklassen mit reellen Zahlen ist eine äußere Ver-

knüpfung, da Pfeilklassen mit Elementen einer anderen Menge (nämlich mit

reellen Zahlen) verknüpft werden. Hingegen ist die Addition eine innere Ver-

knüpfung (Operation), da jeweils zwei Pfeilklassen eine Pfeilklasse (die Sum-

me) zugeordnet wird.

Statt von der
”
Multiplikation mit reellen Zahlen“ spricht man auch von der

skalaren Multiplikation. Reelle Zahlen werden dabei als Skalare bezeichnet.
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Da in der Definition 3.5 Pfeilklassen λ·~u anhand von Repräsentanten definiert

werden, ist es – wie schon zu Definition 3.3 – notwendig, die Repräsentanten-

unabhängigkeit dieser Definition nachzuweisen (siehe S. 91-92).

Satz 3.4

Sind
−→
AB und

−−−→
A′B′ Repräsentanten einer Pfeilklasse ~u, so sind die in der De-

finition 3.5 festgelegten Pfeile
−→
AC und (analog dazu)

−−−→
A′C′ Repräsentanten ein

und derselben Pfeilklasse.

Beweis: Es ist zu zeigen, dass die Pfeile
−→
AC und

−−−→
A′C′ parallelgleich sind. Da

es sich hierbei für λ= 0 um Nullpfeile handelt (von denen klar ist, dass sie der

Nullpfeilklasse angehören) muss der Nachweis nur für λ 6= 0 geführt werden.

i. Nach Voraussetzung ist |AB|= |A′B′|; da nach Definition 3.5 |AC|= |λ|·|AB|
und

∣∣A′C′∣∣= |λ|·∣∣A′B′∣∣ gilt, folgt daraus |AC|= |A′C′|.
ii. Nach Voraussetzung sind die Geraden AB und A′B′ parallel zueinander. Da

C auf der Geraden AB und C′ auf A′B′ liegt, gilt auch AC ||A′C′.
iii. Es ist zu zeigen, dass

−→
AC und

−−−→
A′C′ gleich orientiert sind. Dies ist (falls diese

Pfeile nicht ein und derselben Geraden angehören) der Fall, wenn AA′||CC′

gilt (siehe S. 88). Wegen i und ii sind A, C, A′ und C′ Eckpunkte eines

Parallelogramms, es bleibt also zu zeigen, dass hierbei C und C′ benachbarte

Eckpunkte sind. Für λ>0 gehört C dem Strahl AB und C′ dem Strahl A′B′

an. Damit liegen C und C′ in derselben Halbebene der durch die Pfeile
−→
AC

und
−−−→
A′C′ aufgespannten Ebene mit der Randgeraden AA′ wie B und B′.

Somit können C und C′ nicht auf verschiedenen Seiten von AA′ liegen. CC′

ist somit keine Diagonale des Parallelogramms AA′C′C, damit sind C und

C′ benachbarte Punkte. AA′ und CC′ sind daher gegenüberliegende Seiten,

woraus AA′||CC′ folgt. Für λ<0 lässt sich der Nachweis analog führen; auf

den Nachweis für den Spezialfall, dass
−→
AC und

−−−→
A′C′ auf einer Geraden liegen,

verzichten wir hier. In jedem Falle sind
−→
AC und

−−−→
A′C′ gleich orientiert.

Abb. 3.13:
Repräsentanten-
unabhängigkeit
der Multiplikation
von Pfeilklassen
mit reellen Zahlen

Rechenregeln der Multiplikation von Pfeilklassen mit reellen Zahlen

Satz 3.5

S1. Für beliebige Pfeilklassen ~u gilt 1·~u = ~u.

S2. Für beliebige Pfeilklassen ~u und beliebige λ, µ ∈ R gilt (λ·µ)·~u = λ·(µ·~u)

(Assoziativität).

S3. Für beliebige Pfeilklassen ~u,~v und beliebige λ ∈ R gilt λ ·(~u+~v) = λ·~u+ λ·~v
(1. Distributivgesetz).
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S4. Für beliebige Pfeilklassen ~u und beliebige λ, µ ∈ R gilt (λ+µ) ·~u = λ·~u+µ·~u
(2. Distributivgesetz).

Bemerkung: In der Eigenschaft S2 tritt das Zeichen
”
·“ in zwei verschiedenen

Bedeutungen auf: in λ·µ steht es für das Produkt zweier reeller Zahlen, in (µ·~u)

hingegen für die Multiplikation der Pfeilklasse ~u mit der Zahl µ. Der erste Punkt

in λ·(µ·~u) bezeichnet die Multiplikation der Pfeilklasse (µ·~u) mit der Zahl λ und

der zweite Punkt in (λ·µ)·~u die Multiplikation von ~u mit der Zahl λµ. Ebenso

wird das Operationszeichen
”
+“ in S4 in zwei Bedeutungen verwendet: λ+µ ist

die Summe zweier reeller Zahlen, λ·~u+ µ·~u die Summe zweier Pfeilklassen.

Beweis:

S1. Ist
−→
AB ein Repräsentant der Pfeilklasse ~u, so ist nach Definition 3.5 der

Pfeil
−→
AC mit |AC|=1·|AB| und der Eigenschaft, dass C auf dem Strahl AB

liegt, ein Repräsentant von 1·~u. Offensichtlich ist C=B und somit 1·~u = ~u.

S2. Falls λ> 0 und µ> 0 gilt und
−→
AB ein Repräsentant von ~u ist, so gilt nach

Definition 3.5 für einen Repräsentanten
−→
AC von µ·~u, dass |AC| = µ·|AB| ist

und C auf dem Strahl AB liegt. Für einen Repräsentanten
−−→
AD von λ·(µ·~u)

muss |AD| = λ · |AC| = λ ·(µ · |AB|) sein und D auf dem Strahl AC liegen.

Dieser ist gleich dem Strahl AB. Ist
−→
AE ein Repräsentant von (λ·µ)·~u, so ist

|AE| = λ·µ·|AB| und (wegen λ·µ> 0) E ein Punkt des Strahls AB. Somit

sind D und E identisch, es gilt also
−→
AE =

−−→
AD und somit die Behauptung.

Abb. 3.14: Assoziativität der Multiplikation von Pfeilklassen mit reellen Zahlen

Für λ<0 und µ>0 gilt für einen Repräsentanten
−→
AC von µ·~u erneut, dass

|AC| = µ·|AB| ist und C auf dem Strahl AB liegt. Für einen Repräsentanten
−−→
AD von λ·(µ·~u) muss |AD| = |λ|·|AC| = |λ|·(µ·|AB|) sein und D auf dem zu

AC entgegengesetzten Strahl liegen. Dieser ist auch der zu AB entgegenge-

setzte Strahl. Ist
−→
AE ein Repräsentant von (λ·µ)·~u, so ist |AE| = |λ·µ|·|AB|

und (wegen λ·µ<0) E ein Punkt des zu AB entgegengesetzten Strahls. Auch

in diesem Falle sind somit D und E identisch, und es gilt die Behauptung.

Auf Nachweise für die Fälle λ> 0, µ< 0 und λ< 0, µ< 0 sowie für den Fall,

dass λ=0 oder µ=0 ist, wird hier verzichtet, siehe Aufgabe 4 auf S. 99.

S3. Um einen Repräsententen für λ·(~u+~v) zu ermitteln, werden zunächst ~u und

~v nach der Definition 3.3 (S. 91) addiert; anschließend wird ein Repräsentant
−−→
AD von λ·(~u+~v) bestimmt, siehe Abb. 3.15. Für

−−→
AD gilt:

• |AD| = |λ|·|AC|;
• D liegt auf dem Strahl AC, falls λ> 0 und auf dem zu AC entgegenge-

setzten Strahl, falls λ<0.
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Abb. 3.15: 1. Distributivgesetz

Ist
−−→
AB′ ein Repräsentant von λ·~u und

−−−→
B′C′ ein Repräsentant von λ·~v, so ist−−→

AC′ ein Repräsentant von λ·~u+ λ·~v. Das Dreieck ∆AB′C′ geht durch eine

zentrische Streckung mit dem Streckfaktor λ und dem Streckungszentrum A

aus dem Dreieck ∆ABC hervor. Daher gilt:

• |AC′| = |λ| · |AC|;
• für λ>0 liegt C′ auf dem Strahl AC, für λ<0 auf dem zu AC entgegen-

gesetzten Strahl.

Die Pfeile
−−→
AD und

−−→
AC′ sind somit identisch, es gilt daher λ·(~u+~v) = λ·~u+λ·~v.

In dem bisher nicht betrachteten Fall, dass λ = 0 ist, gilt die Behauptung

ebenfalls, da sowohl λ·(~u+~v) als auch λ·~u+ λ·~v die Nullpfeilklasse ist (siehe

die Aufgabe 5 auf S. 99).

S4. Es müssen für λ und µ folgende Fälle betrachtet werden:

• λ > 0, µ > 0;

• λ < 0, µ < 0;

• eine der Zahlen λ und µ ist positiv, die andere negativ und λ+µ > 0;

• eine der Zahlen λ und µ ist positiv, die andere negativ und λ+µ < 0.

(Zusätzlich können noch die Fälle auftreten, dass λ oder µ oder λ+µ gleich

Null ist; in diesen Fällen ist leicht zu überlegen, dass die Behauptung gilt.)

Im Folgenden wird der Beweis für den Fall λ>0, µ<0, λ+µ<0 geführt, in

den anderen Fällen ist analog vorzugehen (siehe die Aufgabe 7 auf S. 99).

Abb. 3.16:
2. Distributivgesetz

Ist
−→
AB ein Repräsentant von ~u, so gilt für einen Repräsentanten

−→
AC von λ·~u:

|AC| = |λ|·|AB| und
−→
AC ist wegen λ>0 gleich orientiert zu

−→
AB. Für einen

Repräsentanten
−−→
CD von µ ·~u gilt |CD| = |µ| · |AB| und

−→
AC und

−−→
CD sind

wegen µ<0 entgegengesetzt orientiert (siehe Abb. 3.16). Wegen λ>0, µ<0,

λ+µ<0 ist |µ|> |λ|, daraus folgt |CD|> |AC|. Somit liegt D auf dem zu AC

entgegengesetzten Strahl, der (da C auf dem Strahl AB liegt) auch zu AB

entgegengesetzt ist. Es gilt |AD| = |µ|·|AB| − |λ|·|AB| = (|µ|−|λ|)·|AB|.

Ein Repräsentant
−→
AE von (λ+µ) ·~u muss wegen λ+µ < 0 entgegengesetzt

orientiert zu
−→
AB sein, und es muss |AE| = |λ+µ|·|AB| gelten.

Wegen µ < 0 ist |µ|=−µ, also |λ+µ|= |λ−|µ||= ||µ|−λ|. Wegen |µ|> |λ|
ist |µ|−λ positiv, also ||µ|−λ|= |µ|−λ. Wegen λ> 0 lässt sich λ durch |λ|
ersetzen, es gilt also |λ+µ|= |µ|−|λ|. Die Repräsentanten

−−→
AD von λ·~u+ µ·~u

und
−→
AE von (λ+µ)·~u sind somit identisch, es gilt λ·~u+ µ·~u = (λ+µ)·~u.
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Mit den Rechenregeln A1-A4 (siehe S. 93) der Pfeilklassenaddition und S1-S4

der Multiplikation von Pfeilklassen mit reellen Zahlen wurden grundlegende

strukturelle Aussagen hergeleitet, deren Bedeutung weit über die hier betrach-

teten Pfeilklassen hinaus reicht. Die Eigenschaften wurden hier zunächst konkret

für das Beispiel der Pfeilklassen auf elementargeometrischem Wege hergeleitet.

Dieselben Rechenregeln werden im Folgenden für völlig andere Objekte (die

zunächst keinerlei geometrische Bedeutung besitzen) erneut auftreten. Später

wird sich sogar zeigen, dass die Regeln A1-A4 und S1-S4 ausreichend sind, um

den Begriff des Vektorraumes zu bestimmen.

3.1.4 Aufgaben zu Abschnitt 3.1

1. Ein Flugzeug fliegt exakt nach Norden mit einer Eigengeschwindigkeit von

150 km
h . Welchen

”
Kurs“ nimmt das Flugzeug, wenn Südost-Wind mit einer

Geschwindigkeit von 30 km
h herrscht? Ermitteln Sie graphisch und rechne-

risch den Winkel der Flugrichtung zur Nordrichtung sowie den Betrag der

resultierenden Fluggeschwindigkeit.

2. Ein 6000 kg schwerer Wagen (mit dem Betrag |~FG| ≈ 59 000 N der Gewichts-

kraft) rollt eine geneigte Ebene mit einem Neigungswinkel von 30◦ hinunter.

Bestimmen Sie graphisch und rechnerisch die Beträge der Hangabtriebskraft
~FH und der Normalkraft ~FN (siehe Abb. 3.3 auf S. 87).

3. Gegeben ist ein Viereck ABCD. Drücken Sie die durch
−→
AC,

−−→
AD und

−−→
BD

repräsentierten Pfeilklassen mithilfe der Pfeilklassen ~a, ~b und ~c aus.

Abb. 3.17: Skizze zu Aufgabe 3

4. Beweisen Sie den Teil S2 des Satzes 3.5 (siehe S. 96) für die Fälle λ>0, µ<0

und λ<0, µ<0 sowie für den Fall, dass λ=0 oder µ=0 ist.

5. Begründen Sie anhand der Definition 3.5 auf S. 95, dass für beliebige Pfeil-

klassen ~u gilt: 0·~u ist die Nullpfeilklasse.

6. Das erste Distributivgesetz (Satz 3.5 S3, siehe S. 96) wurde in Abb. 3.15 für

eine positive Zahl λ skizziert. Fertigen Sie eine Skizze für λ<0 an. Überprüfen

Sie, ob der auf S. 97 geführte Beweis auch für diesen Fall zutrifft.

7. Führen Sie Beweise der Eigenschaft S4 des Satzes 3.5 (siehe S. 96f.) für die

Fälle λ>0, µ>0 sowie λ<0, µ<0.
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3.2 Vektoren in arithmetischen Kontexten

3.2.1 Stücklisten, Farben

Produktsortimente und aus mehreren Komponenten bestehende Produkte wie

Regalsysteme enthalten oft unterschiedliche Stückzahlen verschiedener Bauteile.

Beispiel 3.1

Ein Modellbahnhersteller bietet verschiedene Gleisbauteile sowohl einzeln als

auch in Sortimentskästen an.

Basis-
sortiment

Ergänzungs-
sortiment 1

Ergänzungs-
sortiment 2

Gleisstück gerade (168,9 mm) 3 8 15

Gleisstück gebogen (45◦) 8 4 8

Anschluss-Gleisstück 1 0 1

Weiche links 0 1 2

Weiche rechts 0 1 2

Weichenantrieb 0 2 4

Abb. 3.18: Gleisteile für Modelleisenbahnen

Die Bestandteile der Sortimente lassen sich durch geordnete 6-Tupel natürli-

cher Zahlen angeben, die meist in Spaltenschreibweise geschrieben werden:

B =


3
8
1
0
0
0

, E1 =


8
4
0
1
1
2

, E2 =


15
8
1
2
2
4

.

Unter Verwendung dieser 6-Tupel (bzw. allgemein mit n-Tupeln) lassen sich

Rechenoperationen ausführen: Man addiert zwei n-Tupel, indem man jeweils

zusammengehörige (an derselben Stelle stehende) Komponenten der beiden ad-

diert und multipliziert ein n-Tupel mit einer Zahl k, indem man jede Komponen-

te des n-Tupels mit k multipliziert. So lässt sich z. B. auf übersichtliche Weise

darstellen, wie viele der jeweiligen Bauteile insgesamt in 18 Basissortimenten,

10 Ergänzungssortimenten 1 und 5 Ergänzungssortimenten 2 enthalten sind:

N = 18 ·


3
8
1
0
0
0

+ 10 ·


8
4
0
1
1
2

+ 5 ·


15
8
1
2
2
4

 =


54

144
18
0
0
0

+


80
40
0
10
10
20

+


75
40
5

10
10
20

 =


209
224
23
20
20
40

.
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Farbmischung in der elektronischen Bildwiedergabe

Fernsehgeräte und Monitore enthalten dicht benachbarte rote, grüne und blaue

”
Leuchtpünktchen“ (Subpixel), mithilfe derer sie für jeden Bildpunkt (Pixel) je-

de darstellbare Farbe mischen. Das zu Grunde liegende Farbmodell heißt wegen

der verwendeten Grundfarben RGB-Modell. In diesem Modell wird jede Farbe

durch ein Tripel

(
r
g
b

)
beschrieben.3 Im Grundzustand (kein Subpixel leuchtet)

wird ein Bildschirm als schwarz angenommen. Durch die Lichtintensitäten der

drei Subpixel, die durch die Komponenten r, g, b des RGB-Tripels beschrieben

werden, werden Helligkeiten addiert und Farben gemischt.

Da das Auge nicht beliebig kleine Farbabweichungen wahrnimmt, genügt es

im Allgemeinen, für jede Komponente 256 Werte zu unterscheiden.4 Die Kom-

ponenten r, g, b von Farbtripeln werden meist als natürliche Zahlen von 0 bis

255 oder (wie im Folgenden) als rationale Zahlen des Intervalls [0, 1] dargestellt.

Die Addition von RGB-Tripeln ist durchaus eine sinnvolle Operation mit Far-

ben. Die Addition zweier RGB-Tripel

(
r1
g1

b1

)
und

(
r2
g2

b2

)
lässt sich durch zwei

Scheinwerfer dieser Lichtfarben veranschaulichen, die gemeinsam eine schwarze

Fläche beleuchten. Dabei addieren sich die Intensitäten der drei Farbkomponen-

ten beider Scheinwerfer. Jedoch kann keine der resultierenden Komponenten den

Maximalwert 1 überschreiten und als Gesamtfarbe kann es keine hellere Farbe

als reines Weiß geben. Eine sinnvolle Addition zweier Farbtripel ist daher durch r1
g1

b1

+

 r2
g2

b2

 :=

min (r1+r2, 1)
min (g1+g2, 1)
min (b1+b2, 1)


definiert.

Die Addition von Farben ist in einem Bildbearbeitungsprogramm wie Ado-

be Photoshop oder der freien Software The Gimp nachvollziehbar. Werden drei

Kreise mit den Grundfarben Rot, Grün und Blau auf jeweils eine Ebene über

einer schwarzen Hintergrundebene gelegt und wird für diese Ebenen der Mo-

dus
”
Addition“ bzw.

”
Aufhellen“ (der ebenfalls die Addition der r-, g- und

b-Komponenten übereinander liegender Pixel bewirkt) gewählt, so ergibt sich

ein Bild wie in Abb. 3.19.5 Pixel, die im Durchschnitt aller drei Kreise liegen,

nehmen die Farbe Weiß an:

R + G + B =

(
1
0
0

)
+

(
0
1
0

)
+

(
0
0
1

)
=

(
1
1
1

)
= W.

3Die rot-, grün- und blau-Komponenten von Farben werden mit Klein-, Farben selbst mit
Großbuchstaben bezeichnet.

4Die Festlegung auf 256 Werte erfolgte, weil dadurch genau 8 Bit an Informationen für
jede Komponente notwendig sind (28= 256).

5Die Internetseite zu diesem Buch enthält eine Farbversion dieser Abbildung sowie Datei-
en, mithilfe derer die Farbaddition in Bildbearbeitungssoftware nachvollzogen werden kann.
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Abb. 3.19:
RGB-Farbmischung

Abb. 3.20:
CMY-Farbmischung

Als Summe von Rot und Grün ergibt sich die Farbe Gelb (Y, von Yellow), als

Summe von Rot und Blau Magenta (M) sowie von Grün und Blau Cyan (C):

R+G =

(
1
0
0

)
+

(
0
1
0

)
=

(
1
1
0

)
= Y , R+B =

(
1
0
1

)
= M , G+B =

(
0
1
1

)
= C .

Die Summe zweier Grundfarben ist dabei jeweils die Komplementärfarbe der

nicht an der Summenbildung beteiligten Grundfarbe; somit sind Gelb und Blau,

Rot und Cyan sowie Grün und Magenta jeweils Paare von Komplementärfarben.

Die Komplementärfarben der RGB-Grundfarben sind vor allem für den Druck

bedeutsam. Hier erfolgt die Farbmischung umgekehrt zur Darstellung auf Bild-

schirmen, da Papier im unbedruckten Zustand die größte Helligkeit aufweist. In

seinem Ausgangszustand reflektiert ideales weißes Papier die gesamte auftreffen-

de Helligkeit. Durch das Aufbringen von Farbpigmenten erfolgt eine Subtraktion

von Helligkeitsanteilen, siehe Abb. 3.20. Werden Pigmente aufgetragen, die be-

stimmte Farben absorbieren, nimmt Papier die Farbe des
”
Restlichtes“ an, bei

der es sich um die Komplementärfarbe der absorbierten Farbe handelt. Somit

wird die Farbwiedergabe im Druck durch das subtraktive CMY-Modell mit den

Grundfarben Cyan, Magenta und Gelb beschrieben. Zwischen dem RGB- und

dem CMY-Tripel einer Farbe besteht der Zusammenhang(
c
m
y

)
=

(
1
1
1

)
−

(
r
g
b

)
.

Die Subtraktion erfolgt analog zur Addition von n-Tupeln komponentenweise.

Jede der auftretenden Komponenten hat einen Wert von 0 bis 1.

In der Praxis ist die Transformation vom RGB- in den CMY-Farbraum (die

durch den Computer bzw. Drucker vorgenommen werden muss, wenn z. B. ein

mit einer Digitalkamera aufgenommenes Bild gedruckt wird) allerdings kompli-

zierter, da weder Papier noch Farbstoffe ein ideales Verhalten aufweisen. Insbe-

sondere kann eine reale Druckmaschine aus den drei Grundfarben kein wirkli-

ches Schwarz erzeugen. Als vierte Farbe kommt daher Schwarz zur Anwendung

– das CMY-Modell erfährt eine Erweiterung zum CMYK-Modell (K für Black).

Farben werden in diesem Modell durch CMYK-Quadrupel

 c
m
y
k

 beschrieben.

Die Transformation von Farben aus dem RGB- in das CMYK-Modell wird als

Farbseparation bezeichnet, siehe z. B. Nyman (2004).
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3.2.2 n-Tupel

In dem vorangegangenen Abschnitt wurden bereits einige Beispiele für Zahlen-

n-Tupel behandelt, nämlich Stücklisten, RGB-Tripel und CMYK-Quadrupel.

Als weitere Beispiele traten in den Abschnitten 1.1-1.3 Lösungspaare, -tripel

und -quadrupel linearer Gleichungssysteme auf. Im Folgenden werden verallge-

meinernd n-Tupel reeller Zahlen und Rechenoperationen mit ihnen betrachtet.

Unter einem n-Tupel reeller Zahlen versteht man eine geordnete Liste
x1
x2
...
xn

 mit x1, x2, . . . , xn ∈ R.

Die Zahlen x1, x2, . . . , xn heißen Komponenten dieses n-Tupels.

Die Menge aller n-Tupel reeller Zahlen wird mit Rn bezeichnet. Dabei

handelt es sich um das n-fache Mengenprodukt R× R× . . .× R︸ ︷︷ ︸
n

.

Im Folgenden werden n-Tupel mit den Symbolen bezeichnet, die bereits in dem

Abschnitt 3.1.2 für Pfeilklassen verwendet wurden, z. B. ~x =


x1
x2
...
xn

, ~y =


y1
y2
...
yn

.

Dass diese Bezeichnungsweise sinnvoll ist, wird sich anhand der Tatsache zeigen,

dass enge Beziehungen zwischen n-Tupeln und Pfeilklassen bestehen und diesel-

ben Rechenregeln angewendet werden können. Später wird diese Symbolik dann

allgemein für Vektoren verwendet, da sich heraus stellt, dass sowohl n-Tupel als

auch Pfeilklassen Beispiele für Vektoren sind.

Addition von n-Tupeln, Multiplikation von n-Tupeln mit reellen Zahlen

Definition 3.6

.

Es seien ~x =


x1
x2
...
xn

, ~y =


y1
y2
...
yn

 n-Tupel und λ∈R.

Als Summe der n-Tupel ~x und ~y bezeichnet man das n-Tupel, welches durch

Addition der einander entsprechenden Komponenten von ~x und ~y entsteht:

~x+ ~y =


x1 + y1
x2 + y2

...
xn + yn


Als Produkt des n-Tupels ~x mit der reellen Zahl λ wird das n-Tupel bezeich-

net, das durch Multiplikation jeder Komponente von ~x mit λ entsteht:

λ · ~x =


λx1

λx2
...

λxn


�

Für n-Tupel gelten dieselben Rechenregeln, die bereits in den Sätzen 3.3 (siehe

S. 93) und 3.5 (S. 96) für Pfeilklassen aufgestellt wurden.
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Satz 3.6

A1.Für beliebige n-Tupel ~x und ~y gilt ~x+ ~y = ~y + ~x

(Kommutativität der Addition).

A2.Für beliebige n-Tupel ~x, ~y, ~z gilt (~x+ ~y) + ~z = ~x+ (~y + ~z)

(Assoziativität der Addition).

A3.Es existiert ein n-Tupel ~o, so dass für jedes n-Tupel ~x gilt: ~x+ ~o = ~x

(Existenz eines
”
Null-n-Tupels“).

A4.Zu jedem n-Tupel ~x existiert ein n-Tupel −~x mit ~x+ (−~x) = ~o

(Existenz eines
”
Gegen-n-Tupels“ zu jedem n-Tupel).

S1. Für beliebige n-Tupel ~x gilt 1·~x = ~x.

S2. Für beliebige n-Tupel ~x und beliebige λ, µ ∈ R gilt (λ·µ)·~x = λ·(µ·~x)

(Assoziativität der Multiplikation von n-Tupeln mit reellen Zahlen).

S3. Für beliebige n-Tupel ~x, ~y und beliebige λ ∈ R gilt λ ·(~x+~y) = λ·~x+ λ·~y
(1. Distributivgesetz).

S4. Für beliebige n-Tupel ~x und beliebige λ, µ ∈ R gilt (λ+µ) · ~x = λ·~x+ µ·~x
(2. Distributivgesetz).

Bemerkungen:

In den Eigenschaften S2-S4 treten die Zeichen
”
+“ und

”
·“ in verschiedenen

Bedeutungen auf, nämlich für die Addition reeller Zahlen und die Addition

von n-Tupeln sowie für die Multiplikation reeller Zahlen und die Multiplika-

tion von n-Tupeln mit reellen Zahlen (siehe hierzu auch die Bemerkung auf

S. 97 zu dem Satz 3.5).

Aufgrund von A1-A4 und der Tatsache, dass die Summe zweier n-Tupel stets

wiederum ein n-Tupel ist (es sich also bei der in Def. 3.6 definierten Addition

um eine Operation + : Rn ×Rn → Rn handelt) ist Rn mit der Addition von

n-Tupeln eine Abelsche (kommutative) Gruppe, siehe S. 94.

Die Eigenschaften A1-S4 treffen meist nur dann uneingeschränkt zu, wenn die

n-Tupel-Addition und die Multiplikation mit reellen Zahlen auf der Menge

Rn aller n-Tupel reeller Zahlen betrachtet werden. Bei den in dem Abschnitt

3.2.1 betrachteten Beispielen ist dies nicht der Fall. So sind Stücklisten mit

negativen Komponenten nicht sinnvoll, womit die Eigenschaft A4 auf dieses

Beispiel nicht zutrifft. Ebenso wenig können die rot-, grün oder blau-Kompo-

nenten von Farben negativ sein, zudem musste auf S. 101 eine spezielle Ad-

dition für RGB-Tripel definiert werden, da Komponenten von RGB-Tripeln

dem Intervall [0; 1] angehören. Trotz dieser Einschränkungen treffen viele der

Aussagen des Satzes 3.6 auf das Rechnen mit Stücklisten und Farbtripeln zu.

Es gibt auch spezielle Mengen von n-Tupeln, die zwar nur Teilmengen von Rn

sind, auf denen aber die n-Tupel-Addition und die Multiplikation mit reellen

Zahlen dennoch uneingeschränkt ausführbar sind und für die alle Aussagen

des Satzes 3.6 gelten. Dazu zählen die Lösungsmengen homogener linearer

Gleichungssysteme, vgl. Abschnitt 1.3.4 (siehe dazu Aufgabe 3 auf S. 105).
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Beweis: Um den Satz 3.6 zu beweisen sind vor allem Rechengesetze für reelle

Zahlen auf n-Tupel zu übertragen. Da dies für die meisten Aussagen des Satzes

in recht analoger Weise erfolgt, werden hier nur einige der Aussagen bewiesen.

A2. Für beliebige n-Tupel ~x, ~y, ~z gilt nach Definition 3.6:

(~x+ ~y) + ~z =

 x1
x2...
xn

+

 y1
y2...
yn

+

 z1
z2...
zn

 =

x1+ y1
x2+ y2...
xn+ yn

+

 z1
z2...
zn


=

x1+ y1+ z1
x2+ y2+ z2...
xn+ yn +zn

 =

 x1
x2...
xn

+

y1+ z1
y2+ z2...
yn+ zn


=

 x1
x2...
xn

+

 y1
y2...
yn

+

 z1
z2...
zn

 = ~x+ (~y + ~z) .

Eine kürzere Begründung kann folgendermaßen gegeben werden:

Da für beliebige einander entsprechende Komponenten xi, yi, zi der n-Tupel

~x, ~y, ~z gilt (xi+yi)+zi = xi+(yi+zi), ist die Behauptung (~x+~y)+~z = ~x+(~y+~z)

erfüllt.

A3. Setzt man ~o als das n-Tupel, dessen sämtliche Komponenten Null sind, so

gilt für jedes n-Tupel ~x:

~x+ ~o =

 x1
x2...
xn

+

 0
0
...
0

 =


x1

x2
...
xn

 = ~x .

A4. Es sei ~x ein beliebiges n-Tupel mit den Komponenten x1, x2, . . . , xn. Mit

dem n-Tupel−~xmit den Komponenten−x1,−x2, . . . ,−xn gilt ~x+(−~x) = ~o.

S3. Für beliebige einander entsprechende Komponenten xi, yi (i=1 . . . n) zweier

n-Tupel ~x, ~y und beliebige λ ∈ R gilt nach dem Distributivgesetz für reelle

Zahlen λ·(xi+yi) = λ·xi +λ·yi. Die n-Tupel λ·(~x+~y) und λ·~x+λ·~y stimmen

somit in allen Komponenten überein, es gilt daher λ·(~x+~y) = λ·~x+ λ·~y.

3.2.3 Aufgaben zu Abschnitt 3.2

1. Beweisen Sie die Aussagen A1, S1, S2, und S4 des Satzes 3.6 auf S. 104.

2. Der Satz 3.6 sagt u. a. aus, dass in Rn ein
”
Null-n-Tupel“ ~o und für jedes

n-Tupel ~x ein
”
Gegen-n-Tupel“ −~x existiert. Er beinhaltet aber keine Ein-

deutigkeitsaussagen. Begründen Sie die Eindeutigkeit des
”
Null-n-Tupels“

sowie des
”
Gegen-n-Tupels“ zu jedem n-Tupel.

3. Es sei L ⊂ Rn die Lösungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssys-

tems in n Variablen (siehe Abschnitt 1.3.4). Begründen Sie, dass die Addition

von n-Tupeln und die Multiplikation von n-Tupeln mit reellen Zahlen inner-

halb von L uneingeschränkt ausführbar sind, für ~x, ~y ∈ L, λ ∈ R also stets

~x+~y ∈ L sowie λ·~x ∈ L gilt. Begründen Sie weiterhin, dass innerhalb von L

alle Aussagen des Satzes 3.6 gelten.
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3.3 Zusammenhänge zwischen Pfeilklassen und
n-Tupeln – Vektoren

Die Sätze 3.3 und 3.5 sowie 3.6 haben gezeigt, dass für Pfeilklassen und n-

Tupel dieselben grundlegenden Rechenregeln gelten, obwohl diese Objekte aus

völlig unterschiedlichen Bereichen der Arithmetik und der Geometrie stammen

und deshalb auch die Beweise der Rechenregeln auf grundverschiedenen Wegen

geführt wurden. Im Folgenden werden nun weitere Zusammenhänge zwischen

Pfeilklassen und n-Tupeln hergestellt, welche die strukturelle Gleichheit dieser

Kategorien von Objekten noch untermauern.

3.3.1 Pfeilklassen im Koordinatensystem

Innerhalb eines kartesischen Koordinatensystems6 lassen sich den Anfangs- und

Endpunkten von Pfeilen Koordinaten zuordnen. Dabei zeigt sich, dass Pfeile,

die dieselbe Pfeilklasse repräsentieren (also parallelgleich sind), gleiche Koordi-

natendifferenzen der End- und Anfangspunkte haben, siehe Abb. 3.21. Für zwei

beliebige parallelgleiche Pfeile
−→
AB und

−−→
CD der Ebene oder des Raumes gilt

xB−xA = xD−xC , yB−yA = yD−yC (und im Raum zB−zA = zD−zC).

Ist insbesondere
−−→
OP (wobei O der Koordinatenursprung ist) ein Pfeil, der der-

selben Pfeilklasse wie
−→
AB und

−→
AC angehört, so ist bei Pfeilen in der Ebene

xP = xP−0 = xB−xA = xD−xC und yP = yP−0 = yB−yA = yD−yC
sowie im Raum

xP = xB−xA = xD−xC , yP = yB−yA = yD−yC , zP = zB−zA = zD−zC .
Die Differenzen der End- und Anfangskoordinaten sind somit ein gemeinsa-

mes Merkmal von allen Pfeilen einer Pfeilklasse, also repräsentantenunabhängig.

Daraus ergibt sich eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen Pfeilklassen

und n-Tupeln (Paaren bzw. Tripeln) reeller Zahlen.

Abb. 3.21: Differenzen der Koordinaten der End- und Anfangspunkte von Pfeilen

6Unter einem kartesischen Koordinatensystem versteht man ein Koordinatensystem mit
zueinander senkrechten Achsen mit gleicher Skalierung, wobei der Abstand zwischen zwei
aufeinander folgenden ganzzahligen Achsenwerten der Länge einer Einheitsstrecke entspricht.
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Gegeben sei ein kartesisches Koordinatensystem in der Ebene oder im

Raum. Jeder Pfeilklasse ~p lässt sich eindeutig ein Paar bzw. Tripel reel-

ler Zahlen auf folgende Weise zuordnen:

Ist
−→
AB ein beliebiger Repräsentant von ~p, so wird ~p das Paar bzw. Tripel

der Koordinatendifferenzen der Punkte A und B zugeordnet:

~p →
(
xB−xA
yB−yA

)
bzw. ~p →

(
xB−xA
yB−yA
zB−zA

)
.

Für spezielle Repräsentanten
−−→
OP von ~p, deren Anfangspunkt der Koordi-

natenursprung ist, vereinfacht sich diese Zuordnung:

~p →
(
xP
yP

)
bzw. ~p →

(
xP
yP
zP

)
.

Umgekehrt lässt sich jedem Zahlenpaar
(
x
y

)
bzw. -tripel

( x
y
z

)
(mit

x, y, z ∈ R) bezüglich eines gegebenen Koordinatensystems eindeutig ei-

ne Pfeilklasse der Ebene bzw. des Raumes zuordnen, die durch den Pfeil
−−→
OP mit dem Anfangspunkt im Koordinatenursprung und dem Endpunkt

P (x; y) bzw. P (x; y; z) repräsentiert wird.

Die Existenz eindeutiger Zuordnungen: Pfeilklassen → Zahlenpaare/-tripel

sowie Zahlenpaare/-tripel → Pfeilklassen lässt sich wie folgt zusammenfassen:

Satz 3.7

Bezüglich eines gegebenen kartesischen Koordinatensystems existiert eine um-

kehrbar eindeutige Abbildung von der Menge aller Pfeilklassen der Ebene bzw.

des Raumes auf R2 bzw. R3.

Eine Abbildung mit den in dem Satz 3.7 genannten Eigenschaften wird als bijek-

tive Abbildung bzw. Bijektion bezeichnet. Genaue Definitionen dieser Begriffe

werden in dem Kapitel 7 gegeben.

In den vorherigen Ausführungen und in dem Satz 3.7 wurde stets der Bezug

auf ein (kartesisches) Koordinatensystem erwähnt. Es können verschiedene Ko-

ordinatensysteme der Ebene bzw. des Raumes betrachtet werden, wobei nicht

einmal in allen Koordinatensystemen die Achsen senkrecht zueinander sind.

Aber auch Koordinatensysteme mit senkrechten Achsen können sich durch die

Skalierung der Achsen und ihre Lage in der Ebene bzw. im Raum unterschei-

Abb. 3.22: Repräsentanten einer Pfeilklasse in verschiedenen Koordinatensystemen
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den. Welches n-Tupel einer Pfeilklasse zugeordnet wird, hängt von der Wahl des

Koordinatensystems ab. Lediglich bezüglich zweier Koordinatensysteme mit je-

weils zueinander parallelen Achsen und gleicher Skalierung wird einer Pfeilklasse

nach dem beschriebenen Verfahren dasselbe n-Tupel zugeordnet. In Abb. 3.22

sind verschiedene Repräsentanten ein und derselben Pfeilklasse ~p dargestellt.

Bezüglich der Koordinatensysteme mit den Achsen x1, y1 und x2, y2 wird ~p je-

weils das Zahlenpaar
(

1
2

)
zugeordnet, bezüglich des Koordinatensystems mit

den Achsen x3, y3 das Paar

(
3
2

√
2

1
2

√
2

)
≈
(

2, 12
0, 71

)
und bezüglich des Koordinaten-

systems mit den Achsen x4, y4 das Paar
(

2
4

)
.

Der enge Zusammenhang zwischen Pfeilklassen und Zahlentupeln ist in beiden

Richtungen von Nutzen. Die Zuordnung: Pfeilklassen → Zahlenpaare/-tripel

ermöglicht es, geometrische Aufgaben auf arithmetischem bzw. algebraischem

Wege zu lösen. Umgekehrt schafft die Interpretation von Zahlenpaaren oder -

tripeln als Pfeilklassen mitunter interessante Veranschaulichungsmöglichkeiten

für Sachverhalte, die zunächst keinerlei geometrischen Bezug zu haben scheinen.

Beispiel 3.2

Farbwürfel

In dem Abschnitt 3.2.1 wurde auf die Beschreibung von Farben durch Zahlentri-

pel

(
r
g
b

)
eingegangen (siehe S. 101). Dabei ist die Menge aller RGB-Tripel eine

Teilmenge von R3 mit 0 ≤ r, g, b ≤ 1. Den RGB-Tripeln entsprechen Pfeilklas-

sen. Betrachtet man Repräsentanten dieser Pfeilklassen mit Anfangspunkten im

Koordinatenursprung, so liegen deren Endpunkte innerhalb eines Würfels mit

den Eckpunktkoordinaten (0; 0; 0), (1; 0; 0), (1; 1; 0), (0; 1; 0), (0; 0; 1), (1; 0; 1),

(1; 1; 1) und (0; 1; 1), siehe Abb. 3.23. Die Eckpunkte des als Farb- bzw. RGB-

Würfel bezeichneten Würfels kennzeichnen somit die Grundfarben des RGB-

Modells, deren Komplementärfarben sowie Schwarz und Weiß. Komplementären

Farben entsprechen jeweils gegenüberliegende Punkte des Würfels. Auf den Sei-

tenflächen sind die Verläufe zwischen verschiedenen Farben erkennbar.

Abb. 3.23: RGB-Würfel

Auf der Internetseite zu diesem Buch
befinden sich eine farbige Abbildung
des RGB-Würfels sowie ein Video, das
den RGB-Würfel aus verschiedenen
Richtungen zeigt.
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3.3.2 Die Isomorphie zwischen der Menge der Pfeilklassen
der Ebene bzw. des Raumes und R2 bzw. R3

Pfeilklassen können nicht nur n-Tupel zugeordnet werden und umgekehrt, son-

dern auch die Pfeilklassenaddition und die Multiplikation mit reellen Zahlen

lassen sich auf die Addition von n-Tupeln bzw. deren Multiplikation mit Zahlen

zurückführen.

Satz 3.8

Es seien ~u und ~v Pfeilklassen, denen bezüglich eines Koordinatensystems Paare

bzw. Tripel reeller Zahlen zugeordnet sind (wie auf S. 107 beschrieben):

~u →
(
xu
yu

)
, ~v →

(
xv
yv

)
bzw. ~u →

(
xu
yu
zu

)
, ~v →

(
xv
yv
zv

)
.

Dann ergibt sich bei der
”

geometrischen“ Addition der Pfeilklassen ~u und ~v

(nach Definition 3.3) eine Pfeilklasse ~u+~v, der das Paar/Tripel entspricht, das

sich durch
”

arithmetische“ Addition (nach Definition 3.6) der ~u und ~v zugeord-

neten Paare/Tripel ergibt:

~u+ ~v →
(
xu
yu

)
+

(
xv
yv

)
bzw. ~u+ ~v →

(
xu
yu
zu

)
+

(
xv
yv
zv

)
.

Ist weiterhin λ eine reelle Zahl, so führt die
”

geometrische“ (durch die Definition

3.5 beschriebene) Multiplikation von ~u mit λ zu einer Pfeilklasse λ ·~u, der das

Paar/Tripel entspricht, welches sich durch
”

arithmetische“ Multiplikation (nach

Definition 3.6) des ~u zugeordneten Paars/Tripels mit λ ergibt:

λ·~u → λ·
(
xu
yu

)
bzw. λ·~u → λ·

(
xu
yu
zu

)
.

Abb. 3.24: Addition und skalare Multiplikation von Pfeilklassen sowie von n-Tupeln

Auf einen Beweis des Satzes 3.8 wird verzichtet; zur Veranschaulichung seiner

Aussage sei auf Abb. 3.24 verwiesen, aus der sich auch Beweisideen für die

beiden Teile des Satzes entnehmen lassen.

Die Sätze 3.7 und 3.8 beinhalten zusammen, dass (bezüglich eines Koordina-

tensystems) die Mengen aller Pfeilklassen der Ebene bzw. des Raumes und R2

bzw. R3 bijektiv aufeinander abbildbar und dass die Addition sowie die Multi-

plikation mit Skalaren übertragbar sind. Dieser enge Zusammenhang zwischen
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zunächst völlig unterschiedlichen Strukturen aus der Geometrie bzw. der Arith-

metik wird als Isomorphie (Strukturgleichheit), die in dem Kasten auf S. 107

festgelegte Zuordnung als Isomorphismus bezeichnet. (Näher wird auf diese Be-

griffe in dem Kapitel 7 eingegangen.)

3.3.3 Vektoren

Die Strukturgleichheit zwischen Pfeilklassen und n-Tupeln (für n = 2, 3) er-

möglicht es, diese Objekte
”
gleichzusetzen“. Wir schreiben daher ab sofort für

Pfeilklassen ~u und zugehörige n-Tupel:

~u =
(
x
y

)
bzw. ~u =

(
x
y
z

)
.

Wir unterscheiden künftig auch sprachlich nicht mehr zwischen Pfeilklassen und

n-Tupeln, sondern bezeichnen diese nun als Vektoren.

Mit der Zusammenführung von geometrischen und arithmetischen Objekten

zeichnet sich der Vektorbegriff bereits durch einen hohen Verallgemeinerungs-

grad aus und eröffnet die Möglichkeit, rechnerische Methoden auf die Geometrie

zu übertragen und umgekehrt. Eine weitere Verallgemeinerung erfolgt dann in

dem Kapitel 5 mit der Behandlung von Vektorräumen. Erst auf dieser Grund-

lage ist dann eine allgemeine Definition des Begriffs Vektor möglich. Mit den

in den Sätzen 3.3 und 3.5 sowie 3.6 enthaltenen Rechenregeln für Pfeilklassen

und n-Tupel sind jedoch bereits die wichtigsten strukturellen Eigenschaften von

Vektoren gegeben, die auch Vektorräume maßgeblich bestimmen werden. Im

Folgenden werden diese Sätze zusammengefasst für Vektoren formuliert:

Satz 3.9

A1.Für beliebige Vektoren ~u und ~v gilt ~u+ ~v = ~v + ~u

(Kommutativität der Vektoraddition).

A2.Für beliebige Vektoren ~u,~v, ~w gilt (~u+ ~v) + ~w = ~u+ (~v + ~w)

(Assoziativität der Vektoraddition).

A3.Es existiert ein Vektor ~o, so dass für jeden Vektor ~u gilt: ~u+ ~o = ~u

(Existenz eines Nullvektors).

A4.Zu jedem Vektor ~u existiert ein Vektor −~u mit ~u+ (−~u) = ~o

(Existenz eines Gegenvektors zu jedem Vektor).

S1. Für beliebige Vektoren ~u gilt 1·~u = ~u.

S2. Für beliebige Vektoren ~u und beliebige λ, µ ∈ R gilt (λ·µ)·~u = λ·(µ·~u)

(Assoziativität der Multiplikation von Vektoren mit reellen Zahlen).

S3. Für beliebige Vektoren ~u,~v und beliebige λ ∈ R gilt λ ·(~u+~v) = λ·~u+ λ·~v
(1. Distributivgesetz).

S4. Für beliebige Vektoren ~u und beliebige λ, µ ∈ R gilt (λ+µ) · ~u = λ·~u+ µ·~u
(2. Distributivgesetz).

Bewiesen wurde der Satz 3.9 bereits in den Abschnitten 3.1.3 (für Pfeilklassen)

und 3.2.2 (für n-Tupel).
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Mithilfe des Satzes 3.9 lassen sich weitere Eigenschaften von Vektoren herlei-

ten. Dazu ist es nicht mehr notwendig, diese jeweils für Pfeilklassen und n-Tupel

zu beweisen, sondern es genügt, auf die Aussagen des Satzes 3.9 zurückzugreifen.

Satz 3.10

1. Für alle Vektoren ~u ist 0·~u = ~o.

2. Der Nullvektor ~o ist eindeutig bestimmt.

3. Für alle λ ∈ R ist λ·~o = ~o.

4. Für jeden Vektor ~u ist der Gegenvektor −~u eindeutig bestimmt.

5. Für alle Vektoren ~u und alle λ ∈ R ist (−λ)·~u = −(λ·~u).

6. Für alle Vektoren ~u und alle λ ∈ R ist λ·(−~u) = −(λ·~u).

7. Für alle Vektoren ~u und alle λ ∈ R gilt : Aus λ·~u = ~o folgt λ = 0 oder ~u = ~o.

Bemerkung: Die Aussage 5 des Satzes beinhaltet den Spezialfall (−1)·~u = −~u.

Dies bedeutet, dass sich der Gegenvektor −~u eines beliebigen Vektors ~u durch

Multiplikation von ~u mit −1 ergibt.

Beweis: Es werden hier nicht alle Aussagen des Satzes 3.10 bewiesen. Da

teilweise recht ähnliche Vorgehensweisen anzuwenden sind, kann die Leserin/

der Leser die restlichen Aussagen selbst beweisen, siehe die Aufgabe 5 auf S. 112.

1. Wir setzen ~v := 0 · ~u und weisen nach, dass ~v = ~o sein muss.

Wegen 0+0 = 0 gilt ~v = 0 · ~u = (0+0) · ~u. Nach dem 2. Distributivgesetz ist

(0+0) · ~u = 0 · ~u+ 0 · ~u = ~v + ~v,

also ~v = ~v+~v. Durch Addition des Gegenvektors −~v auf beiden Seiten ergibt

sich daraus ~v + (−~v) = ~v + ~v + (−~v) und somit nach Satz 3.9 A4:

~o = ~v + (~v + (−~v)) = ~v + ~o = ~v = 0 · ~u .

2. Wir nehmen an, es seien ~o und ~o ∗ zwei Nullvektoren. Dann gilt nach Satz

3.9 A3 sowohl ~o+ ~o ∗= ~o als auch ~o ∗+ ~o = ~o ∗. Somit ist also

~o ∗= ~o ∗+ ~o = ~o+ ~o ∗ = ~o.

3. Nach Satz 3.9 A3 ist ~u+~o = ~u für alle Vektoren ~u, woraus λ·(~u+~o) = λ · ~u
folgt. Nach dem 1. Distributivgesetz ergibt sich daraus λ·~u+λ·~o = λ·~u. Setzt

man ~v = λ·~u, so ist also einerseits ~v + λ·~o = ~v und andererseits (nach Satz

3.9 A3) ~v + ~o = ~v. Sowohl ~o als auch λ ·~o sind somit Nullvektoren. Da der

Nullvektor aber eindeutig bestimmt ist, gilt λ·~o = ~o.

5. Nach Satz 3.10, 1 ist ~o = 0 · ~u = (λ + (−λ)) · ~u = λ·~u + (−λ)·~u. Somit ist

(−λ)·~u der Gegenvektor zu λ·~u. Wegen des Satzes 3.10, 4 ist dieser eindeutig

bestimmt. Daher muss −(λ·~u) = (−λ)·~u gelten.

7. Falls λ= 0 ist, so ist die Behauptung bereits erfüllt. Wir können also λ 6= 0

voraussetzen und zeigen, dass dann ~u=~o sein muss. Für λ 6=0 existiert 1
λ ∈ R.

Nach den Aussagen S1 und S2 des Satzes 3.9 sowie der Voraussetzung λ·~u=~o

gilt: ~u = 1·~u = ( 1
λλ)·~u = 1

λ ·(λ·~u) = 1
λ ·~o = ~o.
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3.3.4 Aufgaben zu Abschnitt 3.3

1. Ein Vektor ~v wird durch einen Pfeil
−→
AB repräsentiert. Geben Sie ~v als Zah-

lentripel an.

a) A(−8; 13; 5), B(−5; 6;−11) b) A(5; 7; 1), B(3; 9;−2)

2. Gegeben ist eine Verschiebung ~v des Raumes durch einen Verschiebungspfeil−−→
PP ′ mit P (2; 1; 3) und P ′(5; 3;−1).

a) Geben Sie den Verschiebungsvektor ~v als Zahlentripel an.

b) Geben Sie die Koordinaten der Bildpunkte der Punkte A(3;−2; 4) und

B(3,5; 2,5;−5) bei der Verschiebung ~v an.

3. Gegeben sind die Vektoren ~u =
(

1
1

)
und ~v =

(−3
2

)
. Bestimmen Sie graphisch

und rechnerisch den Vektor ~w. Vergleichen Sie jeweils Ihre Ergebnisse.

a) ~w = 3·~u+ 2·~v b) ~w = −4·~u+ 1
2 ·~v

4. Durch ~v1 =

(
5
3
2

)
und ~v2 =

(−4
2
4

)
werden zwei Verschiebungen des Raumes

beschrieben (siehe Abb. 3.25).

a) Der Punkt P (−3;−3; 3) wird zunächst um ~v1 und dann um ~v2 verschoben.

Geben Sie die Koordinaten der entstehenden Bildpunkte P ′ und P ′′ an.

b) Geben Sie den Verschiebungsvektor ~v an, der die Nacheinanderausführung

der Verschiebungen ~v1 und ~v2 beschreibt.

Abb. 3.25: Verschiebungen im
Raum (Skizze zu Aufgabe 4)

5. Beweisen Sie die Aussagen 4 und 6 des Satzes 3.10 auf S. 111.

6. Weisen Sie nach: Die Vektorgleichung ~u + ~x = ~v (~u,~v gegeben, ~x gesucht)

besitzt eine eindeutige Lösung.

7. Welcher Vektor ~x erfüllt die folgenden Gleichungen, wenn die Vektoren ~u, ~v

und ~w gegeben sind?

a) 2~u−~v+~x = ~w+~u−~v b) 4 (3~u− 2~v+ 3~x)− 3 (−2~v+ 3~w−~x) = ~o
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3.4 Linearkombinationen von Vektoren

3.4.1 Linearkombinationen

Sind zwei Vektoren ~u und ~v gegeben, so lassen sich weitere Vektoren ~x aus diesen

durch Multiplikation mit reellen Zahlen und anschließende Addition erzeugen:

~x = λ·~u+ µ·~v.

Dieses als Linearkombination bezeichnete Prinzip der Bildung von Vektoren aus

gegebenen Vektoren lässt sich für beliebig viele Vektoren verallgemeinern.

Definition 3.7

Als Linearkombination der Vektoren ~u1, ~u2, . . . , ~uk bezeichnet man einen Vektor

~x mit

~x = λ1 ·~u1 + λ2 ·~u2 + . . .+ λk ·~uk =

k∑
i=1

λi ·~ui (mitλ1, λ2, . . . , λk ∈ R).
�

Bemerkung: Da λ1, λ2, . . . , λk beliebige reelle Zahlen sein können, gibt es zu

jeder Menge von Vektoren, die nicht leer ist und nicht nur aus dem Nullvektor

besteht, unendlich viele Linearkombinationen.

Beispiel 3.3

Der Vektor ~x =
(

5
2

)
soll als Linearkombination der Vektoren ~u =

(−1
3

)
und

~v =
(

4
−2

)
dargestellt werden. Dazu sind Koeffizienten λ und µ so zu bestimmen,

dass ~x = λ~u+ µ~v gilt, also(
5
2

)
= λ·

(−1
3

)
+µ·

(
4
−2

)
.

Um die Koeffizienten λ und µ zu bestimmen, ist das lineare Gleichungssystem

−λ + 4·µ = 5
3·λ − 2·µ = 2

zu lösen, es ergibt sich dabei λ = 9
5 und µ = 17

10 . Der Vektor ~x lässt sich also in

folgender Weise als Linearkombination der Vektoren ~u und ~v darstellen:

~x = 9
5 ·~u + 17

10 ·~v.

Geometrisch lässt sich die Darstellung eines Vektors ~x als Linearkombination

zweier Vektoren ~u und ~v folgendermaßen deuten: Die Vektoren ~u und ~v geben

Abb. 3.26: Darstellung eines
Vektors ~x als Linearkombina-
tion zweier Vektoren ~u und ~v
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die Richtungen der Seiten eines Parallelogramms an. Gesucht sind Koeffizienten

λ, µ, mit denen ~u und ~v multipliziert werden müssen, damit der Vektor ~x eine

Diagonale des von λ~u und µ~v aufgespannten Parallelogramms beschreibt, siehe

Abb. 3.26. In dem Beispiel 3.3 wurde diese Aufgabe rechnerisch gelöst.

Nicht immer lässt sich ein Vektor als eine Linearkombination zweier gegebener

Vektoren darstellen und nicht in allen Fällen, in denen dies möglich ist, sind die

Koeffizienten eindeutig bestimmt.

Beispiel 3.4

.Der Vektor ~x =
(

5
2

)
soll als Linear-

kombination der Vektoren ~u=

(
−6

3
4

)
und ~v=

(
8
−1

)
dargestellt werden.

Um Koeffizienten λ und µ so zu fin-

den, dass ~x = λ~u + µ~v gilt, wird wie

in dem Beispiel 3.3 ein lineares Glei-

chungssystem aufgestellt:

−6·λ + 8·µ = 5
3
4 ·λ − µ = 2

Nach einem Umformungsschritt er-

gibt sich daraus 0 = 21, das LGS ist

nicht lösbar.

Der Vektor ~x kann daher nicht als Li-

nearkombination von ~u und ~v darge-

stellt werden. Geometrisch lässt sich

dies dadurch veranschaulichen, dass

der Vektor ~v durch Multiplikation des

Vektors ~umit−4
3 entsteht. Beide Vek-

toren werden somit durch parallele

Pfeile dargestellt. Da der Vektor ~x

nicht durch Pfeile repräsentiert wird,

die dazu parallel sind, lässt er sich

nicht in der Form λ~u+ µ~v darstellen

(siehe Abb. 3.27).

Der Vektor ~x =
(

4
3

)
soll als Linear-

kombination der Vektoren ~u=

(
−2

3
4

)
,

~v =
(

2
6

)
und ~w =

(−1
6

)
dargestellt

werden.

Um Koeffizienten für eine Linearkom-

bination ~x = λ~u+µ~v+ν ~w zu bestim-

men, ist folgendes LGS zu lösen:

−2·λ + 2·µ − ν = 4
3
4 ·λ + 6·µ + 6·ν = 3 .

Umformung dieses LGS führt zu

−2·λ + 2·µ − ν = 4

6·µ + 5·ν = 4 .

Es existiert somit eine einparametrige

Lösungsmenge. Setzt man t= ν, so ist

µ= 2
3−

5
6 t und λ=−4

3−
4
3 t. Es gilt also

~x =
(
−4

3 −
4
3 t
)
·~u+

(
2
3 −

5
6 t
)
·~v + t· ~w

für beliebige t ∈ R.

Prinzipiell lässt sich ein Vektor ~x ∈ R2

niemals eindeutig als Linearkombina-

tion von mehr als zwei Vektoren dar-

stellen, da hierbei stets LGS mit zwei

Gleichungen und mehr als zwei Varia-

blen entstehen. Diese besitzen stets un-

endlich viele Lösungen oder sind nicht

lösbar (vgl. Abschnitt 1.2).

Abb. 3.27: Beispiel für eine nicht
mögliche Linearkombination
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Beispiel 3.5

Linearkombination von Vektoren in R3

Der Vektor ~x =

(
4
8
3

)
wird als Linearkombination dreier Vektoren ~u =

(
0
1
2

)
,

~v =

(
1
4
−1

)
und ~w =

(
5
−1
−1

)
in der Form ~x = λ~u+ µ~v + ν ~w dargestellt. Dazu ist

das folgende lineare Gleichungssystem zu lösen:

1·µ + 5·ν = 4

λ + 4·µ − 1·ν = 8

2·λ − 1·µ − 1·ν = 3 .

Mithilfe des Gauß-Algorithmus (siehe Abschnitt 1.2.2) erhält man die (eindeu-

tige) Lösung λ = 5
2 , µ = 3

2 , ν = 1
2 . Es gilt also

~x = 5
2 ·~u+ 3

2 ·~v + 1
2 · ~w.

Geometrisch lässt sich die Darstellung eines Vektors ~x ∈ R3 als Linearkombina-

tion dreier Vektoren ~u, ~v und ~w folgendermaßen veranschaulichen: Die Vektoren

~u, ~v, ~w geben die Richtungen der Seiten eines Parallelepipeds (Spats) vor. Dar-

unter versteht man einen Körper, der von sechs paarweise kongruenten und in

parallelen Ebenen liegenden Parallelogrammen begrenzt wird, siehe Abb. 3.28.

Werden ~u, ~v, ~w mit den in dem Beispiel 3.5 ermittelten Koeffizienten λ, µ, ν

multipliziert, so spannen die Vektoren λ~u, µ~v und ν ~w ein Parallelepiped auf, in

dem der Vektor ~x eine Diagonale beschreibt.7

Abb. 3.28: Darstellung eines Vek-
tors ~x ∈ R3 als Linearkombination
dreier Vektoren ~u, ~v und ~w

7Genauer müsste davon gesprochen werden, dass ein den Vektor ~x repräsentierender Pfeil
eine Diagonale eines Parallelepipeds bildet, welches von Pfeilen aufgespannt wird, die Re-
präsentanten der Vektoren λ~u, µ~v und ν ~w sind. Vektoren (in der geometrischen Interpretation
als Pfeilklassen) verfügen nicht über eine Lage im Raum und können deshalb auch keinen
Körper begrenzen. Um eine zu komplizierte Sprechweise zu vermeiden, wird dennoch ge-
sagt, dass Vektoren ein Parallelogramm oder Parallelepiped aufspannen, wobei dann jeweils
repräsentierende Pfeile gemeint sind.
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3.4.2 Kollineare und komplanare Vektoren

In gewissen Fällen lässt sich ein Vektor ~x ∈ R3 auch als Linearkombination von

nur zwei Vektoren ~u,~v ∈ R3 darstellen.

Beispiel 3.6

Der Vektor ~x =

(
3,5
5
0,5

)
wird als Linearkombination von ~u =

(
1
2
3

)
und ~v =

(
1
1
−2

)
dargestellt (siehe Abb. 3.29). Das lineare Gleichungssystem

λ + µ = 3,5

2·λ + µ = 5

3·λ − 2·µ = 0,5 .

ist lösbar, als Lösung erhält man λ = 3
2 , µ = 2. Es gilt also

~x = 3
2 ·~u+ 2·~v.

Abb. 3.29: Darstellung eines Vektors ~x ∈ R3

als Linearkombination zweier Vektoren ~u, ~v

Die drei Vektoren ~u, ~v und ~x in dem Beispiel 3.6 werden durch Pfeile re-

präsentiert, die in einer Ebene liegen, man sagt ~u, ~v und ~x sind komplanar.

Hingegen trifft für keine Auswahl von drei der vier Vektoren ~u, ~v, ~w und ~x aus

dem Beispiel 3.5 zu, dass sie komplanar sind.

So wie drei Vektoren als komplanar bezeichnet werden, wenn sie (bzw. re-

präsentierende Pfeile) in einer Ebene liegen, werden zwei Vektoren als kollinear

bezeichnet, wenn zugehörige Pfeile auf einer Geraden liegen oder parallel sind.

Definition 3.8

Zwei Vektoren ~u und ~v heißen kollinear, wenn einer der Vektoren ein Vielfaches

des anderen Vektors ist, d. h. wenn z. B. λ ∈ R mit ~u = λ·~v existiert.

Drei Vektoren ~u, ~v und ~w heißen komplanar, wenn sich einer der Vektoren als

Linearkombination der beiden anderen Vektoren darstellen lässt, d. h. wenn z. B.

λ, µ ∈ R existieren mit ~w = λ·~u+ µ·~v. �

Bemerkungen:

Die Definition 3.8 schließt den Nullvektor ein. Zwei Vektoren ~u, ~v, von denen

einer der Nullvektor ist (z. B. ~u=~o), sind stets kollinear, denn es gilt ~u=0·~v.

Jedoch ist dann der andere Vektor ~v kein Vielfaches von ~u. Ist hingegen keiner

der beiden Vektoren ~u, ~v der Nullvektor, so folgt aus der Existenz einer Zahl

λ mit ~u = λ·~v, dass auch ~v ein Vielfaches von ~u ist, nämlich ~v = 1
λ ·~u.
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Drei Vektoren ~u, ~v, ~w, von denen einer der Nullvektor ist (z. B. ~w=~o), sind

komplanar, denn es gilt ~w = 0 ·~u + 0 ·~v. Weiterhin sind drei Vektoren stets

komplanar, wenn zwei dieser Vektoren kollinear sind (Aufgabe 5, S. 121).

Satz 3.11

Sind ~u, ~v und ~w drei komplanare Vektoren und gibt es unter diesen drei Vektoren

kein Paar kollinearer Vektoren, so lässt sich jeder der Vektoren ~u, ~v, ~w als Li-

nearkombination der jeweils beiden anderen Vektoren darstellen.

Beweis: Nach Voraussetzung und Definition 3.8 lässt sich einer der Vektoren

als Linearkombination der beiden anderen darstellen, z. B.

(∗) ~w = λ·~u+ µ·~v .

Es muss λ 6= 0 sein, denn ansonsten wäre ~w = µ·~v, was der Voraussetzung wider-

spricht, dass ~v und ~w nicht kollinear sind. Ebenso muss µ 6= 0 gelten, ansonsten

wären wegen ~w = λ·~u die Vektoren ~u und ~w kollinear. Somit existieren 1
λ ,

1
µ ∈ R,

und die Gleichung (∗) lässt sich in die folgenden Gleichungen umformen:

~u = −µλ ·~v + 1
λ · ~w , ~v = −λµ ·~u+ 1

µ · ~w .

Somit ist also ~u als Linearkombination der Vektoren ~v und ~w sowie ~v als Line-

arkombination der Vektoren ~u und ~w darstellbar.

Satz 3.12

Drei Vektoren ~u, ~v und ~w sind genau dann komplanar, wenn sich der Nullvektor

auf nicht triviale Weise als Linearkombination dieser drei Vektoren darstellen

lässt, d. h. falls λ, µ, ν existieren, die nicht alle gleich Null sind, so dass gilt:

~o = λ·~u+ µ·~v + ν · ~w .

Bemerkung: Der Nullvektor lässt sich stets
”
auf triviale Weise“ als Linear-

kombination beliebiger Vektoren schreiben, indem für alle Koeffizienten Null

gesetzt wird, z. B. ~o = 0·~u + 0·~v + 0· ~w. Hingegen verlangt Satz 3.12 die Exis-

tenz einer Darstellung mit Koeffizienten, von denen mindestens einer von Null

verschieden sein muss, dies wird als nicht triviale Linearkombination bezeichnet.

Beweis: Da es sich bei dem Satz 3.12 um eine
”
genau-dann-wenn-Aussage“

handelt, sind zwei Richtungen zu beweisen.

Falls ~u, ~v und ~w komplanar sind, lässt sich einer der drei Vektoren als Line-

arkombination der beiden anderen Vektoren darstellen, z. B. ~w = λ·~u+ µ·~v.

Durch Umstellen ergibt sich daraus

~o = λ·~u+ µ·~v + (−1)· ~w .
Da der zu ~w gehörige Koeffizient −1 von Null verschieden ist, ist der Null-

vektor somit als nicht triviale Linearkombination von ~u, ~v und ~w dargestellt.

Es sei ~o in der Form ~o = λ·~u+µ·~v+ ν·~w darstellbar, wobei mindestens einer

der Koeffizienten λ, µ, ν von Null verschieden ist. Falls λ 6= 0 ist, so folgt

~u = −µλ ·~v −
ν
λ · ~w ,

~u ist also eine Linearkombination von ~v und ~w. Ist µ 6= 0 oder ν 6= 0, so lässt

sich in analoger Weise ~v oder ~w als Linearkombination der anderen Vektoren

darstellen. Somit sind ~u, ~v und ~w in jedem Falle komplanar.
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3.4.3 Anwendungen von Linearkombinationen in der
Geometrie

Mithilfe von Vektoren, insbesondere durch Linearkombinationen, lassen sich

recht effektiv viele Sätze der Geometrie beweisen. Dadurch dass Vektoren Arith-

metik und Geometrie miteinander verknüpfen, ergeben sich zudem interessante

Bezüge, z. B. zwischen Schwerpunkten von Dreiecken und Tetraedern sowie den

arithmetischen Mitteln der Koordinaten ihrer Eckpunkte.

Beispiel 3.7

Satz von Varignon: Die Mittelpunkte MAB, MBC , MCD und MDA der Seiten

eines beliebigen Vierecks ABCD bilden ein Parallelogramm (siehe Abb. 3.30).

Um diesen Satz mit vektoriellen Mitteln zu beweisen, genügt es, zu zeigen,

dass
−−−−−−−→
MABMBC =

−−−−−−−→
MDAMCD gilt, denn daraus folgt, dass die gegenüberlie-

genden Seiten MABMBC und MDAMCD des Vierecks MABMBCMCDMDA

parallel und gleich lang sind.

Da MAB der Mittelpunkt von AB und MBC der Mittelpunkt von BC ist, gilt
−−−−−−−→
MABMBC =

−−−−→
MABB +

−−−−→
BMBC = 1

2

−→
AB + 1

2

−−→
BC = 1

2

−→
AC.

Analog gilt
−−−−−−−→
MDAMCD =

−−−−→
MDAD +

−−−−→
DMCD = 1

2

−−→
AD + 1

2

−−→
DC = 1

2

−→
AC.

Damit ist die Behauptung
−−−−−−−→
MABMBC =

−−−−−−−→
MDAMCD erfüllt.

Beispiel 3.8

In jedem Parallelogramm halbieren die Diagonalen einander.

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir ein Parallelogramm ABCD mit

dem Schnittpunkt E der Diagonalen, siehe Abb. 3.31. Da gegenüberliegende

Seiten in einem Parallelogramm parallel und gleich lang sind, repräsentieren
−→
AB und

−−→
DC sowie

−−→
BC und

−−→
AD (bei Bezeichnung der Punkte wie in Abb. 3.31)

jeweils denselben Vektor, es gilt somit
−−→
BC =

−−→
AD und

−→
AB = −−−→CD.

Da der Diagonalenschnittpunkt E den beiden Strecken AC und BD angehört,

sind die Vektoren
−→
AE und

−→
AC sowie

−−→
BE und

−−→
BD jeweils kollinear. Somit exis-

tieren also λ, µ ∈ R mit
−→
AE = λ·−→AC und

−−→
BE = µ·−−→BD .

Abb. 3.30: Seitenmittenviereck Abb. 3.31: Diagonalen eines Parallelogramms
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Wir weisen nach, dass λ = µ = 1
2 sein muss. Dazu nutzen wir Beziehungen

zwischen Vektoren, die aus der Addition von repräsentierenden Pfeilen innerhalb

des Parallelogramms ABCD resultieren (siehe Definition 3.3 auf S. 91). Es gilt:
−→
AB =

−→
AE +

−−→
EB = λ·−→AC + (−µ)·−−→BD = λ·

(−→
AB +

−−→
BC

)
− µ·

(−−→
BC +

−−→
CD

)
= λ·

(−→
AB +

−−→
BC

)
+ µ·

(
−−−→BC +

−→
AB

)
= λ·−→AB + µ·−→AB + λ·−−→BC − µ·−−→BC

= (λ+ µ)·−→AB + (λ− µ)·−−→BC
bzw.

(λ+ µ− 1)·−→AB + (λ− µ)·−−→BC = ~o .

Die Vektoren
−→
AB und

−−→
BC sind, da sie ein Parallelogramm aufspannen, nicht

kollinear. Deshalb kann der Nullvektor nur auf triviale Weise als Linearkombina-

tion dieser Vektoren entstehen (siehe die Aufgabe 3 auf S. 121). Die Koeffizienten

vor
−→
AB und

−−→
BC in der obigen Gleichung müssen also jeweils Null sein:

λ + µ − 1 = 0

λ − µ = 0

Durch Lösen dieses LGS ergibt sich λ = 1
2 , µ = 1

2 und somit die Behauptung
−→
AE = 1

2 ·
−→
AC sowie

−−→
BE = 1

2 ·
−−→
BD.

Beispiel 3.9

In einem beliebigen Dreieck ∆ABC schneiden sich die Seitenhalbierenden in

einem Punkt. Dieser teilt die Seitenhalbierenden jeweils im Verhältnis 2:1.

Wir zeigen, dass alle Seitenhalbierenden durch den Punkt S mit
−→
AS = 1

3

−→
AB + 1

3

−→
AC

verlaufen, und dass S alle drei Seitenhalbierenden im Verhältnis 2:1 teilt. Dies

ist genau dann der Fall, wenn (mit den Bezeichnungen in Abb. 3.32) gilt:
−→
AS = 2

3

−−−−→
AMBC ,

−→
BS = 2

3

−−−−→
BMAC sowie

−→
CS = 2

3

−−−−→
CMAB.

Wegen
−−−−→
AMBC =

−→
AB+

−−−−→
BMBC =

−→
AB+1

2

−−→
BC und

−−→
BC =

−→
BA+

−→
AC =

−→
AC−−→AB ist

2
3

−−−−→
AMBC = 2

3

−→
AB + 2

3
1
2

−−→
BC = 2

3

−→
AB + 1

3

−→
AC − 1

3

−→
AB = 1

3

−→
AB + 1

3

−→
AC =

−→
AS .

Auf analoge Weise lässt sich zeigen, dass
−→
BS = 2

3

−−−−→
BMAC und

−→
CS = 2

3

−−−−→
CMAB

gilt, der Punkt S also alle drei Seitenhalbierenden im Verhältnis 2:1 teilt.

Der Schnittpunkt S der Seitenhalbierenden eines Dreiecks wird auch als

Schwerpunkt bezeichnet. Aus der Darstellung
−→
AS = 1

3

−→
AB + 1

3

−→
AC folgt für

die Koordinaten des Schwerpunktes (siehe Abschnitt 3.3.1):(
xS−xA
yS−yA

)
= 1

3

(
xB−xA
yB−yA

)
+ 1

3

(
xC−xA
yC−yA

)

Abb. 3.32: Schwerpunkt eines Dreiecks
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und somit xs = 1
3 (xA + xB + xC), ys = 1

3 (yA + yB + yC).

Die Koordinaten des Schwerpunktes sind also die arithmetischen Mittel der

Koordinaten der Eckpunkte eines Dreiecks.

Eine besondere Stärke vektorieller Methoden in der Geometrie besteht darin,

dass in vielen Fällen Vorgehensweisen, die bei ebenen Figuren angewendet wer-

den, leicht auf dazu analoge Körper im Raum übertragen werden können.

Beispiel 3.10

In einem beliebigen Tetraeder ABCD schneiden sich die vier Schwerlinien, d. h.

die Verbindungsstrecken ASBCD, BSACD, CSABD und DSABC der Eckpunkte

mit den Schwerpunkten der jeweils gegenüberliegenden Seitenflächen, in einem

Punkt. Dieser teilt die Schwerlinien jeweils im Verhältnis 3:1.

Wir zeigen, dass alle Schwerlinien durch den Punkt S (den Schwerpunkt des

Tetraeders) mit −→
AS = 1

4

−→
AB + 1

4

−→
AC + 1

4

−−→
AD.

verlaufen und dass dieser Punkt alle drei Schwerlinien im Verhältnis 3:1 teilt. Für

die Schwerpunkte der Seitenflächen gilt (mit den Bezeichnungen in Abb. 3.33):
−−−−−→
ASABC = 1

3

−→
AB + 1

3

−→
AC,

−−−−−→
ASABD = 1

3

−→
AB + 1

3

−−→
AD,

−−−−−→
ASACD = 1

3

−→
AC + 1

3

−−→
AD,

−−−−−→
BSBCD = 1

3

−−→
BC + 1

3

−−→
BD

(vgl. Beispiel 3.9). Um die Behauptung nachzuweisen, ist zu zeigen:
−−−−−→
ASBCD = 4

3

−→
AS ,

−−−−−→
BSACD = 4

3

−→
BS ,

−−−−−→
CSABD = 4

3

−→
CS ,

−−−−−→
DSABC = 4

3

−→
DS .

Es gilt: −−−−−→
ASBCD =

−→
AB +

−−−−−→
BSBCD =

−→
AB + 1

3

−−→
BC + 1

3

−−→
BD

=
−→
AB + 1

3

(
−−→AB +

−→
AC
)

+ 1
3

(
−−→AB +

−−→
AD

)
= 1

3

−→
AB + 1

3

−→
AC + 1

3

−−→
AD ,

4
3

−→
AS = 4

3

(
1
4

−→
AB + 1

4

−→
AC + 1

4

−−→
AD

)
= 1

3

(−→
AB +

−→
AC +

−−→
AD

)
.

Somit ist also
−−−−−→
ASBCD = 4

3

−→
AS. Auf dieselbe Weise lässt sich nachweisen, dass

auch
−−−−−→
BSACD = 4

3

−→
BS,

−−−−−→
CSABD = 4

3

−→
CS und

−−−−−→
DSABC = 4

3

−→
DS gilt, der Punkt S

also alle vier Schwerlinien im Verhältnis 3:1 teilt.

Wie in dem Beispiel 3.9 für den Schwerpunkt eines Dreiecks gezeigt wurde,

lassen sich auch die Koordinaten des Schwerpunktes eines Tetraeders als die

arithmetischen Mittel der Koordinaten der Eckpunkte berechnen.

Abb. 3.33: Schwerpunkt eines Tetraeders
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3.4.4 Aufgaben zu Abschnitt 3.4

1. Überprüfen Sie, ob sich der Vektor ~x als Linearkombination der Vektoren ~u

und ~v bzw. ~u, ~v und ~w darstellen lässt. Geben Sie, falls dies möglich ist, die

Koeffizienten der Linearkombination an.

a) ~x =
(

4
−5

)
, ~u =

(
12
−3

)
, ~v =

(
3
−2

)
b) ~x =

(
13
1

)
, ~u =

(
2
−1

3

)
, ~v =

(
−5

5
6

)
c) ~x =

(−8
3

)
, ~u =

(
5
−9

)
, ~v =

(
10
6

)
, ~w =

(−9
2

)
2. Stellen Sie den Vektor ~x ∈ R3 als Linearkombination der Vektoren ~u, ~v und

~w dar, falls dies möglich ist.

a) ~x =

(
0
4
−2

)
, ~u =

(
1
0
0

)
, ~v =

(
1
2
0

)
, ~w =

(
0
1
−1

)

b) ~x =

(−2
1
1

)
, ~u =

(
4
−9

2

)
, ~v =

(
3
6

−12

)
, ~w =

(
2
−8

2

)

c) ~x =

(
1
3
2

)
, ~u =

(−1
3
−4

)
, ~v =

(
3
−5
−2

)
, ~w =

(
7
−9
−14

)
3. Weisen Sie nach: Sind zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren ~u und ~v

nicht kollinear und gilt ~o = λ~u+ µ~v, so ist λ=µ=0.

4. Welche der folgenden Mengen von Vektoren sind komplanar?

a) M2 =

{(
3
5
2

)
;

(
1
1
1

)
;

(
3
6
3
2

)}
b) M3 =

{(
3
5
2

)
;

(
1
1
−1

)
;

(
2
4
1

)}
5. Weisen Sie nach: Wenn es unter drei Vektoren ~u, ~v und ~w zwei kollineare

Vektoren gibt, so sind ~u, ~v und ~w komplanar.

6. Als Seitenmittendreieck eines Dreiecks ∆ABC bezeichnet man das Dreieck,

dessen Eckpunkte die Mittelpunkte MAB, MBC und MCA der Seiten des

Dreiecks ∆ABC sind, siehe Abb. 3.34. Beweisen Sie, dass für ein beliebiges

Dreieck ∆ABC der Schwerpunkt des Dreiecks ∆ABC und der Schwerpunkt

seines Seitenmittendreiecks ∆MABMBCMCA identisch sind.

7. Weisen Sie nach: In jedem Parallelogramm schneiden sich die Verbindungs-

strecke eines beliebigen Eckpunktes mit dem Mittelpunkt der gegenüber-

liegenden Seite und die Diagonale durch die benachbarten Eckpunkte im

Verhältnis 1:2 (siehe Abb. 3.35).

Abb. 3.34: Seitenmittendreieck Abb. 3.35: Skizze zu Aufgabe 7
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3.5 Das Skalarprodukt zweier Vektoren

3.5.1 Arithmetische Einführung des Skalarprodukts

Beispiel 3.11

In dem Beispiel 3.1 auf S. 100 wurden Stücklisten als Beispiele für n-Tupel

betrachtet. Wir beziehen nun die Stückpreise der einzelnen Gleisbauteile ein.

Gleisstück gerade 2,40 e

Gleisstück gebogen 2,70 e

Anschluss-Gleisstück 6,29 e

Weiche links 17,98 e

Weiche rechts 17,98 e

Weichenantrieb 12,98 e

Daraus ergibt sich (bei Einhaltung der Reihenfolge der Teile, die in dem Bei-

spiel 3.1 für die Stücklisten gewählt wurde) der Preisvektor ~p =


2, 40
2, 70
6, 29

17, 98
17, 98
12, 98

.

Unter Heranziehung der Stückliste eines Sortiments, die wir im Folgenden als

Teilevektor bezeichnen, z. B. ~e2 =


15
8
1
2
2
4

 für das Ergänzungssortiment 2, lässt

sich der Gesamtpreis eines Sortiments durch die Summe der Produkte einander

entsprechender Komponenten des Teile- und des Preisvektors ausdrücken:

15·2,40 + 8·2,70 + 1·6,29 + 2·17,98 + 2·17,98 + 4·12,98 = 187,73 (in e).

Dieser Gesamtpreis bezieht sich darauf, dass die Teile einzeln gekauft werden. Beim Kauf
von Sortimentskästen, werden i. Allg. andere, meist niedrigere, Preise berechnet.

Diese Produktsumme, welche den Gesamtpreis ergibt, werden wir im Folgenden

als Skalarprodukt der Vektoren ~e2 und ~p bezeichnen.

Definition 3.9

Als Skalarprodukt zweier Vektoren ~u,~v ∈ Rn mit ~u =


u1
u2
...
un

 und ~v =


v1
v2
...
vn


wird die Summe der Produkte der einander entsprechenden Komponenten von

~u und ~v bezeichnet:

~u · ~v = u1 ·v1 + u2 ·v2 + . . .+ un ·vn =
n∑
i=1

ui · vi . �

Bemerkung: Der Name Skalarprodukt rührt daher, dass zwei Vektoren ein

Skalar, d. h. eine reelle Zahl zugeordnet wird. Beim Rechnen mit Vektoren treten

damit nunmehr drei Arten von Produkten auf, für die jeweils das Zeichen
”
·“

verwendet wird:

das Produkt zweier reeller Zahlen,

das Produkt eines Vektors mit einer reellen Zahl,

das Skalarprodukt zweier Vektoren.
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Welche Bedeutung das Zeichen
”
·“ jeweils hat, geht aus der Art von Objekten

(Vektoren oder reelle Zahlen) hervor, zwischen denen es steht, siehe hierzu die

Aufgabe 1 auf S. 131.

Rechenregeln für das Skalarprodukt

Satz 3.13

Für beliebige Vektoren ~u, ~v, ~w und alle λ ∈ R gilt:

1. ~u · ~v = ~v · ~u (Kommutativgesetz),

2. (λ~u) · ~v = λ (~u · ~v) bzw. ~u · (λ~v) = λ (~u · ~v),

3. (~u+ ~v) · ~w = ~u · ~w + ~v · ~w (Distributivgesetz),

4. ~u · ~u ≥ 0 und ~u · ~u = 0⇔ ~u = ~o .

Beweis:.

1. Es werden die Definition 3.9 und die Kommutativität der Multiplikation

reeller Zahlen angewendet:

~u · ~v = u1 ·v1 + u2 ·v2 + . . .+ un ·vn = v1 ·u1 + v2 ·u2 + . . .+ vn ·un = ~v · ~u ,

bzw. in Kurzschreibweise: ~u · ~v =

n∑
i=1

ui · vi =

n∑
i=1

vi · ui = ~v · ~u .

2. Die Aussage lässt sich aus der Kommutativität und Assoziativität der Mul-

tiplikation in R ableiten. Nach Definition 3.6 auf S. 103 ist λ · ~u =


λu1

λu2
...

λun

.

Damit gilt (λ~u) · ~v =

n∑
i=1

(λ·ui) · vi =

n∑
i=1

λ·(ui ·vi) = λ (~u · ~v) . Auf völlig

analoge Weise wird gezeigt, dass ~u · (λ~v) = λ (~u · ~v) gilt.

3. Unter Verwendung der Definitionen 3.6 (S. 103) und 3.9 sowie des Distribu-

tivgesetzes der reellen Zahlen lassen sich folgende Umformungen durchführen:

(~u+ ~v) · ~w =
n∑
i=1

(ui+ vi)· wi =
n∑
i=1

ui ·wi + vi ·wi

=
n∑
i=1

ui ·wi +
n∑
i=1

vi ·wi = ~u · ~w + ~v · ~w .

4. Nach Definition 3.9 ist ~u · ~u =
n∑
i=1

ui·ui =
n∑
i=1

u2
i . Da eine Summe von Qua-

draten niemals negativ sein kann, gilt ~u ·~u ≥ 0. Die Summe
n∑
i=1

u2
i ist genau

dann gleich Null, wenn jeder ihrer Summanden Null ist, also u2
i = 0 und

damit ui = 0 für alle i (i = 1 . . . n) gilt. Dies bedeutet, dass ~u der Nullvektor

ist, womit auch der zweite Teil der Behauptung bewiesen wurde.

Das Skalarprodukt ~u·~u eines Vektors mit sich selbst wird auch mit ~u 2 bezeichnet,

siehe hierzu die Aufgabe 4 b auf S. 132.
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3.5.2 Geometrische Deutung des Skalarprodukts

Der Betrag eines Vektors

In dem Abschnitt 2.2 wurde herausgearbeitet, dass der Abstand zweier Punkte

P1(x1, y1), P2(x2, y2) der Ebene
√

(x2−x1)2 + (y2−y1)2 ist und der Abstand

zweier Punkte des Raumes
√

(x2−x1)2 + (y2−y1)2 + (z2−z1)2 beträgt. Dieser

Abstand entspricht der Länge des Pfeils
−−−→
P1P2. Wird ein Vektor ~p durch den Pfeil

−−−→
P1P2 repräsentiert, so lässt sich dieser Vektor auch durch das Paar bzw. Tripel(
xp
yp

)
=
(
x2−x1
y2−y1

)
bzw.

(
xp
yp
zp

)
=

(
x2−x1

y2−y1

z2−z1

)
darstellen, siehe Abschnitt 3.3.1.

Abb. 3.36:
Länge von Pfei-
len in der Ebene
und im Raum

Bildet man nach der Definition 3.9 das Skalarprodukt eines Vektors ~p =

(
xp
yp
zp

)
mit sich selbst, so erhält man ~p · ~p = xp·xp + yp·yp + zp·zp = x2

p + y2
p + z2

p bzw.

mit den Koordinaten des Anfangs- und des Endpunktes des Pfeils
−−−→
P1P2 (siehe

oben): ~p · ~p = (x2−x1)2 + (y2−y1)2 + (z2−z1)2.

Das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst ist also gleich dem Quadrat

der Länge eines dem Vektor zugeordneten Pfeils; umgekehrt errechnet sich die

Länge eines Pfeils als Wurzel des Skalarproduktes des zugehörigen Vektors mit

sich selbst. Wir verallgemeinern dieses Konzept nun für beliebige Vektoren in

Rn, wobei wir von Beträgen von Vektoren statt von Längen entsprechender

Pfeile sprechen.

Definition 3.10

Als Betrag eines Vektors ~u bezeichnet man die Wurzel aus dem Skalarprodukt

dieses Vektors mit sich selbst:
|~u| =

√
~u · ~u =

√
~u2 . �

Von fundamentaler Bedeutung ist die folgende Beziehung zwischen dem Skalar-

produkt zweier Vektoren und ihren Beträgen.

Satz 3.14

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

Für beliebige Vektoren ~u und ~v gilt |~u · ~v| ≤ |~u| · |~v| .

Bemerkung: Das Multiplikationszeichen und die Betragsstriche treten in dem

Satz 3.14 jeweils in zwei Bedeutungen auf. Auf der linken Seite der Ungleichung

wird zunächst das Skalarprodukt der Vektoren ~u und ~v berechnet, dabei handelt
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es sich um eine reelle Zahl; von dieser wird der Absolutbetrag gebildet. Auf der

rechten Seite werden demgegenüber zunächst Beträge von Vektoren berechnet,

wobei es sich um Zahlen handelt; anschließend werden diese multipliziert.

Beweis: Falls einer der beiden Vektoren ~u und ~v der Nullvektor ist, ergibt sich

nach Definition 3.9 und Satz 3.13 sofort, dass auf beiden Seiten der Cauchy-

Schwarzschen Ungleichung Null steht, die Ungleichung somit erfüllt ist. Wir

betrachten im Folgenden nur den Fall, dass ~u 6= ~o, ~v 6= ~o und somit |~u| 6= 0,

|~v| 6= 0 ist. Damit existieren die Reziproken 1
|~u| ,

1
|~v| der Beträge beider Vektoren.

Wir verwenden im Folgenden die abkürzende Schreibweise ~u
|~u| für 1

|~u| ~u.

Nach dem Satz 3.13, 4 ist das Skalarprodukt eines beliebigen Vektors mit sich

selbst niemals negativ. Da dies auch für den Vektor ~u
|~u| −

~v
|~v| zutrifft, gilt(

~u

|~u| −
~v

|~v|

)
·
(
~u

|~u| −
~v

|~v|

)
≥ 0 .

Die linke Seite dieser Ungleichung wird nun mithilfe von Satz 3.13 umgeformt:

0 ≤
(
~u

|~u| −
~v

|~v|

)
·
(
~u

|~u| −
~v

|~v|

)
=

~u

|~u| ·
~u

|~u| +
~v

|~v| ·
~v

|~v| − 2· ~u|~u| ·
~v

|~v|

=
~u·~u
|~u|2 +

~v ·~v
|~v|2 − 2· ~u·~v|~u|·|~v| .

Wegen Definition 3.10 ist ~u·~u = |~u|2 und ~v·~v = |~v|2, die obere Ungleichung lässt

sich also in der Form
0 ≤ 2− 2· ~u·~v|~u|·|~v| bzw.

~u·~v
|~u|·|~v| ≤ 1

schreiben. Somit gilt also ~u·~v ≤ |~u|·|~v|. Auf analoge Weise lässt sich (z. B. durch

Einsetzen des Gegenvektors −~u an Stelle von ~u) zeigen, dass auch −~u·~v ≤ |~u|·|~v|
ist. Aus beiden Ungleichungen zusammen ergibt sich die Behauptung

|~u · ~v| ≤ |~u| · |~v| .

Das Skalarprodukt kollinearer Vektoren

Satz 3.15

Zwei Vektoren ~u und ~v seien kollinear. Sind ~u und ~v gleich orientiert, so gilt:

~u · ~v = |~u| · |~v| .
Falls ~u und ~v entgegengesetzt orientiert sind, so gilt:

~u · ~v = − |~u| · |~v| .

Beweis: Nach Definition 3.8 sind zwei Vektoren ~u und ~v kollinear, wenn einer

der Vektoren ein Vielfaches des anderen Vektors ist, also z. B. λ ∈ R mit ~v = λ·~u
existiert. Für das Skalarprodukt beider Vektoren gilt dann nach Satz 3.13, 2:

~u · ~v = ~u · (λ~u) = λ·(~u · ~u) .

Für den Betrag des Vektors ~v gilt nach Definition 3.10 und Satz 3.13, 2:

|~v| = |λ~u| =
√

(λ~u) · (λ~u) =
√
λλ · (~u · ~u) = |λ|·

√
~u · ~u = |λ|·|~u| .

Somit gilt |~u|·|~v| = |λ|·|~u|·|~u| = |λ|·(~u·~u). Wegen ~u ·~v = λ·(~u·~u) ist für λ>0 (was

nach Definition 3.5 bedeutet, dass ~u und ~v gleich orientiert sind) ~u ·~v = |~u| · |~v|.
Sind ~u und ~v entgegengesetzt orientiert, also λ<0, so ist ~u ·~v = − |~u| · |~v|.
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Ohne Beweis sei angemerkt, dass auch die Umkehrung des Satzes 3.15 gilt,

für zwei Vektoren ~u und ~v also nur dann ~u · ~v = ± |~u|·|~v| ist, wenn die beiden

Vektoren kollinear sind.

Das Skalarprodukt orthogonaler Vektoren

Wir nennen zwei Vektoren orthogonal, wenn sie repräsentierende Pfeile besitzen,

die auf zueinander senkrechten Geraden liegen oder wenn mindestens einer der

beiden Vektoren der Nullvektor ist.

Satz 3.16

Zwei Vektoren ~u und ~v sind genau dann orthogonal, wenn ~u · ~v = 0 gilt.

Beweis: Wir führen zwei Beweise für diesen Satz und wenden dabei sehr unter-

schiedlichen Vorgehensweisen an. Der erste Beweis beschränkt sich auf Vektoren

in R2, während der zweite Beweis auch Pfeilklassen des Raumes erfasst.

1. Wir betrachten zwei Vektoren ~u =
(
xu
yu

)
und ~v =

(
xv
yv

)
.

– Ist ~u oder ~v der Nullvektor, so folgt ~u · ~v = 0 direkt aus Definition 3.9.

– Es sei keiner der beiden Vektoren der Nullvektor, aber eine Komponente

eines der Vektoren sei gleich Null (was bedeutet, dass dieser Vektor die

Richtung einer der Koordinatenachsen angibt), z. B. ~u =
(
xu
0

)
. Die beiden

Vektoren ~u und ~v sind unter dieser Voraussetzung genau dann orthogo-

nal, wenn ~v die Richtung der y-Achse angibt, also xv = 0 ist. In diesem

Falle ist ~u ·~v = xu xv+yu yv = xu ·0 + 0 ·yv = 0. Umgekehrt folgt aus

~u·~v = xu xv + yu yv = 0 mit yu = 0, dass xu xv =0 sein muss. Da wegen

~u 6=~o nicht xu=0 sein kann, ist xv=0. ~u und ~v sind daher orthogonal.

– Es ist noch der Fall zu untersuchen, dass keine Komponente eines der Vek-

toren ~u und ~v Null ist. Wir betrachten Pfeile, welche diese beiden Vek-

toren repräsentieren und ihren Anfangspunkt im Koordinatenursprung

haben sowie die Geraden g und h, welchen diese Pfeile angehören, siehe

Abb. 3.37. Die Anstiege dieser Geraden sind mg =
yu
xu

und mh =
yv
xv

.

Nach dem Satz 2.2 auf S. 54 sind die Geraden g und h genau dann senk-

recht zueinander, wenn mh = − 1

mg
gilt. Dies ist gleichbedeutend mit

yv
xv

= −xu
yu

⇔ yv ·yu = −xu ·xv ⇔ yu ·yv + xu ·xv = 0 ⇔ ~u · ~v = 0.

Abb. 3.37:
Orthogonale Vektoren in R2
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2. Wir beweisen den Satz nun für Vektoren von R3 bzw. Pfeilklassen im Raum.

Es seien zwei Vektoren ~u =

(
xu
yu
zu

)
und ~v =

(
xv
yv
zv

)
gegeben, unter denen

nicht der Nullvektor ist. (Ist ~u = ~o oder ~v = ~o, so folgt ~u ·~v = 0 wieder-

um direkt aus der Definition 3.9.) Wir betrachten zwei Pfeile
−−→
OU und

−−→
OV ,

welche Repräsentanten von ~u bzw. ~v sind und deren Anfangspunkt der Ko-

ordinatenursprung ist, siehe Abb. 3.38. Die Vektoren sind genau dann or-

thogonal, wenn das Dreieck ∆UV O bei O rechtwinklig ist. Nach dem Satz

des Pythagoras und seiner Umkehrung ist dies genau dann der Fall, wenn

|OU |2 + |OV |2 = |UV |2 gilt. Diese Abstandsquadrate lassen sich folgender-

maßen mithilfe der Vektoren ~u und ~v bzw. ihrer Komponenten ausdrücken:

|OU |2 = |~u|2

|OV |2 = |~v|2

|UV |2 = |~v − ~u|2 = (xv−xu)2 + (yv−yu)2 + (zv−zu)2

= x2
v + x2

u − 2xuxv + y2
v + y2

u − 2yuyv + z2
v + z2

u − 2zuzv

= x2
u + y2

u + z2
u + x2

v + y2
v + z2

v − 2·(xuxv + yuyv + zuzv)

= |~u|2 + |~v|2 − 2·~u·~v .

Es gilt somit |OU |2 + |OV |2 = |UV |2 genau dann, wenn ~u ·~v = 0 ist, und

genau in diesem Falle sind die Vektoren ~u und ~v orthogonal.

Abb. 3.38:
Orthogonale Vektoren im Raum

Bestimmung eines Vektors, der zu zwei gegebenen Vektoren orthogonal ist

Beispiel 3.12

Gesucht ist ein Vektor ~n =

(
xn
yn
zn

)
, der zu ~u =

(
3
−1

7

)
und zu ~v =

(
2
−5

9

)
orthogo-

nal ist. Dazu wird der Satz 3.16 herangezogen. Die Bedingungen ~u · ~n = 0 und

~v · ~n = 0 führen zu dem linearen Gleichungssystem

3xn − yn + 7 zn = 0

2xn − 5 yn + 9 zn = 0 .

Die Lösungen dieses LGS lassen sich in der Form

(
xn
yn
zn

)
= t ·

(−2
1
1

)
mit t ∈ R

darstellen. Alle Vektoren dieser Form sind sowohl zu ~u als auch zu ~v orthogonal,

so zum Beispiel der Vektor ~n =

(−2
1
1

)
.
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Skalarprodukt und Winkel zwischen Vektoren

Mit den Sätzen 3.14, 3.15 und 3.16 ist nun bekannt, dass der Betrag des Ska-

larproduktes zweier Vektoren maximal ist, wenn diese Vektoren kollinear sind

und minimal (nämlich Null), wenn die Vektoren orthogonal sind. Damit liegt die

Vermutung nahe, dass das Skalarprodukt zweier Vektoren von ihren Beträgen

und von dem Winkel zwischen den Vektoren abhängt. (Als Winkel zweier Vek-

toren betrachten wir den Winkel von zwei Geraden, auf denen repräsentierende

Pfeile der betrachteten Vektoren liegen.)

Um den Zusammenhang zwischen dem Skalarprodukt zweier Vektoren und

ihrem Winkel zu untersuchen, betrachten wir zwei Vektoren ~u und ~v, die weder

kollinear noch orthogonal zueinander sind, sowie Pfeile
−−→
PU und

−−→
PV mit einem

gemeinsamen Anfangspunkt P , die Repräsentanten von ~u bzw. ~v sind. Es ist

unerheblich, ob ~u und ~v Vektoren der Ebene oder des Raumes sind, denn auch

in letzterem Falle liegen die Pfeile
−−→
PU und

−−→
PV in einer Ebene (Abb. 3.39 a).

a) b) c) d)

Abb. 3.39: Winkel zwischen zwei Vektoren im Raum und in der Ebene

Von dem Endpunkt V des zu ~v gehörigen Pfeils
−−→
PV fällen wir das Lot auf die

Gerade, die durch
−−→
PU verläuft und bezeichnen den Lotfußpunkt mit V1. Der

Vektor ~v wird dadurch in einen zu ~u kollinearen Vektor ~v1 =
−−→
PV1 und einen zu

~u orthogonalen Vektor ~v2 =
−−→
V1V zerlegt. Es gilt ~v = ~v1 + ~v2 und somit

~u · ~v = ~u · (~v1 + ~v2) = ~u · ~v1 + ~u · ~v2 .

Da ~u und ~v2 orthogonal sind, ist ~u · ~v2 = 0 und deshalb

~u · ~v = ~u · ~v1 .

Die Vektoren ~u und ~v1 können, je nachdem, ob der Winkel ϕ zwischen den

Vektoren ~u und ~v spitz oder stumpf ist, gleich oder entgegengesetzt orientiert

sein (siehe Abb. 3.39 b, c bzw. d). Diese beiden Fälle werden nun untersucht.

1. Es seien ~u und ~v1 gleich orientiert. Dann ist wegen Satz 3.15 ~u ·~v1 = |~u| · |~v1|.
In dem rechtwinkligen Dreieck ∆PV1V (Abb. 3.39 b, c) gilt cosϕ = |PV1|

|PV |
bzw. |~v1| = |~v| · cosϕ. Wegen ~u · ~v = ~u · ~v1 = |~u| · |~v1| folgt

~u · ~v = |~u| · |~v| · cosϕ .

2. Falls ~u und ~v1 entgegengesetzt orientiert sind, so ist ~u · ~v1 = − |~u| · |~v1|. In

dem Dreieck ∆PV1V (siehe Abb. 3.39 d) gilt dann cos (180◦−ϕ) = |PV1|
|PV |
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bzw. |~v1| = |~v| · cos (180◦−ϕ). Wegen cos (180◦−ϕ) = − cos ϕ folgt daraus

|~v1| = −|~v| · cos ϕ. Da ~u ·~v = ~u ·~v1 = − |~u| · |~v1| ist, gilt auch in diesem Falle

~u · ~v = |~u| · |~v| · cosϕ .

In beiden Fällen besteht zwischen dem Skalarprodukt zweier Vektoren ~u und ~v

sowie dem Winkel zwischen ihnen die Beziehung ~u · ~v = |~u| · |~v| · cosϕ. Diese

Beziehung gilt auch, wenn ~u und ~v kollinear oder orthogonal sind. Sind die

Vektoren nämlich kollinear und gleich bzw. entgegengesetzt orientiert, so beträgt

ihr Winkel 0◦ bzw. 180◦ und sein Kosinus ±1; dies stimmt mit dem Satz 3.15

überein, wonach ~u · ~v = ± |~u| · |~v| gilt. Sind ~u und ~v orthogonal zueinander,

so ist der Kosinus ihres Winkels Null und ihr Skalarprodukt ist nach dem Satz

3.16 ebenfalls Null. Es gilt also in jedem Falle der folgende Satz.

Satz 3.17

Für das Skalarprodukt zweier Vektoren ~u und ~v, ihre Beträge |~u|, |~v| und den

Winkel ϕ = ∠(~u,~v) gilt
~u · ~v = |~u| · |~v| · cos ϕ .

Der Satz 3.17 ermöglicht es, Winkel zwischen Vektoren zu berechnen, die als

Paare bzw. Tripel reeller Zahlen gegeben sind.

Winkel zwischen zwei Vektoren

Sind ~u =
(
xu
yu

)
und ~v =

(
xv
yv

)
zwei Vektoren der Ebene, so ist

cos∠(~u,~v) =
~u · ~v
|~u|·|~v| =

xuxv + yuyv√
x2
u + y2

u ·
√
x2
v + y2

v

.

Sind ~u =

(
xu
yu
zu

)
und ~v =

(
xv
yv
zv

)
zwei Vektoren des Raumes, so ist

cos∠(~u,~v) =
~u · ~v
|~u|·|~v| =

xuxv + yuyv + zuzv√
x2
u + y2

u + z2
u ·
√
x2
v + y2

v + z2
v

.

Beispiel 3.13

In einem Quader ABCDEFGH mit den Seitenlängen a= 4 cm, b= 3 cm und

c= 2 cm, soll der Winkel zwischen der Seite AB und der Raumdiagonalen AG

berechnet werden. Dazu wird ein Koordinatensystem gewählt, in dem sich die

Seiten und Diagonalen des Quaders leicht durch Pfeile und entsprechende Zah-

lentripel beschreiben lassen (siehe Abb. 3.40):
−→
AB =

(
4
0
0

)
,
−→
AG =

(
4
3
2

)
.

Abb. 3.40:
Berechnung eines Winkels in einem Quader
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Für den Winkel zwischen diesen beiden Vektoren gilt:

cos∠
(−→
AB,
−→
AG
)

=
−→
AB · −→AG∣∣∣−→AB∣∣∣·∣∣∣−→AG∣∣∣ =

4·4 + 0·3 + 0·2√
42 ·
√

42 + 32 + 22
=

16

4·
√

29
≈ 0,743 .

Es ergibt sich daraus für den gesuchten Winkel ∠
(−→
AB,
−→
AG
)
≈ 42◦.

3.5.3 Anwendungen des Skalarprodukts in der Geometrie und
der Physik

Mithilfe des Skalarproduktes lassen sich recht leicht viele bekannte Sätze der

Geometrie beweisen, in denen Aussagen über Winkel oder über Beziehungen

zwischen Seitenlängen und Winkelgrößen getroffen werden.

Beispiel 3.14

Satz des Thales: Liegt ein Punkt C eines Dreiecks ∆ABC auf der Peripherie

eines Kreises mit dem Durchmesser AB, so ist das Dreieck bei C rechtwinklig.

Beweis: In vektorieller Schreibweise lautet die Behauptung des Satzes (mit den

Bezeichnungen in Abb. 3.41) ~a ·~b = 0. Die Vektoren ~a und ~b lassen sich durch

~r und ~m ausdrücken: ~a = −~r + ~m, ~b = ~r + ~m. Somit ist

~a ·~b = (−~r+ ~m) · (~r+ ~m) = ~m2− ~r 2.

Da ~r und ~m Radiusvektoren sind, somit also |~r| = |~m| = r und deshalb

~m2− ~r 2 = 0 gilt, ist die Behauptung erfüllt.

Beispiel 3.15

Sinussatz : In jedem Dreieck ist der Quotient zweier Seitenlängen gleich dem

Quotienten der Sinus der jeweils gegenüberliegenden Innenwinkel:
a

b
=

sinα

sinβ
.

Beweis: Durch Multiplikation der Vektorgleichung ~a+~b = ~c mit dem Höhenvek-

tor ~h (siehe Abb. 3.42) ergibt sich zunächst

~a · ~h+~b · ~h = ~c · ~h = 0,

(da ~h⊥~c). Wegen des Satzes 3.17 ist dies gleichbedeutend mit

|~a|·|~h|·cos γ2 + |~b|·|~h|·cos (180◦−γ1) = 0
bzw.

a·cos γ2 − b·cos γ1 = 0.

Wegen γ1 = 90◦−α und γ2 = 90◦−β folgt daraus

a·cos (90◦−β) = b·cos (90◦−α) bzw. a·sin β = b·sin α

und somit die Behauptung
a

b
=

sinα

sinβ
.

Abb. 3.41:
Satz des Thales
(links)

Abb. 3.42:
Sinussatz
(rechts)
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Mechanische Arbeit

Im Physikunterricht der Sekundarstufe I wird die Hubarbeit als Produkt aus

der Länge des zurückgelegten Weges und dem Betrag der in Richtung des Weges

wirkenden Gewichtskraft berechnet: W = |~FG|·|~s|. Damit kann die Arbeit be-

rechnet werden, wenn die zu überwindende Kraft ~FG und der zurückgelegte

Weg ~s gleich gerichtet sind. Haben die Gewichtskraft und der Weg wie bei einer

geneigten Ebene verschiedene Richtungen, so muss der Winkel zwischen ~FG und

~s berücksichtigt werden. Die Arbeit ist sehr gering wenn dieser Winkel nahezu

ein rechter ist (z. B. bei einer sehr flach geneigten Ebene). Allgemein gilt:

W = ~F ·~s = |~FG|·|~s|·cos ∠(~FG, ~s).

Abb. 3.43: Arbeit an der geneigten Ebene

Beispiel 3.16

Ein PKW der Masse 1300 kg (mit Insassen) fährt eine 750 Meter lange Straße

mit dem konstanten Anstieg 9% hinauf. Es soll die dabei verrichtete Arbeit

berechnet werden (ohne Berücksichtigung von Reibung und Luftwiderstand).

Wir berechnen zunächst aus dem gegebenen Anstieg von 9% (d. h. 0,09) den

Winkel α der geneigten Ebene: tanα=0,09; es ergibt sich α≈5,14◦.

Der Winkel zwischen der Gewichtskraft ~FG und ~s ergibt sich aus α durch

∠(~FG, ~s) = 90◦+α = 95, 14◦ (siehe Abb. 3.43).

Mit |~FG| = m·g ≈ 1300 kg · 9, 81 m
s2 ≈ 12,75 kN erhalten wir:

W = ~FG ·~s = |~FG|·|~s| · cos∠(~FG, ~s) ≈ 12,75 kN ·750 m · cos 95,14◦ ≈ −857 kJ.

Das negative Vorzeichen rührt daher, dass Arbeit verrichtet (Energie zuge-

führt) werden muss. Die zu verrichtende Arbeit beträgt somit 857 kJ.

3.5.4 Aufgaben zu Abschnitt 3.5

1. Überprüfen Sie, ob folgende Terme sinnvoll sind und – falls ja – ob sich als

Ergebnisse Vektoren oder Zahlen ergeben.

a) −~a+ ~a · b b) a+~b c) ~a+ ~a ·~b d)
~a

b
e)

a

~b
f) ~a ·

(
~a ·~b

)
2. Berechnen Sie die Skalarprodukte folgender Paare von Vektoren.

a) ~a =
(

1
2

)
, ~b =

(
1,5

3

)
b) ~x =

(
1
2

)
, ~y =

(−2
1

)
c) ~u =

1

4

(
2
−3

5

)
, ~v =

(
−2

2
2

)
3. Zeigen Sie mithilfe des Satzes 3.13 auf S. 123, dass für beliebige Vektoren ~a,
~b, ~c und ~d gilt: (~a+~b) · (~c+ ~d) = ~a · ~c+~b · ~c+ ~a · ~d+~b · ~d.
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4. Finden Sie Beispiele dafür, dass die folgenden Regeln für die skalare Multi-

plikation von Vektoren nicht gelten.

a) (~u · ~v) · ~w = ~u · (~v · ~w) b) (~u · ~v)2 = ~u2 · ~v2

5. Für welche Parameter t ∈ R sind die folgenden Gleichungen erfüllt?

a)

(
2t
−7
2t2

)
·

(−t
t
1

)
= 35 b)

(−3t
−7t

4

)
·

(
2t
2
5

)
= −4t2 c)

(−11
5t

12t

)
·

(
t2

3t
4

)
= −t2−2t

6. Vergleichen Sie für die in der Aufgabe 2 gegebenen Paare von Vektoren die

Absolutbeträge |~a ·~b|, |~x · ~y|, |~u · ~v| der Skalarprodukte jeweils mit den ent-

sprechenden Produkten |~a|·|~b|, |~x|·|~y|, |~u|·|~v| der Beträge der Vektoren.

7. Begründen Sie, dass der Betrag eines Vektors genau dann Null ist, wenn es

sich um den Nullvektor handelt.

8. Bestimmen Sie einen Vektor ~n, der zu den Vektoren ~u und ~v orthogonal ist.

a) ~u =

(
6
0
−1

)
, ~v =

(
0
1
6

)
b) ~u =

(
2
−3
−5

)
, ~v =

(
2
7
0

)
c) ~u =

(
2
6
6

)
, ~v =

(
3
−6
−9

)
9. Berechnen Sie für die in Abb. 3.44 dargestellte Pyramide

a) die Kantenlängen,

b) die Höhen der Seitenflächen und

c) die Winkel ∠
(−→
AC,
−→
AS
)

, ∠
(−→
SA,
−→
SB
)

, ∠
(−−−−→
M1M2,

−−→
M1S

)
, ∠
(−−→
SM1,

−−→
SM2

)
.

10. Beweisen Sie die folgenden Sätze (siehe Abb. 3.45):

a) Wenn die Diagonalen eines Parallelogramms gleich lang sind, so ist es ein

Rechteck.

b) In jedem Rechteck sind die Diagonalen gleich lang.

c) In jedem Rhombus (Raute) stehen die Diagonalen senkrecht aufeinander.

11. Welche Arbeit ist zu verrichten, wenn ein Bierfass der Masse 130 kg um 8 m

eine 25◦ geneigte Ebene hinaufgerollt wird? Die Reibung wird vernachlässigt.

12. Ein Segelboot wird so gesteuert, dass der Wind mit einem Winkel von 25◦

zur Fahrtrichtung einfällt. Die Kraft, die der Wind auf das Boot ausübt,

beträgt 1800 N. Wie groß ist die vom Wind nach einer Strecke von 2 km am

Boot verrichtete Arbeit?

Abb. 3.44: Skizze zu Aufgabe 9 (links)

Abb. 3.45: Skizze zu Aufgabe 10
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3.6 Vektor- und Spatprodukt

3.6.1 Das Vektorprodukt

Im Gegensatz zum Skalarprodukt kann das Vektorprodukt nur für Vektoren des

Raumes bzw. in R3 gebildet werden. Durch dieses Produkt, mitunter auch als

”
Kreuzprodukt“ bezeichnet, wird zwei Vektoren ein Vektor zugeordnet.

Definition 3.11

Als Vektorprodukt zweier Vektoren ~u und ~v wird der Vektor ~u×~v mit folgenden

Eigenschaften bezeichnet:

1. ~u× ~v ist sowohl zu ~u als auch zu ~v orthogonal.

2. Der Betrag von ~u × ~v ist gleich dem Flächeninhalt des von ~u und ~v aufge-

spannten Parallelogramms (siehe Abb. 3.47), d. h.

|~u× ~v| = |~u|·|~v|· sin ∠ (~u,~v).

3. ~u, ~v und ~u×~v bilden ein Rechtssystem, d. h. ihre Orientierung entspricht der

Orientierung der x-, y- und z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems.
�

Abb. 3.46: Vektorprodukt Abb. 3.47: Flächeninhalt eines Parallelogramms

Der Begriff der Orientierung kann an dieser Stelle noch nicht exakt definiert

werden (siehe dazu den Abschnitt 6.3, speziell S. 255). Eine Veranschaulichung

ist aber durch die Rechte-Hand-Regel möglich: Zeigt ~u in Richtung des Daumens

und ~v in Richtung des Zeigefingers der rechten Hand, so zeigt ~u × ~v in die

Richtung des Mittelfingers, siehe Abb. 3.48.

Vertauscht man bei der Bildung des Vektorprodukts die Reihenfolge, in der

zwei Vektoren ~u und ~v multipliziert werden, so müssen die Vektoren ~v, ~u und

~v× ~u in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. Dies ist der Fall, wenn der

Vektor ~v×~u entgegengesetzt zu dem Vektor ~u×~v orientiert ist, siehe Abb. 3.49.

Es gilt also der folgende Satz.

Abb. 3.48: Rechte-Hand-Regel Abb. 3.49:
”
Anti-Kommutativität“
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Satz 3.18

”
Anti-Kommutativgesetz“: Für beliebige Vektoren ~u und ~v gilt ~v× ~u = −~u×~v.

In einigen Spezialfällen lassen sich recht leicht Aussagen über das Vektorpro-

dukt zweier Vektoren machen:

Satz 3.19

1. Für beliebige Vektoren ~u gilt ~u× ~o = ~o× ~u = ~o.

2. Für beliebige Vektoren ~u gilt ~u× ~u = ~o.

3. Sind zwei Vektoren ~u und ~v kollinear, so ist ~u× ~v = ~o.

4. Sind zwei Vektoren ~u und ~v orthogonal, so gilt |~u× ~v| = |~u|·|~v|.

Alle vier Aussagen des Satzes 3.19 lassen sich recht leicht anhand der Definition

3.11 begründen (siehe die Aufgabe 1 auf S. 137).

Ohne Beweis sei vermerkt, dass für das Vektorprodukt die folgenden Rechen-

regeln gelten.

Satz 3.20

1. Für beliebige Vektoren ~u,~v, ~w des Raumes gilt ~u× (~v+ ~w) = ~u× ~v + ~u× ~w

sowie (~v+ ~w)× ~u = ~v × ~u+ ~w × ~u (Distributivgesetze).

2. Für beliebige Vektoren ~u,~v des Raumes und beliebige λ ∈ R gilt

λ·(~u×~v) = (λ·~u)× ~v = ~u× (λ·~v) .

Bemerkungen:

Aus dem Grunde, dass das Vektorprodukt nicht kommutativ ist, müssen zwei

Distributivgesetze formuliert werden.

Der Satz 3.20, 2 beinhaltet, dass es zu demselben Ergebnis führt, wenn zu-

nächst ~u oder ~v mit einer reellen Zahl λ multipliziert oder wenn zuerst das

Vektorprodukt gebildet und dieses mit λ multipliziert wird. Die Reihenfolge

der Anordnung von λ und ~u kann also vertauscht werden, das bedeutet jedoch

keine Kommutativität des Vektorprodukts (siehe hierzu den Satz 3.18).

Da wegen Satz 3.20 die Klammern in λ·(~u×~v) unbedeutend sind, schreiben

wir dafür im Folgenden einfach λ·~u×~v oder λ~u×~v.

Ein Assoziativgesetz für das Vektorprodukt gilt nicht ; im Allgemeinen ist

~u× (~v × ~w) 6= (~u× ~v)× ~w (siehe Aufgabe 4 auf S. 137).

Komponentendarstellung des Vektorprodukts

Im Folgenden wird eine Möglichkeit hergeleitet, das Vektorprodukt zweier

Vektoren ~u,~v ∈ R3 anhand ihrer Komponenten zu berechnen. Dazu betrach-

ten wir zunächst die drei Einheitsvektoren in den Richtungen der Achsen eines

kartesischen Koordinatensystems: ~e1 =

(
1
0
0

)
, ~e2 =

(
0
1
0

)
und ~e3 =

(
0
0
1

)
. Diese

drei Vektoren haben jeweils den Betrag Eins und sind paarweise orthogonal zu-

einander. Ihre Vektorprodukte haben somit ebenfalls jeweils den Betrag Eins.

Unter Berücksichtigung der Orientierung (siehe S. 133) ergibt sich:

~e1 × ~e2 = ~e3 , ~e2 × ~e3 = ~e1 , ~e3 × ~e1 = ~e2
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Abb. 3.50:
Vektorprodukte orthogo-
naler Einheitsvektoren

(siehe Abb. 3.50). Sind nun ~u =

(
xu
yu
zu

)
und ~v =

(
xv
yv
zv

)
beliebige Vektoren von

R3, so lassen sie sich durch ~e1, ~e2 und ~e3 darstellen:

~u = xu ·~e1 + yu ·~e2 + zu ·~e3 , ~v = xv ·~e1 + yv ·~e2 + zv ·~e3 .

Unter Anwendung der Sätze 3.20, 3.19, 2 und 3.18 erhält man:

~u× ~v = (xu ·~e1 + yu ·~e2 + zu ·~e3)× (xv ·~e1 + yv ·~e2 + zv ·~e3)

= xu xv ~e1×~e1 + xu yv ~e1×~e2 + xu zv ~e1×~e3

+ yu xv ~e2×~e1 + yu yv ~e2×~e2 + yu zv ~e2×~e3

+ zu xv ~e3×~e1 + zu yv ~e3×~e2 + zu zv ~e3×~e3

= ~o + xu yv ~e3 + xu zv (−~e2) + yu xv (−~e3) + ~o + yu zv ~e1

+ zu xv ~e2 + zu yv (−~e1) + ~o

= (yu zv− zu yv) ~e1 + (zu xv− xu zv) ~e2 + (xu yv− yu xv) ~e3 .

Schreibt man dieses Ergebnis in Komponentenschreibweise, so ergibt sich der

folgende Satz.

Satz 3.21

Für beliebige Vektoren ~u =

(
xu
yu
zu

)
und ~v =

(
xv
yv
zv

)
gilt ~u× ~v =

(
yu zv− zu yv
zu xv− xu zv
xu yv− yu xv

)
.

Das Vektorprodukt kann verwendet werden, um auf recht einfache Weise einen

Vektor zu bestimmen, der zu zwei gegebenen Vektoren orthogonal ist (siehe hier-

zu die Aufgaben 8 auf S. 132 und 3 auf S. 137). Außerdem lassen sich mithilfe

der Definition 3.11 und des Satzes 3.21 Flächeninhalte von Parallelogrammen

und Dreiecken im Raum ermitteln, deren Eckpunktkoordinaten gegeben sind.

Beispiel 3.17

Es soll der Flächeninhalt des Dreiecks ∆ABC mit A(4; 5; 4), B(5, 1, 2) und

C(0, 3, 3) bestimmt werden (siehe Abb. 3.51 auf S. 136).

Die Vektoren
−→
AB =

(
1
−4
−2

)
,
−→
AC =

(−4
−2
−1

)
spannen ein Parallelogramm ABCD

auf. Wir berechnen zunächst das Vektorprodukt der Vektoren
−→
AB und

−→
AC.

−→
AB ×−→AC =

(
1
−4
−2

)
×

(−4
−2
−1

)
=

(
yAB zAC− zAB yAC
zAB xAC− xAB zAC
xAB yAC− yAB xAC

)
=

(
0
9

−18

)
.

Der Flächeninhalt des Dreiecks ∆ABC ist halb so groß wie der Flächeninhalt

des Parallelogramms ABCD und somit nach Definition 3.11 gleich der Hälfte

des Betrags des Vektorprodukts
−→
AB ×−→AC:

A∆ABC = 1
2 ·
∣∣∣−→AB ×−→AC∣∣∣ = 1

2

√
92+182 ≈ 10,06.
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Abb. 3.51: Dreieck im Raum Abb. 3.52: Spatprodukt Abb. 3.53: Tetraeder

3.6.2 Das Spatprodukt – Berechnung von Volumina

Drei nicht komplanare Vektoren ~u, ~v und ~w spannen ein Parallelepiped bzw.

einen Spat auf, siehe Abb. 3.52. Alle Seitenflächen eines Spats sind Parallelo-

gramme, die von je zwei der Vektoren ~u, ~v und ~w aufgespannt werden. Das

Volumen eines Spats ist das Produkt des Flächeninhalts AG einer (als Grund-

fläche betrachteten) Seitenfläche mit der zugehörigen Höhe h. Für das von den

Vektoren ~u und ~v aufgespannte Parallelogramm gilt nach Definition 3.11:

AG = |~u× ~v| .
Die zugehörige Höhe lässt sich durch

h = |~w|· cos ϕ = |~w|·| cos ∠(~u×~v, ~w)|
ausdrücken. Es muss der Betrag von cos ∠(~u×~v, ~w) verwendet werden, da bei

anderer Orientierung von ~u × ~v ein stumpfer Winkel entsteht. In diesem Falle

ist mit ϕ = 180◦− ∠(~u×~v, ~w) zu rechnen, d. h. cos ϕ = − cos ∠(~u×~v, ~w).

Für das Volumen des Spats folgt aus den vorherigen Beziehungen:

V = AG ·h = |~u× ~v|·|~w|·| cos ∠(~u×~v, ~w)| = |(~u× ~v) · ~w|.

Definition 3.12

Als Spatprodukt dreier Vektoren ~u, ~v und ~w bezeichnet man (~u×~v) · ~w. �

Das Volumen eines Spats ist daher der Absolutbetrag des Spatprodukts der

drei aufspannenden Vektoren. Damit lassen sich auch Volumina von Pyramiden

mit parallelogrammförmiger Grundfläche berechnen, diese betragen ein Drittel

der Volumina von Prismen bzw. Spaten gleicher Grundfläche und gleicher Höhe.

Beispiel 3.18

Es soll das Volumen des Tetraeders mit den Eckpunkten A(2;−4; 2), B(4; 0; 2),

C(−1; 2; 1), D(2;−1; 5) bestimmt werden (Abb. 3.53). Dazu berechnet man das

Volumen des Spats, das von den Vektoren
−→
AB,

−→
AC und

−−→
AD aufgespannt wird:

VP =
∣∣∣(−→AB ×−→AC) · −−→AD∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
((

2
4
0

)
×

(−3
6
−1

))
·

(
0
3
3

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(−4

2
24

)
·

(
0
3
3

)∣∣∣∣∣ = 78 .

Das Volumen der vierseitigen Pyramide mit dem von
−→
AB und

−→
AC aufgespannten

Parallelogramm als Grundfläche und der Spitze D beträgt ein Drittel dieses

Wertes. Da die Grundfläche des Tetraeders ABCD jedoch demgegenüber nur

halb so groß ist, hat dieses das Volumen 1
6 ·78 = 13.
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3.6.3 Aufgaben zu Abschnitt 3.6

1. Begründen Sie die Aussagen des Satzes 3.19 auf S. 134.

2. Beweisen Sie den folgenden Zusammenhang zwischen dem Vektor- und dem

Skalarprodukt für beliebige Vektoren ~u und ~v: |~u× ~v|2 = |~u|2 ·|~v|2 − (~u·~v)2.

3. Berechnen Sie die Vektorprodukte der in der Aufgabe 8 auf S. 132 gegebenen

Paare von Vektoren.

4. Begründen Sie anhand eines Gegenbeispiels, dass für das Vektorprodukt kein

Assoziativgesetz der Form ~u× (~v × ~w) = (~u× ~v)× ~w gilt.

5. Begründen Sie, dass das Viereck ABCD mit A(3; 2;−4), B(8;−2;−5),

C(2; 5;−6) und D(7; 1;−7) ein Parallelogramm ist und berechnen Sie sei-

nen Flächeninhalt.

6. Berechnen Sie das Volumen der Pyramide mit dem Parallelogramm ABCD

aus der Aufgabe 5 als Grundfläche und der Spitze S(−8; 9; 10).

7. Begründen Sie mittels geometrischer Überlegungen:

|(~u× ~v) · ~w| = |(~v × ~w) · ~u| = |(~w × ~u) · ~v|.

3.7 Vektorrechnung und -darstellung mithilfe
eines Computeralgebrasystems

Vektoren werden in dem CAS Maxima (siehe Abschnitt 1.5) als n-Tupel in ecki-

gen Klammern eingegeben, z. B. [x,y] und [x,y,z]. Diese lassen sich addieren

und mit reellen Zahlen multiplizieren. So gibt Maxima z. B. auf die Eingaben

u:[3,2,12]$ v:[-8,12.5,13]$ lambda:4/3$

u+v; lambda*u; u+lambda*v;

die Ergebnisse [−5, 14.5, 25], [4, 8
3 , 16] und [−23

3 , 18.666, 88
3 ] aus.

Graphische Darstellungen von Vektoren als Pfeile

Mithilfe von vector([x0,y0],[x,y]) bzw. vector([x0,y0,z0],[x,y,z]) lässt

sich ein Vektor
(
x
y

)
der Ebene bzw.

( x
y
z

)
des Raumes als Pfeil mit dem

Anfangspunkt P0(x0; y0) bzw. P0(x0; y0; z0) darstellen. Dazu werden die auf

S. 47/48 beschriebenen Umgebungen draw2d bzw. draw3d genutzt. Beispiele für

die Darstellung von Vektoren in der Ebene und im Raum enthält die Internetsei-

te zu diesem Buch. Mithilfe der folgenden Eingaben wurde Abb. 3.54 generiert:

load(draw)$

o:[0,0,0]$ u:[1,3,-1]$ v:[-3,-1,2]$ w:[-1,3,1]$

draw3d( user_preamble = ["set size ratio 1"], grid=true,

xyplane=0, xaxis=true, yaxis=true, zaxis=true,

xrange = [-6,6], yrange = [-6,6], zrange = [-4,4],

color = black, vector(o,u), vector(o,v), vector(o,w),

color = red, vector(u,u+v), vector(v,u+v), vector(w,u+v)

)
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Abb. 3.54:
Darstellung von Vektoren
im Raum mithilfe des CAS
Maxima

Die Werte für xrange, yrange, zrange sind anzupassen, wenn (in Abhängigkeit

von den Komponenten der zu visualisierenden Vektoren) andere Ausschnitte des

Raumes dargestellt werden sollen. Die Anschaulichkeit räumlicher Darstellungen

ist insbesondere dadurch gegeben, dass diese mit der Maus
”
gedreht“ und aus

verschiedenen Richtungen betrachtet werden können.

Linearkombinationen

Um Vektoren als Linearkombinationen anderer Vektoren darzustellen, sind li-

neare Gleichungssysteme zu lösen, vgl. Abschnitt 3.4 (zum Lösen von LGS mit

Maxima siehe Abschnitt 1.5). Um die Komponenten von Vektoren nicht einzeln

eingeben zu müssen, kann in Maxima auf Komponenten in der Form [x,y] bzw.

[x,y,z] eingegebener Vektoren zurückgegriffen werden, z. B. mittels v[2] auf

die zweite (y-) Komponente eines zuvor angegebenen Vektors ~v. Dies wird in

dem folgenden Beispiel genutzt, um die Koeffizienten bei der Darstellung des

Vektors ~x als Linearkombination der Vektoren ~u, ~v und ~w zu ermitteln.

x:[1,3,2]$ u:[-1,3,-4]$ v:[3,-5,-2]$ w:[7,-9,-4]$

solve([ lambda * u[1] + mu * v[1] + nu * w[1]= x[1],

lambda * u[2] + mu * v[2] + nu * w[2]= x[2],

lambda * u[3] + mu * v[3] + nu * w[3]= x[3] ],

[lambda, mu, nu] );

Als Ausgabe erhält man: [[lambda=-3/10, mu=-21/5, nu=19/10]].

Skalarprodukt

Für das Skalarprodukt zweier Vektoren wird ein Punkt . (dot) verwendet.

Eingabe: u:[3,4,-1]$ v:[-12,5,7]$

u.v;

Ausgabe: -23

Vektorprodukt

Das Vektorprodukt zweier Vektoren ~u und ~v wird mittels express(u∼v) berech-

net. Dazu muss vorher mittels load("vect") das Paket
”
vect“ geladen werden.

Eingabe: load("vect")$

u:[1,2,2]$ v:[-4,2,2]$

express(u∼v);

Ausgabe: [0,-10,10]

Die hier beschriebenen sowie weitere Beispiele enthält eine Maxima-Datei, die

auf der Internetseite zu diesem Buch zur Verfügung steht.
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Die in dem Kapitel 2 zunächst nur mithilfe von Koordinaten behandelte analy-

tische Geometrie wird im Folgenden mit den mächtigen Hilfsmitteln der Vektor-

rechnung weitergeführt. Diese ermöglichen es, Aufgaben der Raumgeometrie zu

bearbeiten, die mit reinen Koordinatenmethoden nicht oder nur schwer lösbar

sind. In vielen Fällen lassen sich unter Anwendung vektorieller Methoden geo-

metrische Objekte und Beziehungen im dreidimensionalen Raum auf analoge

Weise zu Sachverhalten der ebenen Geometrie untersuchen. Dabei wird auch

auf Inhalte des Kapitels 1 zurückgegriffen, in dem bereits Geraden und Ebenen

als Lösungsmengen linearer Gleichungen bzw. Gleichungssysteme auftraten.

In den ersten beiden Abschnitten dieses Kapitels wird auf der Grundlage der

Vektorrechnung zunächst affine Geometrie von Geraden und Ebenen betrieben,

d. h. es werden Lagebeziehungen untersucht, ohne dabei Maße zu verwenden.

Diese sind Gegenstand des Abschnitts 4.3 zur metrischen Geometrie, in dessen

Mittelpunkt die Berechnung von Abständen und Winkelmaßen im Raum un-

ter Nutzung des Skalarproduktes steht. Da es sich hierbei um Standardinhalte

des Mathematikunterrichts der gymnasialen Oberstufe handelt, wird eine recht

knappe Darstellung gegeben; eine Vielzahl von Aufgaben zu diesem Abschnitt

dient u. a. dazu, Schulwissen zu reaktivieren.

Bei der vektoriellen Beschreibung von Geraden und Ebenen sind Parameter-

darstellungen von zentraler Bedeutung, die im Mittelpunkt der ersten beiden

Abschnitte dieses Kapitels stehen. Parameterdarstellungen ermöglichen aber

nicht nur die Beschreibung linearer Gebilde, sondern auch interessanter Kur-

ven (sowie auch Flächen); hierauf wird ansatzweise in den Abschnitten 4.1.4

und 4.1.5 eingegangen.



140 4 Vektorielle Raumgeometrie

4.1 Parameterdarstellungen von Geraden und
Kurven

4.1.1 Beschreibung von Geraden durch Parametergleichungen

In dem Abschnitt 1.1.1 stellte sich bereits heraus, dass Lösungsmengen linea-

rer Gleichungen mit zwei Variablen im Allgemeinen durch Geraden der Ebene

dargestellt und in der Form(
x
y

)
= t ·

(
m1
m2

)
+
(
n1
n2

)
mit t ∈ R beschrieben werden können (siehe S.4). Mithilfe der Vektorrechnung

lassen sich Geraden in dieser Darstellung nun näher untersuchen, und vor allem

lässt sich diese Art, Geraden zu beschreiben, leicht auf den Raum übertragen.

Beispiel 4.1

Gegeben sind der Vektor ~p0 =

(
1
−1

3

)
und der Vektor ~a =

(−2,5
1
−1,5

)
. Es werden

die Vektoren ~p0,5 = ~p0 + 0,5~a, ~p1 = ~p0 + 1~a, ~p1,5 = ~p0 + 1,5~a, ~p2 = ~p0 + 2~a,

~p−0,5 = ~p0−0,5~a, ~p−1 = ~p0−1~a, ~p−1,5 = ~p0−1,5~a und ~p−2 = ~p0−2~a berechnet.

In ein Koordinatensystem werden eingezeichnet:

der Pfeil
−−→
OP0 als Repräsentant des Vektors ~p0 mit dem Anfangspunkt im

Koordinatenursprung,

ein Pfeil mit dem Anfangspunkt P0, der den Vektor ~a repräsentiert,

Pfeile
−−−→
OP−2,

−−−−−→
OP−1,5, . . . ,

−−→
OP2 als Repräsentanten der Vektoren ~p−2, . . . , ~p2.

Die Endpunkte P−2, P−1,5, . . . , P2 der entsprechenden Pfeile werden markiert,

siehe Abb. 4.1 (links). Offensichtlich liegen alle diese Punkte auf einer Geraden.

Durch die Darstellung einer größeren Anzahl von Punkten nach derselben Vor-

gehensweise wie in Abb. 4.1 (rechts) wird dies noch deutlicher sichtbar.

Abb. 4.1:
Punkte einer durch
eine Parameterdar-
stellung gegebenen
Geraden

Interaktive Versionen dieser Abbildungen, die aus verschiedenen Richtungen betrachtet wer-
den können, enthält die Internetseite zu diesem Buch.

Alle Endpunkte von Pfeilen
−−→
OP der Ebene oder des Raumes, welche Vektoren

repräsentieren, die sich in der Form ~p = ~p0 + t~a (mit festen Vektoren ~p0 und

~a sowie t ∈ R) darstellen lassen, liegen auf einer Geraden. Umgekehrt lassen

sich alle Punkte P der Geraden, die durch einen Punkt P0 verläuft und deren

Richtung durch einen Vektor ~a gegeben ist, in der Form ~p = ~p0 + t~a (mit
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t ∈ R) beschreiben, wobei ~p der durch den Pfeil
−−→
OP und ~p0 der durch

−−→
OP0

repräsentierte Vektor ist. Dabei werden folgende Bezeichnungen verwendet:

Ein Vektor ~p heißt Ortsvektor eines Punktes P , falls ~p einen repräsentieren-

den Pfeil
−−→
OP besitzt, dessen Anfangspunkt der Koordinatenursprung und

dessen Endpunkt P ist.

Ein bekannter (fester) Punkt P0 einer Geraden g heißt Aufpunkt von g. Es

kann jeder Punkt einer Geraden als Aufpunkt verwendet werden.

Der Ortsvektor eines Aufpunktes einer Geraden wird als Stützvektor dieser

Geraden bezeichnet.

Ein Vektor ~a, der die Richtung einer Geraden g beschreibt, heißt Richtungs-

vektor von g.

Die Variable t in der Darstellung ~p = ~p0 + t~a einer Geraden heißt Parameter.

Parameterdarstellungen von Geraden

Jede Gerade g in der Ebene oder im Raum lässt sich durch eine Gleichung

der Form
~p = ~p0 + t~a (4.1)

beschreiben, die als Parameterdarstellung oder Parametergleichung von g

bezeichnet wird. Dabei ist ~a ein Richtungsvektor und ~p0 ein Stützvektor der

Geraden g. Der Parameter t durchläuft den gesamten Bereich der reellen

Zahlen, wobei jeder Zahl t ein Punkt P der Geraden mit dem Ortsvektor

~p = ~p0 + t~a zugeordnet ist.

Abb. 4.2: Gerade mit Pfeilen, die einen
Stützvektor und einen Richtungsvektor
repräsentieren, sowie einem (willkürlich
gewählten) Punkt P

Während eine Parameterdarstellung der Form (4.1) stets genau eine Gerade

beschreibt, kann ein und dieselbe Gerade durch verschiedene Parameterdarstel-

lungen beschrieben werden.

Beispiel 4.2

Durch die Parameterdarstellungen ~p = ~p0 + t~a und ~p = ~q0 + s~b mit

~p0 =

(
4
−2
−2

)
, ~q0 =

(
−4

6
2

)
, ~a =

(
−2

2
1

)
und ~b =

(
3
−3
−1,5

)
wird dieselbe Gerade beschrieben, siehe Abb. 4.3.

Die Vektoren ~a und ~b sind kollinear, denn es gilt ~b = −1,5 ·~a. Außerdem

liegt der Punkt Q0 auf der durch ~p = ~p0 + t~a beschriebenen Geraden. Dies

lässt sich mittels einer so genannten Punktprobe überprüfen, indem ~q0 in diese

Parameterdarstellung eingesetzt wird:
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Abb. 4.3: Zwei Stütz- und zwei Richtungs-
vektoren einer Geraden

Abb. 4.4: Gerade durch zwei gegebene
Punkte(

−4
6
2

)
=

(
4
−2
−2

)
+ t ·

(
−2

2
1

)
.

Mit t= 4 ist diese Vektorgleichung offensichtlich erfüllt. Somit liegt Q0 auf der

durch die Parameterdarstellung ~p = ~p0 + t~a beschriebenen Geraden (es ließe

sich analog zeigen, dass P0 auf der durch ~p = ~q0 + s~b erzeugten Geraden liegt,

dies ist aber nicht mehr notwendig). Da außerdem die Richtungsvektoren ~a und~b

kollinear sind, ergibt sich durch beide Parameterdarstellungen dieselbe Gerade.

Diese Gerade wird zudem auch durch die Parameterdarstellungen ~p = ~q0 + u~a

und ~p = ~p0 + v~b mit u, v ∈ R beschrieben.

Aufstellen einer Parameterdarstellung einer Geraden anhand zweier Punkte

Beispiel 4.3

Gegeben sind zwei Punkte P1(3; 3; 4) und P2(1; 1; 2), gesucht ist eine Parame-

terdarstellung der durch P1 und P2 verlaufenden Geraden g, siehe Abb. 4.4. Ein

Richtungsvektor ~a von g ist der Vektor, der sich als Differenz der Ortsvektoren

der Punkte P1 und P2 ergibt: ~a = ~p2− ~p1 =

(
1
1
2

)
−

(
3
3
4

)
=

(
−2
−2
−2

)
. Als Stütz-

vektor kann ~p2 oder ~p1 verwendet werden, Parameterdarstellungen von g sind

somit z. B. ~p =

(
1
1
2

)
+ t ·

(
−2
−2
−2

)
und ~p =

(
3
3
4

)
+ s ·

(
1
1
1

)
.

4.1.2 Parameter- und Koordinatengleichungen bzw. LGS

In dem Abschnitt 1.1.1 wurde bereits festgestellt, dass Lösungsmengen von li-

nearen Gleichungen mit zwei Variablen in den meisten Fällen Geraden in der

Ebene beschreiben, und es wurden diese Lösungsmengen als Parameterdarstel-

lungen angegeben, siehe das Beispiel 1.2 auf S. 4 sowie die Zusammenfassung auf

S. 5. Umgekehrt lassen sich auch Geraden der Ebene, die durch Parameterglei-

chungen gegeben sind, durch Gleichungen der Form a x+ b y = c beschreiben.
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Beispiel 4.4

Eine Gerade ist durch die Parameterdarstellung

~p =
(
x
y

)
= t ·

(
3
−8

)
+
(−5

3

)
gegeben. Diese lässt sich auch in Form von zwei Gleichungen schreiben:

x = 3 t − 5
y = − 8 t + 3 .

Aus diesem LGS wird nun der Parameter t eliminiert. Multipliziert man die

erste Gleichung mit 8, die zweite Gleichung mit 3 und addiert anschließend

beide Gleichungen, so ergibt sich

8x + 3 y = −31

als Koordinatengleichung der gegebenen Geraden.

Geraden im Raum lassen sich nicht durch einzelne lineare Gleichungen darstel-

len, da deren Lösungsmengen Ebenen beschreiben oder leer sind, siehe Abschnitt

1.2.1. Hingegen können Lösungsmengen von linearen Gleichungssystemen mit

drei Variablen und zwei Gleichungen, die den Rang 2 haben, geometrisch als

Geraden interpretiert werden, siehe das Beispiel 1.16 a auf S. 19. Für dieses

Beispiel wird im Folgenden eine Parametergleichung aufgestellt.

Beispiel 4.5

Eine Parametergleichung der Geraden, welche die Lösungsmenge des LGS
3
2 x − 2 y + 4 z = 1
x + y − 3 z = 2

beschreibt, erhält man durch Lösung dieses LGS (z. B. mithilfe des Gauß-Al-

gorithmus, siehe Beispiel 1.23 auf S. 27). Es ergibt sich eine Lösungsmenge mit

einem Parameter:
x = 4

7 t + 10
7

y = 17
7 t + 4

7

z = t

(t ∈ R).

Eine Parameterdarstellung der durch das LGS beschriebenen Geraden ist also

~p = t ·

 4
7
17
7

1

+

 10
7
4
7

0

 .

In Umkehrung zu dem Beispiel 4.5 lassen sich Geraden des Raumes, die durch

Parameterdarstellungen gegeben sind, auch durch lineare Gleichungssysteme

mit zwei Gleichungen beschreiben.

Beispiel 4.6

Die Gerade aus dem Beispiel 4.2 (Abb. 4.3) wird durch die Parametergleichung

~p =

(
x
y
z

)
=

(
4
−2
−2

)
+ t ·

(
−2

2
1

)
beschrieben, die sich auch in einzelnen Gleichungen schreiben lässt:

x = 4 − 2 t
y = − 2 + 2 t
z = − 2 + t .
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Aus zwei Paaren dieser Gleichungen (z. B. aus der ersten und der zweiten sowie

der zweiten und der dritten Gleichung) wird der Parameter t eliminiert (wie in

Beispiel 4.4 beschrieben). Es ergibt sich das LGS

x + y = 2
− y + 2 z = −2

als Beschreibung der Geraden.

4.1.3 Lagebeziehungen und Schnittpunkte von Geraden

Nachdem in dem Abschnitt 1.1.2 bereits Lagebeziehungen von Geraden in der

Ebene untersucht und (falls vorhanden) ihre Schnittpunkte bestimmt wurden,

ist dies nun anhand von Parameterdarstellungen auch für Geraden im Raum

möglich. Zunächst ist leicht zu überlegen, dass zwei Geraden parallel oder sogar

identisch sind, falls ihre Richtungsvektoren kollinear sind.

Beispiel 4.7

Die Richtungsvektoren der drei Geraden g, h und k mit

g : ~p = ~p0 + t~a =

(
−1
−1

2

)
+ t ·

(
−1
−1
−0, 5

)
, h : ~p = ~q0 + s~b =

(
3
3
4

)
+ s ·

(
−2
−2
−1

)
und

k : ~p = ~r0 + r~c =

(
4
−3

3

)
+ r ·

(
2
2
1

)
sind jeweils kollinear: ~c =−~b =−2~a. Die

Geraden g, h und k sind daher jeweils zueinander parallel oder sogar identisch.

Um festzustellen, ob g und h identisch sind, reicht es aus, zu prüfen, ob ein

einziger Punkt von g auf h liegt oder umgekehrt, ob also z. B. t ∈ R existiert mit

~q0 = ~p0 + t~a. Dies ist der Fall, denn mit t = −4 ist

(
3
3
4

)
=

(
−1
−1

2

)
− 4 ·

(
−1
−1
−0, 5

)
.

Die Geraden g und h sind somit identisch. Zu einem anderen Ergebnis führt die

Überprüfung, ob g und k identisch sind. Dazu müsste ein t ∈ R mit ~r0 = ~p0+t~a

existieren, also mit

(
4
−3

3

)
=

(
−1
−1

2

)
+ t ·

(
−1
−1
−0, 5

)
. Damit diese Vektorgleichung

für die erste Komponente erfüllt ist, müsste t = −5 sein, für die zweite Kompo-

nente hingegen t = 2. Somit erfüllt keine reelle Zahl t diese Vektorgleichung; die

Gerade k ist nicht identisch mit g und h, sondern lediglich parallel dazu.

Abb. 4.5: Parallele und identische Geraden

Eine interaktive Version dieser Abbildung,
die aus verschiedenen Richtungen betrachtet
werden kann, enthält die Internetseite zu die-
sem Buch.

Im Folgenden werden Geraden mit nicht kollinearen Richtungsvektoren unter-

sucht. Dabei sind die Fälle möglich, dass sich zwei Geraden schneiden oder dass

sie keinen Schnittpunkt besitzen, man spricht dann von windschiefen Geraden.
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Beispiel 4.8

Die Geraden g und h (siehe Abb. 4.6) mit den Parameterdarstellungen

g : ~p = ~p0 + t~a =

(
4
2
1

)
+ t ·

(
−2
−1
0, 5

)
, h : ~p = ~q0 + s~b =

(
−2

4
1

)
+ s ·

(
−1
−3

1

)
sind nicht parallel oder identisch, denn die Richtungsvektoren ~a und ~b sind nicht

kollinear. Wenn es einen gemeinsamen Punkt P beider Geraden gäbe, so müss-

ten Parameter t und s existieren, mit denen sich der Ortsvektor ~p von P aus den

Parameterdarstellungen beider Geraden ergibt. Um zu prüfen, ob es derartige

Parameter t, s gibt, werden die Parameterdarstellungen gleichgesetzt:(
4
2
1

)
+ t ·

(
−2
−1
0, 5

)
=

(
−2

4
1

)
+ s ·

(
−1
−3

1

)
Dieser Vektorgleichung entspricht das lineare Gleichungssystem

−2 t + s = −6
− t + 3 s = 2

0, 5 t − s = 0 ,

das die Lösung t=4, s=2 hat. Die beiden Geraden besitzen somit einen Schnitt-

punkt P , dessen Ortsvektor ~p sich durch Einsetzen der ermittelten Werte für s

bzw. t in eine der beiden Parameterdarstellungen ergibt: ~p =

(
−4
−2

3

)
.

Abb. 4.6: Sich schneidende Geraden Abb. 4.7: Windschiefe Geraden

Interaktive Versionen dieser Abbildungen enthält die Internetseite zu diesem Buch.

Beispiel 4.9

Es wird die gegenseitige Lage der Geraden g und h (siehe Abb. 4.7) mit

g : ~p = ~p0 + t~a =

(
−1
−2

2

)
+ t ·

(
−4

6
−2

)
, h : ~p = ~q0 + s~b =

(
1
3
2

)
+ s ·

(
−3

3
−1

)
untersucht. Dabei wird wie in dem Beispiel 4.8 verfahren. Durch Gleichsetzen

der Parameterdarstellungen ergibt sich das lineare Gleichungssystem
−4 t + 3 s = 2

6 t − 3 s = 5
−2 t + s = 0 .

Dieses LGS ist nicht lösbar. Somit existiert kein gemeinsamer Punkt der Ge-

raden g und h. Da die Richtungsvektoren ~a und ~b offensichtlich nicht kollinear

sind, sind die Geraden g und h auch nicht parallel, sondern windschief.
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4.1.4 Parameterdarstellungen als Funktionen, Beschreibung
von Bewegungen

Durch Parameterdarstellungen von Geraden werden reellen Zahlen Vektoren ~p

und damit Punkte P der Ebene oder des Raumes zugeordnet. Eine Parameter-

darstellung lässt sich daher als Funktion ϕ auffassen mit

ϕ : R→ R2 mit ϕ : t 7→ ~p0+t~a bzw. ϕ : R→ R3 mit ϕ : t 7→ ~p0+t~a .

Der Parameter t hat hierbei die Funktion einer Variablen. Während aber Funk-

tionswerte bei den aus der Schule bekannten Funktionen ebenfalls Zahlen sind,

handelt es sich bei Funktionswerten von Parameterdarstellungen um n-Tupel

(wir beschränken uns hier auf Paare und Tripel) reeller Zahlen.

Besonders bei physikalischen Anwendungen ist es sinnvoll, den Parameter t als

Zeit aufzufassen. Durch eine Parameterdarstellung ϕ : t 7→ ~p = ~p0 +t~a wird die

zeitabhängige Position des durch den Ortsvektor ~p beschriebenen Punktes auf

einer Geraden beschrieben. Parameterdarstellungen erhalten damit einen neuen

Aspekt; neben der geometrischen Form einer Bewegungsbahn (im einfachsten

Falle eine Gerade) wird auch die Art der Bewegung beschrieben.

Beispiel 4.10

Die drei Parameterdarstellungen

(1) ~p (t) = ~p0 + t · ~v1

(2) ~p (t) = ~p0 + t · ~v2

(3) ~p (t) = ~p0 + t2 ·~a
mit t ∈ R, t ≥ 0 , ~v1 =

(
1,5

0
0

)
, ~v2 =

(
1
0
0

)
, ~a =

(
1
0
0

)
stellen dieselbe Halbgerade dar. Wird der Parameter t als Zeit aufgefasst, so

beschreibt (1) eine gleichförmige Bewegung, (2) eine gleichförmige Bewegung

geringerer Geschwindigkeit und (3) eine gleichmäßig beschleunigte Bewegung.

Die Richtungsvektoren ~v1 und ~v2 sind Geschwindigkeitsvektoren, ~a ist ein Be-

schleunigungsvektor. In Abb. 4.8 sind Positionen sich bewegender Punkte bei

diesen drei Bewegungsvorgängen innerhalb des Zeitintervalls [0; 1] dargestellt;

zwischen zwei benachbarten Punkten verstreicht jeweils gleich viel Zeit.

Abb. 4.8: Beschreibung ei-
ner geradlinigen Bahn durch
drei Parameterdarstellungen

Ein Video, das die drei Bewe-
gungsvorgänge zeigt, befin-
det sich auf der Internetseite
zu diesem Buch.

Beispiel 4.11

Der schräge Wurf setzt sich aus einer gleichförmigen Bewegung mit der Ab-

wurfgeschwindigkeit ~v0 und einer gleichmäßig beschleunigten Bewegung mit der

Erdbeschleunigung ~g zusammen. Der gleichförmige Anteil beschreibt die (gerad-

linige) Bahn, die ein geworfener Gegenstand in der Schwerelosigkeit im Vakuum

zurücklegen wurde: ~p = ~p0 + ~v0 · t. Dazu addiert sich die Komponente des Fal-
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Abb. 4.9: Schräger Wurf

Ein Video, das den schrägen
Wurf mit seiner Bewegungs-
bahn zeigt, befindet sich auf
der Internetseite zu diesem
Buch.

lens, die senkrecht zur Erdoberfläche gerichtet ist und den Betrag g
2 t

2 hat. Der

schräge Wurf wird damit durch die vektorielle Gleichung

~p = ~p0 + ~v0 · t+ 1
2 ~g · t

2

beschrieben, siehe Abb. 4.9.

4.1.5 Exkurs: Parameterdarstellungen einiger Kurven

Bereits in dem Beispiel 4.11 zeigte sich, dass durch Parameterdarstellungen nicht

nur Geraden beschrieben werden können, sondern auch Kurven wie die Wurf-

parabel. Im Folgenden werden – ausgehend von Kreisen – einige interessante

Kurven betrachtet und durch Parameterdarstellungen beschrieben.

Die Sinus- und die Kosinusfunktion werden am Einheitskreis mit den in

Abb. 4.10 verwendeten Bezeichnungen folgendermaßen definiert:

sinα = yα , cosα = xα .

Betrachtet man umgekehrt die Koordinaten von Punkten des Kreises in Abhän-

gigkeit von den entsprechenden Winkeln und multipliziert die trigonometrischen

Terme mit einer positiven Zahl r, so erhält man die folgende Parameterdarstel-

lung für einen Kreis in Mittelpunktslage mit beliebigem Radius r:

x(α) = r · cosα , y(α) = r · sinα ; α ∈ [0; 2π) .

Da im Folgenden neue Kurven ausgehend vom Kreis entwickelt und darin

weitere Größen in Abhängigkeit von dem Parameter ausgedrückt werden sollen,

empfiehlt es sich, einen neuen Parameter t einzuführen, und α durch 2πt zu

ersetzen, wobei t dann das Intervall [0; 1) durchläuft. Daraus ergibt sich die

folgende Parameterdarstellung des Kreises:

x(t) = r · cos (2πt)

y(t) = r · sin (2πt)
(4.2)

Diese Beschreibung des Kreises ist äquivalent zu der Gleichung (2.7) des Kreises

in Mittelpunktslage (siehe S. 58), denn es gilt

(x(t))2 + (y(t))2 = r2 ·
(
cos2(2πt) + sin2(2πt)

)
= r2.

Abb. 4.10: Sinus und Kosinus am Einheitskreis
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Abb. 4.11: Archimedische Spirale Abb. 4.12: Logarithmische Spirale

Ersetzt man in der Parameterdarstellung (4.2) eines Kreises den konstanten

Radius durch Funktionen des Parameters t, so lassen sich damit interessante

Kurven erzeugen.

Beispiel 4.12

Ersetzen von r durch r ·t in der Parameterdarstellung (4.2) führt dazu, dass sich

die Abstände der Punkte zum Mittelpunkt mit steigendem Winkel proportional

zum Winkel vergrößern. Die entsprechende Parameterdarstellung

x(t) = r t · cos (2πt)

y(t) = r t · sin (2πt)
(t ∈ [0; 4])

beschreibt eine archimedische Spirale, siehe Abb. 4.11. Da t das Intervall [0; 4]

durchläuft, hat diese Spirale vier Windungen.

Beispiel 4.13

Eine weitere bekannte Kurve ist die logarithmische Spirale, siehe Abb. 4.12.

Auch sie geht aus der Parameterdarstellung (4.2) des Kreises dadurch hervor,

dass der konstante Radius r durch eine Funktion des Parameters ersetzt wird. Da

hierfür eine Exponentialfunktion verwendet wird, vergrößert sich der Abstand

zwischen den Windungen sehr stark. Die in Abb. 4.12 dargestellte logarithmische

Spirale hat die Parameterdarstellung

x(t) = et · cos (2πt)

y(t) = et · sin (2πt)
(t ∈ [0; 4]).

Kurven im Raum

Ausgehend von Kreisen lassen sich neben ebenen Kurven auch Raumkurven un-

tersuchen. Dazu wird zunächst ein Kreis in einer der Koordinatenebenen durch

eine Parameterdarstellung beschrieben, z. B. der Kreis in der x-y-Ebene mit

dem Radius r und dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung durch

x(t) = r · cos (2πt)

y(t) = r · sin (2πt)

z(t) = 0

(t ∈ [0; 1)) . (4.3)
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Abb. 4.13: Schraubenlinie Abb. 4.14: Konische Spirale

Beispiel 4.14

Ersetzt man in der Parameterdarstellung (4.3) die konstante Koordinate z durch

eine lineare Funktion y des Parameters t (z. B. z(t) = h·t), so erhält man eine

Kurve, die dem Gewinde einer Schraube ähnlich ist und als Schraubenlinie oder

zylindrische Spirale oder Helix bezeichnet wird, siehe Abb. 4.13:

x(t) = r · cos (2πt)

y(t) = r · sin (2πt)

z(t) = h t

(t ∈ [−2; 2]) .

Beispiel 4.15

Kombiniert man die Änderungen an der Parameterdarstellung des Kreises, die

zur Archimedischen Spirale und zur Schraubenlinie geführt haben, so erhält

man eine spiralförmige Kurve, die sich auf einem Kegel entlang windet (siehe

Abb. 4.14). Diese Kurve wird als konische Spirale bezeichnet, und durch die

folgende Parameterdarstellung beschrieben:

x(t) = r t· cos (2πt)

y(t) = r t · sin (2πt)

z(t) = h t

(t ∈ [−2; 2]) .

Weitere Variationen der bisher betrachteten Kurven ergeben sich aus der Ver-

wendung nichtlinearer Funktionsterme in t für die Höhe bzw. den Radius. Durch

Versuche mit verschiedenen Funktionen lassen sich interessante und ästhetisch

ansprechende Kurven erzeugen, siehe z. B. die Aufgabe 10 auf S. 150.

Auf der Internetseite zu diesem Buch steht eine Datei für das CAS Maxima

zur Verfügung, mit der sich durch Variationen von Parameterdarstellungen leicht

unterschiedlichste ebene und räumliche Kurven erzeugen lassen.

4.1.6 Aufgaben zu Abschnitt 4.1

1. Überprüfen Sie, welche der Punkte A(−9; 3;−3), B(11;−5,5; 9), C(16;−7; 12),

D(−6,5; 2;−1,5) und E(−16,5; 6;−8,5) auf der Geraden g mit der Parameter-

darstellung ~p =

(
1
−1

3

)
+ t ·

(
−2, 5

1
−1, 5

)
liegen. Geben Sie für diejenigen dieser

Punkte, die g angehören, die zugehörigen Werte des Parameters t an.
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2. Es sind zwei Punkte P (3;−4; 6) und Q(8; 9; 10) einer Geraden g gegeben.

Stellen Sie eine Parametergleichung für diese Gerade auf.

3. Eine Gerade in der Ebene ist durch die Koordinatengleichung 7x−8 y = 21

gegeben. Geben Sie eine Parameterdarstellung dieser Geraden an.

4. Eine Gerade g in der Ebene ist durch folgende Parametergleichung gegeben:

~p =
(

6
11

)
+ t ·

(−3
7

)
.

Geben Sie eine Koordinatengleichung von g an.

5. Eine Gerade im Raum ist durch das lineare Gleichungssystem
3x + 4 y − 2 z = 12
6x − 7 y + z = −2

gegeben. Geben Sie eine Parameterdarstellung von g an.

6. Eine Gerade g ist durch die Parameterdarstellung ~p =

(
2
5
3

)
+ t ·

(
−4

3
2

)
ge-

geben. Geben Sie ein lineares Gleichungssystem an, das g beschreibt.

7. Untersuchen Sie paarweise die gegenseitige Lage der Geraden g, h und k und

bestimmen Sie, falls vorhanden, die jeweiligen Schnittpunkte.

g : ~p =

(
4
5
0

)
+ t ·

(
3
−4

2

)
, h : ~p =

(
6
−6
23

)
+ s ·

(
−2

1
3

)
, k : ~p =

(
−4

3
−2

)
+ r ·

(
12
− 6
−18

)
8. Beweisen Sie den folgenden Satz:

Zwei Geraden g : ~p = ~p0 + t~a und h : ~q = ~q0 + s~b mit Richtungsvektoren

~a und ~b, die nicht kollinear sind, besitzen genau dann einen Schnittpunkt,

wenn die Vektoren ~a, ~b und ~q0−~p0 komplanar sind.

9. Stellen Sie eine Parameterdarstellung für eine Ellipse in Hauptachsenlage

auf, die kein Kreis ist. Zeigen Sie, dass die von Ihnen aufgestellte Parame-

terdarstellung dieselbe Ellipse beschreibt wie die Gleichung (2.14) auf S. 77.

10. Die Kurve in Abb. 4.15 wurde durch eine Parameterdarstellung generiert.

Geben Sie eine Parameterdarstellung an, die eine derartige Kurve erzeugt.

Experimentieren Sie dazu auch mithilfe des Computers. (Sie können dazu

eine auf der Internetseite zu diesem Buch vorhandene Datei zur Darstellung

von Kurven in dem CAS Maxima benutzen.)

Abb. 4.15: Durch eine Parameterdarstel-
lung beschriebene Kurve
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4.2 Ebenen

4.2.1 Parameter- und Koordinatengleichungen von Ebenen

In dem Abschnitt 1.2.1 wurden Lösungsmengen linearer Gleichungen mit drei

Variablen betrachtet. Es zeigte sich, dass diese i. Allg. als Ebenen des Raumes

interpretiert und in der Form (1.14) beschrieben werden können, siehe S. 17.

Parameterdarstellungen von Ebenen

Jede Ebene ε im Raum lässt sich durch eine Gleichung der Form

~p = ~p0 + s~a+ t~b (4.4)

mit zwei nicht kollinearen Vektoren ~a und ~b beschreiben. Dabei sind ~a

und ~b Richtungs- bzw. Spannvektoren und ~p0 ein Stützvektor der Ebene

ε. Die Parameter s und t durchlaufen den gesamten Bereich der reellen

Zahlen, wobei jedem Parameterpaar (s; t) ein Punkt P der Ebene ε mit

dem Ortsvektor ~p = ~p0 + s~a+ t~b zugeordnet ist.

Abb. 4.16: Ebene mit Pfeilen, die einen
Stützvektor und zwei Richtungsvekto-
ren repräsentieren

Eine interaktive Version dieser Abbil-
dung, die aus verschiedenen Richtungen
betrachtet werden kann, enthält die In-
ternetseite zu diesem Buch.

Beispiel 4.16

Durch die Parameterdarstellungen ~p = ~p0 + s~a+ t~b und ~p = ~q0 +u~c+ v ~d mit

~p0 =

(
1
0
1

)
, ~a =

(
−1

3
1

)
, ~b =

(
3
−1,5

1

)
sowie ~q0 =

(
4
6
6

)
, ~c =

(
−9
12
1

)
, ~d =

(
11
−3

5

)
wird dieselbe Ebene beschrieben (siehe Abb. 4.16).

Die Vektoren ~c und ~d sind als Linearkombinationen von ~a und ~b darstellbar:

~c = 3·~a− 2·~b, ~d = ~a+ 4·~b.
Außerdem liegt der Punkt Q0 in der durch ~p = ~p0 + s~a + t~b beschriebenen

Ebene. Dies lässt sich mittels einer Punktprobe überprüfen, indem ~q0 in diese

Parameterdarstellung eingesetzt wird:(
4
6
6

)
=

(
1
0
1

)
+ s ·

(
−1

3
1

)
+ t ·

(
3
−1,5

1

)
bzw.

−1 s + 3 t = 3
3 s − 1,5 t = 6
s + t = 5 .

Dieses LGS ist lösbar, als Lösung erhält man s=3, t=2. Somit liegt Q0 in der

durch ~p = ~p0 + s~a+ t~b beschriebenen Ebene. Da außerdem, wie bereits ausge-

führt wurde, ~c, ~a und ~b sowie ~d, ~a und ~b jeweils komplanar sind, wird durch die

beiden Parameterdarstellungen dieselbe Ebene beschrieben.
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Wie bereits in dem Abschnitt 1.2.1 deutlich wurde, können Ebenen auch durch

lineare Gleichungen mit drei Variablen beschrieben werden:

a x + b y + c z = d.

Man nennt Gleichungen dieser Form auch Koordinatengleichungen oder parame-

terfreie Ebenengleichungen. Ist eine Ebene in dieser Form gegeben, so lässt sich

in der bereits in den Beispielen 1.13-1.15 (siehe S. 15-17) beschriebenen Weise

eine Parametergleichung aufstellen, siehe hierzu die Aufgabe 2 auf S. 155. Umge-

kehrt ist es auch möglich, parameterfreie Gleichungen für Ebenen aufzustellen,

die durch Parameterdarstellungen gegeben sind.

Beispiel 4.17

Für die bereits in Beispiel 4.16 betrachtete Ebene mit der Parameterdarstellung

~p =

(
1
0
1

)
+ s ·

(
−1

3
1

)
+ t ·

(
3
−1,5

1

)
bzw.

(I) x = − s + 3 t + 1
(II) y = 3 s − 1,5 t

(III) z = s + t + 1

wird eine Koordinatengleichung aufgestellt. Dazu wird zunächst aus jeweils zwei

der Gleichungen einer der beiden Parameter eliminiert:

3·(I) + (II) 3x+ y = 7,5 t + 3
(I) + (III) x+ z = 4 t + 2 .

Nun lässt sich z. B. die zweite der entstandenen Gleichungen nach dem verblie-

benen Parameter t umstellen: t = x
4 + z

4 −
1
2 . Durch Einsetzen in die erste der

Gleichungen, aus denen s eliminiert wurde, ergibt sich:

3x+ y = 7,5
(
x
4 + z

4−
1
2

)
+ 3 bzw. 9

8 x+ y − 15
8 z = −3

4 .

Durch diese Gleichung, die sich noch zu 9x+8 y−15 z = −6 vereinfachen lässt,

wird die gegebene Ebene beschrieben.

4.2.2 Lagebeziehungen und Schnittpunkte von Geraden und
Ebenen sowie von Ebenen und Ebenen

Für eine Gerade g und eine Ebene ε im Raum bestehen drei Möglichkeiten der

gegenseitigen Lage:

Die Gerade g liegt in der Ebene ε, d. h. g ⊂ ε.
g und ε haben keinen gemeinsamen Punkt: g∩ ε = {}, g und ε sind parallel.

g und ε schneiden sich in genau einem Punkt S: g ∩ ε = {S}.

Beispiel 4.18

Es wird die gegenseitige Lage der Geraden g und der Ebene ε (Abb. 4.17) mit

g :

(
x
y
z

)
=

(
4
−2
−1

)
+ r·

(
−1
−0, 5

0, 5

)
, ε :

(
x
y
z

)
=

(
−2

0
2

)
+ s·

(
−1

3
1

)
+ t·

(
2
−2
−1

)
untersucht. Durch Gleichsetzen der Parameterdarstellungen von g und ε lässt

sich überprüfen, ob g und ε einen Schnittpunkt besitzen oder sogar alle Punkte

von g in ε liegen:(
4
−2
−1

)
+ r·

(
−1
−0, 5

0, 5

)
=

(
−2

0
2

)
+ s·

(
−1

3
1

)
+ t·

(
2
−2
−1

)
bzw.

−r + s − 2 t = −6
−0,5 r − 3s + 2 t = 2

0,5 r − s + t = 3 .
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Abb. 4.17: Gerade und Ebene mit
Schnittpunkt

Eine interaktive Version dieser Abbil-
dung enthält die Internetseite zu die-
sem Buch.

Dieses lineare Gleichungssystem ist eindeutig lösbar; als Lösung erhält man

r = 8
3 , s = 0, t = 5

3 . Somit schneiden sich g und ε in einem Punkt S, dessen Ko-

ordinaten sich durch Einsetzen dieser Werte in eine der Parameterdarstellungen

ermitteln lassen: S
(

4
3 ;−10

3 ; 1
3

)
.

Falls bei dem in dem Beispiel 4.18 praktizierten Vorgehen ein nicht lösbares LGS

entsteht, so sind die betrachtete Gerade und die Ebene parallel; ergibt sich ein

LGS mit unendlich vielen Lösungen, so ist g⊂ε. In welcher Lage sich eine Gerade

und eine Ebene zueinander befinden, hängt von deren Richtungsvektoren ab.

Satz 4.1

Gegeben seien eine Gerade g und eine Ebene ε durch die Parameterdarstellungen

g: ~p = ~p0 + r~a und ε: ~p = ~q0 + s~b+ t~c.

a) Falls die Vektoren ~a, ~b und ~c komplanar sind, so ist g ⊂ ε oder g ∩ ε = {}.
b) Falls ~a, ~b und ~c nicht komplanar sind, so existiert genau ein gemeinsamer

Punkt von g und ε.

Beweis: Sind die Vektoren ~a, ~b und ~c komplanar, so lässt sich, da ~b und ~c als

Spannvektoren einer Ebene nicht kollinear sein können, ~a als Linearkombination

von ~b und ~c darstellen: ~a = λ~b+ µ~c. Wir zeigen, dass alle Punkte von g auch ε

angehören, falls es einen gemeinsamen Punkt von g und ε gibt.

Es sei S (mit dem Ortsvektor ~s ) ein gemeinsamer Punkt von g und ε. Dann

existieren r0, s0, t0 ∈ R mit ~s = ~p0 + r0 ~a und ~s = ~q0 + s0
~b + t0 ~c. Ist P ein

beliebiger Punkt der Geraden g (mit dem Ortsvektor ~p), so gilt

~p = ~p0 + r~a = ~s− r0 ~a+ r~a = ~s+ (r−r0)~a

= ~q0 + s0
~b+ t0 ~c+ (r−r0)·(λ~b+ µ~c)

= ~q0 + (s0 + λ r − λ r0)·~b + (t0 + µ r − µ r0)·~c .
Somit ist P ∈ ε. Wenn also ein Punkt von g in ε liegt, so gehören alle Punkte

von g auch der Ebene ε an. Unter der Voraussetzung, dass ~a, ~b und ~c komplanar

sind, kann also nur g ∩ ε = {} oder g ⊂ ε sein.

Auf einen Beweis des Teils b) wird verzichtet (siehe hierzu aber die Aufgabe 5

auf S. 155).
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Lagebeziehungen und Schnittgeraden zweier Ebenen

Für zwei Ebenen ε1 und ε2 bestehen drei Möglichkeiten der gegenseitigen Lage:

ε1 und ε2 sind identisch, siehe das Beispiel 4.16 auf S. 151.

ε1 und ε2 sind parallel, haben also keinen gemeinsamen Punkt: ε1 ∩ ε2 = {}.
ε1 und ε2 haben eine Schnittgerade g, d. h. ε1 ∩ ε2 = g.

Beispiel 4.19

Es wird die gegenseitige Lage der Ebenen ε1 und ε2 (siehe Abb. 4.18) untersucht:

ε1:

(
x
y
z

)
=

(
6
5
3

)
+ s·

(
1
7

10

)
+ t·

(
−3

0
3

)
, ε2:

(
x
y
z

)
=

(
1
9
7

)
+ u·

(
2

11
8

)
+ v·

(
2
−4
−1

)
.

Durch Gleichsetzen der beiden Parameterdarstellungen ergibt sich das LGS:

s − 3 t − 2u − 2 v = −5
7 s − 11u + 4 v = 4

10 s + 3 t − 8u + v = 4 .

Dieses lineare Gleichungssystem hat eine einparametrige Lösungsmenge:

s = r−1, t = 2−r, u = r−1, v = r.

Dies bedeutet, dass die Ebenen ε1 und ε2 eine Schnittgerade g besitzen. Eine

Parameterdarstellung dieser Schnittgeraden erhält man durch Einsetzen der Lö-

sungen für s, t bzw. u, v in eine der Parameterdarstellungen von ε1 bzw. ε2 (es

ist sinnvoll, in beide Parametergleichungen einzusetzen, um das Ergebnis zu

überprüfen):

g:

(
x
y
z

)
=

(
−1
−2
−1

)
+ r·

(
4
7
7

)
.

Abb. 4.18: Zwei Ebenen mit Schnittgerade

Eine interaktive Version dieser Abbildung ent-
hält die Internetseite zu diesem Buch.

Ergibt sich bei dem in dem Beispiel 4.19 durchgeführten Verfahren ein nicht lös-

bares Gleichungssystem, so existieren keine Schnittpunkte, die gegebenen Ebe-

nen sind in diesem Falle parallel (siehe die Aufgabe 7 auf S. 155).

Sind zwei Ebenen durch Koordinatengleichungen gegeben, so kann ihre gegen-

seitige Lage durch Lösen des aus den beiden Ebenengleichungen bestehenden

linearen Gleichungssystems ermittelt werden, siehe das Beispiel 1.16 auf S. 19.
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4.2.3 Aufgaben zu Abschnitt 4.2

1. Gegeben sind drei Punkte P , Q und R. Überprüfen Sie, ob durch diese

Punkte eindeutig eine Ebene bestimmt wird und – falls ja – stellen Sie eine

Parametergleichung dieser Ebene auf.

a) P (−1; 1; 2), Q(2; 3;−1), R(3; 3; 3) b) P (4; 5; 7), Q(3;−2;−1), R(5; 12; 15)

2. Gegeben ist die folgende Gleichung einer Ebene ε: 3x− 5y − 2z = 8.

Geben Sie eine Parameterdarstellung der Ebene ε an.

3. Gegeben sind zwei Ebenen ε1 und ε2 durch Parameterdarstellungen. Stellen

Sie Koordinatengleichungen für diese Ebenen auf.

ε1:

(
x
y
z

)
=

(
2
−2

0

)
+ s·

(
1
−1

1

)
+ t·

(
3
3
1

)
, ε2:

(
x
y
z

)
=

(
2
1
−3

)
+ s·

(
−1

4
6

)
+ t·

(
1
−2

3

)
4. Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Geraden g und der Ebene ε. Geben

Sie (falls vorhanden) den Schnittpunkt an.

a) g :

(
x
y
z

)
=

(
−9
30
4

)
+ r·

(
−2
−1

7

)
, ε :

(
x
y
z

)
=

(
4
7
−8

)
+ s·

(
−1
−3

2

)
+ t·

(
−5

3
8

)

b) g :

(
x
y
z

)
=

(
2
−4

7

)
+ r·

(
16
−1
−3

)
, ε :

(
x
y
z

)
=

(
3
5
4

)
+ s·

(
−2
−3

5

)
+ t·

(
5
−5

6

)

c) g :

(
x
y
z

)
=

(
21
7
0

)
+ r·

(
−3
−14
−17

)
, ε :

(
x
y
z

)
=

(
12
5
1

)
+ s·

(
1
−2
−3

)
+ t·

(
7
6
5

)
5. Gegeben seien eine Gerade g: ~p = ~p0+r~a und eine Ebene ε: ~p = ~q0+s~b+t~c.

Weisen Sie nach: Falls ~a, ~b und ~c nicht komplanar sind, so können g und ε

nicht mehr als einen gemeinsamen Punkt besitzen.

6. Gegeben sind zwei Ebenen ε1 und ε2.

ε1:

(
x
y
z

)
=

(
2
4
3

)
+ s ·

(
1
1
0

)
+ t ·

(
2
1
3

)
, ε2:

(
x
y
z

)
=

(
5
0
0

)
+ u ·

(
1
1
1

)
+ v ·

(
1
0
6

)
a) Überprüfen Sie, ob sich ε1 und ε2 schneiden und bestimmen Sie eine

Parameterdarstellung der Schnittgeraden.

b) Geben Sie Parameterdarstellungen für ε1 und ε2 an, aus denen sofort

ersichtlich wird, dass sich diese beiden Ebenen in der unter a) bestimmten

Geraden schneiden.

7. Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Ebenen ε1 und ε2. Geben Sie eine

Parameterdarstellung der Schnittgeraden an, falls eine solche existiert.

a) ε1:

(
x
y
z

)
=

(
5
2
0

)
+ s

(
2
3
6

)
+ t

(
4
3
8

)
, ε2:

(
x
y
z

)
=

(
−7
−7
−24

)
+u

(
6
6

14

)
+ v

(
−2

0
−2

)

b) ε1:

(
x
y
z

)
=

(
1
2
3

)
+ s

(
7
−1

5

)
+ t

(
4
5
6

)
, ε2:

(
x
y
z

)
=

(
3
9
3

)
+u

(
−1
−11
−7

)
+ v

(
15
9

17

)

c) ε1:

(
x
y
z

)
=

(
2
4
3

)
+ s

(
1
1
0

)
+ t

(
2
1
3

)
, ε2:

(
x
y
z

)
=

(
5
0
0

)
+u

(
1
1
1

)
+ v

(
1
0
6

)
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4.3 Metrische Geometrie von Geraden und
Ebenen

Bislang wurden Lagebeziehungen und Schnittpunkte bzw. -geraden von Geraden

und Ebenen untersucht, wobei noch keinerlei Maße auftraten. Im Folgenden wird

metrische Geometrie von Geraden und Ebenen, d. h. Geometrie unter Verwen-

dung von Längen- und Winkelmaßen betrieben. Die entscheidende Grundlage

hierfür ist das in dem Abschnitt 3.5 behandelte Skalarprodukt.

4.3.1 Normalengleichungen von Geraden und Ebenen

Normalenvektoren und -gleichungen von Geraden in der Ebene sowie von Ebe-

nen im Raum ermöglichen es, auf recht einfache Weise verschiedene Winkelbe-

rechnungen durchzuführen.

Normalengleichungen von Geraden in der Ebene

Alle Punkte P der Ebene, deren Verbindungsvektoren
−−→
P0P mit einem Punkt P0

zu einem Vektor ~n (~n 6= ~o) orthogonal sind, liegen auf einer Geraden.

Abb. 4.19: Normalenvektor einer Geraden

Definition 4.1

Ein zu einer Geraden g orthogonaler Vektor ~n (mit ~n 6= ~o) heißt Normalen-

vektor der Geraden g.

Ist g eine Gerade, P0 ein Punkt und ~n ein Normalenvektor von g, so ist die

Gleichung ~n ·−−→P0P = 0 eine Normalengleichung der Geraden g. �

Beispiel 4.20

Eine Gerade g ist durch die Parametergleichung g: ~x =
(

5
6

)
+ t
(−3

4

)
gegeben.

Gesucht ist eine Normalengleichung von g.

Ein Normalenvektor ~n =
(
xn
yn

)
von g muss orthogonal zu dem Richtungsvektor(−3

4

)
sein, d. h.

(−3
4

)
·
(
xn
yn

)
= −3xn + 4yn = 0. Somit ist z. B. ~n =

(
4
3

)
ein

Normalenvektor und g :
(

4
3

)
·
(
x−5
y−6

)
= 0 eine Normalengleichung von g. Diese

lässt sich auch in der Form 4·(x−5) + 3·(y−6) = 0 bzw. 4x+ 3 y = 38 schreiben.

Im Raum ist es nicht möglich, eine Gerade durch eine Normalengleichung der

Form ~n · −−→P0P = 0 zu beschreiben, denn die Menge aller Punkte P des Raumes,

deren Verbindungsvektoren
−−→
P0P mit einem Punkt P0 zu einem Vektor ~n (~n 6= ~o)

orthogonal sind, ist eine Ebene.
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Normalengleichungen von Ebenen

Beispiel 4.21

Gegeben sind ein Punkt P0(2; 2; 1) und ein Vektor ~n =

(
−1

3
2

)
. Wir betrachten

die Menge aller Punkte P , für die der Verbindungsvektor
−−→
P0P zu ~n orthogonal

ist. Für diese Punkte gilt ~n · −−→P0P = 0, d. h.:(
−1

3
2

)
·

(
x−2
y−2
z−1

)
= 0 bzw. −(x−2) + 3 (y−2) + 2 (z−1) = 0.

Diese Bedingung ist für alle Punkte P (x; y; z) mit −x+3y+2z = 6 (x, y, z ∈ R)

erfüllt. Da dies die Gleichung einer Ebene ist, bildet die Menge aller Punkte P

mit
−−→
P0P⊥~n eine Ebene ε (siehe Abb. 4.20). Der Vektor ~n steht auf ε senkrecht.

Abb. 4.20: Normalenvektor einer Ebene

Eine interaktive Version dieser Abbildung
enthält die Internetseite zu diesem Buch.

Definition 4.2

Ein Vektor ~n, der zu einer Ebene ε senkrecht ist, heißt Normalenvektor von ε.

�
Die Lage einer Ebene ε im Raum ist durch einen Punkt P0 ∈ ε und einen ihrer

Normalenvektoren ~n eindeutig bestimmt. Ein Punkt P liegt also genau dann in

ε, wenn der Vektor
−−→
P0P zu ~n orthogonal ist, also ~n · −−→P0P = 0 gilt.

Definition 4.3

Ist ε eine Ebene, P0 ein Punkt und ~n ein Normalenvektor von ε, so heißt die

Gleichung ~n ·−−→P0P = 0 Normalengleichung der Ebene ε. �

Wie das Beispiel 4.21 zeigt, lässt sich die Normalengleichung einer Ebene in die

Form a x+ b y + c z = d bringen; man erhält also eine Koordinatengleichung.

Satz 4.2

Ist a x+ b y+ c z = d eine Gleichung einer Ebene ε, so ist der Vektor ~n =

(
a
b
c

)
ein Normalenvektor von ε.

Beweis: Sind P0(x0; y0; z0), P (x; y; z) Punkte von ε, so gilt a x0+b y0+c z0 = d

und a x+ b y + c z = d. Durch Subtraktion beider Gleichungen ergibt sich

a (x−x0) + b (y−y0) + c (z−z0) = 0 ,
also ist
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a
b
c

)
·

(
x−x0
y−y0
z−z0

)
=

(
a
b
c

)
· −−→P0P = 0 .

Da P beliebig gewählt wurde, sind alle Verbindungsvektoren von Punkten der

Ebene ε zu

( a
b
c

)
orthogonal; dieser Vektor ist somit Normalenvektor der Ebene.

Beispiel 4.22

Bestimmung einer Normalengleichung aus einer Parametergleichung einer Ebene

Gegeben ist die Parametergleichung einer Ebene ε: ~p =

(
2
7
8

)
+ s

(
5
0
3

)
+ t

(
−8
−3

0

)
.

Ein Normalenvektor muss zu beiden Richtungsvektoren von ε orthogonal sein,

er lässt sich durch das Vektorprodukt der Richtungsvektoren bestimmen:

~n =

(
5
0
3

)
×

(
−8
−3

0

)
=

(
9

−24
−15

)
.

Natürlich ist auch jedes Vielfache dieses Vektors ein Normalenvektor von ε,

z. B. ~n =

(
3
−8
−5

)
. Da aus der Parametergleichung hervorgeht, dass P0(2; 7; 8) ein

Punkt von ε ist, ergibt sich die Normalengleichung

ε : ~n · −−→P0P =

(
3
−8
−5

)
·

(
x−2
y−7
z−8

)
= 0

oder in Koordinatenschreibweise ε : 3x− 8y − 5z = −90.

Beispiel 4.23

Bestimmung einer Parametergleichung aus der Normalengleichung einer Ebene

Gegeben ist die Normalengleichung einer Ebene ε :

(
−1

1
4

)
·

(
x−4
y+1
z−2

)
= 0.

Um eine Parametergleichung ~p = ~p0 +t~a+s~b von ε zu ermitteln, sind zwei linear

unabhängige Richtungsvektoren ~a und ~b der Ebene ε zu bestimmen, die zu ~n

orthogonal sind. Gesucht sind also Vektoren ~a und ~b mit

~a · ~n =

(
xa
ya
za

)
·

(
−1

1
4

)
= 0 und ~b · ~n =

(
xb
yb
zb

)
·

(
−1

1
4

)
= 0 .

Als Richtungsvektoren von ε können somit z. B. ~a =

(
−1

3
−1

)
und ~b =

(
5
1
1

)
ver-

wendet werden. Da aus der Normalengleichung hervorgeht, dass P0(4;−1; 2) ein

Punkt der Ebene ε ist, ergibt sich als eine Parametergleichung:

~p =

(
4
−1

2

)
+ t

(
−1

3
−1

)
+ s

(
5
1
1

)
.

Eine andere Möglichkeit, eine Parametergleichung einer Ebene aus einer Norma-

lengleichung zu bestimmen, besteht darin, die Normalengleichung zunächst in

die Form ax+ by+ cz = d zu bringen und dann diese Gleichung – wie bereits in

den Beispielen 1.13 -1.15 auf S. 15 -17 beschrieben – in eine Parametergleichung

umzuwandeln.



4.3 Metrische Geometrie von Geraden und Ebenen 159

4.3.2 Schnittwinkel zwischen Geraden und Ebenen

Schnittwinkel zweier Geraden

Zwei sich schneidende Geraden g und h schließen zwei Winkel miteinander ein,

die sich zu 180◦ ergänzen. Derjenige dieser beiden Winkel, der nicht größer als

90◦ ist, heißt Schnittwinkel der Geraden g und h.

Beispiel 4.24

Der Schnittwinkel der Geraden g : ~x =

(
1
1
1

)
+ t

(
0
1
1
2

)
und h : ~x =

(
4
1
0

)
+ s

(
−3

2

1
1

)
(siehe Abb. 4.21 a) mit dem Schnittpunkt S(1; 3; 2) ist gleich dem Winkel α

zwischen ihren Richtungsvektoren (siehe S. 129):

cosα =
0 · (−1,5) + 1 · 1 + 0,5 · 1√

1 + 0,25 ·
√

2,25 + 1 + 1
≈ 0,651, ∠(g, h) = α ≈ 49,4◦.

a) b)

Abb. 4.21:
Schnittwinkel zweier
Geraden

Beispiel 4.25

Für den Winkel zwischen den Richtungsvektoren der sich schneidenden Geraden

g : ~x =

(
−0, 5

2
3, 5

)
+ t

(
1,25
−0,5
−1

)
und h : ~x =

(
0,5
−1

0

)
+ s

(
0,75
1
0,75

)
(siehe Abb. 4.21 b) ergibt sich:

cosα =
1,25 · 0,75− 0,5 · 1− 1 · 0,75√

1,252 + 0,52 + 1 ·
√

0,752 + 1 + 0,752
≈ −0,1278

und somit α ≈ 97,3◦. Der Schnittwinkel der Geraden g und h ist jedoch nicht

größer als 90◦. Er lässt sich als Differenz zwischen 180◦ und α berechnen:

∠(g, h) ≈ 180◦− 97,3◦ = 82,7◦ .

Anstatt zunächst den Winkel zwischen den beiden Richtungsvektoren der Ge-

raden g und h zu berechnen und diesen eventuell (wie in dem Beispiel 4.25) von

180◦ zu subtrahieren, kann auch der Absolutbetrag des Skalarproduktes für die

Berechnung genutzt werden.

Satz 4.3

Für den Schnittwinkel ∠(g, h) zweier sich schneidender Geraden g: ~x = ~p1 + t~a

und h: ~x = ~p2 + s~b gilt: cos∠(g, h) =
∣∣∣cos∠(~a,~b)

∣∣∣ =
|~a ·~b|
|~a| · |~b|

.
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Schnittwinkel zweier Ebenen

Unter dem Schnittwinkel zweier Ebenen ε1 und ε2 mit der Schnittgeraden g ver-

steht man den Winkel zwischen zwei sich schneidenden Geraden g1 und g2, die

in ε1 bzw. ε2 liegen und auf der Schnittgeraden g senkrecht stehen (Abb. 4.22).

Sind ~n1 und ~n2 Normalenvektoren der Ebenen ε1 bzw. ε2, so steht ~n1 auf ε1

(und daher auch auf der in ε1 liegenden Geraden g1) senkrecht. Ebenso ist ~n2

senkrecht zu ε2 und somit zu g2. Der Winkel zwischen den Normalenvektoren

~n1 und ~n2 ist daher gleich dem Winkel α zwischen ε1 und ε2 (Abb. 4.22) oder

ergänzt sich mit diesem zu 180◦ (falls der Winkel zwischen ~n1 und ~n2 größer als

90◦ ist). In beiden Fällen lässt sich der Winkel der beiden Ebenen ε1 und ε2 als

Winkel zweier auf diesen Ebenen senkrecht stehender Geraden mit ~n1 und ~n2

als Richtungsvektoren berechnen. Wegen des Satzes 4.3 gilt somit der folgende

Satz.

Satz 4.4

Für den Schnittwinkel α zweier sich schneidender Ebenen ε1 und ε2 mit den

Normalenvektoren ~n1 und ~n2 gilt: cosα =
|~n1 · ~n2|
|~n1| · |~n2|

.

Schnittwinkel zwischen einer Geraden und einer Ebene

Unter dem Schnittwinkel einer Geraden g und einer Ebene ε, versteht man den

Winkel α zwischen g und derjenigen Geraden h in der Ebene ε, die von allen in

ε liegenden Geraden den kleinsten Winkel mit g einschließt (Abb. 4.23). Dieser

Winkel α ergänzt sich mit dem Winkel β zwischen g und einer zu ε senkrechten

Geraden zu 90◦. Falls ~n ein Normalenvektor von ε (und somit Richtungsvektor

einer zu ε senkrechten Geraden) und ~a ein Richtungsvektor von g ist, gilt nach

dem Satz 4.3 cosβ =
|~n · ~a|
|~n| · |~a| . Da sich die Winkel α und β zu 90◦ ergänzen und

cos (90◦− α) = sinα ist, gilt der folgende Satz:

Satz 4.5

Falls eine Gerade g mit dem Richtungsvektor ~a eine Ebene ε mit dem Norma-

lenvektor ~n schneidet, so gilt für den Schnittwinkel α zwischen g und ε:

sinα =
|~n · ~a|
|~n| · |~a| .

Abb. 4.22: Schnittwinkel zweier Ebenen Abb. 4.23: Winkel Gerade-Ebene
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4.3.3 Die Hessesche Normalform von Geraden- und
Ebenengleichungen; Abstandsberechnungen

Viele Abstandsberechnungen lassen sich recht einfach durchführen, wenn beson-

dere Normalengleichungen genutzt werden, bei denen der Normalenvektor ein

Einheitsvektor ist.

Normaleneinheitsvektoren von Geraden und Ebenen

Ein Vektor, der den Betrag Eins hat, heißt Einheitsvektor. Zu jedem vom Null-

vektor verschiedenen Vektor ~a existieren zwei kollineare Einheitsvektoren:

~a01 =
1

|~a| · ~a und ~a02 = − 1

|~a| · ~a.

Definition 4.4

Ist g eine Gerade in der Ebene, ~n ein Normalenvektor von g und ~n0 ein zu ~n

kollinearer Einheitsvektor, so heißt ~n0 Normaleneinheitsvektor der Geraden g.

Ist ε eine Ebene im Raum, ~n ein Normalenvektor von ε und ~n0 ein zu ~n kolli-

nearer Einheitsvektor, so heißt ~n0 Normaleneinheitsvektor der Ebene ε. �

Jede Gerade in der Ebene und jede Ebene im Raum besitzen genau zwei Nor-

maleneinheitsvektoren ~n01 und ~n02, für die ~n02 = −~n01 gilt.

Geraden- und Ebenengleichungen in Hessescher Normalform

Definition 4.5

Eine Normalengleichung einer Geraden g bzw. einer Ebene ε, in welcher der

Normalenvektor den Betrag Eins hat (also ein Normaleneinheitsvektor ist), heißt

Geraden- bzw. Ebenengleichung in Hessescher Normalform:

g: ~n0 ·
−−→
P0P = 0 bzw. ε: ~n0 ·

−−→
P0P = 0 mit |~n0| = 1

(benannt nach Otto Ludwig Hesse, 1811-1874). �

Abstand eines Punktes von einer Geraden in der Ebene

Satz 4.6

Ein Punkt Q in der Ebene hat von einer durch eine Gleichung in Hessescher

Normalform ~n0 ·
−−→
P0P = 0 mit |~n0| = 1 gegebenen Geraden g den Abstand

d(Q, g) =
∣∣∣~n0 ·

−−→
P0Q

∣∣∣.
Beweis: Der Abstand d(Q, g) eines Punktes Q von einer Geraden g ist die

Länge des Lotes von Q auf g. Ist L der Fußpunkt dieses Lotes, so gilt also

(1) d(Q, g) =
∣∣∣−→LQ∣∣∣ .

Abb. 4.24:
Abstand eines Punktes von einer Geraden in der Ebene
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Der Vektor
−→
LQ lässt sich darstellen durch

(2)
−→
LQ =

−→
LP 0 +

−−→
P0Q .

Da die Vektoren
−→
LQ und

−→
LP 0 orthogonal sind, gilt für den Betrag von

−→
LQ:

(3)
∣∣∣−→LQ∣∣∣2 =

−→
LQ ·−→LQ =

−→
LQ ·

(−→
LP 0+

−−→
P0Q

)
=
−→
LQ ·−→LP 0 +

−→
LQ ·−−→P0Q =

−→
LQ ·−−→P0Q.

Wegen
−→
LQ⊥ g und ~n0⊥ g sind

−→
LQ und ~n0 kollinear. Da außerdem ~n0 den Betrag

Eins hat, ist ~n0 ein zu
−→
LQ kollinearer Einheitsvektor; es gilt also:

(4) ~n0 =
−→
LQ∣∣∣∣−→LQ∣∣∣∣ oder ~n0 = −

−→
LQ∣∣∣∣−→LQ∣∣∣∣ .

Aus (3) und (4) ergibt sich∣∣∣−→LQ∣∣∣ =
−→
LQ∣∣∣∣−→LQ∣∣∣∣ ·

−−→
P0Q = ~n0 ·

−−→
P0Q oder

∣∣∣−→LQ∣∣∣ =
−→
LQ∣∣∣∣−→LQ∣∣∣∣ ·

−−→
P0Q = −~n0 ·

−−→
P0Q .

In beiden Fällen muss, da
∣∣∣−→LQ∣∣∣ nicht negativ sein kann,

∣∣∣−→LQ∣∣∣ =
∣∣∣~n0 ·

−−→
P0Q

∣∣∣
gelten, was wegen (1) gerade der Behauptung entspricht.

Abstand eines Punktes von einer Ebene im Raum

Satz 4.7

Ein Punkt Q hat von einer durch die Gleichung ~n0 ·
−−→
P0P = 0 mit |~n0| = 1

gegebenen Ebene ε den Abstand d(Q, ε) =
∣∣∣~n0 ·

−−→
P0Q

∣∣∣.
Der Beweis dieses Satzes kann in völliger Analogie zu dem des Satzes 4.6 geführt

werden, siehe Abb. 4.25 sowie die Aufgabe 16 auf S. 166.

Abb. 4.25: Abstand eines Punktes von
einer Ebene

Beispiel 4.26

Abstand des Punktes Q(4;−7; 0) von der Ebene ε : ~x =

(
2
1
1

)
+ t

(
2
0
−6

)
+ s

(
−2

2
3

)
Um den Abstand d(Q, ε) mithilfe des Satzes 4.7 zu bestimmen, ist für ε eine

Gleichung in Hessescher Normalform aufzustellen. Ein Normalenvektor von ε ist

~n =

(
2
0
−6

)
×

(
−2

2
3

)
=

(
12
6
4

)
und ein Normaleneinheitsvektor ~n0 =

1

7

(
6
3
2

)
. Als

Gleichung von ε in Hessescher Normalform ergibt sich: ε :
1

7

(
6
3
2

)
·

(
x−2
y−1
z−1

)
= 0.

Durch Einsetzen der Koordinaten des Punktes Q ergibt sich nach Satz 4.7 der

Abstand d(Q, ε) = |~n0 ·
−−→
P0Q| =

∣∣∣∣∣17
(

6
3
2

)
·

(
4−2
−7−1

0−1

)∣∣∣∣∣ =
| − 14|

7
= 2.
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Abstand zweier paralleler Ebenen

Sind ε1und ε2 parallele Ebenen, so haben alle Punkte der Ebene ε1 denselben

Abstand von ε2; umgekehrt haben alle Punkte der Ebene ε2 denselben Abstand

von ε1. Der Abstand der Ebenen ε1 und ε2 lässt sich also berechnen, indem der

Abstand eines beliebigen Punktes P ∈ε1 von ε2 oder der Abstand eines Punktes

Q ∈ ε2 von ε1 ermittelt wird, siehe Abb. 4.26 und Aufgabe 20 auf S. 166.

Abstand einer Geraden von einer parallelen Ebene

Ist ε eine Ebene und g eine zu ε parallele Gerade, so haben alle Punkte der

Geraden g denselben Abstand von der Ebene ε. Der Abstand einer Geraden g

zu einer parallelen Ebene ε (siehe Abb. 4.27) ergibt sich somit als Abstand eines

beliebigen Punktes P ∈ g von ε, siehe Aufgabe 21 auf S. 166.

Abstand eines Punktes von einer Geraden im Raum

Die Berechnung des Abstandes eines Punktes von einer Geraden nach dem auf

S. 161 für die Ebene behandelten Verfahren ist im Raum nicht möglich, da sich

Geraden im Raum nicht durch Normalengleichungen beschreiben lassen.

Der Abstand d(Q, g) eines Punktes Q von einer Geraden g ist die Länge |QL|
des Lotes von Q auf g. Um den Fußpunkt L des Lotes von Q auf g zu bestimmen,

ermittelt man zuerst die Gleichung derjenigen Ebene ε, die Q enthält sowie zu

g senkrecht ist (siehe Abb. 4.28), und erhält dann L als Schnittpunkt von ε und

g. Der gesuchte Abstand d(Q, g) = |QL| kann damit berechnet werden.

Beispiel 4.27

Abstand des Punktes Q(4; 1;−2) von der Geraden g : ~x =

(
2
5
2

)
+ t

(
2
−1
−1

)
1. Aufstellen einer Normalengleichung der Ebene ε, die zu g senkrecht ist und Q

enthält: Wegen g⊥ ε ist der Richtungsvektor von g ein Normalenvektor der

Ebene ε. Da weiterhin Q in ε liegen soll, erhält man ε :

(
2
−1
−1

)
·

(
x−4
y−1
z+2

)
= 0.

2. Bestimmung des Fußpunktes L des Lotes von Q auf g: Der Fußpunkt des

Lotes von Q auf g ist der Schnittpunkt von g und ε. Die Berechnung dieses

Schnittpunktes ergibt L(6; 3; 0).

Abb. 4.26: Abstand zweier
paralleler Ebenen

Abb. 4.27: Abstand einer
Geraden von einer Ebene

Abb. 4.28: Abstand eines
Punktes von einer Geraden
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3. Berechnung des gesuchten Abstandes von Q und g:

d(Q, g) = |QL| =
∣∣∣−→QL∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(

6−4
3−1
0+2

)∣∣∣∣∣= √22 + 22 + 22 =
√

12 ≈ 3,464.

Der Abstand zweier paralleler Geraden im Raum

Sind g und h parallele Geraden, so haben alle Punkte der Geraden g denselben

Abstand von h; umgekehrt haben alle Punkte von h denselben Abstand von g.

Um den Abstand der Geraden g und h zu bestimmen, ist also nur der Abstand

eines beliebigen Punktes P ∈g von h bzw. eines Punktes Q∈h von g zu ermit-

teln: d(g, h)= d(P, h)= d(Q, g), P ∈g,Q∈h, siehe Aufgabe 22 auf S. 166.

Der Abstand zweier windschiefer Geraden

Die Abstandsberechnung windschiefer Geraden lässt sich auf die Berechnung des

Abstandes paralleler Ebenen zurückführen. Sind zwei Geraden g und h durch

g : ~x = ~p0 + t~a und h : ~x = ~q0 + s~b

gegeben, so ist
ε1 : ~x = ~p0 + t~a+ s~b

eine Ebene, welche die Gerade g enthält und

ε2 : ~x = ~q0 + t~a+ s~b

eine Ebene, die h enthält (Abb. 4.29), wobei ε1 und ε2 parallel sind, da sie

dieselben Richtungsvektoren haben. Der Abstand d(g, h) der Geraden g und h

ist gleich dem Abstand der Ebenen ε1 und ε2 und somit gleich dem Abstand

des Punktes Q0 von der Ebene ε1 bzw. des Punktes P0 von ε2.

Ist ~n0 ein Normaleneinheitsvektor von ε1 (und damit auch von ε2), so ergibt

sich aus dem Satz 4.7 auf S. 162:

d(g, h) = d(Q0, ε1) = d(P0, ε2) = |~n0 ·
−−−→
P0Q0| = |~n0 · (~q0 − ~p0)|.

Satz 4.8

Sind g : ~x = ~p0 + t~a und h : ~x = ~q0 + s~b windschiefe Geraden, so gilt für den

Abstand von g und h: d(g, h) =

∣∣∣∣∣ ~a×~b|~a×~b|
· (~q0 − ~p0)

∣∣∣∣∣.
Beweis: Da sich ein zu den Richtungsvektoren von g und h orthogonaler Ein-

heitsvektor durch ~n0 =
~a×~b
|~a×~b|

berechnen lässt, folgt die Behauptung aus der

oberhalb des Satzes 4.8 hergeleiteten Formel.

Abb. 4.29: Abstand zweier windschie-
fer Geraden
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4.3.4 Aufgaben zu Abschnitt 4.3

1. Ermitteln Sie für die durch Parametergleichungen gegebenen Geraden einen

Normalenvektor und geben Sie eine Normalengleichung an.

a) g : ~p =
(

0
0

)
+ t ·

(
2
3

)
b) g : ~p =

(
4
0

)
+ t ·

(
1
0

)
2. Geben Sie eine Parameterdarstellung für g an.

a) g :
(

6
8

)
·
(
x+4
y−1

)
= 0 b) g :

(−11
9

)
·
(
x
y+1

)
= 0

3. Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung für die Ebene ε, die durch P0

verläuft und für die ~n ein Normalenvektor ist.

a) P0(−7; 3; 6), ~n =

(
−5

5
8

)
b) P0(0; 9; 4), ~n =

(
−8, 6
−4, 4

7, 5

)
4. Bestimmen Sie zu den durch Parametergleichungen gegebenen Ebenen einen

Normalenvektor und geben Sie eine Normalengleichung an.

a) ε : ~p =

(
−1

2
2

)
+ t

(
0
1
2

)
+ s

(
−4

4
4

)
b) ε : ~p =

(
3
2
4

)
+ t

(
−4
−3

2

)
+ s

(
−1

2
2

)
5. Bestimmen Sie eine Normalengleichung der Ebene ε, die A, B und C enthält.

a) A(−5; 3; 4),B(−7; 7; 7), C(0; 3; 2) b) A(6;−7; 9),B(−3; 5; 4), C(11; 6; 0)

6. Ermitteln Sie eine Parametergleichung für die Ebene ε.

a) ε :

(
−1
−7

8

)
·

(
x− 9
y + 8
z − 6

)
= 0 b) ε :

(
−1, 5
−3
−6

)
·

(
x
y
z

)
= 0 c) ε : 33x−7y−15z = 22

7. Berechnen Sie die Schnittwinkel zwischen den Ebenen ε1 und ε2, ε2 und ε3

sowie zwischen ε1 und ε3 mit

ε1 :

(
−1
−7

8

)
·

(
x−9
y+8
z−6

)
= 0, ε2 :

(
−1,5
−3
−6

)
·

(
x
y
z

)
= 0, ε3 :

(
−4
12
20

)
·

(
x+5
y+8
z+9

)
= 0.

8. Bestimmen Sie Schnittgerade und Schnittwinkel der Ebenen ε1 und ε2.

ε1 : ~p =

(
2
2
3

)
+ t

(
1
2
0

)
+ s

(
2
2
3

)
, ε2 : ~p =

(
−1
−1
−1

)
+u

(
−2

0
5

)
+ v

(
7
7
7

)
9. Ermitteln Sie die Koordinaten des Schnittpunktes und den Schnittwinkel der

Geraden g mit der Ebene ε.

a) g : ~p =

(
1
1
1

)
+ t

(
1
−1

2

)
, ε : x+ 2y − z = 1

b) g : ~p =

(
2
2
1

)
+ t

(
1
−1

1

)
, ε : ~p =

(
1
1
5

)
+ r

(
2
0
1

)
+ s

(
−1
−1

3

)
10. Berechnen Sie die Winkel zwischen der Ebene ε und den Koordinatenachsen.

a) ε : −7x+ 12 y − z = 15 b) ε : 0,5x+ y − 1,5 z = 2,5

11. Weisen Sie nach: Ist ~a ein beliebiger Vektor und ~a0 ein dazugehöriger kolli-

nearer Einheitsvektor, so gilt ~a · ~a0 = |~a| oder ~a · ~a0 = −|~a|.

12. Zeigen Sie, dass sich jede Geradengleichung in Hessescher Normalform in

eine Koordinatengleichung ax+ by = c mit a2 + b2 = 1 umformen lässt und
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dass umgekehrt jede Gleichung der Form ax + by = c mit a2 + b2 = 1 eine

Gerade mit dem Normaleneinheitsvektor ~n =
(
a
b

)
beschreibt.

13. Weisen Sie nach: Der Abstand eines Punktes Q(xQ; yQ) von einer Geraden

g : y = mx+n lässt sich durch d(Q, g) = 1√
m2+1

∣∣∣(−m1)·( xQ
yQ−n

)∣∣∣ berechnen.

14. Bestimmen Sie für die Ebene ε eine Gleichung in Hessescher Normalform.

a) ε : ~p =

(
2
7
8

)
+ t

(
5
0
3

)
+ s

(
−8
−3

0

)
b) ε : −2x+ 6y − 3z = 14

15. Zeigen Sie, dass sich jede Ebenengleichung in Hessescher Normalform in die

Form ax+ by+ cz = d mit a2+ b2+ c2 = 1 bringen lässt und umgekehrt jede

Koordinatengleichung ax+ by + cz = d mit a2+ b2+ c2 = 1 eine Ebene mit

dem Normaleneinheitsvektor ~n =

( a
b
c

)
beschreibt.

16. Beweisen Sie den Satz 4.7 auf S. 162.

17. Berechnen Sie den Abstand des Punktes Q(4; 1;−1) von der Ebene ε.

a) ε :

(
−3

5
−1

)
·

(
x
y
z

)
= 0 b) ε : ~x =

(
3
8
6

)
+ t

(
3
4
0

)
+ s

(
0
1
3

)
.

18. Bestimmen Sie den Abstand des Punktes Q(12;−3; 13) von der Ebene ε mit

der Koordinatengleichung −5x− 8y + 2z = 32 .

19. Weisen Sie nach, dass ein Punkt Q(xQ; yQ; zQ) des Raumes von einer Ebene

ε : ax+ by + cz = d den Abstand d(Q, ε) =

∣∣∣∣axQ + byQ + czQ − d√
a2 + b2 + c2

∣∣∣∣ hat.

20. Bestimmen Sie den Abstand der zueinander parallelen Ebenen ε1 und ε2.

a) ε1 : ~p =

(
−1

2
2

)
+ s

(
1
0
1

)
+ t

(
8
−6

1

)
, ε2 : ~p =

(
0
3
3

)
+ s

(
14
−12

0

)
+ t

(
0
6
7

)
b) ε1 : −3x− 4y + 5z = −20, ε2 : 4,5x+ 6y − 7,5z = 15

21. Zeigen Sie, dass die Gerade g zu der Ebene ε parallel ist und bestimmen Sie

den Abstand von g zu ε.

a) g : ~p =

(
6
6
6

)
+ t

(
3
2
−1

)
, ε :

(
1
1
5

)
·

(
x−3
y+1
z−5

)
= 0

b) g : ~p =

(
3
−4

1

)
+ t

(
5
−7

2

)
, ε : x+ y + z = −68

22. Überprüfen Sie, ob die Geraden g und h parallel oder windschief sind und

berechnen Sie ihren Abstand.

a) g : ~p =

(
3
2
0

)
+ s

(
−2
−1

2

)
, h : ~p =

(
−1
−3

7

)
+ t

(
−4
−2

4

)

b) g : ~p =

(
−1

0
−1

)
+ t

(
2
1
−2

)
, h : ~p =

(
0

11
7

)
+ t

(
1
2
2

)

c) g : ~p =

(
3
2
5

)
+ t

(
−3

1
1

)
, h : ~p =

(
6
5

11

)
+ t

(
1
1
−2

)
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In dem Kapitel 3 wurden Vektoren anhand von Beispielen (Pfeilklassen, n-Tu-

pel) behandelt. Im Folgenden wird nun der allgemeine Begriff des Vektorraumes

eingeführt. Während wir uns bisher auf zwei oder drei Dimensionen beschränken

mussten, gelingt es mithilfe der Theorie der Vektor- und affinen Punkträume,

auch vier- und mehrdimensionale Räume zu untersuchen. Wir werden den Be-

reich der unmittelbaren Anschauung verlassen und zu Erkenntnissen gelangen,

die nur der Mathematik zugänglich sind. Beispielsweise wird sich in dem Ab-

schnitt 5.5 herausstellen, dass sich zwei Ebenen im vierdimensionalen Raum in

genau einem Punkt schneiden können.

Vektorräume sind die grundlegenden Strukturen der Linearen Algebra. Ihrem

Verständnis kommt eine fundamentale Bedeutung für ein tieferes Eindringen

in dieses Gebiet zu. Besonderer Wert wird auf gut nachvollziehbare Beweisfüh-

rungen gelegt, da ein Verständnis der Beweise zentraler Sätze unverzichtbar für

eine erfolgreiche Beschäftigung mit strukturellen Fragen der Linearen Algebra

ist. Um das Verständnis nicht zu erschweren, werden in diesem Buch gewis-

se Einschränkungen hinsichtlich der Allgemeinheit des Vektorraumbegriffs ge-

macht. So erfolgt eine weitgehende Beschränkung auf endlichdimensionale Vek-

torräume, lediglich einige Beispiele verdeutlichen, dass es auch Vektorräume

unendlicher Dimension gibt. Verallgemeinerungen sind jedoch recht leicht zu

vollziehen, wenn die hier vollzogenen Gedankengänge verinnerlicht wurden.

Es wird sich herausstellen, dass Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme

fundamental für die Untersuchung von Vektor- und affinen Punkträumen sind.

Gleichzeitig wird bei der Behandlung von Vektor- und affinen Räumen die in

dem Kapitel 1 begonnene Theorie der linearen Gleichungssysteme weiterentwi-

ckelt. Der Leserin bzw. dem Leser sei empfohlen, beim Studium des vorliegenden

Kapitels mitunter das Kapitel 1 (insbesondere Abschnitt 1.3) heranzuziehen.
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5.1 Der Begriff des Vektorraumes, Beispiele

5.1.1 Definition des Begriffs Vektorraum

Definition 5.1

Eine nicht leere Menge V zusammen mit einer inneren Verknüpfung

+ : V × V → V , (~u,~v) 7→ ~u+ ~v

und einer äußeren Verknüpfung

· : R× V → V , (λ, ~u) 7→ λ · ~u
heißt reeller Vektorraum bzw. Vektorraum über dem Körper der reellen Zahlen,1

falls folgende Bedingungen erfüllt sind:

A1.Für beliebige ~u,~v ∈ V gilt ~u+ ~v = ~v + ~u (Kommutativität der Addition).

A2.Für beliebige ~u,~v, ~w ∈ V gilt (~u+ ~v) + ~w = ~u+ (~v + ~w)

(Assoziativität der Addition).

A3.Es existiert ~o ∈ V , so dass für alle ~u ∈ V gilt: ~u+ ~o = ~u

(Existenz eines Nullvektors).

A4.Zu jedem ~u ∈ V existiert −~u ∈ V mit ~u+ (−~u) = ~o

(Existenz eines Gegenvektors zu jedem Vektor).

S1. Für beliebige ~u ∈ V gilt 1·~u = ~u.

S2. Für beliebige ~u ∈ V und beliebige λ, µ ∈ R gilt (λ·µ)·~u = λ·(µ·~u)

(Assoziativität der Multiplikation von Vektoren mit reellen Zahlen).

S3. Für beliebige ~u,~v ∈ V und beliebige λ ∈ R gilt λ ·(~u+~v) = λ·~u+ λ·~v
(1. Distributivgesetz ).

S4. Für beliebige ~u ∈ V und beliebige λ, µ ∈ R gilt (λ+µ) · ~u = λ·~u+ µ·~u
(2. Distributivgesetz ). �

Bemerkungen:

Die Bedingungen + : V ×V → V sowie · : R×V → V beinhalten die Abge-

schlossenheit der Menge V bezüglich der Verknüpfungen + und · , d. h. für

beliebige ~u,~v ∈ V ist ~u+~v ∈ V und für beliebige λ ∈ R, ~u ∈ V ist λ · ~u ∈ V .

Die Eigenschaften A1-A4 lassen sich dahin gehend zusammenfassen, dass

(V,+), d. h. die Menge V zusammen mit der Verknüpfung +, eine Abelsche

(kommutative) Gruppe bildet, siehe S. 94f.

Der Satz 3.10 auf S. 111 wurde unter ausschließlicher Nutzung von Vorausset-

zungen bewiesen, die in dem Satz 3.9 (S. 110) formuliert wurden und somit

auch durch die Definition 5.1 gegeben sind. Daher gelten die in dem Satz 3.10

aufgeführten Eigenschaften und Rechenregeln für beliebige Vektorräume.

Mithilfe der Definition 5.1 kann der Begriff
”
Vektor“ nun allgemein definiert

werden: Ist (V,+, ·) ein Vektorraum, so heißen die Elemente von V Vektoren.

1Die Elemente von R haben im Zusammenhang mit einem Vektorraum die Funktion von
Skalaren, siehe S. 95. Es gibt auch Vektorräume über anderen Körpern, z. B. über dem Kör-
per der komplexen Zahlen, die wir hier allerdings nicht betrachten.
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5.1.2 Beispiele für Vektorräume

Beispiel 5.1

Die Mengen aller Pfeilklassen der Ebene sowie aller Pfeilklassen des Raumes

bilden mit der in dem Abschnitt 3.1.3 definierten Pfeilklassenaddition sowie der

Multiplikation von Pfeilklassen mit reellen Zahlen Vektorräume. Mit den Sätzen

3.3 auf S. 93 und 3.5 auf S. 96 wurde bereits nachgewiesen, dass diese Mengen

alle in der Definition 5.1 geforderten Eigenschaften besitzen.

Auch die Mengen aller Verschiebungen der Ebene bzw. des Raumes (siehe

S. 88) bilden Vektorräume, da Verschiebungen durch Pfeilklassen beschrieben

und mit diesen identifiziert werden können.

Beispiel 5.2

Für jede natürliche Zahl n > 0 bildet die Menge Rn der n-Tupel reeller Zahlen

mit der in dem Abschnitt 3.2.2 definierten Addition von n-Tupeln sowie der

Multiplikation von n-Tupeln mit reellen Zahlen einen Vektorraum (siehe den

Satz 3.6 auf S. 104). Unter anderem sind also R2 und R3 Vektorräume.

Bemerkung: Streng genommen sind die Mengen R2, R3 bzw. allgemein Rn für

sich genommen keine Vektorräume, sondern nur im Zusammenhang mit den in

dem Abschnitt 3.2.2 definierten Verknüpfungen. Es müsste also heißen (R2,+, ·),
(R3,+, ·), . . . , (Rn,+, ·) sind Vektorräume. Dennoch wird oft die Kurzschreib-

weise R2, R3 , . . . , Rn für diese Vektorräume verwendet; die Definition der

Verknüpfungen wird dabei als gegeben betrachtet.

Beispiel 5.3

Folgen (an) reeller Zahlen besitzen eine Analogie zu n-Tupeln, wobei Zahlen-

folgen jedoch unendlich viele Glieder a1, a2, a3, . . . besitzen, während n-Tupel

nur aus endlich vielen (nämlich n) Komponenten bestehen. Die Addition von

Zahlenfolgen und ihre Multiplikation mit reellen Zahlen lassen sich völlig ana-

log zu der Addition und skalaren Multiplikation von n-Tupeln definieren. Sind

(an) := (a1; a2; a3; . . . ) und (bn) := (b1; b2; b3; . . . ) zwei beliebige Zahlenfolgen

und λ ∈ R, so legt man fest:

(an) + (bn) := (a1+b1; a2+b2; a3+b3; . . . ) ,

λ·(an) := (λ·a1;λ·a2;λ·a3; . . . ) .

Es lässt sich (wie für den Vektorraum der n-Tupel reeller Zahlen) leicht zei-

gen, dass die Menge aller Folgen reeller Zahlen (an) mit den so definier-

ten Verknüpfungen ein Vektorraum ist. Der Nullvektor ist dabei die Folge

(on) = (0; 0; 0; . . . ); der Gegenvektor einer Folge (an) := (a1; a2; a3; . . . ) ist

die Folge −(an) := (−a1;−a2;−a3; . . . ).

Gegenüber den bisher behandelten Vektorräumen weist der Vektorraum der

Folgen reeller Zahlen eine Besonderheit auf. Ohne den Begriff der Dimension

hier näher zu erläutern (siehe hierzu den Abschnitt 5.4.5) sei erwähnt, dass

die Dimension dieses Vektorraumes unendlich ist, während die anderen bisher

aufgeführten Vektorräume die Dimensionen 2, 3 bzw. n (mit n ∈ N) haben.
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Beispiel 5.4

Die Menge FI der auf einem Intervall I = [a; b] (mit a, b ∈ R, a < b) definierten

reellwertigen Funktionen ist mit den Verknüpfungen

+ : FI × FI → FI , (f+g)(x) := f(x) + g(x) f. a. x ∈ I und

· : R× FI → FI , (λ·f)(x) := λ · f(x) f. a. x ∈ I
(für beliebige Funktionen f, g ∈ FI und beliebige λ ∈ R) ein Vektorraum. Um

zu zeigen, dass dies zutrifft, vermerken wir zunächst, dass für beliebige f, g ∈ FI
und λ ∈ R durch f+g und λ·f ebenfalls auf dem Intervall I definierte Funktionen

gegeben sind (Abgeschlossenheit). Auch die Gültigkeit der Eigenschaften A1-S4

lässt sich recht leicht nachweisen.

A1. Für alle x ∈ I gilt (f+g)(x) = f(x)+g(x) = g(x)+f(x) = (g+f)(x), also

ist f+g = g+f für beliebige f, g ∈ FI .
A2. Wie die Kommutativität lässt sich auch die Assoziativität der Addition von

Funktionen auf die Assoziativität der Addition reeller Zahlen (der Funkti-

onswerte) zurückführen. Für alle x ∈ I ist

((f+g)+h)(x) = (f(x)+g(x))+h(x) = f(x)+(g(x)+h(x)) = (f+(g+h))(x),

also (f+g)+h = f+(g+h) für beliebige f, g, h ∈ FI .
Auf analoge Weise lassen sich auch die Eigenschaften S1-S4 auf Rechenregeln

reeller Zahlen zurückführen, worauf hier verzichtet wird.

A3. Die Funktion f0 mit f0(x) = 0 für alle x ∈ I hat die Eigenschaft des Null-

vektors, denn für beliebige f ∈ FI ist (f+f0)(x) = f(x)+f0(x) = f(x) für

alle x ∈ I und somit f+f0 = f .

A4. Ebenso lässt sich zeigen, dass für eine beliebige Funktion f ∈FI die Funktion

−f mit (−f)(x) = −f(x) die Bedingung f + (−f) = f0 erfüllt.

Beispiel 5.5

Als Polynome n-ten Grades bezeichnet man Funktionen p in einer Variablen

x ∈ R, die sich folgendermaßen darstellen lassen:

p(x) = an x
n + . . . + a2 x

2 + a1 x+ a0 =
n∑
k=0

ak x
k mit a0, . . . , an ∈ R .

(Dabei muss für ein Polynom n-ten Grades an 6=0 sein; der Grad eines Polynoms

entspricht der höchsten auftretenden Potenz der Variablen x.)

Für jedes n∈N ist die Menge Pn der Polynome höchstens n-ten Grades, d. h.

Pn =

{
p

∣∣∣∣∣ p(x) =
n∑
k=0

ak x
k; a0, . . . , an ∈ R; x ∈ R

}
mit den durch

(p+q) (x) := p(x) + q(x) =
n∑
k=0

ak x
k +

n∑
k=0

bk x
k =

n∑
k=0

(ak+bk)xk

(λ·p) (x) := λ · p(x) = λ ·
n∑
k=0

ak x
k =

n∑
k=0

λak x
k

gegebenen Verknüpfungen + und · ein Vektorraum. Es gibt also einen Vektor-

raum P1 der linearen Funktionen, einen Vektorraum P2 der (höchstens) quadra-

tischen Polynome (siehe Aufgabe 4, S. 171), P3 der Polynome höchstens dritten
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Grades usw. Dabei handelt es sich jeweils um Teilmengen des Raumes FR aller

über R definierten reellwertigen Funktionen (vgl. Beispiel 5.4); man spricht auch

von linearen Unterräumen (siehe den folgenden Abschnitt 5.2).

Beispiel 5.6

In dem Abschnitt 1.3.1 wurden bereits Matrizen als
”
Zahlentabellen“ betrachtet,

ausführlicher werden diese dann in dem Kapitel 6 behandelt. Es sei hier bereits

vermerkt, dass die Menge aller Matrizen

 a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn

 mit n Spalten,

m Zeilen und aij ∈ R, 1≤ i≤m, 1≤ j ≤ n mit den folgendermaßen definierten

Verknüpfungen + und · ein Vektorraum ist: a11 . . . a1n

a21 . . . a2n
...

...
am1 . . . amn

+


b11 . . . b1n
b21 . . . b2n
...

...
bm1 . . . bmn

 :=


a11+b11 . . . a1n+b1n
a21+b21 . . . a2n+b2n

...
...

am1+bm1 . . . amn+bmn

,

λ ·

 a11 . . . a1n

a21 . . . a2n
...

...
am1 . . . amn

 :=


λa11 . . . λ a1n

λa21 . . . λ a2n
...

...
λam1 . . . λ amn

.

Dass dieses Beispiel alle Bedingungen der Definition 5.1 erfüllt, lässt sich in

derselben Weise zeigen wie in dem Abschnitt 3.2.2 für n-Tupel, denn eine m×n -

Matrix lässt sich auch als m·n -Tupel reeller Zahlen auffassen.

5.1.3 Aufgaben zu Abschnitt 5.1

1. Weisen Sie nach, dass in jedem Vektorraum V für drei beliebige Vektoren

~p, ~x, ~y ∈ V gilt: ~p+~x = ~p+~y ⇒ ~x = ~y.

2. Weisen Sie nach, dass für alle Vektoren ~p, ~q eines Vektorraumes V und alle

Skalare λ, µ ∈ R gilt:

a) Falls λ·~p = λ·~q und λ 6=0, so ist ~p = ~q.

b) Falls λ·~p = µ·~p und ~p 6= ~o, so ist λ = µ.

3. Die Menge Rn aller n-Tupel reeller Zahlen mit den in dem Abschnitt 3.2.2

definierten Verknüpfungen + und · ist, wie festgestellt wurde, ein Vektor-

raum. Welche der Eigenschaften A1-A4, S1-S4 der Definition 5.1 gelten auch

dann, wenn die skalare Multiplikation durch λ~x =

 0
0...
0

 für alle ~x ∈ Rn und

alle λ ∈ R definiert wird? Welche der Eigenschaften werden verletzt?

4. Zeigen Sie, dass die Menge P2 =
{
p
∣∣ p(x) = a2x

2+a1x+a0; a0, a1, a2∈ R
}

der Polynome höchstens 2. Grades mit den folgendermaßen definierten Ver-

knüpfungen + und · für beliebige p, q ∈ P2 mit p(x) = a2x
2+ a1x+ a0 und

q(x) = b2x
2+ b1x+ b0 sowie beliebige λ ∈ R ein Vektorraum ist:

(p+q) (x) := p(x) + q(x)=(a2+b2)x2 + (a1+b1)x+ (a0+b0) ,

(λ·p) (x) := λ · p(x) = λa2 x
2 + λa1 x+ λa0 .
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5.2 Untervektorräume

5.2.1 Definition, Unterraumkriterium und Beispiele

Definition 5.2

Ist (V,+, ·) ein Vektorraum und U eine nicht leere Teilmenge von V , die bezüg-

lich der in V definierten Verknüpfungen + und · selbst ein Vektorraum ist, so

heißt U Unterraum von V . �

Bemerkungen:

In der Literatur werden für Untervektorräume unterschiedliche Bezeichnun-

gen wie linearer Unterraum, Teilvektorraum und linearer Teilraum verwen-

det. Wir nutzen im Folgenden die kurze Bezeichnung Unterraum.

Jeder Vektorraum V besitzt zwei Teilmengen, bei denen sofort klar ist, dass

es sich um Unterräume handelt. Dabei handelt es sich um V selbst und

um die Teilmenge, die nur den Nullvektor von V enthält. Man nennt diese

Unterräume triviale Unterräume.

Unterraumkriterium

Um für eine Menge M mit zwei Verknüpfungen + und · zu überprüfen, ob es sich

um einen Vektorraum handelt, muss die Abgeschlossenheit der Menge bezüglich

der beiden Verknüpfungen untersucht und es muss geprüft werden, ob die acht

Punkte A1-S4 der Definition 5.1 erfüllt sind. Derselbe Aufwand ist zu betreiben,

wenn nach Definition 5.2 entschieden werden soll, ob eine Menge ein Unterraum

eines Vektorraumes ist. Viele der in der Definition 5.1 geforderten Eigenschaften

sind für eine Menge jedoch schon dadurch erfüllt, dass es sich um eine Teilmenge

eines Vektorraumes handelt, so dass bereits wenige Bedingungen genügen, um

zu überprüfen, ob eine Teilmenge eines Vektorraumes ein Unterraum ist. Diese

Bedingungen sind in dem folgenden Unterraumkriterium zusammengefasst.

Satz 5.1

Es seien (V,+, ·) ein Vektorraum und U eine nicht leere Teilmenge von V. U ist

genau dann ein Unterraum von V, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

U1. U ist abgeschlossen bezüglich der Vektoraddition in V, d. h. für beliebige

~u,~v ∈ U ist auch ~u+~v ∈ U .

U2. U ist abgeschlossen bezüglich der skalaren Multiplikation in V, d. h. für be-

liebige ~u ∈ U , λ ∈ R ist λ·~u ∈ U .

Beweis:.

Ist U ein Unterraum von V , so gelten die Bedingungen U1 und U2 wegen

der Abgeschlossenheit von V bezüglich + und · , siehe die entsprechende

Bemerkung zu Definition 5.1.

Es sei umgekehrt U ⊂ V , U 6= {}, und es seien die Bedingungen U1 und U2

erfüllt. Zu zeigen ist, dass (U,+, ·) die Bedingungen A1-S4 der Definition 5.1

erfüllt. Für die Rechenregeln A1, A2 und S1-S4 ist dies dadurch gegeben,

dass U eine Teilmenge von V ist und dieselben Verknüpfungen angewendet
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werden; somit gelten diese Rechenregeln natürlich für alle Vektoren von U ,

da diese auch Vektoren von V sind. Es ist also nur noch zu zeigen, dass A3

und A4 in U erfüllt sind.

A3. Nach der Voraussetzung U 6= {} existiert ein Vektor ~u ∈ U , und wegen

U2 gilt λ·~u ∈ U für beliebige λ ∈ R. Mit λ= 0 ist also 0·~u ∈ U . Wegen

des Satzes 3.10, 1 (siehe S. 111) ist 0·~u = ~o und somit ~o ∈ U .

A4. Es sei ~u ein beliebiger Vektor von U . Dann ist nach U2 auch (−1) ·~u ∈ U.

Wegen des Satzes 3.10, 5 gilt (−1)·~u = −(1·~u) = −~u, also ist −~u ∈ U .

Beispiele für Unterräume

Beispiel 5.7

Ist ~u0 ein beliebiger Vektor eines Vektorraumes V , so ist die Menge aller Vekto-

ren ~u mit ~u = r·~u0, r ∈ R, also die Menge aller zu ~u0 kollinearen Vektoren, ein

Unterraum von V . Mitunter werden derartige Mengen als Geraden durch den

Koordinatenursprung bezeichnet. Dies ist eine geometrisch sinnvolle Interpreta-

tion, da sich ~u = r ·~u0 = ~o + r ·~u0 als Parameterdarstellung einer Geraden mit

dem Stützvektor ~o auffassen lässt (siehe Abschnitt 4.1). Jedoch sind nicht die

Ursprungsgeraden selbst (bei denen es sich um Mengen von Punkten handelt),

sondern die Mengen der zugehörigen Ortsvektoren Unterräume.

Beispiel 5.8

Es seien ~u und ~v zwei beliebige, nicht kollineare, Vektoren eines Vektorraumes

V . Wir betrachten die Menge M aller Vektoren ~w, für die ~u, ~v und ~w komplanar

sind (siehe Definition 3.8 auf S. 116):

M = {~w | ~w = r ~u+ s~v ; r, s ∈ R} .

Unter Verwendung des Unterraumkriteriums (Satz 5.1) lässt sich leicht zeigen,

dass M ein Unterraum von V ist:

Die Vektoren ~u und ~v gehören zu M , somit ist M 6= {}.
Sind ~w1, ~w2 ∈ M , so existieren r1, s1, r2, s2 ∈ R mit ~w1 = r1 ~u + s1 ~v und

~w2 = r2 ~u+ s2 ~v. Somit gilt

~w1 + ~w2 = r1 ~u+ s1 ~v + r2 ~u+ s2 ~v = (r1+r2) ~u+ (s1+s2)~v ,

es ist also ~w1+ ~w2 ∈M ; die Bedingung U1 des Satzes 5.1 ist daher erfüllt.

Für beliebige ~w ∈M und λ ∈ R ist λ ~w = λ (r ~u+s~v) = (λ r) ~u+(λ s)~v ∈M ;

die Bedingung U2 ist also ebenfalls erfüllt.

Mengen aller zu zwei gegebenen (nicht kollinearen) Vektoren komplanaren Vek-

toren sind somit Unterräume. Geometrisch lassen sich diese als Ebenen inter-

pretieren, die durch den Koordinatenursprung verlaufen (vgl. Abschnitt 4.2.1).

Beispiel 5.9

Lösungsmengen homogener linearer Gleichungssysteme in n Variablen (siehe

Abschnitt 1.3.4) sind Unterräume von Rn. Homogene LGS besitzen mit dem

Null-n-Tupel stets eine triviale Lösung. Nach dem Satz 1.1 ist die Summe zwei-

er Lösungen eines homogenen LGS wiederum eine Lösung, und ein beliebiges
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reelles Vielfaches einer Lösung eines homogenen LGS ist ebenfalls eine Lösung

dieses LGS. Somit sind die Bedingungen des Unterraumkriteriums erfüllt.

Beispiel 5.10

Die Menge SI der auf einem Intervall I = [a; b] (mit a, b ∈ R, a < b) stetigen

reellwertigen Funktionen ist ein Unterraum des Vektorraumes FI der auf I defi-

nierten reellwertigen Funktionen (siehe das Beispiel 5.4 auf S. 170). Mithilfe des

Unterraumkriteriums lässt sich dies leicht begründen:

Es ist S 6= {}, da für jedes Intervall I eine auf I stetige Funktion existiert,

z. B. die Funktion f0 mit f0(x) = 0 f. a. x ∈ R.

Die Summe zweier auf einem Intervall I stetiger Funktionen ist auf I stetig.

Das Produkt einer stetigen Funktion mit einer reellen Zahl ist ebenfalls stetig.

Auf völlig analoge Weise lässt sich begründen, dass die Menge der auf einem

Intervall differenzierbaren Funktionen ein Unterraum ist.

Beispiel 5.11

Bereits in dem Beispiel 5.5 auf S. 170 wurde erwähnt, dass der Vektorraum Pn

der Polynome höchstens n-ten Grades ein Unterraum des Raumes FR aller über

R definierten reellwertigen Funktion ist. Zugleich ist Pn auch ein Unterraum des

Raumes SR aller über ganz R stetigen Funktionen sowie des Raumes aller über

ganz R differenzierbaren Funktionen.

Betrachtet man für zwei natürliche Zahlen m,n mit m < n den Vektorraum

Pm der Polynome höchstens m-ten Grades sowie den Raum Pn der Polynome

höchstens n-ten Grades, so lässt sich mithilfe des Unterraumkriteriums leicht

zeigen, dass Pm ein Unterraum von Pn ist; zum Beispiel ist also der Raum der

(höchstens) quadratischen Polynome ein Unterraum des Raumes der (höchstens)

kubischen Polynome.

Beispiel 5.12

Unter einem magischen Quadrat der Kantenlänge n versteht man eine quadra-

tische Anordnung der Zahlen 1, 2, . . . , n2, bei der die Summen der Zahlen aller

Zeilen, Spalten und der beiden Diagonalen gleich sind. Das älteste bekannte

magische Quadrat war bereits im 3. Jahrtausend v. Chr. in China bekannt; es

hat die Kantenlänge 3 und ist durch folgende Matrix gegeben:( 4 9 2
3 5 7
8 1 6

)
.

Verzichtet man auf die Bedingung, dass alle Elemente eines magischen Quadra-

tes natürliche Zahlen sein müssen und lässt auch reelle Zahlen zu und verlangt

nur, dass die Summen aller Zeilen, aller Spalten und der beiden Diagonalen

gleich sind, so bildet die Menge aller magischen Quadrate der Kantenlänge 3

einen Unterraum des Vektorraumes der 3×3 -Matrizen (siehe das Beispiel 5.6

auf S. 171). Die Summenbedingungen an ein magisches Quadrat der Form
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a21 a22 a23

a31 a32 a33

)
lassen sich folgendermaßen ausdrücken:

a11+a12+a13 = a21+a22+a23 = a31+a32+a33 =

a11+a21+a31 = a12+a22+a32 = a13+a23+a33 =

a11+a22+a33 = a13+a22+a31 .

Für die Summe( a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

)
+

 b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

=

 a11+b11 a12+b12 a13+b13

a21+b21 a22+b22 a23+b23

a31+b31 a32+b32 a33+b33


zweier magischer Quadrate gelten wegen der obigen Gleichung und wegen

b11+b12+b13 = b21+b22+b23 = b31+b32+b33 =

b11+b21+b31 = b12+b22+b32 = b13+b23+b33 =

b11+b22+b33 = b13+b22+b31

ebenfalls die Summenbedingungen:

(a11+b11)+(a12+b12)+(a13+b13) = (a21+b21)+(a22+b22)+(a23+b23) =

(a31+b31)+(a32+b32)+(a33+b33) = (a11+b11)+(a21+b21)+(a31+b31) =

(a12+b12)+(a22+b22)+(a32+b32) = (a13+b13)+(a23+b23)+(a33+b33) =

(a11+b11)+(a22+b22)+(a33+b33) = (a13+b13)+(a22+b22)+(a31+b31) .

Somit ist also die Bedingung U1 des Unterraumkriteriums erfüllt. Auf dieselbe

Weise lässt sich zeigen, dass auch jedes reelle Vielfache eines magischen Quadrats

wiederum ein magisches Quadrat ist. Aufgrund des angegebenen Beispiels ist

auch klar, dass mindestens ein magisches Quadrat existiert, die Menge aller

magischen Quadrate der Kantenlänge 3 also nicht leer ist. Nach dem Satz 5.1

ist diese Menge somit ein Unterraum.

Magische Quadrate lassen sich auch als Lösungsmengen homogener linearer

Gleichungssysteme betrachten. Die Bedingung, dass die Summen aller Zeilen,

aller Spalten und der beiden Diagonalen gleich sein müssen, führt zu folgendem

LGS mit den Variablen a11, a12, . . . , a33 und s (der Summe jeder der Zeilen,

Spalten und Diagonalen):

a11 + a12 + a13 − s = 0

a21 + a22 + a23 − s = 0

a31 + a32 + a33 − s = 0

a11 + a21 + a31 − s = 0

a12 + a22 + a32 − s = 0

a13 + a23 + a33 − s = 0

a11 + a22 + a33 − s = 0

a13 + a22 + a31 − s = 0

Die Lösungsmenge dieses LGS mit 10 Variablen und 8 Gleichungen ist ein li-

nearer Unterraum von R10 (siehe das Beispiel 5.9 auf S. 173).
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5.2.2 Der Durchschnitt und die Summe zweier Unterräume

Satz 5.2

Sind U1, U2 Unterräume eines Vektorraumes V, so ist der Durchschnitt U1∩ U2

ebenfalls ein Unterraum von V.

Beweis: Da jeder Unterraum den Nullvektor enthält, ist U1 ∩ U2 nicht leer. Es

bleiben die Bedingungen U1, U2 des Unterraumkriteriums zu bestätigen. Dazu

seien v, w ∈ U1∩U2 und λ ∈ R. Da somit v, w ∈ U1 sind, folgt durch Anwendung

von U1 und U2 für U1, dass v+w ∈ U1 und λ v ∈ U1 ist. Ebenso gilt v+w ∈ U2

und λ v ∈ U2. Es ergibt sich also v+w ∈ U1 ∩ U2 sowie λ v ∈ U1 ∩ U2.

Beispiel 5.13

Die Lösungsmengen der einzelnen Gleichungen des homogenen LGS

I 3x − 2 y + 4 z = 0

II x + y − 3 z = 0

sind Unterräume von R3 (siehe Beispiel 5.9 auf S. 173):

LI =

{(
x
y
z

) ∣∣∣∣∣
(
x
y
z

)
= λ·

(
2
3
0

)
+ µ·

(
−4

0
3

)
; λ, t ∈ R

}
,

LII =

{(
x
y
z

) ∣∣∣∣∣
(
x
y
z

)
= λ·

(
−1

1
0

)
+ µ·

(
3
0
1

)
; λ, µ ∈ R

}
.

Berechnet man durch Gleichsetzen dieser Parameterdarstellungen den Durch-

schnitt der beiden Unterräume (z. B. nach dem in dem Beispiel 4.19 auf S. 154

für Ebenen beschriebenen Vorgehen), so ergibt sich der Unterraum

LI ∩ LII =

{(
x
y
z

) ∣∣∣∣∣
(
x
y
z

)
= λ·

(
2

13
5

)
; λ ∈ R

}
.

Dieser Unterraum ist die Lösungsmenge des gegebenen Gleichungssystems. Geo-

metrisch lassen sich Lösungsmengen homogener Gleichungen mit drei Variablen

als Ebenen interpretieren, die durch den Koordinatenursprung verlaufen. Der

Durchschnitt zweier derartiger Ebenen ist (wenn diese nicht identisch sind) eine

Ursprungsgerade.

Bemerkung: Die Vereinigungsmenge U1 ∪ U2 zweier Unterräume U1 und U2

eines Vektorraumes ist i. Allg. kein Unterraum, siehe Aufgabe 6 auf S. 177.

Definition 5.3

Es seien U1, U2 Unterräume eines Vektorraumes V . Dann heißt die Menge

U1+ U2 := { ~u1+ ~u2 | ~u1 ∈ U1, ~u2 ∈ U2 }
Summe der Unterräume U1 und U2. �

Beispiel 5.14

Wir betrachten zwei Unterräume von R3:

U1 =

{(
r
0
0

)∣∣∣∣∣ r ∈ R

}
, U2 =

{(
0
s
0

)∣∣∣∣∣ s ∈ R

}
,

Die Summe dieser beiden Unterräume ist
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U1 + U2 =

{(
r
0
0

)
+

(
0
s
0

)∣∣∣∣∣ r, s ∈ R

}
=

{(
r
s
0

)∣∣∣∣∣ r, s ∈ R

}
.

Satz 5.3

Sind U1, U2 Unterräume eines Vektorraumes V , so ist die Summe U1+U2 eben-

falls ein Unterraum von V .

Beweis: Es ist klar, dass U1+ U2 nicht die leere Menge ist, somit bleiben für

U1 + U2 die Bedingungen U1 und U2 des Unterraumkriteriums zu bestätigen.

Dazu seien ~v, ~w ∈ U1+ U2, d. h. es existieren ~v1, ~w1 ∈ U1 und ~v2, ~w2 ∈ U2 mit

~v = ~v1 + ~v2, ~w = ~w1 + ~w2 .

Wegen der Assoziativität und der Kommutativität der Vektoraddition folgt

~v + ~w = (~v1 + ~v2) + (~w1 + ~w2) = (~v1 + ~w1) + (~v2 + ~w2) ∈ U1 + U2 .

Ist λ ∈ R, so gilt
λ~v = λ (~v1 + ~v2) = λ~v1 + λ~v2 ∈ U1+ U2.

Damit sind die Bedingungen U1, U2 erfüllt; U1+U2 ist somit ein Unterraum.

5.2.3 Aufgaben zu Abschnitt 5.2

1. Gegeben sind ein Unterraum U eines Vektorraumes V und Vektoren ~u,~v∈V.

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

a) Gehören ~u und ~v nicht zu U , so ist auch ~u+~v /∈ U .

b) Gehören ~u und ~v nicht zu U , so ist ~u+~v ∈ U .

c) Gehört ~u zu U , nicht aber ~v, so ist ~u+~v /∈ U .

Geben Sie Begründungen oder Gegenbeispiele an.

2. Geben Sie zu folgenden Teilmengen des Vektorraumes R3 an, ob sie Unter-

räume sind; begründen Sie Ihre Aussagen:

a) U1 =

{( v1
v2
v3

)
∈ R3

∣∣∣∣ v1+v2 = 2

}
b) U2 =

{( v1
v2
v3

)
∈ R3

∣∣∣∣ v1+v2 = v3

}
c) U3 =

{( v1
v2
v3

)
∈ R3

∣∣∣∣ v1 · v2 = v3

}
3. Ist die Menge aller konvergenten Zahlenfolgen ein Unterraum des Vektorrau-

mes der Folgen (an) reeller Zahlen (siehe Beispiel 5.3 auf S. 169)? Begründen

Sie Ihre Antwort.

4. Begründen Sie, dass Lösungsmengen inhomogener linearer Gleichungssyste-

me keine Unterräume sind.

5. Weisen Sie nach, dass die Menge aller 2×2-Matrizen der Form
(
a 0
0 b

)
mit

a, b ∈ R mit den in dem Beispiel 5.6 auf S. 171 definierten Verknüpfungen

+ und · ein Unterraum des Vektorraumes aller Matrizen
( a11 a12

a21 a22

)
mit 2

Zeilen und 2 Spalten ist.

6. Zeigen Sie, dass die Vereinigungsmenge U1 ∪ U2 zweier Unterräume U1 und

U2 eines Vektorraumes im Allgemeinen kein Unterraum ist.
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5.3 Lineare Hüllen, Erzeugendensysteme,
lineare Abhängigkeit

In dem Abschnitt 3.4 wurden Linearkombinationen von k Vektoren ~u1, . . . , ~uk

als Vektoren ~x definiert, die sich in der Form ~x =
∑k
i=1 λi ~ui mit λ1, . . . , λk ∈ R

darstellen lassen (siehe Definition 3.7 auf S. 113). Im Folgenden bilden Linear-

kombinationen die Grundlage für einige zentrale Begriffe der linearen Algebra.

5.3.1 Lineare Hüllen von Vektormengen

Definition 5.4

Als lineare Hülle von Vektoren ~u1, ~u2, . . . , ~uk bezeichnet man die Menge aller

Linearkombinationen dieser Vektoren:

〈~u1, ~u2, . . . , ~uk〉 =

{
k∑
i=1

λi ·~ui

∣∣∣∣∣λ1, . . . , λk ∈ R

}
.

�

Beispiel 5.15

Die lineare Hülle der Vektoren ~u1 =

(
−3

2
4

)
und ~u2 =

(
5
−1

7

)
ist die Menge

〈~u1, ~u2〉 =

{
λ1 ·

(−3
2
4

)
+ λ2 ·

(
5
−1

7

) ∣∣∣∣∣λ1, λ2 ∈ R

}
.

Satz 5.4

Es seien ~u1, ~u2, . . . , ~uk Vektoren eines Vektorraumes V. Dann ist die lineare

Hülle 〈~u1, ~u2, . . . , ~uk〉 ein Unterraum von V.

Beweis: Da die Vektoren ~u1, ~u2, . . . , ~uk selbst zu 〈~u1, ~u2, . . . , ~uk〉 gehören, ist

die lineare Hülle nicht leer. Es genügt also, zu zeigen, dass die beiden Bedin-

gungen U1 und U2 des Unterraumkriteriums (Satz 5.1, S. 172) erfüllt sind.

U1. Es seien ~v und ~w zwei Vektoren der linearen Hülle 〈~u1, ~u2, . . . , ~uk〉, d. h.

es existieren µ1, . . . , µk ∈ R sowie ν1, . . . , νk ∈ R mit ~v =
∑k
i=1 µi ~ui und

~w =
∑k
i=1 νi ~ui. Mit λi = µi+νi (für i = 1 . . . k) ist ~v + ~w =

∑k
i=1 λi ~ui und

somit nach Definition 5.4 ~v + ~w ∈ 〈~u1, ~u2, . . . , ~uk〉.
U2. Ist ~v =

∑k
i=1 µi ~ui und r ∈ R, so ist r ~v =

∑k
i=1 r µi ~ui und somit nach

Definition 5.4 r ~v ∈ 〈~u1, ~u2, . . . , ~uk〉.

Satz 5.5

Es seien ~u1, . . . , ~uk Vektoren eines Vektorraumes V. Dann ist die lineare Hülle

〈~u1, . . . , ~uk〉 der kleinste Unterraum von V, der ~u1, . . . , ~uk enthält, d. h.: Ist U ein

beliebiger Unterraum von V mit ~u1 ∈ U, . . . , ~uk ∈ U , so gilt 〈~u1, ~u2, . . . , ~uk〉 ⊆ U .

Beweis: Es sei U ein beliebiger Unterraum von V, der die Vektoren ~u1, . . . , ~uk

enthält. Es ist zu zeigen, dass jeder Vektor ~v ∈ 〈~u1, . . . , ~uk〉 zu U gehört. Sei

dazu ~v =
∑k
i=1 µi ~ui mit µ1, . . . , µk ∈ R. Da ~u1 ∈ U, ~u2 ∈ U, . . . , ~uk ∈ U , gilt

wegen des Satzes 5.1, U2: µ1~u1 ∈U, µ2~u2 ∈U, . . . , µk~uk ∈U . Nach Satz 5.1, U1

gehört zu zwei beliebigen Vektoren eines Unterraumes U auch deren Summe zu

U . Durch mehrfache Anwendung dieser Bedingung folgt, dass auch die Summe

der k Vektoren µ1~u1, µ2~u2, . . . , µk~uk ein Vektor von U ist, also ~v ∈ U .
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5.3.2 Erzeugendensysteme

In den vorangegangenen Betrachtungen über lineare Hüllen von Vektormengen

wurden Mengen von Vektoren untersucht, die aus gegebenen Vektoren als Li-

nearkombinationen erzeugt werden können, und es wurde dabei festgestellt, dass

die lineare Hülle einer beliebigen Menge von Vektoren stets ein Unterraum und

somit ein Vektorraum ist. Die folgenden Überlegungen schließen daran an, indem

Mengen von Vektoren betrachtet werden, die jeden Vektor eines Vektorraumes

als Linearkombination erzeugen können.

Definition 5.5

Eine Teilmenge E eines Vektorraumes V heißt Erzeugendensystem von V , wenn

sich jeder Vektor ~v ∈ V als Linearkombination von Vektoren aus E darstellen

lässt. �

Beispiel 5.16

Die Vektormenge E1 =
{(

1
0

)
;
(

1
1

)
;
(

1
2

)}
ist ein Erzeugendensystem von R2.

Um dies zu bestätigen, muss gezeigt werden, dass sich jeder Vektor
(
x
y

)
∈ R2

als Linearkombination der drei Vektoren von E1 darstellen lässt, also λ, µ, ν ∈ R
existieren mit

(
x
y

)
= λ

(
1
0

)
+µ

(
1
1

)
+ ν

(
1
2

)
. Dies ist gleichbedeutend mit der

Lösbarkeit des linearen Gleichungssystems
λ + µ + ν = x

µ + 2 ν = y .

Dieses LGS ist für beliebige
(
x
y

)
∈ R2 lösbar (wobei für jeden Vektor

(
x
y

)
sogar

unendlich viele Lösungen existieren). E1 ist somit ein Erzeugendensystem von

R2. Allerdings würden schon zwei der drei Vektoren von E1 ausreichen, um R2

zu erzeugen. Auch E2 =
{(

1
0

)
;
(

1
1

)}
ist ein Erzeugendensystem von R2. Dies

ergibt sich daraus, dass das LGS
λ + µ = x

µ = y

für beliebige
(
x
y

)
∈ R2 lösbar ist, jeder Vektor von R2 also als Linearkombina-

tion der Vektoren
(

1
0

)
und

(
1
1

)
dargestellt werden kann.

Das Beispiel zeigt, dass R2 ein Erzeugendensystem besitzt, das aus zwei Vek-

toren besteht; weitere derartige Erzeugendensysteme lassen sich leicht konstru-

ieren. Analog dazu gibt es für R3 Erzeugendensysteme mit drei Vektoren sowie

allgemein für Rn Erzeugendensysteme mit n Vektoren, z. B. E = {~e1, ~e2, . . . , ~en}

mit ~e1 =


1
0
0
...
0

, ~e2 =


0
1
0
...
0

, ~e3 =


0
0
1
...
0

, . . . , ~en =


0
0
0
...
1

. Jedoch gibt es kein Er-

zeugendensystem von Rn, das aus weniger als n Vektoren besteht. Auf einen

Beweis dieser Tatsache wird hier verzichtet, das folgende Beispiel verdeutlicht

jedoch, dass Mengen von 2 Vektoren nur echte Unterräume von R3 erzeugen.
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Beispiel 5.17

Zwei beliebige, nicht kollineare Vektoren ~u,~v ∈ R3 erzeugen stets den Unterraum

U , der alle Vektoren ~x enthält, die mit ~u und ~v komplanar sind:

U = 〈~u,~v 〉 =

{
~x

∣∣∣∣∣ ~x = λ1 ·

(
xu
yu
zu

)
+ λ2 ·

(
xv
yv
zv

)
; λ1, λ2 ∈ R

}
.

Geometrisch lässt sich dieser Unterraum als Ebene interpretieren, die durch den

Koordinatenursprung verläuft. In Abb. 5.1 sind für ~u =

(
4
−2
−2

)
und ~v =

(
−4

6
2

)
einige Vektoren des durch ~u und ~v erzeugten Unterraumes durch Pfeile (mit

Anfangspunkten im Koordinatenursprung) dargestellt.

Abb. 5.1: Einige Vektoren des durch zwei
Vektoren ~u und ~v erzeugten Unterraumes

Es ist leicht zu überlegen, dass zwei kollineare Vektoren ~u und ~v denselben

Vektorraum erzeugen wie ein einziger dieser beiden Vektoren. In Verallgemeine-

rung dieser Tatsache darf aus einem Erzeugendensystem eines Vektorraumes V

in dem zwei kollineare Vektoren enthalten sind, ein Vektor
”
herausgenommen“

werden, wobei die verbleibenden Vektoren immer noch ein Erzeugendensystem

von V bilden. Ebenso kann aus einem Erzeugendensystem, das drei komplanare

Vektoren enthält, ein Vektor entfernt werden. Der folgende Satz bringt diese

Tatsachen in präziseren Formulierungen zum Ausdruck.

Satz 5.6

Es sei E = {~e1;~e2; . . . ;~ek} ein Erzeugendensystem eines Vektorraumes V .

a) Sind zwei Vektoren ~ei, ~ej ∈ E (i 6= j) kollinear und ist ~ei 6= ~o, so ist auch

E \ {~ej} = {~e1; . . . ;~ej−1;~ej+1; . . . ;~ek} ein Erzeugendensystem von V .

b) Sind drei Vektoren ~ei, ~ej , ~el ∈ E (i 6= j, i 6= l, j 6= l) komplanar und sind ~ei

und ~ej nicht kollinear, so ist auch E \ {~el} = {~e1; . . . ;~el−1;~el+1; . . . ;~ek} ein

Erzeugendensystem von V .

Beweis: Auf den Beweis von Teil a wird hier verzichtet (siehe Aufgabe 4 auf

S. 186). Um den Beweis von b einfacher aufschreiben zu können, wird zunächst

angemerkt, dass die Reihenfolge, in der die Vektoren eines Erzeugendensystems

nummeriert sind, unbedeutend ist. Ohne damit die Allgemeinheit der Beweis-

führung zu schmälern, darf daher eine Umnummerierung vorgenommen werden.
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Wir nehmen deshalb im Folgenden an, dass die drei nach Voraussetzung kom-

planaren Vektoren ~e1, ~e2 und ~e3 seien und darunter die Vektoren ~e2 und ~e3

nicht kollinear sind. Dann lässt sich ~e1 als Linearkombination von ~e2 und ~e3

darstellen, es existieren also µ, ν ∈ R mit

~e1 = µ~e2 + ν ~e3 .

Da E = {~e1; . . . ;~ek} ein Erzeugendensystem von V ist, existieren für jeden

Vektor ~x ∈ V reelle Zahlen λ1, . . . , λk mit:

~x =
k∑
i=1

λi ~ei = λ1 ~e1 + λ2 ~e2 + λ3 ~e3 + λ4 ~e4 + . . .+ λk ~ek

= λ1 (µ~e2 + ν ~e3) + λ2 ~e2 + λ3 ~e3 + λ4 ~e4 + . . .+ λk ~ek
= (λ1 µ+λ2) ~e2 + (λ1 ν+λ3) ~e3 + λ4 ~e4 + . . .+ λk ~ek .

Somit ist ~x als Linearkombination der Vektoren ~e2, . . . ~ek darstellbar; durch Ein-

führung neuer Bezeichnungen λ′2 =λ1 µ+λ2, λ′3 =λ1 ν+λ3, λ′4 =λ4,. . . ,λ′k=λk

lässt sich dies besonders deutlich aufschreiben:

~x =

k∑
i=2

λ′i ~ei .

Da für ~x ein beliebiger Vektor aus V betrachtet wurde, lässt sich jeder Vektor

des Vektorraumes V als Linearkombination von ~e2, . . . , ~ek ausdrücken; somit ist

{~e2; . . . ;~ek} = E \ {~e1} ein Erzeugendensystem von V . Aufgrund der eingangs

gemachten Bemerkung zur Umnummerierung der Vektoren ~el, ~ei, ~ej in ~e1, ~e2, ~e3

ist der Teil b des Satzes damit bewiesen.

Bei der Formulierung des Satzes 5.6 wurde von einem Erzeugendensystem ausge-

gangen, das aus nur endlich vielen Vektoren ~e1, . . . , ~ek besteht, obwohl der Satz

auch für Erzeugendensysteme mit unendlich vielen Vektoren gilt. Um Schwierig-

keiten mit Schreibweisen und Fallunterscheidungen zu vermeiden, verzichten wir

darauf, unendliche Erzeugendensysteme zu betrachten. Es sei jedoch angemerkt,

dass es Vektorräume gibt, die keine endlichen Erzeugendensysteme besitzen.

Beispiel 5.18

Während der Vektorraum Pn der Polynome höchstens n-ten Grades (siehe das

Beispiel 5.5 auf S. 170) ein endliches Erzeugendensystem besitzt, nämlich z. B.

E = {p0; p1; . . . ; pn} mit p0(x)=1, p1(x)=x, p2(x)=x2, . . . , pn(x)=xn, gibt

es kein endliches Erzeugendensystem für den Vektorraum aller Polynome. Egal

aus wie vielen Polynomen eine endliche Menge bestünde, würde man immer ein

Polynom mit genügend hohem Grad finden, welches nicht als Linearkombination

von Polynomen dieser Menge dargestellt werden kann. Ein Erzeugendensystem

dieses Vektorraumes muss also unendlich viele Polynome enthalten, z. B. pi mit

pi(x) = xi für alle i ∈ N (einschließlich Null). Dieses Erzeugendensystem ist

gleichmächtig mit der Menge der natürlichen Zahlen, man nennt es abzählbar

unendlich. Hingegen besitzt z. B. der Vektorraum FI der auf einem Intervall I

definierten reellwertigen Funktionen (siehe Beispiel 5.4 auf S. 170) nicht nur kein

endliches, sondern auch kein abzählbar unendliches Erzeugendensystem.
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5.3.3 Lineare Abhängigkeit und Unabhängigkeit

In dem Abschnitt 3.4.2 wurde die Komplanarität von Vektoren behandelt und

dabei festgestellt, dass drei Vektoren genau dann komplanar sind, wenn sich der

Nullvektor aus ihnen auf nicht triviale Weise als Linearkombination darstellen

lässt (Satz 3.12 auf S. 117). Diese Grundidee wird nun für Mengen von beliebig

vielen Vektoren verallgemeinert.

Definition 5.6

Eine Menge {~u1; ~u2; . . . ; ~uk} von Vektoren eines Vektorraumes V heißt linear

abhängig, wenn sich der Nullvektor auf nicht triviale Weise als Linearkombina-

tion der Vektoren ~u1, ~u2, . . . , ~uk darstellen lässt, d. h. wenn λ1, λ2, . . . , λk ∈ R
existieren, von denen für mindestens ein i (mit 1≤ i≤k) λi 6=0 ist, so dass gilt:

k∑
i=1

λi ~ui = ~o .

Eine Vektormenge {~u1; ~u2; . . . ; ~uk} heißt linear unabhängig, wenn sich der Null-

vektor nur auf triviale Weise als Linearkombination der Vektoren ~u1, ~u2, . . . , ~uk

darstellen lässt, d. h. wenn aus
∑k
i=1 λi ~ui = ~o folgt λ1 =λ2 = . . .=λk=0. �

Beispiel 5.19

Ein Vergleich der Definition 5.6 mit dem Satz 3.12 auf S. 117 ergibt, dass eine

Menge von drei Vektoren genau dann linear abhängig ist, wenn die Vektoren

komplanar sind. Somit müssten die drei in dem Beispiel 3.6 auf S. 116 betrach-

teten Vektoren ~x =

(
3,5
5
0,5

)
, ~u =

(
1
2
3

)
und ~w =

(
1
1
−2

)
linear abhängig sein. Um

dies anhand von Definition 5.6 zu überprüfen, wird die Vektorgleichung

λ

(
3,5
5
0,5

)
+µ

(
1
2
3

)
+ ν

(
1
1
−2

)
=

(
0
0
0

)
bzw. das entsprechende lineare Gleichungssystem

3,5λ + µ + ν = 0
5λ + 2µ + ν = 0

0,5λ + 3µ − 2 ν = 0 .

gelöst. Es ergibt sich eine einparametrige Lösungsmenge mit λ=−1
2 t, µ= 3

4 t

und ν= t. Somit ist also z. B. durch

−2 ·

(
3,5
5
0,5

)
+ 3 ·

(
1
2
3

)
+ 4 ·

(
1
1
−2

)
=

(
0
0
0

)
eine nicht triviale Linearkombination des Nullvektors durch die Vektoren ~x, ~u

und ~w gegeben, die Vektoren sind also linear abhängig.

Beispiel 5.20

Um zu prüfen, ob die Vektoren ~a =

 2
1
0
−1

, ~b =

 1
0
1
−2

, ~c =

−1
−2

0
1

, ~d =

−1
0
1
0


linear abhängig sind, wird das der Vektorgleichung λ1 ~a+ λ2

~b+ λ3 ~c+ λ4
~d = ~o

entsprechende lineare Gleichungssystem
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2λ1 + λ2 − λ3 − λ4 = 0
λ1 − 2λ3 = 0

λ2 + λ4 = 0
−λ1 − 2λ2 + λ3 = 0

gelöst. Es ergibt sich die eindeutige Lösung λ1 = 0, λ2 = 0, λ3 = 0, λ4 = 0. Aus

λ1 ~a + λ2
~b + λ3 ~c + λ4

~d = ~o folgt somit λ1 =λ2 =λ3 =λ4 = 0; nach Definition

5.6 sind die Vektoren ~a, ~b, ~c und ~d linear unabhängig.

Im Folgenden werden einige Eigenschaften von linear abhängigen und linear

unabhängigen Mengen von Vektoren bewiesen, die teilweise selbstverständlich

erscheinen mögen, aber für den folgenden Aufbau der Theorie der Vektorräume

häufig gewissermaßen als
”
Handwerkszeug“ benötigt werden.

Satz 5.7

Enthält eine Menge M von Vektoren den Nullvektor, so ist M linear abhängig.

Beweis: Sei M= {~u1; ~u2; . . . ; ~uk} und ~ul = ~o (mit 1≤ l≤k). Es gilt

0 ~u1 + . . .+ 0 ~ul−1 + 1 ~o+ 0 ~ul+1 + . . .+ 0 ~uk = ~o bzw.
k∑
i=1

λi ~ui = λ1 ~u1 + . . .+λl−1 ~ul−1 +λl ~ul +λl+1 ~ul+1 + . . .+λk ~uk = ~o

mit λ1 = . . . λl−1 = 0, λl = 1, λl+1 = . . . λk = 0. Der Nullvektor lässt sich also

auf nicht triviale Weise als Linearkombination der Vektormenge M darstellen,

somit ist M linear abhängig.

Wir merken an, dass insbesondere die Menge M={~o}, die nur aus dem Null-

vektor besteht, trivialerweise linear abhängig ist.

Satz 5.8

a) Für eine beliebige linear unabhängige Menge M von Vektoren ist jede Teil-

menge N⊂M ebenfalls linear unabhängig.

b) Sind M und N Mengen von Vektoren mit M ⊂N und ist M linear abhängig,

so ist N ebenfalls linear abhängig.

Beweis: Wir beschränken uns auf die Betrachtung endlicher Vektormengen.

a) Es sei M = {~u1; ~u2; . . . ; ~uk} und N ⊂M . Da die Vektoren von M umnum-

meriert werden können, bedeutet es keine Einschränkung der Allgemeinheit,

wenn wir schreiben N={~u1; ~u2; . . . ; ~ul} mit l < k. Da M linear unabhängig

ist, folgt aus k∑
i=1

λi ~ui =
l∑
i=1

λi ~ui +
k∑

i=l+1

λi ~ui = ~o ,

dass λ1 =λ2 = . . .=λl=λl+1 = . . .=λk=0 sein muss. Dazu im Widerspruch

stünde die Existenz von (λ1;λ2; . . . ;λl) 6= (0; 0; . . . ; 0) mit
∑l
i=1 λi ~ui = ~o,

denn damit ließe sich λl+1 = . . .=λk=0 setzen und
∑k
i=1 λi ~ui = ~o wäre mit

diesen Koeffizienten eine nicht triviale Linearkombination des Nullvektors aus

Vektoren der Menge M . Also folgt aus
∑l
i=1 λi ~ui = ~o, dass λ1 = . . .=λl=0

gilt, also die lineare Unabhängigkeit von N .

b) Dieser Teil des Beweises ist Gegenstand der Aufgabe 7 (S. 186).
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Satz 5.9

Eine Menge M= {~u1; ~u2; . . . ; ~uk} von Vektoren ist genau dann linear abhängig,

wenn ein Vektor in M existiert, der sich als Linearkombination der restlichen

Vektoren von M darstellen lässt.

Beweis: Da es sich bei dem Satz 5.9 um eine
”
genau-dann-wenn-Aussage“

handelt, sind zwei Richtungen zu beweisen.

Ist eine Menge M = {~u1; ~u2; . . . ; ~uk} linear abhängig, so existieren Koeffizi-

enten λ1, . . . , λk mit (λ1;λ2; . . . ;λk) 6= (0; 0; . . . ; 0) und
∑k
i=1 λi ~ui = ~o. Ist

λl (mit 1≤ l≤ k) ein von Null verschiedener Koeffizient, so lässt sich diese

Gleichung folgendermaßen umstellen:

~o =

l−1∑
i=1

λi ~ui + λl ~ul +
k∑

i=l+1

λi ~ui

λl ~ul = −
l−1∑
i=1

λi ~ui −
k∑

i=l+1

λi ~ui

~ul =

l−1∑
i=1

(
−λi
λl

)
~ui +

k∑
i=l+1

(
−λi
λl

)
~ui .

Somit ist also der Vektor ~ul als Linearkombination der Vektormenge

M\{~ul}= {~u1; . . . ; ~ul−1; ~ul+1; . . . ; ~uk} darstellbar.

Ist umgekehrt ein Vektor ~ul ∈ M (1≤ l≤k) als Linearkombination der rest-

lichen Vektoren von M darstellbar, d. h. existieren λ1, . . . , λl−1, λl+1, . . . , λk

mit

~ul =

l−1∑
i=1

λi ~ui +

k∑
i=l+1

λi ~ui ,

so folgt daraus

~o =

l−1∑
i=1

λi ~ui + (−1) ~ul +
k∑

i=l+1

λi ~ui =
k∑
i=1

µi ~ui

mit µi = λi für alle i 6= l und µl =−1, also µl 6= 0. Der Nullvektor ist somit

auf nicht triviale Weise als Linearkombination der Vektoren ~u1, . . . , ~uk dar-

stellbar; M ist daher linear abhängig.

Bemerkungen:

Wenn sich ein Vektor ~x als Linearkombination von Vektoren ~u1, . . . , ~uk dar-

stellen lässt, sagt man, der Vektor ~x ist von den Vektoren ~u1 . . . , ~uk linear

abhängig. Ist dies nicht der Fall, so ist ~x von den Vektoren ~u1, . . . , ~uk linear

unabhängig. Satz 5.9 lässt sich damit auch folgendermaßen formulieren: Eine

Menge M von Vektoren ist genau dann linear abhängig, wenn ein Vektor in

M existiert, der von den restlichen Vektoren von M linear abhängig ist.

Die Formulierung in dem Satz 5.9
”
wenn ein Vektor in M existiert, der sich

als Linearkombination der restlichen Vektoren von M darstellen lässt“ be-

inhaltet nicht, dass nur ein Vektor mit dieser Eigenschaft existieren muss.
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Meist ist sogar die Mehrzahl der Vektoren einer linear abhängigen Vektor-

menge von den jeweils verbleibenden Vektoren linear abhängig. Genauer aus-

gedrückt lassen sich alle Vektoren ~ui, deren Koeffizienten λi bei der Darstel-

lung
∑k
i=1 λi ~ui = ~o von Null verschieden sind, als Linearkombinationen

der jeweils restlichen Vektoren darstellen. Dies wird in dem ersten Teil des

Beweises von Satz 5.9 deutlich: ~ul kann jeder Vektor sein, für den λl 6=0 ist.

Beispiel 5.21

Für die drei Vektoren ~x, ~u und ~w in dem Beipiel 5.19 auf S. 182 wurde festge-

stellt, dass diese linear abhängig sind, da z. B. −2 ~x + 3 ~u + 4 ~w = ~o ist. Jeder

dieser drei Vektoren lässt sich als Linearkombination der jeweils zwei anderen

Vektoren darstellen: ~x = 3
2 ~u + 2 ~w, ~u = 2

3 ~x −
4
3 ~w, ~w = 1

2 ~x −
3
4 ~u.

Satz 5.10

Es seien M = {~u1; . . . ; ~uk} eine linear unabhängige Menge von Vektoren eines

Vektorraumes V und ~v ein beliebiger Vektor aus V . Dann folgt aus

~v =

k∑
i=1

λi ~ui und ~v =

k∑
i=1

µi ~ui

stets λi=µi für alle i mit 1≤ i≤k.

Bemerkung: Der Satz 5.10 sagt aus, dass die Koeffizienten bei der Darstellung

eines Vektors als Linearkombination einer Menge linear unabhängiger Vektoren

eindeutig bestimmt sind.

Beweis: Aus ~v =
∑k
i=1 λi ~ui und ~v =

∑k
i=1 µi ~ui folgt

k∑
i=1

λi ~ui =

k∑
i=1

µi ~ui bzw.

k∑
i=1

(λi−µi) ~ui = ~o .

Wegen der linearen Unabhängigkeit von {~u1; . . . ; ~uk} folgt daraus λi−µi = 0

für alle i = 1 . . . k und somit die Behauptung.

Das folgende Beispiel verdeutlicht die Notwendigkeit der Voraussetzung, dass

eine Vektormenge M linear unabhängig ist, für die Eindeutigkeit der Darstellung

eines Vektors als Linearkombination der Vektoren von M .

Beispiel 5.22

.

Die Vektoren ~a =

 1
2
3
0

,~b =

 2
1
2
−1

, ~c =

 3
1
2
−1

, ~d =

−4
1
0
3

 sind linear abhängig

(siehe Aufgabe 6 auf S. 186). Der Vektor ~x =

 24
3

12
−15

 lässt sich auf unterschied-

liche Arten als Linearkombination der Vektoren ~a, ~b, ~c und ~d darstellen, denn

löst man das der Vektorgleichung λ1~a + λ2
~b + λ3~c + λ4

~d = ~x entsprechende

LGS, so erhält man λ1 =−2 t−6, λ2 = 3 t+15, λ3 = 0, λ4 = t (mit t ∈ R).

Somit ist z. B. ~x = −8~a+ 18~b+ 0~c+ ~d und ~x = −4~a+ 12~b+ 0~c− ~d.
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5.3.4 Aufgaben zu Abschnitt 5.3

1. Überprüfen Sie, ob die folgenden 2×2 -Matrizen als Linearkombinationen der

Matrizen

(
1 0
1 1

)
und

(
1 1
0 1

)
darstellbar sind.

a) A =

(
1 2
3 4

)
b) B =

(
5 3
2 5

)
2. Ermitteln Sie die lineare Hülle 〈p1, p2, p3〉 der Polynome p1, p2 und p3 mit

p1(x) = x+ 1, p2(x) = x2+ x und p3(x) = x2.

3. Zeigen Sie, dass die Vektormenge E =

{(
1
0
0

)
;

(
1
1
0

)
;

(
1
1
1

)}
ein Erzeugen-

densystem von R3 ist.

4. Beweisen Sie den Satz 5.6 a auf S. 180.

5. Weisen Sie nach: Sind U und V lineare Unterräume sowie EU = {~u1; . . . ; ~uk}
und EV = {~v1; . . . ;~vm} Erzeugendensysteme von U bzw. V , so ist die Summe

der Unterräume U und V (siehe Definition 5.3) identisch mit der linearen

Hülle der Vektormenge EU ∪ EV , d. h. U+V = 〈~u1, . . . , ~uk, ~v1, . . . , ~vm〉.

6. Zeigen Sie, dass die Vektoren ~a =

 1
2
3
0

, ~b =

 2
1
2
−1

, ~c =

 3
1
2
−1

, ~d =

−4
1
0
3


linear abhängig sind und überprüfen Sie, welche(r) der Vektoren sich als

Linearkombination der jeweils drei anderen Vektoren darstellen lässt/lassen.

7. Beweisen Sie Teil b des Satzes 5.8 auf S. 183.

8. Folgt aus der linearen Unabhängigkeit von zwei Vektoren ~u und ~v auch die

lineare Unabhängigkeit von ~u− ~v und ~u+ ~v ?

9. Folgt aus der linearen Unabhängigkeit dreier Vektoren ~u, ~v, ~w auch die li-

neare Unabhängigkeit der drei Vektoren ~u+ ~v + ~w, ~u+ ~v, ~v + ~w ?

10. Gegeben sind die folgenden Unterräume von R2:

U1 =
〈(

1
2

)〉
, U2 =

〈(
1
1

)
,
(

1
−2

)〉
, U3 =

〈(
1
−3

)〉
.

Welche der folgenden Aussagen ist (sind) richtig?

a)
{(−2
−4

)}
ist ein Erzeugendensystem von U1 ∩ U2.

b)
{(

1
4

)}
ist eine linear unabhängige Teilmenge von U2.

c) Es gilt 〈U1 ∪ U3〉 = R2.

11. Beweisen Sie den folgenden Satz: Ist eine Vektormenge {~u1; . . . ; ~uk} linear

unabhängig und ist ein Vektor ~v von {~u1; . . . ; ~uk} linear unabhängig, so ist

auch die Menge {~u1; . . . ; ~uk;~v} linear unabhängig.

12. Weisen Sie nach, dass eine Menge linear unabhängiger Vektoren des Vektor-

raumes Rn aus höchstens n Vektoren bestehen kann. Ziehen Sie dazu die in

dem Abschnitt 1.3 gemachten Aussagen über Lösbarkeit und Lösungsmengen

von linearen Gleichungssystemen heran.
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5.4 Basis und Dimension

5.4.1 Der Begriff der Basis

In dem vorangegangen Abschnitt wurde festgestellt, dass sich mit den Vekto-

ren eines Erzeugendensystems alle Vektoren eines Vektorraumes erzeugen (d. h.

als Linearkombinationen darstellen) lassen, es hierbei aber oft verschiedene Mög-

lichkeiten gibt, die Darstellung also nicht eindeutig ist. Hingegen ist die Dar-

stellung eines Vektors als Linearkombination linear unabhängiger Vektoren ein-

deutig. Jedoch ist es meistens nicht möglich, alle Vektoren eines Vektorraumes

aus einer Menge linear unabhängiger Vektoren zu erzeugen. Um also die ein-

deutige Erzeugung aller Vektoren eines Vektorraumes zu ermöglichen, benötigt

man linear unabhängige Erzeugendensysteme.

Definition 5.7

Eine Menge B= {~b1;~b2; . . . ;~bn} von Vektoren eines Vektorraumes V heißt Basis

von V , falls folgende Bedingungen erfüllt sind:

B ist ein Erzeugendensystem von V ,

B ist linear unabhängig. �

Beispiel 5.23

Die bekannteste Basis von R3 ist die Standardbasis bzw. kanonische Basis

B0 = {~e1;~e2;~e3} mit ~e1 =

(
1
0
0

)
, ~e2 =

(
0
1
0

)
und ~e3 =

(
0
0
1

)
, welche die Rich-

tungen der Achsen eines kartesischen Koordinatensystems beschreiben. Dass

es sich hierbei um ein Erzeugendensystem handelt, ist recht offensichtlich

(siehe S. 179) und auch die lineare Unabhängigkeit liegt auf der Hand: nur

mit λ1 =λ2 =λ3 =0 kann λ1

(
1
0
0

)
+λ2

(
0
1
0

)
+λ3

(
0
0
1

)
=

(
0
0
0

)
sein.

Neben der Standardbasis gibt es unendlich viele weitere Basen von R3. Eine

Variation der Standardbasis besteht darin, die Vektoren ~e1, ~e2 und ~e3 mit

beliebigen (von Null verschiedenen) reellen Zahlen zu multiplizieren. Die da-

durch entstehende Vektormenge

{(
r1
0
0

)
;

(
0
r2
0

)
;

(
0
0
r3

)}
mit r1 6= 0, r2 6= 0,

r3 6=0 ist (wie sich leicht zeigen lässt) ebenfalls eine Basis.

Als weiteres Beispiel einer Basis von R3 sei B =

{(
1
0
0

)
;

(
1
1
0

)
;

(
1
1
1

)}
ange-

führt (siehe Abb. 5.2). In der Aufgabe 3 (S. 186) wurde gezeigt, dass B ein

Abb. 5.2: Zwei Basen
des Vektorraumes R3
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Erzeugendensystem ist. Der Nachweis der linearen Unabhängigkeit ist eben-

falls sehr einfach; die Vektorgleichung λ1

(
1
0
0

)
+λ2

(
1
1
0

)
+λ3

(
1
1
1

)
=

(
0
0
0

)
ist nur mit λ1 = λ2 = λ3 = 0 erfüllt. (In diesem Falle ist es nicht nötig, ein

LGS aufzustellen und umzuformen. Durch Betrachtung der dritten Kompo-

nente folgt nämlich unmittelbar λ3 = 0; betrachtet man danach die zweite

Komponente, so folgt λ2 =0 und schließlich λ1 =0).

5.4.2 Koordinaten von Vektoren bezüglich Basen

Mithilfe des Begriffs der Basis lässt sich der bislang recht
”
intuitiv“ und einge-

schränkt verwendete Koordinatenbegriff präzisieren und erweitern. Dies erfolgt

hier zunächst für Koordinaten von Vektoren. Die angestellten Überlegungen bil-

den jedoch auch die Grundlage dafür, bei der Behandlung affiner Punkträume in

Abschnitt 5.5 den Begriff
”
Koordinatensystem“ exakt zu definieren und Punk-

ten Koordinaten bezüglich verschiedener Koordinatensysteme zuzuordnen.

Definition 5.8

Ist B = {~b1;~b2; . . . ;~bn} eine Basis eines Vektorraumes V und ~u ein beliebiger

Vektor aus V mit
~u =

n∑
i=1

λi~bi ,

so heißen λ1, λ2, . . ., λn∈ R Koordinaten des Vektors ~u bezüglich der Basis B. �

Mit dem Satz 5.10 auf S. 185 wurde bereits nachgewiesen, dass die Darstellung

eines Vektors als Linearkombination einer linear unabhängigen Vektormenge

eindeutig ist. Da eine Basis B= {~b1;~b2; . . . ;~bn} eines Vektorraumes V zugleich

ein Erzeugendensystem ist, existiert zudem für jeden Vektor ~u ∈ V eine Dar-

stellung der Form ~u =
∑n
i=1 λi

~bi. Somit gilt also der folgende Satz.

Satz 5.11

Ist B eine Basis eines Vektorraumes V, so sind jedem Vektor ~u ∈ V eindeutig

Koordinaten bezüglich B zugeordnet.

Beispiel 5.24

Es werden die Koordinaten des Vektors ~u =

(
4
−5

6

)
bezüglich der Standardbasis

B0 = {~e1;~e2;~e3} sowie der Basis B =

{(
1
0
0

)
;

(
1
1
0

)
;

(
1
1
1

)}
(siehe Beispiel 5.23)

bestimmt. Bezüglich der Standardbasis sind die Koordinaten bereits unmittel-

bar durch die Koeffizienten des Vektors ~u gegeben: ~u = 4~e1 − 5~e2 + 6~e3; ~u hat

also bezüglich B0 die Koordinaten (4;−5; 6).

Um die Koordinaten von ~u bezüglich B zu bestimmen, ist die Vektorgleichung

λ1

(
1
0
0

)
+λ2

(
1
1
0

)
+λ3

(
1
1
1

)
=

(
4
−5

6

)
zu lösen. Man erhält als Lösung λ1 = 9, λ2 = −11, λ3 = 6; also hat ~u bezüglich

B die Koordinaten (9;−11; 6).
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5.4.3 Weitere Beispiele für Basen

Beispiel 5.25

Basen des Vektorraumes der 2×2-Matrizen (siehe Beispiel 5.6 auf S. 171) sind

z. B. die Standardbasis B0 =
{(

1 0
0 0

)
;
(

0 1
0 0

)
;
(

0 0
1 0

)
;
(

0 0
0 1

)}
sowie die Menge

B =
{(

1 0
0 0

)
;
(

1 2
0 0

)
;
(

1 2
3 0

)
;
(

1 2
3 4

)}
.

Die Überprüfung, ob eine Menge von Matrizen eine Basis des Vektorraumes

der 2×2-Matrizen ist, kann analog zu Beispiel 5.23 erfolgen, da sich 2×2-Matrizen

als Quadrupel reeller Zahlen auffassen lassen. Um die lineare Unabhängigkeit

der Menge B zu bestätigen, muss gezeigt werden, dass die Vektorgleichung

λ1·
(

1 0
0 0

)
+ λ2·

(
1 2
0 0

)
+ λ3·

(
1 2
3 0

)
+ λ4·

(
1 2
3 4

)
=
(

0 0
0 0

)
nur die triviale Lösung besitzt. Durch Lösen des entsprechenden LGS

λ1 + λ2 + λ3 + λ4 = 0

2λ2 + 2λ3 + 2λ4 = 0

3λ3 + 3λ4 = 0

4λ4 = 0

ergibt sich tatsächlich λ1 =λ2 =λ3 =λ4 =0; B ist somit linear unabhängig.

B ist ein Erzeugendensystem des Vektorraumes der 2×2-Matrizen, wenn sich

jede 2×2-Matrix
( a11 a12

a21 a22

)
als Linearkombination der Matrizen von B darstel-

len lässt, d. h. wenn das Gleichungssystem

λ1 + λ2 + λ3 + λ4 = a11

2λ2 + 2λ3 + 2λ4 = a12

3λ3 + 3λ4 = a21

4λ4 = a22

für beliebige a11, a12, a21, a22 ∈ R lösbar ist. Dies ist der Fall, durch Lösen des

LGS erhält man λ1 = a11−
a12

2
, λ2 =

a12

2
− a21

3
, λ3 =

a21

3
− a22

4
, λ4 =

a22

4
.

Somit ist B ein Erzeugendensystem und wegen der bereits gezeigten linearen

Unabhängigkeit eine Basis des Vektorraumes der 2×2-Matrizen.

Beispiel 5.26

Wir betrachten erneut den Vektorraum der Polynome höchstens n-ten Grades,

siehe Beispiel 5.5 auf S. 170. In dem Beispiel 5.18 auf S. 181 wurde das Erzeu-

gendensystem E={p0; p1; p2; . . . ; pn} mit p0(x)=1, p1(x)=x, p2(x)=x2, . . . ,

pn(x)=xn für diesen Vektorraum angegeben. Dieses Erzeugendensystem ist eine

Basis, denn das Nullpolynom o(x) = 0 = 0xn+ . . . +0x2 +0x+0 lässt sich nur

auf triviale Weise als Linearkombination der Menge {p0; p1; . . . ; pn} darstellen;

aus λn x
n + . . . + λ2 x

2 + λ1 x+ λ0 = o(x) folgt λn= . . .=λ2 =λ1 =λ0 =0.

Es fällt die Verwandschaft der hier betrachteten Basis E mit der Standardba-

sis von Rn+1 in das Auge. Allgemein lässt sich aus jeder Basis des Vektorraumes

Rn+1 eine Basis des Vektorraumes der Polynome höchstens n-ten Grades ablei-

ten, indem die Komponenten der Basisvektoren von Rn+1 als Koeffizienten der

Basispolynome verwendet werden.
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Wir haben bei den bisherigen Beispielen, bei denen zu entscheiden war, ob eine

Menge M von Vektoren eines Vektorraumes V eine Basis bildet, entsprechend

der Definition 5.7 jeweils überprüft, ob M linear unabhängig ist und ob sie ein

Erzeugendensystem von V bildet. Mithilfe des folgenden Satzes kann in vielen

Fällen auf die Prüfung einer der beiden Eigenschaften verzichtet werden; liegt

eine Menge von n Vektoren des Vektorraumes Rn vor, so genügt es, zu prüfen,

ob diese linear unabhängig ist oder ob sie ein Erzeugendensystem von Rn bildet.

Satz 5.12

Eine Menge {~u (1); ~u (2); . . . ; ~u (n)} von n Vektoren des Vektorraumes Rn ist ge-

nau dann linear unabhängig, wenn sie ein Erzeugendensystem von Rn bildet.

Beweis: Die Menge {~u (1); . . . ; ~u (n)} ist genau dann linear unabhängig, wenn

aus
∑n
i=1 λi ~u

(i) = ~o folgt λ1 =λ2 = . . .=λn= 0. Dies bedeutet, dass das aus n

Gleichungen bestehende und n Variablen enthaltende lineare Gleichungssystem

u
(1)
1 λ1 + u

(2)
1 λ2 + . . . + u

(n)
1 λn = 0

u
(1)
2 λ1 + u

(2)
2 λ2 + . . . + u

(n)
2 λn = 0

...
...

...
...

u
(1)
n λ1 + u

(2)
n λ2 + . . . + u

(n)
n λn = 0

bzw.


u

(1)
1 u

(2)
1 . . . u

(n)
1 0

u
(1)
2 u

(2)
2 . . . u

(n)
2 0

...
...

...
...

u
(1)
n u

(2)
n . . . u

(n)
n 0


nur die triviale Lösung besitzt, also eindeutig lösbar ist. Dies ist genau dann

der Fall, wenn der Rang der einfachen Koeffizientenmatrix des LGS n ist, siehe

Abschnitt 1.3.3 (speziell den Kasten auf S. 35). Genau dann, wenn der Rang

der einfachen Koeffizientenmatrix des obigen LGS n ist, stimmt der Rang der

einfachen Koeffizientenmatrix des folgenden LGS

u
(1)
1 λ1 + u

(2)
1 λ2 + . . . + u

(n)
1 λn = x1

u
(1)
2 λ1 + u

(2)
2 λ2 + . . . + u

(n)
2 λn = x2

...
...

...
...

u
(1)
n λ1 + u

(2)
n λ2 + . . . + u

(n)
n λn = xn

bzw.


u

(1)
1 u

(2)
1 . . . u

(n)
1 x1

u
(1)
2 u

(2)
2 . . . u

(n)
2 x2

...
...

...
...

u
(1)
n u

(2)
n . . . u

(n)
n xn


für beliebige x1, x2, . . . , xn ∈ R mit dem Rang seiner erweiterten Koeffizien-

tenmatrix überein. Dies wiederum ist gleichbedeutend damit, dass dieses LGS

für beliebige x1, x2, . . . , xn ∈ R lösbar und somit jeder Vektor

(
x1...
xn

)
∈ Rn als

Linearkombination der Vektoren ~u (1), . . . , ~u (n) darstellbar ist. Genau in diesem

Falle ist {~u (1); . . . ; ~u (n)} ein Erzeugendensystem. Da alle in diesem Beweis ge-

zogenen Schlüsse umkehrbar sind, wurde der Satz 5.12 damit bewiesen.

Beispiele für Basen von Unterräumen

Beispiel 5.27

Es wird eine Basis des von der Menge E =

{(
1
2
3

)
;

(
4
5
6

)
;

(
7
8
9

)}
erzeugten Unter-

raumes U=〈E〉 von R3 bestimmt. Wäre E linear unabhängig, so wäre E selbst

eine Basis von U . Dies trifft jedoch nicht zu, denn die Vektoren sind linear
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abhängig; z. B. ist

(
7
8
9

)
= −

(
1
2
3

)
+ 2

(
4
5
6

)
. Jeder Vektor, der als Linearkom-

bination von E darstellbar ist, lässt sich damit auch als Linearkombination von

E1 =

{(
1
2
3

)
;

(
4
5
6

)}
⊂ E darstellen. Somit ist E1 ein Erzeugendensystem von U .

Da E1 zudem linear unabhängig ist, handelt es sich um eine Basis von U .

Beispiel 5.28

Lösungsmengen homogener linearer Gleichungssysteme in n Variablen sind Un-

terräume von Rn, siehe Beispiel 5.9 auf S. 173. Basen dieser Unterräume erhält

man durch Lösen der LGS.

Das aus nur einer Gleichung bestehende LGS −3x + 3
2 y − 5 z = 0 hat die

Lösungsmenge

L =

{(
x
y
z

) ∣∣∣∣∣
(
x
y
z

)
= s

(
1
2
0

)
+ t

(
−5

0
3

)
; s, t ∈ R

}
.

Die Vektormenge B =

{(
1
2
0

)
;

(−5
0
3

)}
erzeugt somit den Unterraum (von R3)

der Lösungen der gegebenen Gleichung. Da B zudem offensichtlich linear un-

abhängig ist, handelt es sich um eine Basis dieses Unterraumes.

Bestimmt man die Lösungsmenge des homogenen Gleichungssystems

2x1 + 7x2 + 9x3 + x4 = 0

4x1 + 14x2 + 8x3 + 3x4 = 0

x1 + 3x2 + 5x3 − 3x4 = 0

bzw.

 2 7 9 1 0

4 14 8 3 0

1 3 5 −3 0

 ,

so erhält man

L =


x1
x2
x3
x4

 ∣∣∣∣∣∣
x1
x2
x3
x4

 = t

 232
−69

1
10

 ; t ∈ R

 .

Eine Basis des Unterraumes (von R4) der Lösungen des gegebenen LGS ist

also die einelementige Menge B =

 232
−69

1
10

.

5.4.4 Sätze über Basen von Vektorräumen

Satz 5.13

Eine Teilmenge B = {~b1; . . . ;~bn} eines Vektorraumes V ist genau dann eine

Basis von V, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

B ist ein Erzeugendensystem von V .

Es existiert keine echte Teilmenge von B, die Erzeugendensystem von V ist.

Bemerkung: Satz 5.13 sagt aus, dass jede Basis ein
”
minimales“ Erzeugenden-

system ist.

Beweis: Falls B eine Basis ist, so ist B definitionsgemäß linear unabhängig.

Damit kann keine echte Teilmenge von B ein Erzeugendensystem von V sein,

denn wäre z. B. B\{~bk} = {~b1; . . . ;~bk−1;~bk+1; . . . ;~bn} (mit k∈N, 1≤k≤n) ein
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Erzeugendensystem von V , so wäre ~bk als Linearkombination dieser Teilmenge

von B darstellbar und somit von {~b1; . . . ;~bk−1;~bk+1; . . . ;~bn} linear abhängig.

Dies widerspricht aber der linearen Unabhängigkeit von B = {~b1; . . . ;~bn}.

Wir kommen zum Beweis der Rückrichtung des Satzes. Hierbei ist zu zeigen,

dass ~b1, . . . ,~bn linear unabhängig sind. Wir führen den Beweis indirekt und neh-

men an, ~b1, . . . ,~bn seien linear abhängig. In diesem Falle würde ein Vektor in

der Menge B = {~b1, . . . ,~bn} existieren, der von den übrigen n−1 Vektoren linear

abhängig ist. Da die Vektoren ~b1, . . . ,~bn keine besonderen Eigenschaften besit-

zen, die sie gegenüber den jeweils anderen Vektoren von B auszeichnen würden,

ist es möglich, sie anders zu nummerieren. O. B. d. A. (ohne Beschränkung der

Allgemeinheit) kann angenommen werden, dass der Vektor ~bn von den Vektoren
~b1, . . . ,~bn−1 linear abhängig ist. Dann existieren λ1, . . . , λn−1 ∈ R mit

~bn =

n−1∑
i=1

λi~bi .

Wir zeigen, dass dann {~b1, . . . ,~bn−1} ein Erzeugendensystem von V ist, was

der Voraussetzung widerspricht, dass kein Erzeugendensystem von V existiert,

welches eine echte Teilmenge von B ist. Dazu sei ~x ein beliebiger Vektor von V .

Da B={~b1, . . . ,~bn} ein Erzeugendensystem ist, existieren µ1, . . . , µn ∈ R mit

~x =

n∑
i=1

µi~bi =

n−1∑
i=1

µi~bi + µn~bn =

n−1∑
i=1

µi~bi + µn

n−1∑
i=1

λi~bi

=

n−1∑
i=1

µi~bi +

n−1∑
i=1

λi µn~bi =

n−1∑
i=1

(µi+λi µn)~bi

.

Setzt man νi = µi+λi µn (für i = 1, . . . , n−1), so ist

~x =

n−1∑
i=1

νi~bi .

Somit lässt sich jeder beliebige Vektor ~x ∈ V als Linearkombination der Vekto-

ren~b1, . . . ,~bn−1 darstellen; {~b1, . . . ,~bn−1} ist also ein Erzeugendensystem von V .

Dies widerspricht der Voraussetzung, dass keine echte Teilmenge von B ein Er-

zeugendensystem von V ist. Die Annahme, dass ~b1, . . . ,~bn linear abhängig sind,

führt somit zum Widerspruch, und die lineare Unabhängigkeit von ~b1, . . . ,~bn

ist nachgewiesen.

Satz 5.14

Verkürzungssatz: Es sei V ein Vektorraum und Em = {~e1; . . . ;~em} ein Erzeu-

gendensystem von V . Dann ist entweder E eine Basis von V oder es existiert

eine echte Teilmenge B ⊂ E, die eine Basis von V ist.

Beweis: Wir gehen davon aus, dass E nicht den Nullvektor enthält, anderen-

falls entfernen wir ihn zunächst, wobei natürlich die Eigenschaft, ein Erzeugen-

densystem zu sein, nicht verloren geht. Ist E linear unabhängig, so ist E eine

Basis von V und die Behauptung ist gezeigt. Ist E linear abhängig, so lässt

sich mindestens einer der Vektoren ~e1, . . . , ~em als Linearkombination der restli-

chen Vektoren darstellen, durch Umnummerierung lässt sich erreichen, dass dies
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der Vektor ~em ist; es existieren also λ1, . . . , λm−1 ∈ R mit ~em =
∑m−1
i=1 λi~ei.

Damit ist auch die Menge Em−1 = Em\{~em} = {~e1; . . . ;~em−1} ein Erzeugen-

densystem von V , denn da sich jeder Vektor ~x von V als Linearkombination

~x =
∑m
i=1 µi ~ei (mit µ1, . . . , µn ∈ R) darstellen lässt, gilt

~x =
m∑
i=1

µi ~ei =

m−1∑
i=1

µi ~ei + µm

m−1∑
i=1

λi~ei =

m−1∑
i=1

νi ~ei

mit νi=µi+λi µm (für i = 1, . . . ,m−1). Jeder Vektor ~x ∈ V lässt sich also auch

aus Em−1 erzeugen.

Em−1 ist somit ein Erzeugendensystem von V . Ist Em−1 linear unabhängig,

so ist Em−1 eine Basis von V , und die Behauptung ist gezeigt. Ist Em−1 linear

abhängig, so lässt sich mindestens einer der Vektoren ~e1, . . . , ~em−1 als Linear-

kombination der restlichen Vektoren darstellen, durch Umnummerierung lässt

sich erreichen, dass dies der Vektor ~em−1 ist. Auf dieselbe Weise wie zuvor für

Em−1, zeigt man, dass auch Em−2 = Em\{~em−1, ~em} = {~e1; . . . ;~em−2} ein

Erzeugendensystem von V ist. Dieses Verfahren lässt sich weiter fortsetzen, wo-

bei Erzeugendensysteme mit immer weniger Vektoren entstehen. Man erhält

schließlich ein linear unabhängiges Erzeugendensystem, also eine Basis von V .

Dies muss spätestens nach dem m−1-ten Schritt der Fall sein, da dann nur noch

ein einziger Vektor verbleibt, der (da E nicht den Nullvektor enthält) linear

unabhängig sein muss.

Satz 5.15

Eine Teilmenge B = {~b1; . . . ;~bn} eines Vektorraumes V ist genau dann eine

Basis von V , wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

B ist eine linear unabhängige Teilmenge von V .

Jede Menge B′⊆V , die B als echte Teilmenge enthält (für die also B⊂B′

gilt) ist linear abhängig.

Bemerkung: Der Satz 5.15 sagt aus, dass jede Basis ein
”
maximales“ System

linear unabhängiger Vektoren ist.

Beweis: Ist B eine Basis, so ist B auch ein Erzeugendensystem von V ; jeder

Vektor ~x ∈ V lässt sich somit als Linearkombination von B darstellen. Fügt

man zu B also einen beliebigen Vektor ~x ∈ V hinzu, so entsteht eine linear

abhängige Menge; somit ist jede Menge B′ mit B⊂B′ linear abhängig.

Umgekehrt muss gezeigt werden, dass jede (im Sinne der Formulierung des

Satzes) maximale Menge linear unabhängiger Vektoren eines Vektorraumes V

ein Erzeugendensystem von V ist, sich also jeder Vektor ~x ∈ V als Linearkom-

bination der Vektoren ~b1; . . . ;~bn darstellen lässt. Wäre dies für einen Vektor ~x

nicht der Fall, gäbe es also keine λ1, . . . , λn ∈ R mit ~x = λ1
~b1 + . . . + λn~bn,

so wäre die Menge B′ = {~b1; . . . ;~bn; ~x} linear unabhängig. Wegen B⊂B′ steht

dies im Widerspruch zur Voraussetzung. Somit lässt sich jeder Vektor ~x ∈ V

als Linearkombination der Vektoren ~b1; . . . ;~bn darstellen, B ist somit ein Erzeu-

gendensystem von V .



194 5 Vektorräume

Satz 5.16

Basisergänzungssatz: Es seien V ein Vektorraum, U = {~u1; . . . ; ~uk} eine linear

unabhängige Teilmenge und E = {~e1; . . . ;~el} ein Erzeugendensystem von V.

Dann lässt sich U durch Elemente von E zu einer Basis von V ergänzen.

Satz 5.17

Es seien B={~b1; . . . ;~bn} eine Basis und U={~u1; . . . ; ~uk} eine linear unabhän-

gige Teilmenge eines Vektorraumes V. Dann gilt k ≤ n.

Beweis: Da B eine Basis ist, existieren λij ∈ R (1≤ i≤k, 1≤j≤n) mit

(∗)

~u1 =
∑n
j=1 λ1j

~bj = λ11
~b1 + . . .+ λ1n

~bn

~u2 =
∑n
j=1 λ2j

~bj = λ21
~b1 + . . .+ λ2n

~bn
...

... =
...

~uk =
∑n
j=1 λkj

~bj = λk1
~b1 + . . .+ λkn~bn .

Nach Voraussetzung ist U={~u1; . . . ; ~uk} linear unabhängig, die Vektorgleichung

(∗∗) µ1 ~u1 + µ2 ~u2 + . . .+ µk ~uk = ~o .

darf also nur die triviale Lösung (µ1, . . . , µk) = (0, . . . , 0) besitzen. Wir formen

(∗∗) um und zeigen, dass daraus k ≤ n folgt. Einsetzen von (∗) in (∗∗) ergibt

µ1

n∑
j=1

λ1j
~bj + . . .+ µk

n∑
j=1

λkj~bj = ~o

bzw. in ausführlicher Schreibweise und sortiert nach den Vektoren ~b1, . . . ,~bn:

(µ1 λ11 + µ2 λ21 + . . . + µk λk1) ·~b1
+ (µ1 λ12 + µ2 λ22 + . . . + µk λk2) ·~b2
...

...

+ (µ1 λ1n + µ2 λ2n + . . . + µk λkn) ·~bn = ~o .

Da B={~b1; . . . ;~bn} eine Basis und damit linear unabhängig ist, ist diese Vektor-

gleichung genau dann erfüllt, wenn jeder der Koeffizienten von ~b1, . . . ,~bn Null

ist. Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit dem linearen Gleichungssystem

µ1 λ11 + µ2 λ21 + . . . + µk λk1 = 0

µ1 λ12 + µ2 λ22 + . . . + µk λk2 = 0
...

...
...

...

µ1 λ1n + µ2 λ2n + . . . + µk λkn = 0 .

Dabei handelt es sich um ein homogenes LGS mit n Gleichungen und k Va-

riablen µ1, . . . , µk (die Koeffizienten λij sind durch (∗) bestimmt). Nur wenn

dieses LGS eindeutig lösbar ist, d. h. (µ1, . . . , µk) = (0, . . . , 0), ist wegen (∗∗)
die Voraussetzung der linearen Unabhängigkeit von U={~u1; . . . ; ~uk} erfüllt. So-

mit muss das LGS eine Lösungsmenge ohne Parameter besitzen. Da ein lineares

Gleichungssystem in k Variablen mit dem Rang r der einfachen und der erwei-

terten Koeffizientenmatrix eine k−r-parametrige Lösungsmenge besitzt (siehe

Abschnitt 1.3.3, speziell den Kasten auf S. 35), muss k−r = 0 sein. Da zudem

der Rang eines LGS stets kleiner oder gleich der Anzahl der Gleichungen ist,

also r≤n, gilt k−n ≤ 0 und somit die Behauptung k ≤ n.
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Satz 5.18

Alle Basen eines Vektorraumes V bestehen aus gleich vielen Vektoren, d. h.:

sind B1 = {~b1; . . . ;~bn} und B2 = {~c1; . . . ;~cm} Basen von V, so ist n = m.

Beweis: Da jede Basis von V eine linear unabhängige Teilmenge von V ist,

lässt sich der Satz 5.17 zweifach anwenden. Es ergibt sich m≤ n sowie n≤m
und somit n = m.

Folgerung: Ist B = {~b1; . . . ;~bn} eine Basis von V und U = {~u1; . . . ; ~un} eine

linear unabhängige Teilmenge von V, die ebenso viele Elemente enthält wie B,

so ist U ebenfalls eine Basis von V.

Diese Folgerung kann z. B. mithilfe der Sätze 5.16 und 5.18 begründet werden,

siehe die Aufgabe 8 auf S. 201.

Die Sätze 5.13-5.18 stellen wesentliche Zusammenhänge zwischen Erzeugen-

densystemen, Mengen linear unabhängiger Vektoren und Basen endlich erzeug-

barer Vektorräume her, die im Folgenden zusammengefasst werden.

Jede Basis ist ein
”
minimales“ Erzeugendensystem eines Vektorraumes.

Jedes Erzeugendensystem eines Vektorraumes lässt sich zu einer Basis

reduzieren.

Jede Basis ist ein
”
maximales“ System linear unabhängiger Vektoren.

Jedes System linear unabhängiger Vektoren lässt sich zu einer Basis

erweitern.

Jede Basis eines endlich erzeugbaren Vektorraumes besteht aus gleich

vielen Vektoren wie jede andere Basis dieses Vektorraumes.

Der Steinitzsche Austauschsatz

Häufig ist es z. B. bei Beweisführungen nötig, Vektoren einer Basis gegen andere

Vektoren auszutauschen. Wir zeigen mit dem folgenden Satz zunächst, dass

sich einzelne Vektoren einer Basis austauschen lassen und in Verallgemeinerung

dessen dann, dass der Austausch beliebiger Teilmengen von Basen gegen Mengen

linear unabhängiger Vektoren möglich ist (Steinitzscher Austauschsatz).

Satz 5.19

Es seien V ein Vektorraum, B = {~b1; . . . ;~bn} eine Basis von V und ~b ∈ V ein

Vektor mit ~b =
∑n
j=1 µj

~bj. Falls µk 6=0 ist (für ein k∈N, 1≤k≤n), so ist auch

die Menge B′ = {~b1; . . . ;~bk−1;~b;~bk+1; . . . ,~bn} eine Basis von V .

Beweis: Da~b1, . . . ,~bn umnummeriert werden können, lässt sich o. B. d. A. k=1

setzen. Es ist damit zu zeigen, dass B′ = {b; b2; . . . ; bn} eine Basis von V ist.

B′ ist ein Erzeugendensystem von V

Es ist ~b = µ1
~b1 +µ2

~b2 + . . .+µn~bn mit µ1 6= 0. Somit existiert 1
µ1

und es gilt

~b1 =
1

µ1

~b− µ2

µ1

~b2 − . . .−
µn
µ1

~bn .
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Somit kann jeder Vektor, der als Linearkombination von B darstellbar ist,

auch als Linearkombination von B′ dargestellt werden. Also lassen sich alle

Vektoren von V als Linearkombination von B′ darstellen, und B′ ist somit

ein Erzeugendensystem von V .

B′ ist linear unabhängig

Zu zeigen ist, dass aus λ~b+λ2
~b2 + . . .+λn~bn = ~o folgt λ=λ2 = . . .=λn=0.

Dazu ersetzt man ~b durch
∑n
j=1 µj

~bj und erhält

λ (µ1
~b1 + µ2

~b2 + . . .+ µn~bn) + λ2
~b2 + . . .+ λn~bn = 0 bzw.

(λµ1)~b1 + (λ2+λµ2)~b2 + . . .+ (λn+λµn)~bn = 0.

Da die Vektoren ~b1, . . . ,~bn linear unabhängig sind, folgt daraus

λµ1 = 0, λ2 + λµ2 = 0, . . . , λn + λµn = 0 .

Wegen µ1 6= 0, folgt λ = 0 und somit auch λ2 = . . . = λn = 0.

Die Menge B′ ist somit linear unabhängig.

Satz 5.20

Austauschsatz von Steinitz: Es seien V ein Vektorraum, B = {~b1; . . . ;~bn} eine

Basis und U = {~u1; . . . ; ~uk} eine linear unabhängige Teilmenge von V. Dann

lassen sich k Vektoren von B gegen die Vektoren ~u1, . . . , ~uk so austauschen, dass

die entstehende Menge auch eine Basis ist, d. h. bei geeigneter Nummerierung

der Vektoren ~b1, . . . ,~bn ist B′= {~u1; . . . ; ~uk,~bk+1; . . . ;~bn} eine Basis von V .

Beweis: Wegen des Satzes 5.17 ist k≤ n. Im Falle k= n müssen zu U keine

Vektoren von B hinzugefügt werden, denn U ist nach der Folgerung aus dem

Satz 5.18 auf S. 195 bereits eine Basis, also B′=U . Für alle k<n beweisen wir

den Satz mittels vollständiger Induktion.

Induktionsanfang: Für k=1 gilt Satz 5.20 unmittelbar wegen des Satzes 5.19.

Induktionsvoraussetzung: Ist Uk−1 = {~u1; . . . ; ~uk−1} ⊂ V linear unabhängig,

so ist bei geeigneter Nummerierung der Vektoren ~b1, . . . ,~bn die Menge

B′= {~u1; . . . ; ~uk−1,~bk; . . . ;~bn} eine Basis von V .

Induktionsbehauptung: Ist Uk = {~u1; . . . ; ~uk} linear unabhängig, so ist bei ge-

eigneter Nummerierung B′′= {~u1; . . . ; ~uk,~bk+1; . . . ;~bn} eine Basis von V .

Induktionsbeweis: Ist Uk = {~u1; . . . ; ~uk} linear unabhängig, so ist wegen der

Induktionsvoraussetzung B′= {~u1; . . . ; ~uk−1,~bk; . . . ;~bn} eine Basis von V.

Es muss also nur noch einer der Vektoren ~bk, . . . ,~bn durch ~uk ersetzt

werden. Um den Satz 5.19 dafür anzuwenden, ist zu zeigen, dass in der

Darstellung ~uk =
∑k−1
i=1 λi~ui +

∑n
i=k λi

~bi durch die Basisvektoren von B′

einer der Koeffizienten λk, . . . , λn von Null verschieden ist. Dies ist der

Fall, da ~uk als Element einer linear unabhängigen Vektormenge nicht der

Nullvektor sein kann und zudem wegen der linearen Unabhängigkeit von

Uk der Vektor ~uk keine Linearkombination von ~u1, . . . , ~uk−1 ist. Nach Satz

5.19 kann somit bei geeigneter Nummerierung ~bk gegen ~uk ausgetauscht

werden, und B′′= {~u1; . . . ; ~uk,~bk+1; . . . ;~bn} ist eine Basis von V .
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5.4.5 Der Begriff der Dimension

Mithilfe der in dem vorherigen Abschnitt herausgearbeiteten Eigenschaften von

Basen können wir nun einen Begriff exakt fassen, der in der Umgangssprache

von Bedeutung ist und der auch in diesem Buch bereits auftrat, dabei aber stets

in einem intuitiven, nicht genau bestimmbaren Sinne verwendet wurde.

Mit dem Satz 5.18 wurde gezeigt, dass alle Basen eines Vektorraumes aus

gleich vielen Vektoren bestehen. Die Anzahl der Vektoren einer Basis ist somit

unabhängig von der Wahl dieser Basis; sie ist ein Merkmal, das einen Vektor-

raum kennzeichnet – wie wir noch sehen werden, das wichtigste Merkmal.

Definition 5.9

Ist V ein Vektorraum mit einer endlichen Basis B = {~b1; . . . ;~bn}, so heißt die

Anzahl der Basisvektoren Dimension von V :

dimV = n .

Hat ein Vektorraum keine endliche Basis, so heißt er unendlichdimensional. Der

Vektorraum V ={~o}, der nur den Nullvektor enthält, heißt nulldimensional. �

Beispiele

Die Dimensionen einiger der bislang betrachteten Vektorräume lassen sich auf-

grund der bereits angestellten Überlegungen zu Basen sofort angeben:

Die Dimension des Vektorraumes Rn ist n, siehe Satz 5.12 auf S. 190.

Wegen der Verwandtschaft mit Rn+1 ist die Dimension des Vektorraumes

der Polynome höchstens n-ten Grades n+1, siehe Beispiel 5.26 auf S. 189.

Der Vektorraum aller Pfeilklassen der Ebene hat die Dimension 2, der Vektor-

raum aller Pfeilklassen des Raumes die Dimension 3. Dies folgt nicht nur aus

anschaulichen Überlegungen, sondern aus der in dem Abschnitt 3.3.2 festge-

stellten Strukturgleichheit (Isomorphie) dieser Vektorräume mit R2 bzw. R3.

Wegen dieser Isomorphie lassen sich Basen der Vektorräume der Pfeilklassen

auf Basen von R2 bzw. R3 abbilden und umgekehrt.

Der Unterraum der Lösungen eines homogenen linearen Gleichungssystems

in n Variablen vom Rang r hat n−r Basisvektoren, seine Dimension ist daher

n−r, siehe Beispiel 5.28 auf S. 191 sowie Abschnitt 1.3.

Der Vektorraum der 2×2-Matrizen hat die Dimension 4 (siehe Beispiel 5.25

auf S. 189); allgemein hat der Vektorraum der m×n-Matrizen (Beispiel 5.6

auf S. 171) die Dimension m·n.

Nach diesen recht allgemeinen Beispielen betrachten wir nun einen Vektorraum,

dessen Dimension nicht unmittelbar ersichtlich ist.

Beispiel 5.29

In dem Beispiel 5.12 auf S. 174 wurde der Vektorraum aller magischen Quadrate

der Kantenlänge 3 betrachtet. Dabei handelt es sich um einen Unterraum des

Vektorraumes der 3×3-Matrizen und gleichzeitig um die Lösungsmenge des auf
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S. 175 angegebenen linearen Gleichungssystems. Um eine Basis und damit die

Dimension des Vektorraumes der magischen 3×3-Quadrate zu bestimmen, muss

dieses aus acht Gleichungen bestehende LGS mit 10 Variablen (9 Matrixele-

mente sowie die Zeilen-, Spalten- und Diagonalensumme s) gelöst werden. Man

erhält eine Lösungsmenge folgender Gestalt:

L =





a11

a12

a13

a21

a22

a23

a31

a32

a33



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



a11

a12

a13

a21

a22

a23

a31

a32

a33


= λ1



−1

1

0

1

0

−1

0

−1

1


+ λ2



0

−1

1

1

0

−1

−1

1

0


+ s



2
3
1
3

0

−1
3
1
3

1
2
3
1
3

0


; λ1, λ2, s ∈ R



.

Mithilfe dieser Darstellung lassen sich leicht magische Quadrate mit frei wähl-

barer Zeilen-, Spalten- und Diagonalensumme s konstruieren. Kehrt man zur

Matrizenscheibweise zurück, so erhält man die folgende Basis des Vektorraumes

der magischen Quadrate der Kantenlänge 3:

B =


−1 1 0

1 0 −1

0 −1 1

 ;

 0 −1 1

1 0 −1

−1 1 0

;


2
3

1
3 0

−1
3

1
3 1

2
3

1
3 0


.

Die Dimension dieses Vektorraumes ist also 3.

Eine alternative Möglichkeit, die Dimension des Vektorraumes der magischen

Quadrate der Kantenlänge 3 zu bestimmen (ohne eine Basis zu ermitteln) be-

steht in der Berechnung des Rangs der Koeffizientenmatrix des auf S. 175 an-

gegebenen LGS (darauf wird im nächsten Kapitel noch näher eingegangen).

Man erhält den Rang 7; somit ist die Dimension des Lösungsraumes wegen der

Anzahl von n=10 Variablen n−r = 10−7 = 3 (siehe Abschnitt 1.3).

Bislang wurden nur Vektorräume endlicher Dimension betrachtet. Jedoch gibt

es auch Vektorräume, die keine endlichen Basen besitzen.

Beispiel 5.30

Der Vektorraum aller Folgen (an) reeller Zahlen (siehe Beispiel 5.3 auf S. 169)

ist unendlichdimensional. Wäre seine Dimension nämlich endlich, so müsste ei-

ne Zahl k ∈ N existieren, so dass der Vektorraum eine Basis B = {~b1; . . . ;~bk}
besitzt. Nach Satz 5.17 kann es dann keine Mengen linear unabhängiger Vekto-

ren geben, die mehr als k Elemente enthalten. Jedoch gelingt es – wie groß k

auch immer gewählt sein möge – mühelos, k+1 linear unabhängige Vektoren des

Vektorraumes der reellen Zahlenfolgen anzugeben, nämlich die Zahlenfolgen:

(an)(1) = (1; 0; 0; . . . ; 0; 0; 0; . . . ) , . . . , (an)(2)= (0; 1; 0; . . . ; 0; 0; 0; . . . ) , . . . ,
1 2

(an)(k) = (0; 0; 0; . . . ; 1; 0; 0; . . . ) , (an)(k+1)= (0; 0; 0; . . . ; 0; 1; 0; . . . ) .
k k+1
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Somit gibt es also keine Begrenzung der Anzahl linear unabhängiger Vektoren

und daher keine endliche Basis des Vektorraumes aller reellen Zahlenfolgen. Der

Vektorraum ist daher unendlichdimensional.

Zu dem Beispiel 5.30 sei angemerkt, dass der Vektorraum der reellen Zahlen-

folgen vielfältige Unterräume besitzt, die teilweise von endlicher Dimension sind,

siehe die Aufgabe 10 auf S. 201.

5.4.6 Die Dimensionsformel für lineare Unterräume

Der folgende Satz gehört zu den zentralen Strukturaussagen der linearen Al-

gebra. Es ist sinnvoll, diesen Satz zunächst anhand eines Beispiels selbst zu

erarbeiten. Der Leserin bzw. dem Leser sei daher empfohlen, vor dem Weiterle-

sen zunächst die Aufgabe 13 auf S. 202 zu bearbeiten.

Satz 5.21

Es seien V ein Vektorraum und U1, U2 zwei Unterräume von V. Dann gilt die

Dimensionsformel

dimU1 + dimU2 = dim (U1 ∩ U2) + dim (U1+U2)

Beweis: Es sei k die Dimension und B∩ = {~b1; . . . ;~bk} eine Basis der Schnitt-

menge U1 ∩ U2, von der nach Satz 5.2 (S. 176) bekannt ist, dass sie ein linearer

Unterraum von V ist. Die Grundidee des Beweises besteht darin, in Basen von

U1 und U2 jeweils k Basisvektoren durch~b1, . . . ,~bk zu ersetzen, alle Vektoren der

so entstehenden Basen zu betrachten und nachzuweisen, dass diese eine Basis

der Summe U1+U2 der Unterräume U1 und U2 (siehe Abschnitt 5.2.2) bilden.

Es seien m und l die Dimensionen der Unterräume U1 bzw. U2, wobei wegen

U1 ∩ U2 ⊆ U1 und U1 ∩ U2 ⊆ U2 gilt k≤m und k≤ l. In zwei Basen

B1 = {~c1; . . . ;~cm}, B2 = {~d1; . . . ; ~dl}
der Unterräume U1 bzw. U2 lassen sich nach dem Steinitzschen Austauschsatz

(Satz 5.20) jeweils k Vektoren gegen ~b1, . . . ,~bk ersetzen. Da ~b1, . . . ,~bk zu U1∩U2

gehören, sind sie sowohl in U1 als auch in U2 enthalten, und da diese Vektoren

eine Basis von U1∩U2 bilden, sind sie linear unabhängig – die Voraussetzungen

des Steinitzschen Austauschsatzes sind also erfüllt. Bei geeigneter Nummerie-

rung entstehen folgende Basen B′1 und B′2 von U1 bzw. U2:

B′1 = {~b1; . . . ;~bk;~ck+1; . . . ;~cm}, B′2 = {~b1; . . . ;~bk; ~dk+1; . . . ; ~dl} .

Wir vereinigen nun alle Vektoren dieser beiden Basen zu einer Menge

B+ = {~b1; . . . ;~bk;~ck+1; . . . ;~cm; ~dk+1; . . . ; ~dl} .

und weisen nach, dass B+ eine Basis von U1+U2 ist.

Abb. 5.3: Dimensionsformel für lineare Unterräume

Die zweidimensionalen Unterräume U1 und U2

werden durch Ebenen dargestellt. Es ist in die-
sem Beispiel dim (U1 ∩ U2) = 1, B∩ = {~b1},
B1 = {~c1;~c2}, B′1 = {~b1;~c2} sowie

B2 = {~d1; ~d2}, B′2 = {~b1; ~d2}.
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B+ ist ein Erzeugendensystem von U1+U2.

Jeder Vektor ~u ∈ U1+U2 ist die Summe zweier Vektoren ~u1∈U1 und ~u2∈U2

(vgl. Definition 5.3). Da B′1 eine Basis von U1 und B′2 eine Basis von U2 ist,

existieren Koeffizienten λ1, . . . , λm und µ1, . . . , µl mit

~u1 =
k∑
i=1

λi~bi +
m∑

i=k+1

λi ~ci , ~u2 =
k∑
i=1

µi~bi +
l∑

i=k+1

µi ~di .

Somit ist

~u = ~u1 + ~u2 =
k∑
i=1

λi~bi +

m∑
i=k+1

λi ~ci +

k∑
i=1

µi~bi +

l∑
i=k+1

µi ~di

=

k∑
i=1

(λi+µi) ~bi +

m∑
i=k+1

λi ~ci +

l∑
i=k+1

µi ~di

.

Jeder Vektor ~u ∈ U1+U2 ist somit als Linearkombination der Vektoren von

B+ = {~b1; . . . ;~bk;~ck+1; . . . ;~cm; ~dk+1; . . . ; ~dl} darstellbar; B+ ist daher ein

Erzeugendensystem von U1+U2.

B+ ist linear unabhängig.

Wir setzen k∑
i=1

λi~bi +

m∑
i=k+1

µi ~ci +

l∑
i=k+1

νi ~di = ~o

bzw., äquivalent dazu,
k∑
i=1

λi~bi +

m∑
i=k+1

µi ~ci = −
l∑

i=k+1

νi ~di =: ~x

und zeigen, dass dann λ1 = . . .= λk = µk+1 = . . .= µm = νk+1 = . . .= νl = 0

sein muss. Der oben definierte Vektor ~x ist eine Linearkombination von

B′1 = {~b1; . . . ;~bk;~ck+1; . . . ;~cm} und zugleich eine Linearkombination von

B′2 = {~b1; . . . ;~bk; ~dk+1; . . . ; ~dl} (wobei die zu ~b1, . . . ,~bk gehörenden Koeffizi-

enten Null sind). Somit gilt ~x ∈ U1 und ~x ∈ U2, also ~x ∈ U1 ∩ U2. Damit

muss es eine Darstellung ~x =
∑k
i=1 λi

~bi geben, woraus folgt:

−
l∑

i=k+1

νi ~di =
k∑
i=1

λi~bi bzw.
k∑
i=1

λi~bi +

l∑
i=k+1

νi ~di = ~o.

Wegen der linearen Unabhängigkeit von B′2 = {~b1; . . . ;~bk; ~dk+1; . . . ; ~dl} gilt

daher λ1 = . . . = λk = νk+1 = . . . = νl = 0. Also ist ~x = ~o und somit
k∑
i=1

λi~bi +
m∑

i=k+1

µi ~ci = ~o.

Wegen der linearen Unabhängigkeit von B′1 = {~b1; . . . ;~bk;~ck+1; . . . ;~cm} folgt

daraus µk+1 = . . . = µm = 0. Der Nullvektor lässt sich also nur auf triviale

Weise als Linearkombination von ~b1, . . . ,~bk,~ck+1, . . . ;~cm, ~dk+1, . . . , ~dl dar-

stellen; die lineare Unabhängigkeit von B+ ist damit gezeigt.

B+ ist somit eine Basis. Aufgrund der Anzahl ihrer Elemente gilt dim (U1+U2) =

k+ (m−k) + (l−k). Wegen dim (U1 ∩U2) = k, dimU1 = m und dimU2 = l folgt

dimU1 + dimU2 = m+ l = k + k+(m−k)+(l−k)

= dim (U1 ∩ U2) + dim (U1+U2) .
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5.4.7 Aufgaben zu Abschnitt 5.4

1. Zeigen Sie, dass B =

{(
1
3
−2

)
;

(
4
5
6

)
;

(
3
−2

1

)}
eine Basis von R3 ist.

2. Zeigen Sie, dass B =


 1

4
3
0

;

 2
0
1
1

;

 1
0
0
−1

;

 0
2
3
1

 eine Basis von R4 ist.

3. Bestimmen Sie die Koordinaten des Vektors ~x bezüglich der Basis B.

~x =

(
19
5

−17

)
; B =

{(
1
2
3

)
;

(−4
−5
−6

)
;

(
7
8
7

)}
4. Bestimmen Sie eine Basis des von der Menge

X =


 0

1
0
−1

;

 1
0
1
−2

;

−1
−2

0
1

;

−1
0
1
0

;

 1
0
−1
−1

;

 2
0
−1

0


erzeugten Unterraumes U = 〈X〉 von R4.

5. Geben Sie Basen der folgenden Unterräume von R3 bzw. von R4 an:

a) U1 =

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣∣∣ x = z

}

b) U2 =


 x1
x2
x3
x4

∈ R4

∣∣∣∣∣∣ x1 + 3x2 + 2x4 = 0 ; 2x1 + x2 + x3 = 0


6. Zeigen Sie, dass 3 Vektoren der Form

(
1
x
x2

)
,

(
1
y
y2

)
,

(
1
z
z2

)
mit x, y, z ∈ R,

x 6= y, x 6= z, y 6= z stets eine Basis von R3 bilden.

7. Beweisen Sie den Basisergänzungssatz (Satz 5.16 auf S. 194).

8. Begründen Sie die Folgerung aus dem Satz 5.18 auf S. 195.

9. Begründen Sie: Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum und E ein Erzeugen-

densystem von V , das aus n Vektoren besteht, so ist E eine Basis von V .

10. Leonardo von Pisa (auch Fibonacci genannt) beschrieb das Wachstum einer

Kaninchenpopulation durch eine später nach ihm benannte Zahlenfolge.

– Zu Beginn gibt es ein Paar neugeborener Kaninchen.

– Jedes neugeborene Kaninchenpaar wirft nach 2 Monaten ein neues Paar.

– Anschließend wirft jedes Kaninchenpaar jeden Monat ein weiteres Paar.

– Kaninchen leben ewig und haben einen unbegrenzten Lebensraum.

Jeden Monat kommt also zu der Anzahl der Paare, die im letzten Monat

gelebt haben, die Anzahl derjenigen Paare hinzu, die bereits im vorletzten

Monat gelebt haben, da diese geschlechtsreif sind und sich vermehren. Dem

entspricht die Rekursionsformel fn+2 = fn + fn+1 mit f1 =1, f2 =1. Im Fol-

genden wird auf diese Anfangsbedingungen verzichtet, und es wird die Menge

F der verallgemeinerten Fibonacci-Folgen betrachtet, d. h. die Menge aller

Folgen (fn) reeller Zahlen, für die gilt: fn+2 = fn+fn+1 (für alle n∈N, n≥1).
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a) Weisen Sie nach, dass F ein Unterraum des Vektorraumes aller Folgen

reeller Zahlen ist.

b) Bestimmen Sie eine Basis von F ; geben Sie die Dimension von F an.

11. a) Bestimmen Sie die Koordinaten des magischen Quadrats

(
4 9 2
3 5 7
8 1 6

)
be-

züglich der in dem Beispiel 5.29 auf S. 197f. ermittelten Basis.

b) Geben Sie eine Basis des Vektorraumes der magischen Quadrate der Kan-

tenlänge 3 an, in der das in a) aufgeführte magische Quadrat auftritt.

12. Rechenmauern sind ein beliebtes Übungsformat in der Grundschule. Es wird

eine Grundreihe von k
”
Steinen“ (z. B. k = 3, 4, 5 oder 6) vorgegeben, und

darüber werden dann Steine versetzt angeordnet, wobei jede Reihe einen

Stein weniger enthält als die darunter liegende Reihe. Bei additiven Rechen-

mauern enthält jeder Stein diejenige Zahl, welche die Summe der Zahlen der

beiden darunter liegenden Steine ist, siehe Abb. 5.4.

a) Aus wie vielen Steinen besteht eine Rechenmauer insgesamt, wenn ihre

Grundreihe k Steine enthält?

b) Weisen Sie nach: Wenn in den Steinen der Grundreihen von Rechenmau-

ern beliebige reelle Zahlen stehen können, so ist die Menge aller Rechen-

mauern mit vier Grundsteinen ein Unterraum von R10.

c) Geben Sie eine Basis und die Dimension dieses Unterraumes an.

13. Gegeben sind die folgenden Unterräume von R4:

U1 =


 x1
x2
x3
x4

∣∣∣∣∣∣ x1 = x2 ; x3 = x4


U2 =


 x1
x2
x3
x4

∣∣∣∣∣∣ 2x1 + x2 + x3 = 0 ; 6x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 0


Bestimmen Sie die Dimensionen der vier Unterräume U1, U2, U1 ∩ U2 und

U1 +U2. Welchen Zusammenhang erkennen Sie zwischen den Dimensionen?

Hinweise: – U1 und U2 sind Lösungsmengen homogener linearer Glei-

chungssysteme. Wie lässt sich dann U1 ∩ U2 ausdrücken?

– Um dim(U1+U2) zu bestimmen, ermitteln Sie Basen von U1

und U2; die Vereinigungsmenge dieser Basen ist ein Erzeugen-

densystem von U1 +U2 (warum?). Überprüfen Sie, ob dieses

Erzeugendensystem linear unabhängig ist und – falls dies nicht

zutrifft – reduzieren Sie es zu einer Basis von U1+U2.

Abb. 5.4:
Rechenmauern
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5.5 Affine Punkträume

Mithilfe affiner Räume lässt sich die in den vorangegangenen Abschnitten ent-

wickelte Theorie der Vektorräume für die Geometrie nutzen. Dadurch ist es

möglich, die bereits in den Kapiteln 2 und 4 behandelte analytische Geome-

trie zu verallgemeinern und Geometrie in beliebigen Dimensionen zu betreiben.

Außerdem werden wir dadurch den Begriff des Koordinatensystems exakt defi-

nieren und eine Vielzahl von Koordinatensystemen verwenden können.

5.5.1 Der Begriff des affinen Raumes

Definition 5.10

Es sei V ein Vektorraum über dem Körper der reellen Zahlen. Eine nicht leere

Menge A heißt affiner Punktraum bzw. kurz affiner Raum über dem Vektorraum

V , falls eine Verknüpfung +: A×V → A mit folgenden Eigenschaften existiert:

(i) Für beliebige P ∈ A gilt P + ~o = P .

(ii) Für beliebige P,Q ∈ A existiert genau ein Vektor ~v ∈ V mit Q = P + ~v.

(iii) Für beliebige P ∈ A und ~u,~v ∈ V gilt P + (~u+ ~v) = (P + ~u) + ~v.

Die Elemente von A werden als Punkte bezeichnet. �

Bemerkungen:

Die Forderung nach der Existenz einer Verknüpfung +: A×V → A beinhal-

tet, dass es zu jedem Punkt P ∈ A und zu jedem Vektor ~v ∈ V einen Punkt

Q ∈ A mit Q = P + ~v gibt.

Das Zeichen
”
+“ tritt nunmehr in drei verschiedenen Bedeutungen auf: Es

wird damit die Summe zweier Zahlen, die Summe zweier Vektoren und jetzt

auch die additive Verknüpfung eines Punktes mit einem Vektor bezeichnet.

In welchem Sinne
”
+“ jeweils zu verstehen ist, wird aus den Operanden

sichtbar, zwischen denen es steht. So steht in P+ (~u+~v) = (P+~u) + ~v das

”
+“ in (~u+~v) für die Vektoraddition, die anderen drei

”
+“-Zeichen stehen

für die Verknüpfung eines Punktes mit einem Vektor.

Der Begriff
”
Punkt“ ist in der Elementargeometrie ein nicht definierbarer

Grundbegriff. In der analytischen Geometrie auf Grundlage des Vektorraum-

begriffs lässt sich dieser Begriff nun wie in der Definition 5.10 exakt definieren.

Streng genommen dürfte nicht die Menge A, sondern es müsste das Tripel

(A, V,+) als affiner Raum bezeichnet werden, da der Vektorraum V und die

Verknüpfung
”
+“ die Struktur eines affinen Raumes bestimmen. Wir nutzen

die kürzere Bezeichnung und setzen den Bezug zu V und
”
+“ voraus.

Statt Q = P +~v schreiben wir künftig auch ~v =
−−→
PQ und verwenden damit

eine bereits bekannte Schreibweise. Die Eigenschaft (ii) in der Definition 5.10

sagt aus, dass zu zwei beliebigen Punkten P,Q ∈ A ein eindeutig bestimmter

Vektor ~v ∈ V mit ~v =
−−→
PQ existiert. Mit dieser Schreibweise lässt sich an

Stelle von (i) in Definition 5.10 schreiben: Für beliebige P ∈ A gilt
−→
PP = ~o.
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Beispiele für affine Punkträume

Die Menge aller Punkte des dreidimensionalen Anschauungsraumes bildet

mit den dort eingeführten Pfeilklassen als Vektoren (siehe Abschnitt 3.1)

einen affinen Punktraum. Durch die Theorie der Vektorräume und Definition

5.10 wurden die in dem Abschnitt 3.1 angestellten Betrachtungen und die

darauf basierende vektorielle Raumgeometrie nun strukturell fundiert.

Die Menge Rn aller n-Tupel reeller Zahlen ist ein affiner Punktraum. Dies

mag zunächst merkwürdig erscheinen, da Rn hierbei zugleich als Vektorraum

auftritt, jedoch können sowohl Punkte als auch Vektoren als n-Tupel inter-

pretiert werden. In dem Kapitel 4 wurden Punkte vielfach durch Ortsvek-

toren beschrieben, die als Zahlentripel angegeben wurden. Diese lassen sich

auch direkt als Punkte, d. h. als Elemente des affinen Punktraumes Rn an-

sehen. Jedoch ist bei der Betrachtung des affinen Punktraumes Rn mit dem

Vektorraum Rn stets zu beachten, welche n-Tupel für Punkte und welche

n-Tupel für Vektoren stehen. Die in dem Kapitel 4 praktizierte Verwendung

von Ortsvektoren an Stelle von Punkten ist daher weiterhin sinnvoll, um

Fehlinterpretationen zu vermeiden.

Lösungen (lösbarer) inhomogener linearer Gleichungssysteme lassen sich als

Punkte, Lösungen der zugehörigen homogenen LGS als Vektoren interpretie-

ren. Die Grundlage hierfür bildet der durch den Satz 1.3 (S. 38) ausgedrückte

Zusammenhang zwischen Lösungen inhomogener und zugehöriger homoge-

ner LGS. Von dem Beispiel 5.9 auf S. 173 ist bekannt, dass Lösungsmengen

homogener LGS in n Variablen lineare Unterräume von Rn sind. In dem Ab-

schnitt 5.5.4 wird dann gezeigt, dass Lösungsmengen inhomogener LGS in n

Variablen affine Unterräume von Rn sind.

Einige Folgerungen aus der Definition 5.10

Satz 5.22

Es seien A ein affiner Punktraum und V der zugehörige Vektorraum. Für belie-

bige Punkte P,Q,R, S ∈ A und Vektoren ~u,~v ∈ V gilt:

1. P+ ~u = P+ ~v ⇒ ~u = ~v ,

2. P+ ~v = Q+ ~v ⇒ P = Q ,

3. P+ ~v = Q ⇒ P = Q+ (−~v) ,

4.
−→
PR =

−−→
PQ+

−→
QR (siehe Abb. 5.5 a),

5.
−−−→
P1P2 +

−−−→
P2P3 + . . .+

−−−−−→
Pk−1Pk =

k−1∑
i=1

−−−−→
PiPi+1 =

−−−→
P1Pk (siehe Abb. 5.5 b),

6.
−→
PR+

−→
RP = ~o bzw.

−→
PR = −−→RP ,

7.
−−→
PQ =

−→
RS ⇒ −→

PR =
−→
QS (siehe Abb. 5.5 c).

Die Aussagen dieses Satzes sind bereits bekannt und wurden in den Kapiteln

3 und 4 verwendet. Jedoch standen sie dort für spezielle Vektorräume und zu-

gehörige Punktmengen zur Verfügung, während hier nun ihre Gültigkeit in be-

liebigen affinen Punkträumen mit zugehörigen Vektorräumen konstatiert wird.
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a) b) c)

Abb. 5.5: Illustrationen zu Satz 5.22

Beweis: Wir beschränken uns darauf, einige Behauptungen des Satzes 5.22 zu

beweisen, zu Nachweisen weiterer Teile dieses Satzes siehe Aufgabe 1 auf S. 218.

1. Nach Definition 5.10 (ii) existiert für beliebige P,Q ∈ A genau ein Vektor

~v ∈ V mit Q = P+~v. Aus P+~u = Q = P+~v folgt unmittelbar ~u = ~v.

4. Nach Definition 5.10 (ii) und der letzten Bemerkung dazu (siehe S. 203) exis-

tieren eindeutig bestimmte Vektoren
−→
PR,

−−→
PQ und

−→
QR mit

(1) P +
−→
PR = R, (2) P +

−−→
PQ = Q, (3) Q+

−→
QR = R.

Durch Einsetzen von (2) in (3) und Gleichsetzen mit (1) ergibt sich

(P +
−−→
PQ) +

−→
QR = R = P +

−→
PR.

Wegen der Definition 5.10 (iii) lässt sich dies zu P + (
−−→
PQ+

−→
QR) = P +

−→
PR

umformen, und wegen Satz 5.22, 1 folgt die Behauptung
−−→
PQ+

−→
QR =

−→
PR.

7. Aus
−−→
PQ =

−→
RS folgt wegen der Kommutativität der Vektoraddition zunächst

−−→
PQ+

−→
QR =

−→
RS +

−→
QR =

−→
QR+

−→
RS.

Wegen 4. ist
−−→
PQ+

−→
QR =

−→
PR und

−→
QR+

−→
RS =

−→
QS, woraus sich die Behaup-

tung
−→
PR =

−→
QS ergibt.

5.5.2 Koordinatensysteme

Definition 5.11

Es seien A ein affiner Raum und V der dazugehörige Vektorraum. Weiterhin

seien O ein beliebiger Punkt von A und B = {~b1; . . . ;~bn} eine Basis von V .

Dann heißt K={O;~b1; . . . ;~bn} Koordinatensystem des affinen Raumes A. Der

Punkt O wird als Koordinatenursprung des Koordinatensystems K bezeichnet.

Ist P ∈A ein Punkt mit P = O +
∑n
i=1 λi

~bi, so heißen λ1, . . . , λn die Koor-

dinaten des Punktes P bezüglich des Koordinatensystems K. �

Satz 5.23

Jedem Punkt P eines affinen Raumes sind bezüglich eines beliebigen Koordina-

tensystems von A eindeutig Koordinaten zugeordnet.

Beweis: Es seiK={O;~b1; . . . ;~bn} ein Koordinatensystem. Nach Definition 5.10

(ii) existiert ein eindeutig bestimmter Vektor ~v mit P = O+~v. Wegen Satz 5.11

sind ~v eindeutig Koordinaten λ1, . . . , λn bezüglich B={~b1; . . . ;~bn} zuzuordnen.

Somit gibt es eine eindeutig bestimmte Darstellung P = O+~v = O+
∑n
i=1 λi

~bi

des Punktes P bezüglich des Koordinatensystems K.
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Abb. 5.6: Standard-
koordinatensysteme
von R2 und R3

Beispiel 5.31

Die bekannten kartesischen Koordinatensysteme der Ebene und des dreidimen-

sionalen Anschauungsraumes sind Koordinatensysteme im Sinne der Definition

5.11 (siehe Abb. 5.6). Ihnen lassen sich (mittels der in dem Abschnitt 3.3 be-

schriebenen Zusammenhänge zwischen Pfeilklassen und n-Tupeln) Koordinaten-

systeme von R2 bzw. R3 zuordnen, welche aus einer Standardbasis (vgl. Beispiel

5.23 auf S. 187) und dem Koordinatenursprung O=
(

0
0

)
bzw. O=

(
0
0
0

)
beste-

hen. Analog dazu gibt es für beliebige n ∈ N
”
Standardkoordinatensysteme“ von

Rn. Die Koordinaten (x1; . . . ;xn) eines Punktes bezüglich eines Standardkoor-

dinatensystems entsprechen seinen Komponenten als n-Tupel

(
x1...
xn

)
.

Komponenten- und Koordinatenschreibweise

Punkte des affinen Raumes Rn schreiben wir – ebenso wie Vektoren des Vektor-

raumes Rn – in Komponentenform in der Spaltenschreibweise, z. B. P =

(
2
−1

4

)
(da es sich bei dem Punkt P um ein Element von R3 handelt, ist er das ange-

gebene Tripel). Gleichzeitig hat er bezüglich des Standardkoordinatensystems

die Koordinaten 2, -1 und 4. Dies schreiben wir in der Form P (2;−1; 4). Wenn

mehrere Koordinatensysteme auftreten, werden die Koordinaten so gekennzeich-

net, dass Klarheit darüber besteht, bezüglich welchen Koordinatensystems die

Koordinaten eines Punktes angegeben sind, z. B. P (2;−1; 4)K .

Beispiel 5.32

Wir betrachten in R2 das Koordinatensystem K={OK ;~b1;~b2} mit dem Koor-

dinatenursprung OK=

(
3
2

1

)
und den Basisvektoren b1 =

(
1
−1

2

)
, b2 =

(
2
1

)
, siehe

Abb. 5.7, und berechnen die Koordinaten der Punkte P =
(

1
2

)
und Q=

(
3
1

)
bezüglich dieses Koordinatensystems.

Gesucht sind für P Koordinaten λ1, λ2 mit P = O + λ1
~b1 + λ2

~b2, also mit(
1
2

)
=

(
3
2

1

)
+λ1

(
1
−1

2

)
+λ2

(
2
1

)
bzw.

λ1 + 2λ2 = −1
2

−1
2 λ1 + λ2 = 1 .

Als Lösung dieses Gleichungssystems erhält man λ1 = −5
4 , λ2 = 3

8 . Somit ist die

Darstellung des Punktes P bezüglich des Koordinatensystems K: P
(
−5

4 ; 3
8

)
K

.
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Abb. 5.7:
Koordinaten-
system von R2

Um die Koordinaten von Q bezüglich K zu bestimmen, ist die Gleichung

Q = O + λ1
~b1 + λ2

~b2 zu lösen; es ergibt sich λ1 = 3
4 , λ2 = 3

8 , also Q
(

3
4 ; 3

8

)
K

.

P und Q haben dieselbe Koordinate λ2 = 3
8 bezüglich des Basisvektors ~b2.

Dies ist anhand von Abb. 5.7 (rechts) einleuchtend: beide Punkte liegen auf

einer Parallelen zu der durch ~b1 gegebenen Koordinatenachse, sie unterscheiden

sich also nur durch ihre Koordinate bezüglich ~b1.

Es lassen sich auch für beliebige Punkte P =
(
x
y

)
die Koordinaten λ1, λ2

bezüglich K ermitteln. Dazu ist die Vektorgleichung(
x
y

)
=

(
3
2

1

)
+λ1

(
1
−1

2

)
+λ2

(
2
1

)
bzw.

λ1 + 2λ2 = x− 3
2

−1
2 λ1 + λ2 = y − 1 .

nach λ1, λ2 zu lösen. Man erhält λ1 = −y+ 1
2 x+ 1

4 , λ2 = 1
2 y+ 1

4 x−
7
8 . Durch

diese Gleichungen werden die Koordinaten x, y beliebiger Punkte bezüglich des

Standardkoordinatensystems in Koordinaten λ1, λ2 bezüglich des Koordinaten-

systems K überführt, man spricht von einer Koordinatentransformation.

Beispiel 5.33

In dem Beispiel 5.23 auf S. 187 wurde bereits gezeigt, dass B = {~b1;~b2;~b3} mit

~b1 =

(
1
0
0

)
, ~b2 =

(
1
1
0

)
und ~b3 =

(
1
1
1

)
eine Basis des Vektorraumes R3 ist. Durch

Hinzunahme eines Punktes, z. B. O′=

(
1
2
3

)
, als Koordinatenursprung wird B zu

einem Koordinatensystem des affinen Punktraumes R3: K= {O′;~b1;~b2;~b3}.

Es werden im Folgenden die Koordinaten λ1, λ2, λ3 des Punktes P =

 2
4
7
2


bezüglich des Koordinatensystems K bestimmt: 2

4
7
2

=

 1
2
3

+λ1

 1
0
0

+λ2

 1
1
0

+λ3

 1
1
1

 bzw.
λ1 + λ2 + λ3 = 1

λ2 + λ3 = 2
λ3 = 1

2 .

Als Lösung dieses LGS erhält man λ1 = −1, λ2 = 3
2 , λ3 = 1

2 (siehe Abb. 5.8)

bzw. P
(
−1; 3

2 ; 1
2

)
K

.

Abb. 5.8:
Koordinatensystem von R3
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Beispiel 5.34

Wir betrachten die durch die Gleichung

y = 2x2 − 12x+ 16

(in Koordinaten bezüglich des Standardkoordinatensystems von R2) gegebene

Parabel (Abb. 5.9) und suchen nach einem Koordinatensystem K={O;~b1;~b2},
bezüglich dessen diese durch die Gleichung λ2 = λ2

1 beschrieben wird. Zunächst

formen wir die Gleichung der Parabel mittels quadratischer Ergänzung um:

y = 2 (x−3)2 − 2 .

Der Scheitelpunkt der Parabel wird als Koordinatenursprung des neuen Koordi-

natensystems festgelegt: O′=
(

3
−2

)
. Nun lässt sich die Gleichung der Parabel in

Koordinaten x′, y′ bezüglich des Koordinatensystems K′0 ={O′;~e1;~e2} mit dem

”
neuen“ Ursprung und den Basisvektoren der Standardbasis ermitteln. Für die

Koordinaten beliebiger Punkte gilt

(
x
y

)
=

(
3
−2

)
+

(
x′

y′

)
; durch Einsetzen von

x = x′ + 3 und y = y′ − 2 erhält man als Gleichung der Parabel

y′ − 2 = 2 (x′+3−3)2 − 2 bzw. y′ = 2x′2.

Einer der Vektoren der Standardbasis kann offensichtlich für das
”
neue“ Koor-

dinatensystem K verwendet werden, z. B. ~b1 = ~e1. Für die zugehörigen Koordi-

naten gilt dann λ1 =x′. Die Parabelgleichung hat damit die Gestalt 1
2 y
′= λ2

1.

Es ist noch ein geeigneter Basisvektor ~b2 zu finden, bezüglich dessen sich 1
2 y
′

durch λ2 ersetzen lässt. Damit für beliebige Punkte durch das
”
alte“ und das

”
neue“ Koordinatensystem dieselben Positionen beschrieben werden, müssen die

Vektoren, die als Produkte des
”
alten“ und des

”
neuen“ Basisvektors mit den

jeweils zugehörigen Koordinaten entstehen, gleich sein. Somit muss λ2
~b2 = y′ ~e2

bzw. λ2

(
b21

b22

)
= y′

(
0
1

)
gelten. Mit λ2 = 1

2 y
′ bedeutet dies 1

2

(
b21

b22

)
=
(

0
1

)
,

wir erhalten~b2 =
(

0
2

)
. Man beachte, dass die Basisvektoren mit dem Reziproken

des Faktors der Koordinaten zu multiplizieren sind: ~b2 = 2~e2 aber λ2 = 1
2 y
′.

Bezüglich des Systems K = {O′;~b1;~b2} mit O′=
(

3
−2

)
, ~b1 =

(
1
0

)
, ~b2 =

(
0
2

)
hat die gegebene Parabel also die Gleichung

λ2 = λ2
1 .

Abb. 5.9: Beschreibung einer
Parabel anhand zweier Koor-
dinatensysteme
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Beispiel 5.35

In dem Beispiel 2.14 auf S. 79 wurde die Gleichung einer Hyperbel in die Glei-

chung bezüglich eines anderen Koordinatensystems überführt. Das dort prakti-

zierte Vorgehen lässt sich nun exakt begründen. Gegeben war die Hyperbel mit

der Gleichung y = 1
x bezüglich des Standardkoordinatensystems (Abb. 5.10).

Man benötigt ein Koordinatensystem mit um 45◦ gedrehten Achsen, um eine

Hyperbelgleichung der Form
λ2

1

a2
− λ

2
2

b2
= 1 zu erhalten. Geeignete Basisvektoren

sind z. B. ~b1 =
(

1
1

)
und ~b2 =

(−1
1

)
. Für die Koordinaten λ1, λ2 beliebiger Punkte

P =
(
x
y

)
bezüglich des Systems K={O;~b1;~b2} gilt:(
x
y

)
=
(

0
0

)
+λ1

(
1
1

)
+λ2

(−1
1

)
bzw.

λ1 − λ2 = x
λ1 + λ2 = y .

Setzt man dies in die Hyperbelgleichung y = 1
x ein, so erhält man

λ1 + λ2 =
1

λ1 − λ2
, (λ1 + λ2)(λ1 − λ2) = 1 bzw. λ2

1 − λ2
2 = 1.

Dabei ist zu beachten, dass die Basisvektoren ~b1 und ~b2 keine Einheitsvektoren

sind; sie haben die Beträge
∣∣∣~b1∣∣∣ =

√
12+12 =

√
2 und

∣∣∣~b2∣∣∣ =
√

(−1)2+12 =
√

2.

Dieser Aspekt wurde in diesem Abschnitt bisher nicht beachtet (man verglei-

che die vorhergehenden Beispiele), da Basisvektoren keine Einheitsvektoren sein

müssen. Will man jedoch wie in dem Beispiel 2.14 ein Koordinatensystem mit

”
gleicher Achsenskalierung“ wie das Standardkoordinatensystem verwenden,

so können die Basisvektoren ~b1 und ~b2 zu Einheitsvektoren normiert werden

(siehe S. 161). Man erhält damit ein Koordinatensystem K′ = {O;~b′1;~b′2} mit

~b′1 = 1√
2

(
1
1

)
und ~b′2 = 1√

2

(−1
1

)
. Für die Koordinaten λ′1, λ

′
2 beliebiger Punkte

P =
(
x
y

)
bezüglich des Systems K′ gilt:(

x
y

)
=
(

0
0

)
+λ′1

1√
2

(
1
1

)
+λ′2

1√
2

(−1
1

)
bzw.

1√
2
λ′1 − 1√

2
λ′2 = x

1√
2
λ′1 + 1√

2
λ′2 = y .

Durch Einsetzen in die Hyperbelgleichung y = 1
x erhält man:

1√
2
λ′1 + 1√

2
λ′2 =

1
1√
2
λ′1 − 1√

2
λ′2(

1√
2
λ′1 + 1√

2
λ′2

)
·
(

1√
2
λ′1 − 1√

2
λ′2

)
= 1

λ′21
2
− λ′22

2
= 1 .

Abb. 5.10:
Beschreibung einer Hy-
perbel anhand verschie-
dener Koordinatensys-
teme
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5.5.3 Affine Unterräume und ihre Lagebeziehungen

Definition 5.12

Ist A ein affiner Punktraum über einem Vektorraum V , P0 ∈ A ein Punkt und

U ⊆ V ein linearer Unterraum von V , so heißt die Menge aller Punkte P mit

P =P0+~u, ~u∈U affiner Unterraum N von A, d. h.:

N = {P |P =P0+~u; ~u ∈ U} . �
Beispiel 5.36

Geraden in der Ebene oder im Raum sind affine Unterräume. Dies folgt daraus,

dass sich jede Gerade durch eine Parameterdarstellung ~p = ~p0 + t~a (~a 6= ~o)

beschreiben lässt (siehe Abschnitt 4.1.1), die in Punktschreibweise die Gestalt

P = P0 + t~a (t ∈ R)

hat. Dabei ist P0 ein fester Punkt der Ebene oder des Raumes (bzw. des affinen

Raumes R2 oder R3). Die Menge aller Vektoren ~u = t~a (t ∈ R), also die Menge

aller zu einem Vektor ~a kollinearen Vektoren, ist ein linearer Unterraum von R2

bzw. R3, siehe Beispiel 5.7 auf S. 173.

Beispiel 5.37

Ebenso wie Geraden sind auch Ebenen affine Unterräume von R3. Ebenen las-

sen sich durch Parameterdarstellungen ~p = ~p0 + s~a + t~b mit zwei nicht kolli-

nearen Vektoren ~a und ~b beschreiben (siehe Abschnitt 4.2.1). Dabei ist ~p0 der

Ortsvektor eines festen Punktes (Aufpunktes) und ~p sind Ortsvektoren beliebi-

ger Punkte P der jeweils beschriebenen Ebene. Die Parameterdarstellung einer

Ebene lässt sich somit auch in der Form

P = P0 + s~a+ t~b (s, t ∈ R)

schreiben. Die Menge aller Vektoren ~u = s~a+ t~b (s, t ∈ R) ist die lineare Hülle

〈~a,~b〉 der Vektoren ~a und ~b, von der nach Satz 5.4 (S. 178) bekannt ist, dass

es sich um einen linearen Unterraum handelt. Somit lässt sich eine Ebene als

Punktmenge auch in der folgenden Form angeben, anhand derer der Bezug zu

der Definition 5.12 besonders deutlich wird:

ε = {P |P =P0+~u; ~u ∈〈~a,~b〉} .

Satz 5.24

Ist N = {P |P =P0+~u; ~u ∈ U} ein affiner Unterraum und Q∈N, so wird durch

M = {P |P =Q+~v; ~v ∈ U} derselbe affine Unterraum beschrieben, d. h. M=N .

Satz 5.25

Ist A ein affiner Punktraum und N ein affiner Unterraum von A, so ist N selbst

ein affiner Punktraum.

Die Beweise der Sätze 5.25 und 5.24 seien der Leserin bzw. dem Leser überlassen.

Wie anhand der Beispiele 5.36 und 5.37 deutlich wird, stellen affine Un-

terräume Verallgemeinerungen von Geraden und Ebenen dar, die bislang in

zwei- oder dreidimensionalen Räumen behandelt wurden. Es lassen sich nun

m-dimensionale affine Unterräume beliebiger (n-dimensionaler) affiner Räume

betrachten (wobei m≤n sein muss).
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Definition 5.13

Als Dimension eines affinen Punktraumes bzw. eines affinen Unterraumes be-

zeichnet man die Dimension des zugehörigen Vektorraumes bzw. linearen Unter-

raumes. �

Nach dieser Definition sind Punkte affine Unterräume der Dimension Null, denn

der zugehörige Vektorraum enthält nur den Nullvektor (vgl. Definition 5.9 auf

S. 197). Geraden sind ein- und Ebenen zweidimensionale affine Unterräume.

Satz 5.26

Es sei A ein affiner Punktraum über einem Vektorraum V , und es seien N1 und

N2 affine Unterräume von A mit zugehörigen linearen Unterräumen U1 und

U2 von V . Ist die Schnittmenge N1 ∩ N2 nicht leer, so ist N1 ∩ N2 ein affiner

Unterraum von A mit dem zugehörigen linearen Unterraum U1 ∩ U2.

Bemerkung: Die Bedingung N1∩ N2 6= {} muss unbedingt gestellt werden,

denn sie ist bei affinen Unterräumen nicht selbstverständlich. So ist die Schnitt-

menge zweier paralleler oder windschiefer Geraden leer und somit kein affiner

Unterraum. Hingegen besitzen beliebige lineare Unterräume stets eine nicht lee-

re Schnittmenge, denn der Nullvektor ist Element jedes linearen Unterraumes.

Beweis: Es seienN1 = {P |P =P1+~u; ~u ∈ U1}, N2 = {P |P =P2+~v; ~v ∈ U2}
affine Unterräume. Nach Voraussetzung ist N1 ∩ N2 6= {}, es existiert also ein

Punkt S mit S∈N1 und S∈N2. Wegen des Satzes 5.24 lassen sich N1 und N2

auch folgendermaßen beschreiben:

N1 = {P |P = S+~u; ~u ∈ U1}, N2 = {P |P = S+~v; ~v ∈ U2} .

Die Schnittmenge N1∩N2 besteht somit genau aus denjenigen Punkten P , für

die Vektoren ~u ∈ U1, ~v ∈ U2 mit P = S+~u = S+~v existieren. Nach Definition

5.10 existiert zu zwei Punkten S und P eines affinen Raumes genau ein Vektor

~x ∈ V mit P = S+~x. Somit muss ~u = ~v sein, und aus den Bedingungen ~u ∈ U1

und ~v ∈ U2 resultiert ~u ∈ U1∩ U2. Somit ist

N1 ∩N2 = {P |P = S+ ~u; ~u ∈ U1∩ U2} ,

d. h. ein affiner Unterraum mit dem zugehörigen linearen Unterraum U1∩U2.

Folgerung: Sind N1 und N2 affine Unterräume mit zugehörigen linearen Un-

terräumen U1, U2 und ist N1 ∩N2 6= {}, so gilt dim(N1 ∩N2) = dim(U1 ∩U2).

Beispiel 5.38

Die Notwendigkeit der Voraussetzung N1 ∩ N2 6= {} in dem Satz 5.26 und in

der Folgerung zeigt sich am Beispiel zweier Ebenen ε1: P = P0 + s~a + t~b und

ε2: P = Q0+λ~c+µ ~d (s, t, λ, µ ∈ R) in R3. Die zugehörigen linearen Unterräume

sind die linearen Hüllen von ~a, ~b bzw. von ~c, ~d, also U1 = 〈~a,~b 〉 und U2 = 〈~c, ~d 〉.
Es bestehen drei Möglichkeiten der gegenseitigen Lage von ε1 und ε2.

Die beiden Ebenen sind identisch; dann ist ε1 ∩ ε2 = ε1 = ε2, und für die

Dimension der Schnittmenge gilt dim(ε1∩ ε2) = 2. Auch die zugehörigen

linearen Unterräume sind identisch, somit gilt dim(U1∩ U2) = 2.
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ε1 und ε2 schneiden sich in einer Geraden, d. h. dim(ε1∩ε2) = 1. Die Schnitt-

menge der linearen Unterräume U1 und U2 bilden alle Vektoren, die Vielfache

eines Richtungsvektors der Schnittgeraden sind, also dim(U1∩ U2) = 1.

Falls ε1 und ε2 parallel sind, so ist ihre Schnittmenge leer, besitzt also keine

Dimension. Die zugehörigen linearen Unterräume sind hingegen identisch,

also ist dim(U1∩ U2) = 2.

Eine effektive und systematische Untersuchung von Lagebeziehungen beliebiger

affiner Unterräume wird mithilfe einer Dimensionsformel für affine Unterräu-

me möglich sein. Die in dem Abschnitt 5.4.6 bewiesene Dimensionsformel für

lineare Unterräume ist nicht ohne Einschränkungen auf affine Unterräume über-

tragbar, wie anhand des Beispiels 5.38 sichtbar wurde. Zudem benötigen wir ein

Analogon zu der Summe zweier linearer Unterräume (vgl. Def. 5.3 auf S. 176).

Definition 5.14

Es seien A ein affiner Punktraum über einem Vektorraum V sowie N1 und N2

affine Unterräume von A. Der kleinste affine Unterraum, der N1 und N2 enthält,

wird als affine Hülle (oder auch Verbindungsraum) A(N1∪N2) bezeichnet. �

Beispiel 5.39

Die Geraden g: P =P0+ t~a =

(
4
2
1

)
+ t

(
−2
−1
0, 5

)
, h: P =Q0+ s~b =

(
−2

4
1

)
+ s

(
−1
−3

1

)

schneiden sich in S =

(
−4
−2

3

)
, siehe Beispiel 4.8 (S. 145). Die affine Hülle von

g und h ist die Ebene ε : P = S + t~a + s~b. Der zugehörige lineare Unterraum

ist die lineare Hülle 〈~a,~b 〉 der beiden Richtungsvektoren der Ebene ε. Die zu g

und h gehörenden linearen Unterräume U1 und U2 sind die linearen Hüllen der

Richtungsvektoren der Geraden, d. h. U1 = 〈~a 〉, U2 = 〈~b 〉; ihre Schnittmenge

besteht nur aus dem Nullvektor: U1∩ U2 = {~o }. Es gilt dim g = dimh = 1,

dim (U1∩ U2) = 0, dimA (g ∪ h) = dim (〈~a,~b 〉) = dim (U1+ U2) = 2.

Beispiel 5.40

Die Geraden g: P =P0+ t~a =

(
−1
−2

2

)
+ t

(
−4

6
−2

)
, h: P =Q0+ s~b =

(
1
3
2

)
+ s

(
−3

3
−1

)
sind windschief, siehe Beispiel 4.9 auf S. 145. Die affine Hülle von g und h ist in

diesem Falle der dreidimensionale Raum; sie umfasst alle Linearkombinationen

von ~a,~b und
−−−→
P0Q0 (diese drei Vektoren sind nicht komplanar). Die Schnittmenge

der zu g und h gehörenden linearen Unterräume enthält auch hier nur den

Nullvektor: U1∩ U2 = {~o }. Es gilt also dim g= dimh = 1, dim (U1∩ U2) = 0,

dim (〈~a,~b 〉) = dim (U1+ U2) = 2, aber dimA (g ∪ h) = 3.

Beispiel 5.41

Es seien ε1: P = P0+ s~a + t~b und ε2: P = Q0 + λ~c + µ ~d Ebenen in R3 sowie

U1 = 〈~a,~b 〉 , U2 = 〈~c, ~d 〉 die zugehörigen linearen Unterräume.

Sind ε1 und ε2 identisch, so ist A (ε1∪ε2) = ε1 = ε2, also dimA (ε1∪ε2) = 2.

Außerdem gilt, da wegen ε1 = ε2 auch U1 = U2 sein muss, dim (U1+U2) = 2.
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Falls sich ε1 und ε2 in einer Geraden schneiden, so gehört mindestens einer

der Richtungsvektoren von ε2 nicht zu der linearen Hülle 〈~a,~b 〉, somit ist

dim (U1 + U2) = 3. Der kleinste affine Raum, der beide Ebenen enthält, ist

der gesamte Raum R3, d. h. dimA (ε1 ∪ ε2) = 3.

Ist ε1∩ε2 = {}, d. h. sind ε1 und ε2 parallel, so sind die zugehörigen linearen

Unterräume identisch, und somit gilt dim (U1+ U2) = 2. Der kleinste affine

Raum, der ε1 und ε2 enthält, ist allerdings keine Ebene, sondern der gesamte

Raum R3, d. h. dimA (ε1 ∪ ε2) = 3.

Analoge Überlegungen lassen sich für eine Gerade und eine Ebene in R3 (bei

Unterscheidung der dabei möglichen Lagebeziehungen, vgl. Abschnitt 4.2.2) an-

stellen – der Leserin bzw. dem Leser wird empfohlen, vor dem weiteren Studium

die diesbezügliche Aufgabe 9 (S. 218) zu bearbeiten. Ohne Beweis vermerken wir,

dass – in Verallgemeinerung aller betrachteten Beispiele – der folgende Satz gilt.

Satz 5.27

Es seien A ein affiner Raum über einem Vektorraum V sowie N1 und N2 affine

Unterräume von A mit zugehörigen linearen Unterräumen U1 und U2 von V.

(i) Ist N1 ∩N2 6= {}, so gilt dimA (N1∪N2) = dim (U1+ U2).

(ii) Ist N1 ∩N2 = {}, so gilt dimA (N1∪N2) = dim (U1+ U2) + 1

Aus dem Satz 5.27 und der Dimensionsformel für lineare Unterräume (Satz 5.21

auf S. 199) ergeben sich die folgenden Dimensionsformeln für affine Unterräume.

Satz 5.28

Es seien A ein affiner Raum über einem Vektorraum V sowie N1 und N2 affine

Unterräume von A mit zugehörigen linearen Unterräumen U1 und U2 von V.

(i) Ist N1 ∩N2 6= {}, so gilt

dimN1 + dimN2 = dimA (N1∪N2) + dim (U1∩ U2).

(ii) Ist N1 ∩N2 = {}, so gilt

dimN1 + dimN2 = dimA (N1∪N2) + dim (U1∩ U2) − 1.

Mithilfe dieser Dimensionsformeln lassen sich systematisch Lagebeziehungen af-

finer Unterräume von affinen Punkträumen beliebiger Dimension untersuchen.

Für die Unterräume eines affinen Raumes der Dimension 3 ist dies mit den Bei-

spielen 5.38-5.41 sowie den Aufgaben 8 und 9 (siehe S. 218) bereits erfolgt – der

Leserin bzw. dem Leser sei empfohlen, die auftretenden Fälle in einer Übersicht

wie der folgenden zusammenzufassen.

Lagebeziehungen zweier
”

Ebenen“ eines vierdimensionalen affinen Raumes

Es werden nun alle möglichen Lagebeziehungen zweier zweidimensionaler Un-

terräume ε1 und ε2 eines vierdimensionalen affinen Raumes A untersucht. Es gilt

2 ≤ dimA (ε1∪ ε2) ≤ 4, da beide Ebenen innerhalb von A liegen und ihre affine

Hülle daher maximal A selbst sein kann, zugleich aber mindestens die Ebenen

selbst enthält. Wir untersuchen für ε1∩ ε2 = {} und ε1∩ ε2 6= {} systematisch

die möglichen Fälle dimA (ε1∪ ε2) = 2, 3, 4.
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ε1 und ε2 besitzen keinen Schnittpunkt, d. h. ε1∩ ε2 = {}.
In diesem Falle gilt wegen dim ε1 = dim ε2 = 2 nach Satz 5.28 (ii):

4 = dimA(ε1∪ ε2) + dim (U1∩U2)− 1 ⇒ dimA(ε1∪ ε2) + dim (U1∩U2) = 5.

dimA (ε1∪ ε2) = 2. In diesem Falle müsste dim (U1∩ U2) = 5− 2 = 3 sein,

was wegen dimU1 = dimU2 = 2 nicht möglich ist.

dimA (ε1∪ ε2) = 3. Es gilt dim (U1∩ U2) = 5 − 3 = 2; damit ist U1 = U2;

die Ebenen ε1 und ε2 sind parallel.

dimA (ε1∪ ε2) = 4. Es gilt dim (U1∩U2) = 1. U1und U2 haben eine gemein-

same Richtung, d. h. es gibt eine Gerade g1 in der Ebene

ε1, die zu einer Geraden g2 in der Ebene ε1 parallel ist.

ε1 und ε2 besitzen mindestens einen gemeinsamen Punkt, d. h. ε1∩ ε2 6= {}.
In diesem Falle gilt nach Satz 5.28 (i): dimA(ε1∪ ε2) + dim (U1∩ U2) = 4.

dimA (ε1∪ ε2) = 2. In diesem Falle ist dim (U1∩U2) = 2, d. h. U1 = U2. Die

Ebenen ε1 und ε2 müssen daher parallel oder identisch

sein. Wegen ε1∩ε2 6= {} sind ε1 und ε2 somit identisch.

dimA (ε1∪ ε2) = 3. Es gilt dim (U1∩ U2) = 1; da die Schnittmenge ε1∩ ε2

nicht leer ist, haben die Ebenen eine Schnittgerade.

dimA (ε1∪ ε2) = 4. In diesem Falle ist dim (U1 ∩ U2) = 4− 4 = 0. U1 ∩ U2

besteht nur aus dem Nullvektor. Die Ebenen ε1 und ε2

haben genau einen gemeinsamen Punkt.

Damit sind alle möglichen Fälle der gegenseitigen Lage zweier Ebenen in einem

vierdimensionalen Raum untersucht. Insbesondere der Fall, dass zwei Ebenen

genau einen Schnittpunkt haben, ist anschaulich schwer vorstellbar – ein vierdi-

mensionaler Raum entzieht sich der unmittelbaren Anschauung. Für einen drei-

dimensionalen Raum lässt sich anhand der Dimensionsformeln erklären, dass

sich zwei Ebenen nicht in genau einem Punkt schneiden können. Dazu müsste

nämlich dim (U1 ∩ U2) = 0 sein. Da aber, falls überhaupt gemeinsame Punkte

existieren, dim ε1 + dim ε2 = dimA (ε1∪ε2) + dim (U1∩U2) gilt, würde daraus

dimA (ε1∪ ε2) = 4 folgen, was im Dreidimensionalen nicht möglich ist.

5.5.4 Anwendung auf die Theorie der linearen
Gleichungssysteme

Zusammenhänge zwischen Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme und af-

finen Unterräumen waren in diesem Buch bereits mehrfach von Bedeutung:

Geraden (d. h. eindimensionale affine Unterräume) im Raum (bzw. in R3)

sind Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme mit drei Variablen und zwei

Gleichungen, siehe Abschnitt 4.1.2. Umgekehrt hat jedes lösbare LGS mit

drei Variablen vom Rang 2 eine einparametrige Lösungsmenge (siehe S. 35)

der Form L =

{(
x
y
z

) ∣∣∣∣∣
(
x
y
z

)
= t·

(
a1
a2
a3

)
+

(
x0
y0
z0

)
; t ∈ R

}
.
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Zweidimensionale affine Unterräume (Ebenen) von R3 lassen sich durch Glei-

chungen der Form a x+b y+c z = d beschreiben (siehe Abschnitt 4.2.1). Um-

gekehrt hat jede lineare Gleichung mit drei Variablen eine zweiparametrige

Lösungsmenge der Form L = {~x | ~x = ~x0 + s ~m+ t ~n ; s, t ∈ R}, beschreibt

also eine Ebene (siehe Abschnitt 1.2.1, speziell S. 18).

Lösungsmengen homogener linearer Gleichungssysteme in n Variablen sind

lineare Unterräume von Rn, siehe Beispiel 5.9 auf S. 173.

Eine Verallgemeinerung dieser Tatsachen stellt der folgende Satz dar.

Satz 5.29

Die Lösungsmenge eines lösbaren linearen Gleichungssystems in nVariablen vom

Rang r ist ein n−r-dimensionaler affiner Unterraum des affinen Raumes Rn. Der

zugehörige lineare Unterraum ist die Lösungsmenge des dem gegebenen LGS

zugeordneten homogenen linearen Gleichungssystems.

Umgekehrt ist jeder affine Unterraum der Dimension m von Rnals Lösungsmenge

eines LGS mit nVariablen und dem Rang n−m darstellbar.

Beweis: Es sei ein beliebiges lösbares LGS mit n Variablen gegeben:

(∗)

a11 x1 + a12 x2 + . . . + a1n xn = b1

a21 x1 + a22 x2 + . . . + a2n xn = b2
...

...
...

...
am1 x1 + am2 x2 + . . . + amn xn = bm

bzw. in Kurzschreibweise

(∗)
n∑
j=1

aijxj = bi (i = 1 . . .m).

Da dieses LGS lösbar ist, existiert eine Lösung L(0) =

x
(0)
1...

x
(0)
n

.

Es sei U die Lösungsmenge des zu (∗) gehörenden homogenen LGS

(∗∗)
n∑
j=1

aijxj = 0 (i = 1 . . .m).

Aus dem Beispiel 5.9 (S. 173) ist bekannt, dass U ein linearer Unterraum von Rn

ist. Wegen des Satzes 1.3 (S. 38) ist jede Lösung L des Gleichungssystems (∗)
als Summe der Lösung L(0) und einer Lösung ~u ∈ U des homogenen LGS (∗∗)
darstellbar, und umgekehrt ist für jede Lösung ~u ∈ U von (∗∗) die Summe

L(0)+~u eine Lösung des gegebenen (inhomogenen) LGS (∗). Die Lösungsmenge

des gegebenen LGS ist also genau die Menge

L =
{
L
∣∣∣L=L(0)+~u; ~u ∈ U

}
.

Nach Definition 5.12 handelt es sich dabei um einen affinen Unterraum von Rn.

Bereits in dem Abschnitt 1.3.3 wurde festgestellt, dass ein lösbares LGS in

n Variablen mit dem Rang r eine n−r-parametrige Lösungsmenge besitzt (sie-

he S. 35). Die Anzahl der Parameter ist gleich der Anzahl der Basisvektoren
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des zu dem Lösungsraum L gehörenden linearen Unterraumes U . Somit ist die

Lösungsmenge des gegebenen LGS ein n−r-dimensionaler affiner Unterraum.

Wir verzichten auf den Beweis der umgekehrten Richtung des Satzes; die

grundsätzliche Beweisidee wird anhand des folgenden Beispiels deutlich.

Beispiel 5.42

Gegeben ist der affine Unterraum N = {P |P =P0+~u; ~u ∈ U} von R4 mit

P0 =

 5
3
−1

0

 und U =

〈 2
−1

4
−5

;

−3
1
−2

1

;

 4
2
0
−3

〉.

Gesucht ist ein Gleichungssystem, als dessen Lösungsmenge sich N ergibt.

Für jeden Punkt P =

 x1
x2
x3
x4

∈ N muss die Vektorgleichung

 x1

x2

x3

x4

=

 5
3
−1

0

+ λ1

 2
−1

4
−5

+ λ2

−3
1
−2

1

+ λ3

 4
2
0
−3


bzw. das LGS

(I) 2λ1 − 3λ2 + 4λ3 = x1 − 5

(II) −λ1 + λ2 + 2λ3 = x2 − 3

(III) 4λ1 − 2λ2 = x3 + 1

(IV) −5λ1 + λ2 − 3λ3 = x4

erfüllt sein. Dieses LGS wird nun in ein Gleichungssystem umgeformt, in dem

nur noch x1, x2, x3, x4 auftreten. Um die zu eliminierenden Parameter λ1, λ2, λ3

zu berechnen (d. h. durch x1, . . . , x4 auszudrücken), benötigt man drei Gleichun-

gen, die ein LGS mit dem Rang 3 bilden. Wir lösen das aus den Gleichungen

(I)-(III) bestehende LGS (welches diese Bedingung erfüllt) und erhalten:

λ1 = 5
12 x3 + 1

3 x2 − 1
6 x1 + 1

4 ,

λ2 = 1
3 x3 + 2

3 x2 − 1
3 x1 ,

λ3 = 1
24 x3 + 1

3 x2 + 1
12 x1 − 11

8 .

Die so gewonnenen Ausdrücke setzen wir nun für λ1, λ2, λ3 in die verbliebene

(noch nicht verwendete) Gleichung (IV) ein:

1
4 x1 − 2x2 − 15

8 x3 − x4 = −23
8 .

Der affine Unterraum N ist die Lösungsmenge dieses aus einer Gleichung beste-

henden LGS; es ist r=1 und dimN=3, dies entspricht Satz 5.29.

Beispiel 5.43

In den Beispielen 5.12 auf S. 174 und 5.29 auf S. 197 wurde die Menge der ma-

gischen Quadrate der Kantenlänge 3 betrachtet. Mit variabler Zeilen-, Spalten-

und Diagonalensumme ist diese ein dreidimensionaler linearer Unterraum von

R10. Wir betrachten nun magische Quadrate mit fester Zeilen-, Spalten- und

Diagonalensumme s. Damit enthält das LGS auf S. 175 nur noch 9 Variablen,

da s nun eine Konstante ist, und wird zu einem inhomogenen LGS:
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a11 + a12 + a13 = s

a21 + a22 + a23 = s

a31 + a32 + a33 = s

a11 + a21 + a31 = s

a12 + a22 + a32 = s

a13 + a23 + a33 = s

a11 + a22 + a33 = s

a13 + a22 + a31 = s

Dieses LGS hat die folgende Lösungsmenge:

L =





a11

a12

a13

a21

a22

a23

a31

a32

a33



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



a11

a12

a13

a21

a22

a23

a31

a32

a33


=



1
3 s
1
3 s
1
3 s
1
3 s
1
3 s
1
3 s
1
3 s
1
3 s
1
3 s


+ λ1



−1

1

0

1

0

−1

0

−1

1


+ λ2



0

1

−1

−1

0

1

1

−1

0


; λ1, λ2 ∈ R



.

Diese Lösungsmenge lässt sich auch anhand der Tatsache ermitteln, dass sich

jede Lösung eines inhomogenen LGS als Summe einer festen Lösung dieses LGS

und einer Lösung des zugehörigen homogenen LGS ergibt (Satz 1.3 auf S. 38).

Eine spezielle Lösung des inhomogenen LGS lässt sich aus dem Gleichungs-

system leicht entnehmen, nämlich das 9-Tupel, dessen sämtliche Komponen-

ten 1
3 s sind. Diese entspricht einem Punkt P0 des affinen Unterraumes, der

durch das inhomogene LGS beschrieben wird. Das zugehörige homogene LGS

(welches entsteht, wenn auf den rechten Seiten aller Gleichungen s durch 0 er-

setzt wird) lässt sich etwas einfacher als das inhomogene Gleichungssystem lö-

sen. Man erhält als Lösungsmenge einen zweidimensionalen linearen Unterraum

von R9 mit den beiden in der Lösungsmenge oben angegebenen Basisvekto-

ren. In der Matrizenschreibweise ist die Menge aller magischen Quadrate mit

der festen Zeilen-, Spalten- und Diagonalensumme s also der affine Teilraum

N = {P |P =P0+~u; ~u ∈ U} von R9 mit

P0 =


1
3 s

1
3 s

1
3 s

1
3 s

1
3 s

1
3 s

1
3 s

1
3 s

1
3 s

 und U =

〈−1 1 0

1 0 −1

0 −1 1

 ,

 0 1 −1

−1 0 1

1 −1 0

〉.

Kommen wir nun zurück zu dem Ausgangspunkt unserer Überlegungen zu ma-

gischen Quadraten, zu dem berühmtesten magischen Quadrat, siehe S. 174. Die-

ses hat die Zeilen-, Spalten- und Diagonalensumme s = 15; wir erhalten es mit

λ1 = 1 und λ2 = 3 als
”
Punkt“ des ermittelten affinen Unterraumes: 5 5 5

5 5 5

5 5 5

+ 1 ·

−1 1 0

1 0 −1

0 −1 1

+ 3 ·

 0 1 −1

−1 0 1

1 −1 0

 =

 4 9 2

3 5 7

8 1 6

 .
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5.5.5 Aufgaben zu Abschnitt 5.5

1. Beweisen Sie die Behauptungen 2, 3, 5 und 6 des Satzes 5.22 auf S. 204.

2. Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes P =
( −6
−11

)
bezüglich des Ko-

ordinatensystems K={OK ;~b1;~b2} mit OK =

(
7
2

1

)
, b1 =

(
−1

4

)
, b2 =

(
3
8

)
.

3. Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte P =

(−4
8

37

)
und Q=

(
19
−17
−52

)
be-

züglich des folgenden Koordinatensystems von R3: K = {OK ;~b1;~b2;~b3} mit

OK=

(
5
0
5

)
, ~b1 =

(
3
2

12

)
, ~b2 =

(−8
7

13

)
und ~b3 =

(
2
5
−4

)
.

4. Gegeben ist eine Parabel durch die Gleichung y = 1
2 x

2 + 4x+ 11 bezüglich

des Standardkoordinatensystems von R2. Ermitteln Sie ein Koordinatensys-

tem K = {OK ;~b1;~b2}, bezüglich dessen die Parabel durch die Gleichung

λ2 = λ2
1 beschrieben wird.

5. Eine Parabel hat die Gleichung λ2 = λ2
1 bezüglich des Koordinatensystems

K={OK;~b1;~b2} mit OK=
(−2

5

)
,~b1 =

(
1
0

)
,~b2 =

(
0
4

)
. Geben Sie die Gleichung

dieser Parabel bezüglich des Standardkoordinatensystems von R2 an.

6. Beweisen Sie den Satz 5.24 auf S. 210.

7. Beweisen Sie den Satz 5.25: Ist A ein affiner Punktraum und N ein affiner

Unterraum von A, so ist N selbst ein affiner Punktraum.

8. Gegeben sind zwei Geraden g1 und g2 in R3 durch die Parameterdarstellun-

gen g1: P = P0+ s~a und g2: P = Q0+ t~b (s, t ∈ R). Fassen Sie g1 und g2 als

affine Unterräume auf und geben Sie die zugehörigen linearen Unterräume

U1 und U2 an. Vergleichen Sie für die möglichen Lagebeziehungen von g1

und g2 die Dimensionen dim(g1∩ g2) und dim(U1∩ U2).

9. Es seien g: P = P0+ t~a eine Gerade und ε: P = Q0 + r~b + s~c eine Ebene

in R3 sowie Ug= 〈~a 〉 und Uε= 〈~b,~c 〉 die zugehörigen linearen Unterräume.

Überlegen Sie sich für die möglichen Lagebeziehungen von g und ε (siehe

Abschnitt 4.2.2), welche Dimensionen die Schnittmenge Uε ∩Ug, die Summe

Uε+Ug sowie die affine Hülle A(g∪ ε) haben. Verifizieren Sie, dass die Sätze

5.27 und 5.28 in allen Fällen zutreffen.

10. Untersuchen Sie alle möglichen Lagebeziehungen einer Geraden g und einer

Ebene ε in einem vierdimensionalen affinen Raum.

11. Gegeben ist der affine Unterraum N = {P |P =P0+~u; ~u ∈ U} von R4 mit

P0 =

 2
1
3
4

 und U =

〈 3
2
−1

0

;

 4
5
7
−3

〉. Geben Sie ein lineares Gleichungs-

system an, als dessen Lösungsmenge sich N ergibt.
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5.6 Euklidische Vektor- und Punkträume

In diesem Abschnitt werden Vektor- und affine Punkträume um metrische As-

pekte, d. h. um Möglichkeiten des
”
Messens“ von Längen und Winkeln ergänzt.

Dazu wird, wie bereits in dem Abschnitt 3.5, ein Skalarprodukt eingeführt, hier

nun jedoch auf verallgemeinerter Grundlage für beliebige Vektorräume.

5.6.1 Positiv definite symmetrische Bilinearformen –
verallgemeinerte Skalarprodukte

Definition 5.15

Eine positiv definite symmetrische Bilinearform (bzw. ein verallgemeinertes Ska-

larprodukt) auf einem Vektorraum V ist eine Abbildung B: V ×V → R (die also

jedem Paar von Vektoren eine reelle Zahl zuordnet) mit folgenden Eigenschaften

(für beliebige ~u,~v, ~w ∈ V, λ ∈ R):

B1. a) B(~u+~v, ~w) = B(~u, ~w) +B(~v, ~w) (Additivität)

b) B(λ~u,~v) = λB(~u,~v) (Homogenität)

B2. B(~u,~v) = B(~v, ~u) (Symmetrie)

B3. B(~u, ~u) ≥ 0 sowie B(~u, ~u) = 0⇔ ~u = ~o (B ist positiv definit)

Ein Vektorraum mit einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform heißt

euklidischer Vektorraum. Ein affiner Punktraum mit einem zugehörigen eukli-

dischen Vektorraum heißt euklidischer Punktraum. �

Bemerkungen:

Additivität und Homogenität werden zusammengefasst als Linearität be-

zeichnet. Aus der Symmetrie folgt, dass B auch im zweiten Argument additiv

und homogen ist, d. h. es gilt für beliebige ~u,~v, ~w ∈ V, λ ∈ R auch

B(~u,~v+ ~w) = B(~u,~v) +B(~u, ~w) und B(~u, λ~v) = λB(~u,~v).

Damit ist B linear in beiden Argumenten, also bilinear.

Die in der Definition 5.15 enthaltenen Eigenschaften wurden bereits in dem

Satz 3.13 (S. 123) als Eigenschaften eines innerhalb eines konkreten Vektor-

raumes (nämlich Rn) definierten Skalarproduktes formuliert und bewiesen.

Durch die Definition 5.15 werden nun für beliebige Vektorräume Skalarpro-

dukte anhand geforderter Eigenschaften axiomatisch definiert.

Beispiel 5.44

Die Vektorräume R2, R3 bzw. allgemeiner Rn sind mit dem in dem Abschnitt 3.5

definierten Skalarprodukt (welches wegen des Satzes 3.13 auf S. 123 eine positiv

definite symmetrische Bilinearform ist) euklidische Vektorräume. Jedoch können

auch andere positiv definite symmetrische Bilinearformen verwendet werden. So

ist z. B. R2 mit

B : R2×R2→ R, B
((
xu
yu

)
,
(
xv
yv

))
= 4xu xv − 2xu yv − 2 yu xv + 3 yu yv

ein euklidischer Vektorraum. Es gilt für beliebige ~u=
(xu
yu
)
, ~v=

(xv
yv
)
, ~w=

(xw
yw
)
:
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B1.. B(~u+~v, ~w) = 4(xu+xv)xw− 2 (xu+xv) yw− 2 (yu+yv)xw+ 3 (yu+yv) yw
= 4xu xw − 2xu yw − 2 yu xw + 3 yu yw

+ 4xv xw − 2xv yw − 2 yv xw + 3 yv yw

= B(~u, ~w) +B(~v, ~w)

B(λ~u,~v) = 4λxu xv − 2λxu yv − 2λyu xv + 3λyu yv

= λ (4xu xv − 2xu yv − 2 yu xv + 3 yu yv) = λB(~u,~v)

B2.. B(~u,~v) = 4xu xv − 2xu yv − 2 yu xv + 3 yu yv

= 4xv xu − 2 yv xu − 2xv yu + 3 yv yu = B(~v, ~u)

B3.. B(~u, ~u) = 4xu xu − 2xu yu − 2 yu xu + 3 yu yu = 4x2
u − 4xu yu + 3 y2

u

= (2xu−yu)2 + 2 y2
u

Da weder (2xu−yu)2 noch 2 y2
u negativ sein kann, giltB(~u, ~u) ≥ 0 für beliebige

~u ∈ R2. Damit B(~u, ~u) = 0 ist, müssen (2xu−yu) sowie yu und damit auch

xu Null sein. Somit gilt B(~u, ~u) = 0 nur, wenn ~u der Nullvektor ist.

Durch B ist somit eine positiv definite symmetrische Bilinearform gegeben.

Beispiel 5.45

Der Vektorraum P2 =
{
p
∣∣ p(x) = a2x

2+a1x+a0; a0, a1, a2∈ R
}

der Polynome

höchstens zweiten Grades (siehe Beispiel 5.5 auf S. 170) ist mit

B : P2×P2→ R, B (p, q) = a2 b2 + a1 b1 + a0 b0

für p(x) = a2x
2 +a1x+a0, q(x) = b2x

2 +b1x+b0 ein euklidischer Vektorraum.

Es lässt sich leicht zeigen, dass die Bedingungen der Definition 5.15 hierfür

erfüllt sind. (Man beachte auch die Analogie dieser Bilinearform B zu dem

Standardskalarprodukt von R3).

Satz 5.30

Ist V ein euklidischer Vektorraum mit einer positiv definiten symmetrischen

Bilinearform B, so gilt für beliebige ~u,~v, ~w ∈ V, λ, µ ∈ R:

B(~u, λ~v+µ~w) = λB(~u,~v) + µB(~u, ~w) .

Der Beweis dieses Satzes sei der Leserin bzw. dem Leser überlassen.

Für positiv definite symmetrische Bilinearformen gelten somit die für Skalar-

produkte bekannten Rechenregeln. Wir bezeichnen positiv definite symmetri-

sche Bilinearformen daher im Folgenden kurz als Skalarprodukte und verwenden

statt B(~u,~v) die Symbolik ~u·~v. Dabei sind die unterschiedlichen Bedeutungen

des Zeichens
”
·“ zu beachten, siehe die Bemerkung zu der Definition 3.9, S. 122.

In Verallgemeinerung des Satzes 5.30 gilt für das Skalarprodukt eines Vektors

~u mit einer Linearkombination
∑k
i=1 λi ~vi von k Vektoren:

B

(
~u,

k∑
i=1

λi ~vi

)
=

k∑
i=1

λiB(~u,~vi) bzw. ~u ·
k∑
i=1

λi ~vi =
k∑
i=1

λi ~u·~vi .

Sind zwei Vektoren durch ~u =
∑k
i=1 λi ~ui und ~v =

∑l
j=1 µj ~vj gegeben, so gilt

~u · ~v =
k∑
i=1

λi ~ui ·
l∑

j=1

µj ~vj =
k∑
i=1

λi ·
l∑

j=1

µj ~ui ·~vj =
k∑
i=1

l∑
j=1

λiµj ~ui ·~vj .
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Besonders interessant wird diese Rechenregel, wenn Darstellungen von Vektoren

bezüglich einer Basis gegeben sind.

Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit einem Skalarprodukt
”
·“, und

es sei B = {~b1; . . . ;~bn} eine Basis von V . Wenn alle Skalarprodukte ~bi ·~bj
(i = 1 . . . n, j = 1 . . . n) der Basisvektoren untereinander gegeben sind, so

sind die Skalarprodukte aller Vektoren von V bestimmt.

Sind ~u =
∑n
i=1 λi

~bi und ~v =
∑n
j=1 µj

~bi beliebige Vektoren von V , so gilt

~u · ~v =

n∑
i=1

n∑
j=1

λiµj ~bi ·~bj . (5.1)

Die bereits in dem Abschnitt 3.5 behandelte Komponentendarstellung

~u · ~v = u1 v1 + u2 v2 + . . .+ un vn =

n∑
i=1

ui vi .

des Skalarproduktes zweier Vektoren in Rn ist ein Spezialfall von (5.1). Die Kom-

ponenten von n-Tupeln sind nämlich gleichzeitig ihre Koordinaten bezüglich der

Standardbasis B0 = {~e1;~e2; . . . ;~en} von Rn, siehe Beispiel 5.23 auf S. 187. Für

die Basisvektoren der Standardbasis gilt ~ei ·~ei = 1 (i= 1 . . . n) sowie ~ei ·~ej = 0,

falls i 6= j (i=1 . . . n, j=1 . . . n). Die Gleichung (5.1) vereinfacht sich damit (da

alle Summanden mit i 6=j verschwinden) zu ~u · ~v =

n∑
i=1

uivi ~ei ·~ei =

n∑
i=1

uivi.

Beispiel 5.46

Wir betrachten die Basis B = {~b1;~b2;~b3} mit ~b1 =

(
1
0
0

)
, ~b2 =

(
1
1
0

)
, ~b3 =

(
1
1
1

)
von R3 (Beispiel 5.23, S. 187). Die Skalarprodukte ~bi·~bj der Basisvektoren sind:

~b1 ·~b1 = 1, ~b2 ·~b2 = 2, ~b3 ·~b3 = 3,

~b1 ·~b2 = ~b2 ·~b1 = 1, ~b1 ·~b3 = ~b3 ·~b1 = 1, ~b2 ·~b3 = ~b3 ·~b2 = 2.

Wir berechnen nun mithilfe der Gleichung (5.1) das Skalarprodukt der Vektoren

~u =

(
4
−5

6

)
und ~v =

(
2
5
2

)
. Der Vektor ~u hat bezüglich der Basis B die Koor-

dinaten λ1 = 9, λ2 =−11, λ3 = 6 (Beispiel 5.24, S. 188), die Koordinaten von ~v

bezüglich B sind µ1 =−3, µ2 =3, µ3 =2. Durch Einsetzen in (5.1) ergibt sich:

~u · ~v =
3∑
i=1

3∑
j=1

λiµj ~bi ·~bj = λ1µ1
~b1 ·~b1 + λ1µ2 ·~b1 ·~b2 + λ1µ3 ·~b1 ·~b3 + λ2µ1 ·~b2 ·~b1

+λ2µ2 ·~b2 ·~b2 + λ2µ3 ·~b2 ·~b3 + λ3µ1 ·~b3 ·~b1 + λ3µ2 ·~b3 ·~b2 + λ3µ3 ·~b3 ·~b3
= 9·(−3)·1 + 9·3·1 + 9·2·1− 11·(−3)·1

−11·3·2− 11·2·2 + 6·(−3)·1 + 6·3·2 + 6·2·3 = −5 .

Natürlich erhält man dieses Ergebnis viel schneller, wenn man das Skalarprodukt

(wie in dem Abschnitt 3.5) direkt aus den Komponenten der Vektoren berechnet:

~u·~v = xuxv+yuyv+zuzv = 8−25+12 = −5. Jedoch ist dies nur in Vektorräu-

men (wie Rn) mit einer
”
Standardbasis“ möglich, während das hier praktizierte

Verfahren bezüglich beliebiger Basen angewendet werden kann.
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5.6.2 Beträge von Vektoren, Orthogonalität und Winkel

Definition 5.16

Es sei ~u ein Vektor eines euklidischen Vektorraumes V mit dem Skalarprodukt

”
·“. Als Betrag von ~u bezeichnet man die Wurzel aus dem Skalarprodukt dieses

Vektors mit sich selbst: |~u| =
√
~u·~u =

√
~u2.

Sind P und Q zwei Punkte eines euklidischen Punktraumes, so bezeichnet man

den Betrag des Vektors
−−→
PQ als Abstand der Punkte P und Q: |PQ| = |−−→PQ|. �

Beträge von Vektoren wurden bereits in dem Abschnitt 3.5.2 auf dieselbe Weise

definiert. Der Unterschied besteht darin, dass wir dort von einem für spezielle

Vektorräume gegebenen Skalarprodukt ausgegangen sind und hier nun eine Ver-

allgemeinerung auf beliebige euklidische Vektorräume vollzogen haben.

In dem Abschnitt 3.5.2 wurde bereits die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

bewiesen (siehe Satz 3.14 auf S. 124):

Für beliebige Vektoren ~u und ~v gilt |~u · ~v| ≤ |~u| · |~v| .
Wir vermerken, dass beim Beweis der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung auf

S. 125 nur Tatsachen verwendet wurden, die in beliebigen euklidischen Vektor-

räumen gelten, weshalb wir diese Ungleichung im Folgenden verwenden können.

Satz 5.31

Dreiecksungleichung: Für beliebige Vektoren ~u,~v eines euklidischen Vektorrau-

mes gilt |~u+ ~v| ≤ |~u|+ |~v| .

Beweis: Es gilt |~u+~v|2 =
(√

(~u+~v)·(~u+~v)
)2

= (~u+~v)·(~u+~v) = ~u·~u+~v·~v+2 ~u·~v.

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist |~u·~v| ≤ |~u| · |~v| und somit erst

recht ~u ·~v ≤ |~u| · |~v|. Da außerdem nach Definition 5.16 gilt ~u ·~u = |~u|2 und

~v·~v = |~v|2, folgt daraus |~u+~v|2 ≤ |~u|2 + |~v|2+2 |~u|·|~v| und daher die Behauptung

|~u+ ~v| ≤ |~u|+ |~v|.

Abb. 5.11:
Dreiecksungleichung in euklidi-
schen Vektor- und Punkträumen

Die Dreiecksungleichung lässt sich auch für Punkte formulieren: Für beliebige

Punkte P,Q,R eines euklidischen Punktraumes gilt |PR| ≤ |PQ|+ |QR|.

Definition 5.17

Zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren ~u und ~v eines euklidischen Vektor-

raumes heißen orthogonal zueinander, wenn ~u·~v = 0 gilt. �

Es mag verwundern, dass die Definition 5.17 dieselbe Aussage zu enthalten

scheint wie der Satz 3.16 auf S. 126. Jedoch wurde dort von einer anschaulich-

geometrischen Orthogonalität ausgegangen, während der Begriff hier auf der

Grundlage der linearen Algebra für beliebige euklidische Vektorräume definiert

wird.
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Anhand der Definitionen von Abstand und Orthogonalität lassen sich bereits

einige Sätze der Elementargeometrie beweisen. Beispielsweise wurde der Satz des

Pythagoras in dem Abschnitt 3.5 noch nicht bewiesen, da Beträge von Vektoren

und das Skalarprodukt dort mithilfe dieses Satzes eingeführt bzw. geometrisch

interpretiert wurden. Ein Beweis des Satzes des Pythagoras auf dieser Grundlage

wäre ein
”
Zirkelschluss“ gewesen. Nun wird dieser Satz aber auf den Grundlagen

der linearen Algebra nachgewiesen.

Beispiel 5.47

Satz des Pythagoras: In einem bei C rechtwinkligen Dreieck ∆ABC mit den A,

B und C gegenüberliegenden Seiten a, b bzw. c gilt a2+ b2 = c2.

Zum Beweis des Satzes des Pythagoras betrachten wir die Vektoren ~a =
−−→
CB,

~b =
−→
AC und ~c =

−→
AB, siehe Abb. 5.12. Nach Voraussetzung sind ~a und ~b ortho-

gonal, es gilt also ~a·~b = 0. Wegen ~c = ~a+~b folgt daraus

~c 2 = ~c·~c = (~a+~b)·(~a+~b) = ~a 2+~b 2+ 2~a·~b = ~a 2+~b 2.

Wegen c= |AB|= |−→AB|= |~c | (und analog a= |~a|, b= |~b|) sowie a2 = |~a|2 =~a·~a=~a 2

(analog für ~b 2 und ~c 2) ergibt sich daraus die Behauptung a2+ b2 = c2.

Definition 5.18

Es seien ~u und ~v zwei von ~o verschiedene Vektoren eines euklidischen Vektor-

raumes. Als Winkelmaß der Vektoren ~u und ~v bezeichnet man die Zahl ϕ mit

cosϕ =
~u · ~v
|~u|·|~v| . �

Mithilfe dieser Definition des Winkelmaßes – die ohne Rückgriff auf Tatsachen,

die aus der Geometrie bekannt sind, angegeben wurde – lässt sich eine Vielzahl

bekannter geometrischer Sätze auf der Grundlage der linearen Algebra beweisen.

Beispiel 5.48

Kosinussatz : In einem beliebigen Dreieck (mit Bezeichnungen wie in Abb. 5.13)

gilt: a2 = b2+ c2+ 2 b c cosα, c2 = a2+ b2+ 2 a b cos γ, b2 = a2+ c2+ 2 a c cosβ.

Beweis: Es ist ~a = −~c+~b und daher

~a 2 = ~a·~a = ~b 2+ ~c 2− 2~b·~c = ~b 2+ ~c 2− 2 |~b| |~c|
~b·~c
|~b| |~c|

= |~b|2+ |~c|2− 2 |~b| |~c| cosα.

Die anderen beiden Behauptungen lassen sich völlig analog nachweisen.

Es sei vermerkt, dass die in den Abschnitten 3.5.3 und 3.5.4 bewiesenen

Sätze der Geometrie auf dieselbe Weise mit den nun zur Verfügung stehenden

Tatsachen für beliebige euklidische Punkt- und Vektorräume bewiesen werden

könnten. Darüber hinaus lässt sich auf dieser verallgemeinerten Grundlage me-

trische Geometrie von Geraden und Ebenen in zwei- bzw. dreidimensionalen

euklidischen Räumen ebenso betreiben wie in dem Abschnitt 4.3.

Abb. 5.12: Satz des
Pythagoras

Abb. 5.13: Kosinussatz
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5.6.3 Orthonormalbasen und kartesische Koordinatensysteme

Definition 5.19

Es sei (V, ·) ein beliebiger euklidischer Vektorraum. Eine Basis B = {~b1; . . . ;~bn}
von V heißt Orthonormalbasis, falls die Basisvektoren ~b1, . . . ,~bn

Einheitsvektoren sind, d. h. ~b 2
1 = ~b 2

2 = . . . = ~b 2
n = 1,

paarweise orthogonal zueinander sind, d. h. ~bi ·~bj = 0 für i 6=j, i, j=1 . . . n.

Ein Koordinatensystem K={O;~b1; . . . ;~bn} eines euklidischen Punktraumes A

heißt kartesisches Koordinatensystem, falls die enthaltene Basis B={~b1; . . . ;~bn}
eine Orthonormalbasis des zu A gehörenden euklidischen Vektorraumes ist. �

Beispiel 5.49

Das in dem Beispiel 5.35 (S. 209) genutzte Koordinatensystem K′={O;~b′1;~b′2}

mit ~b′1 = 1√
2

(
1
1

)
, ~b′2 = 1√

2

(−1
1

)
ist ein kartesisches Koordinatensystem von R2.

Um dies zu überprüfen, werden die Beträge (bzw. ihre Quadrate) sowie die

Skalarprodukte der Basisvektoren ~b′1 und ~b′2 berechnet:

~b′21 =
(

1√
2

(
1
1

))
·
(

1√
2

(
1
1

))
= 1√

2
· 1√

2
·
(

1
1

)
·
(

1
1

)
= 1

2 (1+1) = 1

~b′22 =
(

1√
2

(−1
1

))
·
(

1√
2

(−1
1

))
= 1√

2
· 1√

2
·
(−1

1

)
·
(−1

1

)
= 1

2 (1+1) = 1

~b′1 ·~b′2 = ~b′2 ·~b′1 = 1√
2
· 1√

2
·
(

1
1

)
·
(−1

1

)
= 1

2 (−1+1) = 0 .

B′ = {~b′1;~b′2} ist somit eine Orthonormalbasis von R2.

Beispiel 5.50

Es ist die Basis B = {~b1;~b2;~b3} von R3 mit ~b1 =

(
2
1
1

)
, ~b2 =

(
1
1
2

)
, ~b3 =

(−1
−3

1

)
gegeben. Gesucht ist eine Orthonormalbasis B0 = {~b 0

1 ;~b 0
2 ;~b 0

3 }, deren Vektoren

so weit wie möglich dieselben Richtungen beschreiben wie ~b1,~b2,~b3, d. h. ~b 0
1 und

~b1 sollen kollinear sein, und ~b 0
1 ,~b

0
2 sollen dieselbe lineare Hülle haben wie ~b1,~b2.

1. Den Basisvektor ~b 0
1 erhält man durch Normierung: ~b 0

1 =
1

|~b1|
~b1 =

1√
6

(
2
1
1

)
.

2. Der Basisvektor ~b 0
2 soll in der linearen Hülle 〈~b1,~b2〉 liegen und zu ~b 0

1 bzw.

zu ~b1 orthogonal sein, d. h. ~b 0
2 = λ~b1 +µ~b2 (λ, µ ∈ R) und ~b 0

2 · ~b1 = 0. Zu

bestimmen sind Koeffizienten λ und µ, welche diese Bedingungen erfüllen.

Dazu setzt man die erste in die zweite Bedingung ein:
(
λ~b1+µ~b2

)
·~b1 = 0.

Nach Berechnung der Skalarprodukte ~b1 ·~b1 = 6 und ~b2 ·~b1 = 5 erhält man

daraus die Gleichung λ~b1·~b1 +µ~b2 ·~b1 = 6λ+5µ = 0, die beispielsweise für

λ0 =−5, µ0 = 6 erfüllt ist. Somit erhält man als Vektor, der die Orthogona-

litätsbedingung zu ~b 0
1 erfüllt und in der linearen Hülle 〈~b1,~b2〉 liegt:

~b′2 = λ0
~b1+µ0

~b2 = −5~b1+6~b2 = −5

(
2
1
1

)
+ 6

(
1
1
2

)
=

(−4
1
7

)
. Dieser Vektor

wird normiert, um den Basisvektor ~b 0
2 zu erhalten: ~b 0

2 = 1

|~b′2|
~b′2 = 1√

66

(−4
1
7

)
.
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Abb. 5.14:
Konstruktion einer Orthonormalbasis aus
einer gegebenen Basis von R3

Die grau dargestellten Vektoren ~e1, ~e2, ~e3
sind die Vektoren der Standardbasis von R3.

3. Der fehlende Basisvektor ~b 0
3 lässt sich als Vektorprodukt der Basisvektoren

~b 0
1 , ~b 0

2 ermitteln; nach Definition 3.11 (S. 133) erfüllt ~b 0
3 = ~b 0

1 ×~b 0
2 die Be-

dingungen |~b 0
3 | = 1, ~b 0

3 ·~b 0
1 = 0 und ~b 0

3 ·~b 0
2 = 0. Wir setzen daher:

~b 0
3 = ~b 0

1×~b 0
2 =

(
1√
6

(
2
1
1

))
×

(
1√
66

(−4
1
7

))
= 1√

396

(
2
1
1

)
×

(−4
1
7

)
= 1√

396

(
6

−18
6

)
.

Durch eine kleine Vereinfachung erhält man ~b 0
3 = 1√

11

(
1
−3

1

)
.

Die Schritte 1. und 2. lassen sich immer anwenden, wenn eine Basis eines eukli-

dischen Vektorraumes gegeben und eine Orthonormalbasis gesucht ist. Hinge-

gen ist der Schritt 3. auf dreidimensionale Räume beschränkt, da nur dort ein

Vektorprodukt definiert ist, siehe Abschnitt 3.6. Wir bestimmen daher ~b 0
3 ein

weiteres Mal – nun jedoch nach einem Verfahren, das dem zur Bestimmung von
~b 0

2 in Schritt 2. ähnelt und das universell anwendbar ist.

3.’ Der Basisvektor ~b 0
3 soll zu der linearen Hülle 〈~b 0

1 ,~b
0
2 ,~b3〉 gehören2 und zu den

Vektoren ~b 0
1 und ~b 0

2 orthogonal sein, d. h. ~b 0
3 = λ~b 0

1 +µ~b 0
2 +ν~b3 (λ, µ, ν ∈ R)

sowie ~b 0
3 · ~b 0

1 = 0 und ~b 0
3 · ~b 0

2 = 0. Zu bestimmen sind Koeffizienten λ, µ, ν,

welche diese Bedingungen erfüllen. Dazu setzt man ~b 0
3 = λ~b 0

1 +µ~b 0
2 +ν~b3 in

die beiden Orthogonalitätsbedingungen ein:

0 =
(
λ~b 0

1 +µ~b 0
2 +ν~b3

)
·~b 0

1 = λ~b 0
1 ·~b 0

1 + µ~b 0
2 ·~b 0

1 + ν~b3 ·~b 0
1 = λ− 4√

6
ν

0 =
(
λ~b 0

1 +µ~b 0
2 +ν~b3

)
·~b 0

2 = λ~b 0
1 ·~b 0

2 + µ~b 0
2 ·~b 0

2 + ν~b3 ·~b 0
2 = µ+ 8√

66
ν .

Damit haben wir ein LGS, das wir nach λ, µ, ν lösen. Wir erhalten eine ein-

parametrige Lösungsmenge: λ= t, µ=− 2√
11
t, ν=

√
6

4 t. Setzen wir t=1, also

λ= 1, µ=− 2√
11
, ν=

√
6

4 , so erhalten wir einen Vektor ~b′3, der die Orthogo-

nalitätsbedingungen erfüllt und in der linearen Hülle 〈~b 0
1 ,~b

0
2 ,~b3〉 liegt:

~b′3 = 1√
6

(
2
1
1

)
− 2√

11
√

66

(−4
1
7

)
+
√

6
4

(−1
−3

1

)
= 27

22
√

6

(
1
−3

1

)
.

Durch Normieren des Vektors ~b′3 erhalten wir ~b 0
3 = 1

|~b′3|
~b′3 = 1√

11

(
1
−3

1

)
.

2Die Forderung ~b 0
3 ∈ 〈~b 0

1 ,
~b 0
2 ,
~b3〉 ist für das betrachtete Beispiel trivial, da diese lineare

Hülle der gesamte Vektorraum R3 ist. Der daraus resultierende Ansatz ~b 0
3 = λ~b 0

1 +µ~b 0
2 +ν~b3

ist trotzdem sinnvoll und insbesondere auf beliebige, auch höherdimensionale, euklidische
Vektorräume übertragbar.
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Das in dem Beispiel 5.50 mit den Schritten 1., 2., 3.’ praktizierte Verfahren der

Konstruktion einer Orthonormalbasis aus einer gegebenen Basis lässt sich für

beliebige Basen in euklidischen Vektorräumen praktizieren; in n-dimensionalen

Vektorräumen sind dazu n Schritte erforderlich. Das Verfahren ist auch für

Basen linearer Unterräume euklidischer Vektorräume anwendbar, denn lineare

Unterräume sind selbst Vektorräume. Somit kann zum Beispiel eine Orthonor-

malbasis des Vektorraumes der magischen 3×3-Quadrate (der ein Unterraum

von R9 ist, siehe Beispiel 5.12 auf S. 174) konstruiert werden, siehe Aufgabe 6.

Das praktizierte Verfahren zur Konstruktion einer Orthonormalbasis heißt

Gram-Schmidtsches Orthonormierungsverfahren (nach Jorgen Pedersen Gram

und Erhard Schmidt). Da es in beliebigen euklidischen Vektorräumen anwend-

bar ist, gilt der folgende Satz.

Satz 5.32

Jeder euklidische Vektorraum endlicher Dimension besitzt eine Orthonormalba-

sis, jeder zugehörige euklidische Punktraum ein kartesisches Koordinatensystem.

Die Aussagen des Satzes 5.32 sind Existenzaussagen. Wie wir in den behan-

delten Beispielen gesehen haben, besitzen euklidische Vektorräume mehrere Or-

thonormalbasen und Punkträume mehrere (i. Allg. sogar unendlich viele) ver-

schiedene kartesische Koordinatensysteme.

5.6.4 Aufgaben zu Abschnitt 5.6

1. Weisen Sie nach, dass R2 mit

B : R2×R2→ R, B
((
xu
yu

)
,
(
xv
yv

))
= xu xv + xu yv + yu xv + 2 yu yv

ein euklidischer Vektorraum ist.

2. Beweisen Sie den Satz 5.30 auf S. 220.

3. Gegeben sind die Vektoren ~u mit den Koordinaten λ1 = 1, λ2 = 4
3 , λ3 = −2

3

und ~v mit den Koordinaten µ1 = −2, µ2 = −7
3 , µ3 = 2

3 bezüglich der Basis

B = {~b1;~b2;~b3} mit ~b1 =

(
3
2

12

)
, ~b2 =

(−8
7

13

)
, ~b3 =

(
2
5
−4

)
. Berechnen Sie die

Skalarprodukte der Basisvektoren untereinander und darauf basierend das

Skalarprodukt der Vektoren ~u und ~v (vgl. Beispiel 5.46 auf S. 221).

4. Beweisen Sie die folgende Ergänzung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

Sind zwei Vektoren ~u und ~v eines euklidischen Vektorraumes linear abhängig,

so gilt |~u·~v| = |~u|·|~v| .

5. Beweisen Sie, dass für beliebige Vektoren ~u und ~v eines euklidischen Vektor-

raumes und beliebige λ, µ ∈ R gilt: |λ~u+ µ~v | ≤ |λ||~u|+ |µ||~v|.

6. Konstruieren Sie eine Orthonormalbasis des Vektorraumes der magischen

Quadrate der Kantenlänge 3. Gehen Sie dabei von der in dem Beispiel 5.29

auf S. 197 ermittelten Basis aus. Orientieren Sie sich an den Schritten 1., 2.,

3.’ des Beispiels 5.50.



6 Matrizen
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Matrizen traten bereits in dem Kapitel 1 und in einigen Beispielen des Kapitels

5 auf. Sie werden nun systematisch behandelt, d. h. es wird Matrizenrechnung

betrieben, und es werden strukturelle Betrachtungen anhand von Matrizen an-

gestellt. Dabei wird sich zeigen, dass der Matrizenkalkül elegante Zusammenfas-

sungen zentraler Sachverhalte der linearen Algebra (wie der linearen Abhängig-

keit/Unabhängigkeit von Vektormengen) ermöglicht. Eine besonders hohe Be-

deutung haben Matrizen für die Beschreibung der in dem Kapitel 7 behandelten

linearen Abbildungen; auch für diese sind Matrizen sowohl Rechenhilfsmittel als

auch
”
Fingerabdrücke“, welche wichtige Eigenschaften beschreiben.

Das vorliegende Kapitel verbindet somit in besonders enger Weise rechneri-

sche Aspekte und inhaltlich-strukturelle Überlegungen. Ergänzend werden eini-

ge Anwendungsbeispiele zur Materialverflechtung sowie zur Beschreibung von

Populationen behandelt. Dabei wird nicht der Anspruch verfolgt, tatsächlich

”
realistische“ Anwendungen zu behandeln; diese sind i. Allg. um ein Vielfaches

komplexer, als dies hier dargestellt werden kann. Es soll aber mit den behandel-

ten Beispielen zumindest ein kleiner Einblick in nichtgeometrische Anwendun-

gen der linearen Algebra gewährt werden, und vor allem sollen die Beispiele das

Verständnis zentraler mathematischer Inhalte erleichtern sowie Rechenregeln

motivieren und verständlicher machen.

Bei der Matrizenrechnung ist oftmals viel Zeit für aufwändige Berechnungen

erforderlich. Dem Einsatz des Computers kommt daher besondere Bedeutung

zu. Eine Übersicht über die Nutzung des Computeralgebrasystems Maxima für

alle in diesem Kapitel vorgenommenen Berechnungen enthält der Abschnitt 6.4.

Der Leserin bzw. dem Leser wird empfohlen, schon beim Studium der vorherigen

Abschnitte und dem Lösen der dort gestellten Übungsaufgaben einen Blick in

diesen Abschnitt zu werfen und den Computer zu nutzen.
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6.1 Begriffsbestimmung, Ränge von Matrizen

6.1.1 Zeilen- und Spaltenvektoren, transponierte Matrizen

Matrizen traten bereits an mehreren Stellen dieses Buches auf:

In dem Abschnitt 1.3 (S. 29ff.) wurden einfache und erweiterte Koeffizien-

tenmatrizen linearer Gleichungssysteme betrachtet und Lösbarkeitskriterien

sowie Aussagen über Lösungsmengen von LGS anhand der Ränge ihrer Ko-

effizientenmatrizen formuliert.

In dem Beispiel 5.6 auf S. 171 stellte sich heraus, dass die Menge aller Matri-

zen reeller Zahlen mit n Spalten undm Zeilen sowie einer dort definierten Ma-

trizenaddition und eine Multiplikation von Matrizen mit reellen Zahlen ein

Vektorraum ist. Die Dimension dieses Vektorraumes ist, wie anhand späterer

Beispiele deutlich wurde, n·m.

Als spezielle 3×3-Matrizen wurden an mehreren Stellen magische Quadrate

betrachtet (siehe u. a. Beispiel 5.12 auf S. 174).

Wir werden im Folgenden den Begriff der Matrix fundieren, insbesondere Ränge

von Matrizen genauer behandeln und dabei Bezüge zur linearen Unabhängigkeit

von Vektoren sowie zu Basen und Dimensionen linearer Unterräume herstellen.

Definition 6.1

Ein Schema der Form

A = (aij) i=1...m

j=1...n

=


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn


mit aij ∈ R, 1≤ i≤m, 1≤ j≤n heißt Matrix reeller Zahlen mit m Zeilen und

n Spalten bzw. kurz m×n-Matrix; i ist der Zeilenindex und j der Spaltenindex.

Die Zahlen aij werden als Koeffizienten der Matrix A bezeichnet.

Die Vektoren ~aS1 =


a11

a21
...

am1

, ~aS2 =


a12

a22
...

am2

, . . . , ~aSn =


a1n

a2n
...

amn

 heißen Spal-

tenvektoren, die Vektoren ~aZ1 = (a11; a12; . . . ; a1n), ~aZ2 = (a21; a22; . . . ; a2n),

. . . , ~aZm = (am1; am2; . . . ; amn) heißen Zeilenvektoren der Matrix A.

Die Menge aller reellen m×n-Matrizen wird mit Rm×n bezeichnet. �

Bemerkung: Rm×n ist mit den in dem Beispiel 5.6 auf S. 171 definierten Ver-

knüpfungen
”
+“ und

”
·“ ein Vektorraum.

Definition 6.2

Es sei A eine Matrix (mit den Bezeichnungen der Koeffizienten wie in der De-

finition 6.1). Die Matrix

AT =


a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2
...

...
...

a1n a2n . . . amn


heißt transponierte Matrix zu A bzw. Transponierte der Matrix A. �
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A =


a11 a12 . . . a1j . . . a1n

a21 a22 . . . a2j . . . a2n
...

...
...

...
am1 am2 . . . amj . . . amn

 −→ AT =



a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2
...

...
...

a1j a2j . . . amj
...

...
...

a1n a2n . . . amn


Abb. 6.1: Transponieren einer Matrix

Die Transponierte einer Matrix entsteht dadurch, dass aus den Spalten der

Ausgangsmatrix die Zeilen der transponierten Matrix werden (und umgekehrt),

siehe Abb. 6.1. Für beliebige Koeffizienten aT
ij der transponierten Matrix und

aji der Ausgangsmatrix gilt aT
ij = aji.

Es lassen sich auch Spalten- und Zeilenvektoren transponieren, z. B.

~aT
Sj =


a1j

a2j
...

amj


T

= (a1j ; a2j ; . . . ; amj) und ~aT
Zi = (ai1; ai2; . . . ; ain)T =


ai1
ai2
...
ain

.

Wir werden diese Schreibweise mitunter nutzen, um Spaltenvektoren als Zeilen

zu schreiben bzw. umgekehrt.

Definition 6.3

Matrizen mit gleicher Zeilen- und Spaltenzahl (n=m) bezeichnet man als qua-

dratische Matrizen. Ist die Transponierte einer quadratischen Matrix A ∈ Rn×n

gleich der Matrix selbst (gilt also aji = aij für alle i, j = 1, . . . , n), so heißt A

symmetrische Matrix ; die Hauptdiagonale einer symmetrischen Matrix (welche

aus den Koeffizienten a11, a22, . . . , ann besteht) ist ihre Symmetrieachse:

A =


a11 a12 . . . a1n

a12 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
a1n a2n . . . ann

.

Sind in einer quadratischen Matrix A alle Koeffizienten aij mit i 6= j (d. h. alle

Koeffizienten, die nicht der Hauptdiagonalen angehören) gleich Null, so heißt A

Diagonalmatrix :

A =

a11 0 . . . 0

0 a22
. . .

...
0...

. . .
. . .

0 . . . 0 ann

.
�

6.1.2 Zeilenrang und Spaltenrang einer Matrix

In dem Abschnitt 1.3.2 wurde der Rang einer Matrix als Anzahl der nach Über-

führung in die Zeilenstufenform verbliebenen Zeilen (die von reinen Nullzeilen

verschieden sind) bzw. – gleichbedeutend damit – als Anzahl der
”
nicht über-

flüssigen“ Gleichungen eines LGS eingeführt. Diese Bedeutung des Ranges einer

Matrix wird nun mit anderen Bedeutungen (Anzahlen von linear unabhängigen

Zeilen- und Spaltenvektoren, Dimensionen der dadurch erzeugten linearen Un-

terräume) verknüpft, womit
”
Rang“ dann zu einem der zentralen Begriffe der

Linearen Algebra wird.
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Definition 6.4

Als Spaltenrang einer Matrix A bezeichnet man die maximale Anzahl linear

unabhängiger Spaltenvektoren, als Zeilenrang die maximale Anzahl linear un-

abhängiger Zeilenvektoren von A. �

Folgerung: Der Spaltenrang einer Matrix A = (aij) i=1...m

j=1...n

ist nach der Defi-

nition 6.4 gleich der Dimension des von den Spaltenvektoren ~aS1,~aS2, . . .~aSn

erzeugten linearen Unterraumes 〈~aS1,~aS2, . . .~aSn〉 von Rm; ihr Zeilenrang ist

gleich der Dimension des von den Zeilenvektoren ~aZ1,~aZ2, . . .~aZm erzeugten

Unterraumes 〈~aZ1,~aZ2, . . .~aZm〉 von Rn, siehe die Abschnitte 5.3 und 5.4.

Beispiel 6.1

Es werden der Zeilenrang und der Spaltenrang der folgenden Matrix bestimmt:

A =

 1 3 5 2 −4
0 2 3 1 −3
1 −3 −4 −1 5
4 6 11 5 2

 .

Um den Spaltenrang der Matrix A zu bestimmen, muss eine maximale Menge

linear unabhängiger Vektoren unter den Spaltenvektoren

~aS1 =

 1
0
1
4

, ~aS2 =

 3
2
−3

6

, ~aS3 =

 5
3
−4
11

, ~aS4 =

 2
1
−1

5

, ~aS5 =

−4
−3

5
2


ermittelt werden. Da es sich um Vektoren in R4 handelt, kann es höchstens

vier linear unabhängige Vektoren unter ~aS1, . . . ,~aS5 geben. Um festzustellen, ob

darunter vier linear unabhängige Vektoren sind, kann man zunächst prüfen, ob

~aS1, . . . ,~aS4 linear unabhängig sind, indem man (analog zu dem Beispiel 5.19,

S. 182) die Vektorgleichung λ1 ~aS1 +λ2 ~aS2 +λ3 ~aS3 +λ4 ~aS4 = ~o löst. Es ergibt

sich eine zweiparametrige Lösungsmenge: λ1 =− s+t2 , λ2 =−3 s+t
2 , λ3 =s, λ4 = t.

Somit gilt für beliebige r, s ∈ R:

− s+t2 ~aS1 − 3 s+t
2 ~aS2 + s~aS3 + t~aS4 = ~o.

Die Vektoren ~aS1, . . . ,~aS4 sind somit linear abhängig; mehr noch: es existie-

ren nicht einmal drei linear unabhängige Vektoren unter diesen vier Vektoren,

denn entfernt man ~aS3 oder ~aS4, so hat die verbleibende Gleichung immer noch

nicht triviale Lösungen. Somit kann es unter ~aS1, . . . ,~aS5 höchstens drei linear

unabhängige Vektoren geben, unter denen dann ~aS5 sein müsste. Wir prüfen

zunächst, ob ~aS1,~aS2,~aS5 linear unabhängig sind. Lösen der Vektorgleichung

λ1 ~aS1 + λ2 ~aS2 + λ5 ~aS5 = ~o ergibt die eindeutige Lösung λ1 = λ2 = λ5 = 0.

Somit sind die Vektoren ~aS1,~aS2,~aS5 linear unabhängig, und eine größere Zahl

linear unabhängiger Vektoren existiert unter den Spaltenvektoren ~aS1, . . . ,~aS5

der Matrix A nicht. Der Spaltenrang von A ist somit 3; eine Basis des von den

Spaltenvektoren erzeugten linearen Unterraumes (von R4) ist {~aS1;~aS2;~aS5}.

Es wird nun der Zeilenrang der Matrix A bestimmt. Dazu muss eine maximale

Menge linear unabhängiger Vektoren unter den Zeilenvektoren ermittelt werden.

Wir stellen diese im Sinne einer besseren Übersichtlichkeit in transponierter

Schreibweise als Spaltenvektoren dar:
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~aT
Z1 =


1
3
5
2
−4

, ~aT
Z2 =


0
2
3
1
−3

, ~aT
Z3 =


1
−3
−4
−1

5

, ~aT
Z4 =


4
6

11
5
2

.

Durch Lösen der Vektorgleichung λ1 ~a
T
Z1 + λ2 ~a

T
Z2 + λ3 ~a

T
Z3 + λ4 ~a

T
Z4 = ~o erhält

man eine einparametrige Lösungsmenge: λ1 =−t, λ2 = 3 t, λ3 = t, λ4 = 0 (t∈R).

Somit besitzt die obige Vektorgleichung nicht triviale Lösungen; die Vektoren

~aT
Z1, . . . ,~a

T
Z4 sind linear abhängig. Dies gilt natürlich auch für die

”
nicht trans-

ponierten“ Zeilenvektoren ~aZ1, . . . ,~aZ4, denn die Operationen, die zur Überprü-

fung der linearen Abhängigkeit angewendet werden, sind hierfür dieselben; es

wird lediglich eine andere Schreibweise genutzt.

Da sich bei der Lösung der Gleichung λ1 ~a
T
Z1 + λ2 ~a

T
Z2 + λ3 ~a

T
Z3 + λ4 ~a

T
Z4 = ~o

zwingend λ4 = 0 ergibt, ist der Vektor ~aT
Z4 nicht als Linearkombination der

restlichen Vektoren darstellbar. Da zugleich offensichtlich ~aT
Z1 und ~aT

Z2 linear

unabhängig sind, sollte die Vektormenge {~aT
Z1;~aT

Z2;~aT
Z4} linear unabhängig sein.

Dies bestätigt man durch Lösen der Vektorgleichung λ1 ~a
T
Z1+λ2 ~a

T
Z2+λ4 ~a

T
Z4 = ~o;

hierfür erhält man tatsächlich nur die triviale Lösung λ1 = λ2 = λ4 = 0. Die Zei-

lenvektoren ~aZ1,~aZ2,~aZ4 sind also linear unabhängig und bilden, da ~aZ1, . . . ,~aZ4

linear abhängig sind, eine maximale Menge linear unabhängiger Zeilenvektoren

der Matrix A. Der Zeilenrang von A ist somit 3; eine Basis des von den Zeilen-

vektoren erzeugten linearen Unterraumes (von R5) ist {~aZ1;~aZ2;~aZ4}.

Anmerkungen und weiterführende Überlegungen zu dem Beispiel 6.1

Der Spaltenrang der betrachteten Matrix ist gleich ihrem Zeilenrang, ob-

wohl es sich um die Ränge völlig unterschiedlicher Vektormengen handelt.

Allerdings könnte dies nur zufälligerweise bei dem behandelten Beispiel der

Fall sein. Wir werden diesem Zusammenhang weiter nachgehen und dabei

feststellen, dass er in jedem Falle zutrifft.

Die Bestimmung des Zeilen- und des Spaltenranges nach dem in dem Bei-

spiel 6.1 praktizierten Verfahren kann recht langwierig sein, da jeweils unter

einer mitunter größeren Zahl von Zeilen- und Spaltenvektoren eine maximale

Anzahl linear unabhängiger Vektoren
”
gesucht“ werden muss. Die Nutzung

eines Computeralgebrasystems erweist sich dabei als hilfreich (siehe dazu den

Abschnitt 6.4 sowie eine Datei für das CAS Maxima, die auf der Internetseite

zu diesem Buch zur Verfügung steht), der Aufwand bleibt dennoch hoch.

Wir bestimmen im Folgenden den Rang der in dem Beispiel 6.1 betrachteten

Matrix A nach der in dem Abschnitt 1.3.2 gegebenen Definition (siehe S. 33)

als Anzahl der nach Überführung in die Zeilenstufenform verbleibenden Zei-

len, die von reinen Nullzeilen verschieden sind. Dazu formen wir A mithilfe

des Gauß-Jordan-Algorithmus (vgl. Abschnitt 1.2.2) um. 1 3 5 2 −4
0 2 3 1 −3
1 −3 −4 −1 5
4 6 11 5 2

 |·(−1) |·(−4)

|· 1
|· 1

−→

 1 3 5 2 −4
0 2 3 1 −3
0 −6 −9 −3 9
0 −6 −9 −3 18

 | ·3 | ·3
| ·1

| ·1
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−→

 1 3 5 2 −4
0 2 3 1 −3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 9


Zeilen

vertauschen

−→

 1 3 5 2 −4
0 2 3 1 −3
0 0 0 0 9
0 0 0 0 0

 |· 9
|· 3
|· 1 |· 4

−→

 9 27 45 18 0
0 6 9 3 0
0 0 0 0 9
0 0 0 0 0

 |· 1|·(−6) −→

 9 −9 −9 0 0
0 6 9 3 0
0 0 0 0 9
0 0 0 0 0


Offensichtlich ist der Rang dieser Matrix 3, also gleich ihrem Zeilen- und

Spaltenrang. Wir nehmen weitere Vereinfachungen vor, aus denen sich Über-

legungen zur Gleichheit aller bestimmten
”
Ränge“ ergeben werden.

Alle bisher vorgenommenen Matrixumformungen (Vertauschen von Zeilen,

Multiplikation von Zeilen mit Zahlen, Addition von Zeilen) waren Zeilenum-

formungen, die zunächst für das Lösen linearer Gleichungssysteme eingeführt

wurden. Bei der Umformung einer Matrix sind jedoch Spaltenumformungen

ebenso sinnvoll (diese sind zugleich Zeilenumformungen der transponierten

Matrix). Mit Spaltenumformungen vereinfachen wir die Matrix weiter. 9 −9 −9 0 0
0 6 9 3 0
0 0 0 0 9
0 0 0 0 0

 −→
 9 −9 −9 0 0

0 0 0 3 0
0 0 0 0 9
0 0 0 0 0

 −→
 9 0 0 0 0

0 0 0 3 0
0 0 0 0 9
0 0 0 0 0


·1 ·(−3)

·1 ·(−2)
·1 ·1
·1 ·1

Durch Vertauschen von Spalten erhalten wir schließlich die Matrix 9 0 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 9 0 0
0 0 0 0 0

 .

Im Ergebnis aller Umformungen ist eine Matrix entstanden, die aus einer Diago-

nalmatrix und ansonsten nur aus Nullzeilen und -spalten besteht. Der Zeilenrang

einer dergestalt umgeformten Matrix ist offensichtlich gleich dem Spaltenrang

und gleich dem in dem Abschnitt 1.3.2 eingeführten Rang. Es lässt sich sogar

jede Matrix durch Zeilen- und Spaltenumformungen in eine derartige Form brin-

gen. Um allgemein konstatieren zu können, dass der Spaltenrang einer beliebigen

Matrix gleich ihrem Zeilenrang ist, ist noch zu zeigen, dass beide Ränge durch

die vorgenommenen Zeilen- und Spaltenumformungen nicht verändert werden.

Satz 6.1

Der Zeilenrang und der Spaltenrang einer Matrix werden durch die folgenden

Zeilen- und Spaltenumformungen nicht verändert:

Z1. Vertauschen zweier Zeilen,

Z2. Multiplikation einer Zeile mit einer reellen Zahl (außer Null),

Z3. Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile,

S1. Vertauschen zweier Spalten,

S2. Multiplikation einer Spalte mit einer reellen Zahl (außer Null),

S3. Addition einer Spalte zu einer anderen Spalte.
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Beweis: Der Satz enthält insgesamt 12 Aussagen. Durch Übertragung auf

transponierte Matrizen ergibt sich aber, dass sich Spaltenumformungen auf den

Spaltenrang ebenso auswirken wie Zeilenumformungen auf den Zeilenrang sowie

dass Zeilenumformungen auf den Spaltenrang dieselbe Wirkung haben wie ent-

sprechende Spaltenumformungen auf den Zeilenrang. Es genügt somit, zu zeigen,

dass die Umformungen Z1-S3 Spaltenränge beliebiger Matrizen nicht verändern.

S1. Durch Spaltenvertauschungen ändert sich der Spaltenrang einer Matrix

nicht, da bei der Bestimmung der linearen Unabhängigkeit einer Menge von

Vektoren, deren Reihenfolge irrelevant ist, vgl. die Definition 5.6 auf S. 182.

Z1. Der Spaltenrang einer Matrix bleibt bei Zeilenvertauschungen unverändert,

wenn sich dabei keine Veränderungen hinsichtlich der linearen Abhängigkeit

bzw. Unabhängigkeit an Teilmengen von Spaltenvektoren der betrachteten

Matrix ergeben. Wir betrachten dazu eine beliebige Teilmenge von k Spal-

tenvektoren einer m×n-Matrix. Diese können wir so umbenennen bzw. mit

anderen Spaltenvektoren vertauschen, dass sie die ersten k Spaltenvektoren

der gegebenen Matrix bilden und daher mit ~aS1,~aS2, . . . ,~aSk bezeichnen.

Eine Menge {~aS1;~aS2; . . . ;~aSk} von Spaltenvektoren ist genau dann linear

unabhängig, wenn aus λ1~aS1 +λ2~aS2 + . . .+λk~aSk = ~o folgt λ1 = . . .=λk=0.

Gleichbedeutend damit ist, dass das LGS

(∗)

λ1 a11 + λ2 a12 + . . . + λk a1k = 0

λ1 a21 + λ2 a22 + . . . + λk a2k = 0
...

...
...

...
...

λ1 am1 + λ2 am2 + . . . + λk amk = 0

nur die triviale Lösung besitzt. Dies ist unabhängig von der Reihenfolge der

Gleichungen und somit von der Reihenfolge der Zeilen der gegebenen Matrix.

Zeilenvertauschungen verändern also nicht die lineare Abhängigkeit bzw. Un-

abhängigkeit beliebiger Mengen von Spaltenvektoren einer Matrix und somit

auch nicht deren Spaltenrang.

Z2. Die Multiplikation einer Zeile einer Matrix mit einer von Null verschiedenen

reellen Zahl bewirkt eine Multiplikation einer der Gleichungen des LGS (∗)
mit dieser Zahl. Dabei handelt es sich um eine Äquivalenzumformung, welche

die Lösungsmenge des LGS nicht verändert (vgl. Abschnitt 1.2.2). Somit

bleibt die lineare Abhängigkeit bzw. Unabhängigkeit einer beliebigen Menge

von Spaltenvektoren einer Matrix und damit auch ihr Spaltenrang erhalten.

Z3. Auch die Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile einer Matrix macht

sich bei der Untersuchung der linearen Abhängigkeit bzw. Unabhängigkeit

einer beliebigen Menge von Spaltenvektoren dadurch bemerkbar, dass in

dem LGS (∗) eine Gleichung zu einer anderen Gleichung addiert wird. Die

Lösungsmenge dieses LGS ändert sich auch hierbei nicht; somit bleibt auch

bei dieser Umformung der Spaltenrang der gegebenen Matrix erhalten.

Zum Nachweis der Tatsache, dass auch Spaltenumformungen der Typen S2 und

S3 Spaltenränge von Matrizen nicht ändern, siehe die Aufgabe 3 auf S. 234.
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Satz 6.2

Jede Matrix lässt sich durch Zeilen- und Spaltenumformungen der Typen Z1-S3

(siehe Satz 6.1) in eine Matrix umformen, die aus einer Diagonalmatrix und

ansonsten nur aus Nullzeilen und -spalten besteht :

a11 0 . . . 0 0 . . . 0

0 a22
. . .

...
...

...
0...

. . .
. . .

...
...

0 . . . 0 arr 0 . . . 0

0 . . . . . . 0 0 . . . 0...
...

...
...

0 . . . . . . 0 0 . . . 0

.

Wir verzichten auf den Beweis des Satzes 6.2; die prinzipielle Vorgehensweise

bestünde in der Umformung einer allgemein vorgegebenen Matrix mit den auf

S. 231f. an einer speziellen Matrix vorgenommenen Umformungsschritten.

Aus den Sätzen 6.1 und 6.2 ergibt sich unmittelbar der folgende Satz.

Satz 6.3

Der Zeilenrang einer beliebigen Matrix ist gleich ihrem Spaltenrang.

Nachdem nun gesichert ist, dass alle bislang betrachteten Ränge einer Matrix

(Zeilenrang, Spaltenrang, Anzahl der nach Überführung in die Zeilenstufenform

verbleibenden Zeilen, die keine Nullzeilen sind) gleich sind, sprechen wir nur

noch von dem Rang einer Matrix und verwenden dafür die Schreibweise rg A.

Von besonderem Interesse sind oft quadratische Matrizen mit
”
vollem Rang“.

Definition 6.5

Eine n×n-Matrix A, deren Rang gleich der Zeilen- und Spaltenanzahl von A

ist (d. h. rg A = n), heißt reguläre Matrix. �

6.1.3 Aufgaben zu Abschnitt 6.1

1. Bestimmen Sie die Ränge der folgenden Matrizen mithilfe des Gauß-Algo-

rithmus (vgl. Abschnitt 1.3):

A =

 2 −3 2 −1
3 −2 1 1
3 4 0 7
4 5 −1 9

, B =

 2 6 −10
−3 −9 15

5 2 1
1 −3 7

, C =

1 2 3 4 5
6 −4 −1 3 6
4 5 0 9 3

.

2. Bestimmen Sie die Spalten- und die Zeilenränge der folgenden Matrizen und

geben Sie Basen der von den Zeilen- und den Spaltenvektoren dieser Matrizen

erzeugten linearen Unterräume an (vgl. Beispiel 6.1 auf S. 230):

A =

 1 5 9 1
2 6 10 1
3 7 11 −1
4 8 12 −1

, B =

 7 5 9
2 11 0
−3 11 3
−5 −6 1

, C =

 11 5 1 5
0 6 0 4
−1 −3 12 3
−5 −4 −5 2

.

3. Beweisen Sie, dass der Spaltenrang einer beliebigen Matrix bei Spaltenum-

formungen der Typen S2 und S3 (vgl. Satz 6.1, S. 232) unverändert bleibt.

4. Welche der in den Aufgaben 1 und 2 gegebenen Matrizen sind regulär?
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6.2 Matrizenmultiplikation und -inversion

6.2.1 Einführungsbeispiel: Materialverflechtung

Beispiel 6.2

Aus drei verschiedenen Rohstoffen R1, R2 und R3 werden in einem Produktions-

ablauf zwei Zwischenprodukte Z1, Z2 hergestellt, welche dann zu vier Endpro-

dukten E1, E2, E3 und E4 weiterverarbeitet werden. Wie viele Mengeneinheiten

der verschiedenen Rohstoffe zur Herstellung der jeweiligen Zwischenprodukte

und wie viele Zwischenprodukte zur Herstellung der verschiedenen Endproduk-

te benötigt werden, geht aus der Abb. 6.2 hervor.

Abb. 6.2: Materialverflechtung

In den folgenden Tabellen sind die der Abb. 6.2 entnommenen Mengenangaben

wiedergegeben. Dabei geben die Spalten den Bedarf an Rohstoffen bzw. Zwi-

schenprodukten für die jeweiligen Zwischen- bzw. Endprodukte an.

Z1 Z2

R1 4 2

R2 5 7

R3 3 3

E1 E2 E3 E4

Z1 9 3 8 2

Z2 5 1 8 1

Es soll berechnet werden, wie viele Mengeneinheiten (ME) der verschiedenen

Rohstoffe für die Produktion von 60 (ME) des Endproduktes E1, 150 (ME) E2,

40 (ME) E3 sowie 200 (ME) E4 erforderlich sind. Dies lässt sich natürlich einzeln

anhand der Tabellen ausrechen, z. B. für die gewünschte Menge an E1:

60 E1 = 60·9 Z1 + 60·5 Z2

= 60·9 (4 R1 + 5 R2 + 3 R3) + 60·5 (2 R1 + 7 R2 + 3 R3)

= 2760 R1 + 4800 R2 + 2520 R3 ,

wobei die Mengeneinheit (ME) weggelassen wurde. Wir verzichten darauf, für

die weiteren Endprodukte auf diese Weise den Rohstoffbedarf zu ermitteln, son-

dern entwickeln ein Verfahren, dies auf übersichtlichere Weise mithilfe von Ma-

trizen zu tun. Dazu stellen wir zunächst die gewünschten Mengen e1, e2, e3, e4

der Endprodukte E1, E2, E3, E4 als Spaltenvektor dar:

Outputvektor: ~e =

 e1
e2
e3
e4

 =

 60
150
40

200

.

Zunächst ermitteln wir den Bedarf an Zwischenprodukten, indem wir ~e mit einer

Verflechtungsmatrix verknüpfen, welche die rechte Bedarfstabelle enthält:
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AZ→E =

(
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

)
=

(
9 3 8 2
5 1 8 1

)
.

Das Ergebnis einer geeigneten Verknüpfung AZ→E◦~e muss ein Vektor ~z =
(
z1
z2

)
sein, der den Bedarf an Zwischenprodukten angibt. Die Komponenten dieses

Vektors (d. h. die benötigten Mengen der jeweiligen Zwischenprodukte) ergeben

sich, indem für jede Zeile der Verflechtungsmatrix deren Koeffizienten mit den

zugehörigen Komponenten des Outputvektors multipliziert und die Ergebnisse

addiert werden:
z1 = a11 e1 + a12 e2 + a13 e3 + a14 e4 = 60·9 + 150·3 + 40·8 + 200·2 =1710

z2 = a21 e1 + a22 e2 + a23 e3 + a24 e4 = 60·5 + 150·1 + 40·8 + 200·1 = 970 .

Die Ermittlung der Komponenten des Vektors ~z erinnert an die Einführung

des Skalarproduktes anhand des Beispiels 3.11 und der Definition 3.9 auf S. 122.

Ebenso wie das Skalarprodukt zweier Vektoren berechnet wird, erfolgt die
”
Mul-

tiplikation“ einer Zeile der Verflechtungsmatrix mit dem Outputvektor als Sum-

me der Produkte von Komponenten des Outputvektors mit den entsprechenden

Koeffizienten der Verflechtungsmatrix. Da jedoch Matrizen meist mehr als eine

Zeile haben, ergibt sich als Ergebnis nicht eine einzige Zahl, sondern ein Vektor,

dessen Komponenten den jeweiligen Zeilen der Verflechtungsmatrix entsprechen:(
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

)
◦


e1

e2

e3

e4

 =

(
z1

z2

)
,

(
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

)
◦


e1

e2

e3

e4

 =

(
z1

z2

)
.

Der so ermittelte
”
Zwischenvektor“ ~z =

(
1710
970

)
wird nun auf dieselbe Weise

mit der Verflechtungsmatrix

BR→Z =

(
b11 b12

b21 b22

b31 b32

)
=

(
4 2
5 7
3 3

)
verknüpft, die den Rohstoffbedarf für die Herstellung von Zwischenprodukten

angibt. Als Ergebnis erhält man einen
”
Inputvektor“ ~r, dessen Komponenten

die benötigten Rohstoffmengen sind:

~r = BR→Z ◦ ~z =

(
b11 b12

b21 b22

b31 b32

)
◦
(
z1
z2

)
=

(
b11 z1 + b12 z2

b21 z1 + b22 z2

b31 z1 + b32 z2

)

=

(
4 2
5 7
3 3

)
◦
(

1710
970

)
=

(
4·1710 + 2·970
5·1710 + 7·970
3·1710 + 3·970

)
=

(
8780

15340
8040

)
.

Für die Herstellung der gewünschten Mengen an Endprodukten werden also

8780 (ME) des Rohstoffs R1, 15340 (ME) R2 und 8040 (ME) R3 benötigt.

Um den Rohstoffbedarf für andere Outputvektoren zu berechnen, müsste das

vollzogene zweischrittige Rechenverfahren erneut durchgeführt werden. Daher

ist es sinnvoll, die Verflechtungsmatrizen BR→Z und AZ→E zu einer einzi-

gen Matrix CR→E zu verknüpfen, mithilfe derer sich der Inputvektor durch

~r = CR→E ◦ ~e direkt aus dem Outputvektor ermitteln lässt. Dazu muss sich

die erste Komponente des Inputvektors als Verknüpfung der ersten Zeile von

CR→E mit dem Outputvektor ergeben (analog für die weiteren Komponenten
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und Zeilen). Um also die erste Zeile der Matrix CR→E zu ermitteln, vollziehen

wir zurück, wie die erste Komponente des Inputvektors berechnet wurde:

r1 = b11 z1 + b12 z2 = b11 (a11 e1 + a12 e2 + a13 e3 + a14 e4)

+ b12 (a21 e1 + a22 e2 + a23 e3 + a24 e4)

= (b11 a11+ b12 a21) e1 + (b11 a12+ b12 a22) e2

+ (b11 a13+ b12 a23) e3 + (b11 a14+ b12 a24) e4

= (4·9+2·5)·60 + (4·3+2·1)·150 + (4·8+2·8)·40 + (4·2+2·1)·200 = 8780.

Damit sich also durch Verknüpfung der ersten Zeile der gesuchten
”
Gesamtver-

flechtungsmatrix“ CR→E mit dem Outputvektor die richtige Komponente r1 des

Inputvektors ergibt, muss der erste Zeilenvektor der Matrix CR→E die Gestalt

~aZ1 = (b11 a11+ b12 a21 ; b11 a12+ b12 a22 ; b11 a13+ b12 a23 ; b11 a14+ b12 a24)

haben. Völlig analog dazu überlegt man sich, wie die anderen Zeilen beschaffen

sein müssen und erhält

CR→E =

b11a11+b12a21 b11a12+b12a22 b11a13+b12a23 b11a14+b12a24

b21a11+b22a21 b21a12+b22a22 b21a13+b22a23 b21a14+b22a24

b31a11+b32a21 b31a12+b32a22 b31a13+b32a23 b31a14+b32a24

.
Diese Matrix, die durch

”
Verknüpfung“ der Matrizen BR→Z und AZ→E ent-

standen ist, heißt Produkt der Matrizen BR→Z und AZ→E:

CR→E = BR→Z ◦AZ→E =

(
b11 b12

b21 b22

b31 b32

)
◦
(
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24

)
.

Damit das Produkt C = B◦A zweier Matrizen gebildet werden kann, muss

die Anzahl der Zeilen der rechten Matrix A mit der Spaltenanzahl der linken

Matrix B übereinstimmen. Die Zeilenanzahl der Produktmatrix ist gleich der

Zeilenanzahl von B, ihre Spaltenanzahl gleich der Anzahl der Spalten von A.

Wir bilden nun das Produkt mit den konkreten Zahlen der in diesem Beispiel

betrachteten Verflechtungsmatrizen:

CR→E = BR→Z ◦AZ→E =

(
4 2
5 7
3 3

)
◦
(

9 3 8 2
5 1 8 1

)
=

(
46 14 48 10
80 22 96 17
42 12 48 9

)
.

Bilden wir nun schließlich (in der zuvor für AZ→E ◦~e beschriebenen Weise) das

Produkt dieser Matrix mit dem Outputvektor ~e, so erhalten wir

CR→E ◦ ~e =

(
46 14 48 10
80 22 96 17
42 12 48 9

)
◦

 60
150
40

200

 =

(
8780

15340
8040

)
,

also dasselbe Ergebnis wie bereits zuvor. Wir fassen noch einmal zusammen, auf

welchen Wegen wir den Inputvektor berechnet haben:

~e −→ ~z = AZ→E ◦ ~e −→ ~r = BR→Z ◦ ~z = BR→Z ◦ (AZ→E ◦ ~e)
~e −→ ~r = CR→E ◦ ~e = (BR→Z ◦AZ→E) ◦ ~e

.

Es lässt sich also (zumindest für das hier behandelte Beispiel) ein Assoziativge-

setz für die Multiplikation von Matrizen und Spaltenvektoren (die sich auch als

einspaltige Matrizen auffassen lassen) erkennen:

BR→Z ◦ (AZ→E ◦ ~e) = (BR→Z ◦AZ→E) ◦ ~e.
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6.2.2 Matrizenmultiplikation – Definition und Rechenregeln

Wir verallgemeinern die in dem vorangegangenen Abschnitt anhand konkreter

Beispiele eingeführte Matrizenmultiplikation zu einer allgemeinen Definition.

Definition 6.6

Es seien A ∈ Rl×m eine l×m-Matrix und B ∈ Rm×n eine m×n-Matrix:

A = (aij) i=1...l

j=1...m

=


a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m
...

...
...

al1 al2 . . . alm

, B = (bij) i=1...m

j=1...n

=


b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
...

...
...

bm1 bm2 . . . bmn

.

Als Produkt der Matrizen A und B wird die Matrix

A ◦B =



a11b11+a12b21 a11b12+a12b22 . . . a11b1n+a12b2n
+. . .+a1mbm1 +. . .+a1mbm2 +. . .+a1mbmn

a21b11+a22b21 a21b12+a22b22 . . . a21b1n+a22b2n
+. . .+a2mbm1 +. . .+a2mbm2 +. . .+a2mbmn

...
...

...
al1b11+al2b21 al1b12+al2b22 . . . al1b1n+al2b2n
+. . .+almbm1 +. . .+almbm2 +. . .+almbmn


bezeichnet. In Kurzschreibweise lässt sich diese folgendermaßen angeben:

A ◦B =


∑m
k=1 a1kbk1

∑m
k=1 a1kbk2 . . .

∑m
k=1 a1kbkn∑m

k=1 a2kbk1

∑m
k=1 a2kbk2 . . .

∑m
k=1 a2kbkn

...
...

...∑m
k=1 alkbk1

∑m
k=1 alkbk2 . . .

∑m
k=1 alkbkn


=

(
m∑
k=1

aikbkj

)
i= 1...l
j= 1...n . �

Bemerkungen:

Wie bereits in dem Beispiel 6.2 erwähnt wurde (siehe S. 237, dort jedoch mit

umgekehrter Reihenfolge der Matrizen A und B), muss die Spaltenanzahl

m der (linken) Matrix A mit der Anzahl der Zeilen der (rechten) Matrix B

übereinstimmen, damit das Produkt A ◦B gebildet werden kann.

Die Zeilenanzahl der Produktmatrix C ist gleich der Zeilenanzahl von A, ihre

Spaltenanzahl gleich der Anzahl der Spalten von B, d. h. wenn A ∈ Rl×m

und B ∈ Rm×n, so ist A ◦B ∈ Rl×n.

Ein Element cij der Produktmatrix C = A ◦ B ist nach der Definition 6.6

die Summe der Produkte der Komponenten der i.ten Zeile von A mit den

entsprechenden Komponenten der j.ten Spalte von B bzw., gleichbedeutend

damit, das Skalarprodukt des Zeilenvektors ~aZi mit dem Spaltenvektor ~bSj .
a11 a12 . . . a1m

...
...

...
ai1 ai2 . . . aim
...

...
...

al1 al2 . . . alm

 ◦

b11 . . . b1j . . . b1n
b21 . . . b2j . . . b2n
...

...
...

bm1 . . . bmj . . . bmn

 =


c11 . . . c1j . . . c1n
...

...
...

ci1 . . . cij . . . cin
...

...
...

cl1 . . . clj . . . cln
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Mitunter wird das Produkt A◦B zweier Matrizen in der Literatur auch mit

A ·B oder einfach mit AB bezeichnet.

Satz 6.4

Die Multiplikation von Matrizen ist assoziativ, d. h. für beliebige Matrizen

A ∈ Rl×m, B ∈ Rm×n und C ∈ Rn×p gilt (A ◦B) ◦C = A ◦ (B ◦C).

Wir verzichten auf einen Beweis des Satzes 6.4 und betrachten statt dessen

(nachdem sich bereits in dem Beispiel 6.2 mit p=1, n=4, m=2, l=3 Assozia-

tivität gezeigt hatte, siehe S. 237) ein weiteres Beispiel.

Beispiel 6.3

Gegeben sind die Matrizen A =

 0 3−2
2 4 7
1−8 0
6 5 8

, B =

(
9 4 3

12 4 2
0 5 1

)
, C =

(−1 −9
0 5
3 −2

)
.

Wir berechnen zunächst A ◦B =

 36 2 4
66 59 21
−87 −28 −13
114 84 36

 und B ◦C =

(
0 −67
−6 −92

3 23

)
.

Damit ergibt sich (A◦B)◦C =


−24 −322

−3 −341

48 669

−6 −678

 und A◦(B◦C) =


−24 −322

−3 −341

48 669

−6 −678

,

also (A ◦B) ◦C = A ◦ (B ◦C).

Im Gegensatz zur Assoziativität gilt die Kommutativität der Matrizenmulti-

plikation i. Allg. nicht, wie die folgenden Gegenbeispiele zeigen.

Beispiel 6.4

Für Matrizen mit unterschiedlichen Zeilen- und Spaltenanzahlen ist es unmit-

telbar einsichtig, dass die Kommutativität der Matrizenmultiplikation nicht ge-

geben sein kann; z. B. gilt für A =
(

2 3 −5
6 9 7

)
und B =

(
1 2
−3 0
11 −6

)
:

A ◦B =
(−62 34

56 −30

)
, B ◦A =

(
14 21 9
−6 −9 15
−14 −21 −97

)
.

Aber auch für quadratische Matrizen gilt die Kommutativität der Matrizenmul-

tiplikation i. Allg. nicht. So ist für A =
(

1 2
3 4

)
, B =

(
6 5
7 1

)
:

A ◦B =
(

20 7
46 19

)
, B ◦A =

(
21 32
10 18

)
,

also A ◦B 6= B ◦A.

In speziellen Fällen können zwei Matrizen A und B
”
vertauschbar“ sein (d. h.

für diese Matrizen gilt A◦B = B◦A), siehe die Aufgaben 3 und 4 auf S. 250.

Das folgende Beispiel zeigt eine weitere schwere Abweichung der Matrizenmul-

tiplikation von den für Zahlen gültigen Rechenregeln. In beliebigen Zahlberei-

chen folgt aus a·b = 0 stets, dass a = 0 oder b = 0 gelten muss; diese Eigenschaft

heißt Nullteilerfreiheit. Hingegen ist die Matrizenmultiplikation nicht nullteiler-

frei. Eine Nullmatrix (d. h. eine Matrix, die nur aus Nullen besteht) kann auch

als Produkt zweier Matrizen entstehen, von denen keine eine Nullmatrix ist.
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Beispiel 6.5

Für die Matrizen A =
(

2 2
3 3

)
und B =

(
1 1
−1 −1

)
ist A◦B =

(
0 0
0 0

)
.

Definition 6.7

Die quadratische Matrix En ∈ Rn×n, deren Hauptdiagonale nur Einsen enthält

und die ansonsten nur aus Nullen besteht, heißt Einheitsmatrix :

En =

1 0 . . . 0

0 1
. . .

...
0...

. . .
. . .

0. . . 0 1

.
�

Satz 6.5

Für die Multiplikation beliebiger quadratischer Matrizen A ∈ Rn×n mit der Ein-

heitsmatrix En gilt A ◦En = En ◦A = A.

Die Einheitsmatrix En hat also unter den n×n-Matrizen die Funktion des Eins-

elements bzw. des neutralen Elements bezüglich der Matrizenmultiplikation. Die

Gültigkeit des Satzes 6.5 folgt unmittelbar aus der Definition 6.6, denn es ist

ekj=0 für k 6=j und ekj=1 für k=j. Somit gilt
∑n
k=1 aikekj = aij für beliebige

Koeffizienten einer Matrix A, und nach der Definition 6.6 (mit l=m= n und

B = En) folgt daraus A◦En = A (analog begründet man En◦A = A).

Satz 6.6

Falls das Produkt C = A ◦B existiert, so ist CT = BT◦AT.

(Dabei sind BT, AT und CT die zu A, B bzw. C transponierten Matrizen,

siehe die Definition 6.2 auf S. 228.)

Wir verzichten darauf, den Satz 6.6 zu beweisen. Es wird empfohlen, zur

inhaltlichen Erschließung dieses Satzes die Aufgabe 5 auf S. 250 zu lösen.

Matrizenmultiplikation sowie -addition und skalare Multiplikation

In dem Beispiel 5.6 (siehe S. 171) wurden die Addition
”
+“ von Matrizen (mit

gleicher Zeilen- und Spaltenanzahl) sowie die Multiplikation
”
·“ von Matrizen

mit Skalaren eingeführt, in Kurzschreibweise:

A + B = (aij) i=1...m

j=1...n

+ (bij) i=1...m

j=1...n

= (aij+ bij) i=1...m

j=1...n

λ·A = λ·(aij) i=1...m

j=1...n

= (λ·aij) i=1...m

j=1...n .

Es wurde festgestellt, dass die Menge aller m×n-Matrizen mit diesen Verknüp-

fungen ein Vektorraum ist. Im Folgenden werden Rechenregeln des Matrizen-

produktes im Zusammenhang mit den Verknüpfungen
”
+“ und

”
·“ formuliert.

Satz 6.7

Es seien A, A(1), A(2) l×m-Matrizen und B, B(1), B(2) m×n-Matrizen sowie

λ ∈ R. Dann gilt

a) (A(1)+A(2))◦B = A(1)◦B+A(2)◦B, A◦(B(1)+B(2)) = A◦B(1)+A◦B(2),

b) λ · (A ◦B) = (λ·A) ◦B = A ◦ (λ·B).

Bemerkung: Da die Matrizenmultiplikation i. Allg. nicht kommutativ ist,

mussten unter a) zwei Distributivgesetze formuliert werden (während bei kom-

mutativen Verknüpfungen ein Distributivgesetz ausreicht).
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Beweis: Es seien A(1) =
(
a
(1)
ij

)
i=1...l

j=1...m

, A(2) =
(
a
(2)
ij

)
i=1...l

j=1...m

, B = (bij) i=1...m

j=1...n

. Es gilt

A(1)+A(2) =
(
a
(1)
ij + a

(2)
ij

)
i=1...l

j=1...m

, (A(1)+A(2)) ◦B =

(
m∑
k=1

(
a
(1)
ik + a

(2)
ik

)
bkj

)
i=1...l

j =1...n

,

A(1)◦B =

(
m∑
k=1

a
(1)
ik bkj

)
i=1...l

j =1...n

, A(2)◦B =

(
m∑
k=1

a
(2)
ik bkj

)
i=1...l

j =1...n

und somit

A(1)◦B + A(2)◦B =

(
m∑
k=1

(
a
(1)
ik + a

(2)
ik

)
bkj

)
i=1...l

j =1...n

.

Damit gilt die Behauptung (A(1)+ A(2)) ◦B = A(1)◦B + A(2)◦B. Der zweite

Teil des Distributivgesetzes lässt sich analog dazu nachweisen; zum Nachweis

des Satzes 6.7 b siehe die Aufgabe 6 auf S. 250.

6.2.3 Anwendungsbeispiele zur Matrizenmultiplikation

Nachdem in dem Abschnitt 6.2.1 das Beispiel der Materialverflechtung zur Ein-

führung der Matrizenmultiplikation genutzt wurde, erfolgt nun die Behandlung

einer inner- sowie einer weiteren außermathematischen Anwendung.

Beispiel 6.6

In der Aufgabe 10 auf S. 201 wurden Fibonacci-Zahlen beschrieben. Für die

ursprüngliche Fibonacci-Folge (fn) gilt

f1 =1, f2 =1 sowie fn+2 = fn + fn+1 (für alle n ∈ N).

Daraus lassen sich nacheinander beliebig viele Glieder der Fibonacci-Folge be-

rechnen: f1 = 1, f2 = 1, f3 = 2, f4 = 3, f5 = 5, f6 = 8, f7 = 13, f8 = 21, f9 = 34, . . . .

Mithilfe von Matrizen lässt sich nun eine recht einfache explizite Vorschrift für

die Berechnung von Fibonacci-Zahlen angeben. Es gilt(
fn+1 fn
fn fn−1

)
= An mit A =

(
1 1
1 0

)
.

Dabei versteht man unter An in gewohnter Weise A◦A◦. . .◦A (n-mal). Es ist

A2 =
(

2 1
1 1

)
, A3 =

(
3 2
2 1

)
, A4 =

(
5 3
3 2

)
, A5 =

(
8 5
5 3

)
, A6 =

(
13 8
8 5

)
, . . . .

Aus der matriziellen Darstellung lassen sich einige Gesetzmäßigkeiten für

Fibonacci-Zahlen ableiten. So gilt beispielsweise(
fm+n+1 fm+n

fm+n fm+n−1

)
= Am+n = Am◦An =

(
fm+1 fm
fm fm−1

)
◦
(
fn+1 fn
fn fn−1

)
.

Daraus lässt sich durch Bildung des Produkts der beiden letzten Matrizen und

Vergleich mit den Koeffizienten der vorderen Matrix ableiten, dass

fm+n = fm+1fn + fmfn−1 und fm+n = fmfn+1 + fm−1fn

ist. Somit gilt für den Spezialfall m = n+1:

f2n+1 = f2
n+1 + f2

n.

Mit dieser Gleichung lässt sich nun z. B. das 17. Glied der Fibonacci-Folge an-

hand der oben angegebenen Glieder f8 und f9 berechnen, ohne die dazwischen

liegenden Glieder berechnen zu müssen:

f17 = f2
9 + f2

8 = 342 + 212 = 1597.
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Beispiel 6.7

Populationsmatrizen

Matrizen lassen sich gut zur Beschreibung diskreter
”
verflochtener“ Wachs-

tumsprozesse (wie der Entwicklung von Populationen) nutzen, siehe hierzu aus-

führlicher Lehmann (1983). Ein einfaches Beispiel ist das folgende:

Aus den Eiern eines Käfers schlüpfen nach einem Monat Larven. Nach ei-

nem weiteren Monat werden diese zu Käfern, die nach einem Monat jeweils

8 Eier legen und dann sofort sterben. Nur aus einem Viertel der Eier werden

Larven, die anderen Eier werden gefressen oder verenden. Von den Larven wird

die Hälfte zu Käfern, die andere Hälfte stirbt.

Die folgende Tabelle fasst die Umwandlungen zusammen:

Zeitpunkt t Zeitpunkt t+1 Monat

Käfer 8 Eier

Ei 1
4 Larve

Larve 1
2 Käfer

Eine andere Darstellungsweise des Vorgangs (die mit der Darstellung von Ma-

terialverflechtungen in Tabellen vergleichbar ist, siehe S. 235) ist die folgende:

Ei wird zu Larve wird zu Käfer wird zu

8 Eier

1
4 Larven

1
2 Käfer

Diese Tabelle schreiben wir nun als Populationsmatrix : P =

 0 0 8
1
4 0 0

0 1
2 0

.

Es seien zu einem Zeitpunkt gleiche Anzahlen von 1000 Eiern, 1000 Larven und

1000 Käfern vorhanden. Diese Angabe fassen wir zu einem Populationsvektor

~p0 =

 1000
1000
1000

 (Eier)
(Larven)
(Käfer)

zusammen. Durch Multiplikation dieses Vektors mit P

erhält man den Populationsvektor nach einem Monat:

~p1 = P ◦ ~p0 =

 0 0 8
1
4 0 0

0 1
2 0

 ◦
 1000

1000

1000

 =

 8000

250

500

 (Eier)

(Larven)

(Käfer) .

Um den Populationsbestand nach weiteren Monaten zu berechnen, wird der je-

weils aktuelle Populationsvektor erneut mit der Populationsmatrix multipliziert:

~p2 = P ◦ ~p1 =

 4000
2000
125

, ~p3 = P ◦ ~p2 =

 1000
1000
1000

 (Eier)
(Larven)
(Käfer) .

Offensichtlich hat sich nach drei Monaten wieder die Ausgangspopulation her-

gestellt. Dies bedeutet, dass P3◦ ~p0 =~p0 ist. Um diese Tatsache näher zu unter-

suchen, berechnen wir P3:
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P2 = P ◦P =

 0 0 8
1
4 0 0

0 1
2 0

◦
 0 0 8

1
4 0 0

0 1
2 0

 =

 0 4 0

0 0 2
1
8 0 0

 , P3 = P ◦P2 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

.

P3 ist also die Einheitsmatrix E3, somit muss P3◦ ~p0 = ~p0 gelten; es gilt sogar

P3◦ ~x = ~x für beliebige Vektoren ~x ∈ R3.

Während bei der Multiplikation mit der Einheitsmatrix jeder Vektor un-

verändert bleibt, kann es durchaus spezielle Vektoren geben, die auch bei der

Multiplikation mit anderen Matrizen unverändert bleiben. Wir untersuchen nun,

ob es einen Vektor ~q gibt, für den P◦ ~q=~q ist. Innerhalb der hier betrachteten

Sachsituation kommt dies folgender Frage gleich: Gibt es eine Anfangspopulati-

on von qE Eiern, qL Larven und qK Käfern, deren Anzahlen sich nach einem

Monat nicht verändert haben? Zur Beantwortung dieser Frage setzen wir

~q = P ◦ ~q , d. h.

 qE
qL
qK

 =

 0 0 8
1
4 0 0

0 1
2 0

 ◦
 qE
qL
qK

 =

 8 qK
1
4 qE
1
2 qL

.

Diese Bedingung ist erfüllt für qE = 8 qK = 4 qL. Somit ist z. B. ~q =

(
8
2
1

)
ein

Vektor mit P◦ ~q=~q, der eine
”
stabile Population“ beschreibt.

Beispiel 6.8

Für eine andere Käferart wird die in dem Beispiel 6.7 gegebene Situation etwas

abgewandelt: Statt Käfern, die nach einem Monat jeweils 8 Eier legen und dann

sofort sterben betrachten wir Käfer (die ebenfalls nach einem Monat jeweils 8

Eier legen), von denen 75% sterben und 25% noch einen weiteren Monat als

”
alte Käfer“ leben, dann noch vier Eier legen und nun sterben. Die folgende

Tabelle beschreibt diese Entwicklung.

Ei wird zu Larve wird zu Käfer wird zu alter Käfer wird

8 4 Eier

1
4 Larven

1
2 Käfer

1
4 alte Käfer

Die zugehörige Populationsmatrix ist P =


0 0 8 4
1
4 0 0 0

0 1
2 0 0

0 0 1
4 0

. Wir untersuchen die

Populationsentwicklung für einen Ausgangsbestand ~p0 =


1000
1000
1000
1000


(Eier)
(Larven)
(Käfer)
(alte Käfer).

Durch mehrfache Multiplikation des Populationsvektors ~p0 mit der Populati-

onsmatrix erhalten wir die Bestände ~p1 = P◦ ~p0, ~p2 = P◦ ~p1, ~p3 = P◦ ~p2 und

~p4 =P◦ ~p3 nach 1, 2, 3 bzw. 4 Monaten:
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~p1 =

12000
250
500
250

, ~p2 =

 5000
3000
125
125

, ~p3 =

 1500
1250
1500
31,25

, ~p4 =

 12125
375
625
375

 (Eier)

(Larven)

(Käfer)

(alte Käfer).

Hieran sind noch keine
”
Regelmäßigkeiten“ zu erkennen. Um einen Eindruck von

der langfristigen Entwicklung zu erhalten, lassen sich mithilfe des Computers

(siehe dazu den Abschnitt 6.4) z. B. die Populationsvektoren nach 100, 101 und

102 Monaten bestimmen. Man erhält (nach Rundung auf ganzzahlige Werte):

~p100 ≈

 250205
60620
28985
6973

, ~p101 ≈

 259769
62551
30309
7246

, ~p102 ≈

 271462
64942
31275
7577

 (Eier)

(Larven)

(Käfer)

(alte Käfer).

Es entsteht der Eindruck eines allmählichen Wachstums aller Populationen. Die-

ser Eindruck verstärkt sich durch die Betrachtung der Populationen nach 1000,

1001 und 1002 Monaten:

~p1000 ≈


1.61·1020

3.87·1019

1.86·1019

4.48·1018

, ~p1001 ≈


1.67·1020

4.01·1019

1.93·1019

4.65·1018

, ~p1002 ≈


1.7·1020

4.17·1019

2.01·1019

4.83·1018


(Eier)

(Larven)

(Käfer)

(alte K.).

In dem Beispiel 6.7 war es möglich, eine Anfangspopulation zu ermitteln, die sich

nach einem Monat nicht verändert (und daher für alle Zeit konstant bleibt). Je-

doch erscheint es aufgrund des in diesem Beispiel nun festzustellenden ständigen

Wachstums aller Populationen unwahrscheinlich, dass sich eine solche Anfangs-

population auch hierfür finden lässt. Um dieser Frage auf den Grund zu gehen,

untersuchen wir erneut, ob es einen Vektor ~q mit

~q = P ◦ ~q , d. h.


qE

qL

qK

qaK

 =


0 0 8 4
1
4 0 0 0

0 1
2 0 0

0 0 1
4 0

 ◦

qE

qL

qK

qaK

 =


8 qK+ 4 qaK
1
4 qE
1
2 qL
1
4 qK


gibt. Dazu ist das folgende lineare Gleichungssystem zu lösen:

qE = 8 qK+ 4 qaK
qL = 1

4 qE
qK = 1

2 qL
qaK = 1

4 qK

bzw.

qE − 8 qK − 4 qaK = 0

− 1
4 qE + qL = 0

− 1
2 qL + qK = 0

− 1
4 qK + qaK = 0.

Dieses LGS besitzt nur die Lösung qE = qL = qK = qaK = 0. Somit existiert,

abgesehen von Nullbeständen, keine Anfangspopulation, die konstant bleibt.

Damit eine solche existieren würde, müsste das LGS einen niedrigeren Rang als

vier haben. Dies wäre der Fall, wenn z. B. die erste Zeile als Linearkombination

der restlichen drei Zeilen darstellbar wäre. Man könnte dies u. a. durch Erset-

zung des Koeffizienten −1
2 vor qL in der dritten Gleichung durch −4

9 erreichen.

Die entsprechende Veränderung der Populationsmatrix ließe sich durch die mo-

natliche Vernichtung eines Teils der Larven realisieren, sodass sich die folgende

Veränderung der Ausgangssituation ergibt: Von den Larven werden vier Neuntel

zu Käfern, fünf Neuntel sterben (siehe die Aufgabe 7 auf S. 250).
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6.2.4 Inverse Matrizen

In der Definition 6.7 auf S. 240 wurde die Einheitsmatrix En =

1 0 . . . 0

0 1
. . .

...
0...

. . .
. . .

0. . . 0 1


eingeführt und in dem Satz 6.5 festgestellt, dass En in der Menge der n×n-

Matrizen die Funktion des Einselements bzw. neutralen Elements bezüglich der

Multiplikation innehat, also mit der Eins in den reellen Zahlen vergleichbar ist.

Im Folgenden untersuchen wir, ob es in der Menge der n×n-Matrizen bezüglich

der Matrizenmultiplikation inverse Elemente gibt, d. h. ob sich zu Matrizen

A ∈ Rn×n Matrizen A−1 finden lassen, für die A ◦A−1 = A−1◦A = En gilt.

Beispiel 6.9

Es wird die inverse Matrix A−1 =

a′11 a′12 a′13

a′21 a′22 a′23

a′31 a′32 a′33

 zu A =

 2 −5 3
−1 2 −2

3 0 −1

 ge-

sucht. Es muss dazu gelten 2 −5 3
−1 2 −2

3 0 −1

 ◦
a′11 a′12 a′13

a′21 a′22 a′23

a′31 a′32 a′33

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

.

Daraus ergibt sich nach der Definition 6.6 der Matrizenmultiplikation, dass die

Komponenten a′11 . . . a
′
33 von A−1 folgende Gleichungen erfüllen müssen:

2a′11 − 5a′21 + 3a′31 = 1

− a′11 + 2a′21 − 2a′31 = 0

3a′11 − a′31 = 0

2a′12 − 5a′22 + 3a′32 = 0

− a′12 + 2a′22 − 2a′32 = 1

3a′12 − a′32 = 0

2a′13 − 5a′23 + 3a′33 = 0

− a′13 + 2a′23 − 2a′33 = 0

3a′13 − a′33 = 1 .

Dieses LGS enthält drei Teilsysteme, die unabhängig voneinander gelöst werden

können, da sie verschiedene Variablen enthalten (so treten z. B. a′11, a′21 und

a′31 nur in den ersten drei Gleichungen auf). Man erhält als Lösung a′11 =− 2
13 ,

a′12 = − 5
13 , a′13 = 4

13 , a′21 = − 7
13 , a′22 = −11

13 , a′23 = 1
13 , a′31 = − 6

13 , a′32 = −15
13 ,

a′33 =− 1
13 . Die Inverse der Matrix A ist somit

A−1 =

−
2
13 −

5
13

4
13

− 7
13 −

11
13

1
13

− 6
13 −

15
13 −

1
13

.

Streng genommen dürften wir bisher nur sagen, dass A−1

”
rechtsinvers“ zu A

ist, denn wir haben A−1 so berechnet, dass A ◦A−1 = E3 gilt, und die Matri-

zenmultiplikation ist i. Allg. nicht kommutativ (vgl. das Beispiel 6.4 auf S. 239).

Durch Berechnung des Matrizenprodukts A−1◦A stellt man aber fest, dass sich

auch hierbei E3 ergibt.

Ohne Beweis sei angemerkt, dass sogar für beliebige Matrizen A, falls eine

Matrix A−1 mit A◦A−1 = En existiert, für diese dann auch A−1◦A = En gilt.
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In dem Beispiel 6.9 wurde bereits von der inversen Matrix A−1 gesprochen.

Um den bestimmten Artikel verwenden zu dürfen, muss aber gesichert werden,

dass eine Matrix höchstens eine Inverse besitzen kann und nicht etwa zwei ver-

schiedene Matrizen A−1 und
(
A−1

)′
existieren, die beide invers zu einer Matrix

A sind. Dies geschieht mit dem folgenden Satz.

Satz 6.8

Es seien A, B und C n×n-Matrizen.

Gilt A◦B = B◦A = En sowie A◦C = C◦A = En, so ist B = C.

Beweis: Nach Voraussetzung und wegen der Assoziativität der Matrizenmulti-

plikation ist C = C◦En = C◦(A◦B) = (C◦A)◦B = En◦B = B.

Beispiel 6.10

Es wird die inverse Matrix A−1 =

a′11 a′12 a′13

a′21 a′22 a′23

a′31 a′32 a′33

 zu A =

 5 −4 3
−1 2 −2

3 0 −1

 ge-

sucht. Wir stellen wie in dem Beispiel 6.9 durch Multiplikation A ◦ A−1 ein

LGS auf, schreiben dieses aber jetzt Platz sparend als drei Teilsysteme:

5a′11− 4a′21 + 3a′31 = 1

− a′11 + 2a′21− 2a′31 = 0

3a′11 − a′31 = 0

5a′12− 4a′22 + 3a′32 = 0

− a′12 + 2a′22− 2a′32 = 1

3a′12 − a′32 = 0

5a′13− 4a′23 + 3a′33 = 0

− a′13 + 2a′23− 2a′33 = 0

3a′13 − a′33 = 1.

Offensichtlich haben alle drei dieser Teil-LGS dieselbe einfache Koeffizientenma-

trix und unterscheiden sich nur auf den rechten Seiten. Beim Lösen des ersten

LGS ergibt sich bereits, dass dieses nicht lösbar ist: 5 −4 3 1
−1 2 −2 0

3 0 −1 0

 |·1 |·3|·5
|·(−5)

→

 5 −4 3 1
0 6 −7 1
0 −12 14 3

 |·2
|·1

→

 5 −4 3 1
0 6 −7 1
0 0 0 5

.
Somit existiert keine zu A inverse Matrix.

Es ergeben sich aus den Beispielen 6.9 und 6.10 zwei Fragen:

Wie lässt sich die Menge derjenigen Matrizen charakterisieren, die Inverse

besitzen? Bei der Beantwortung dieser Frage werden sich interessante struk-

turelle Erkenntnisse über die Menge der invertierbaren Matrizen ergeben.

Wie lassen sich inverse Matrizen möglichst einfach berechnen? (Mit der in

dem Beispiel 6.9 praktizierten Vorgehensweise müssen für die Inversion einer

n×n-Matrix ein LGS mit n2 Gleichungen und n2 Variablen bzw. n Glei-

chungssysteme mit jeweils n Gleichungen und n Variablen gelöst werden,

was bei größeren Matrizen einen sehr hohen Rechenaufwand verursacht.)

Zur Beantwortung der ersten Frage betrachten wir erneut das Beispiel 6.10. Die

dort betrachtete Matrix A besitzt keine Inverse, da ein LGS, welches A als einfa-

che Koeffizientenmatrix besitzt, nicht lösbar ist und daher bei der Durchführung

des Gauß-Algorithmus ein Widerspruch auftritt. Dieser Fall kann bei einer Ma-

trix mit
”
vollem Rang“, d. h. mit linear unabhängigen Zeilen (sowie Spalten,

siehe dazu den Abschnitt 6.1) nicht auftreten. So ist der Rang der in dem Bei-

spiel 6.9 gegebenen Matrix 3. Die dabei entstehenden, aus drei Gleichungen mit
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drei Variablen bestehenden, LGS sind in jedem Falle lösbar, da die Ränge ihrer

einfachen Koeffizientenmatrizen mit den Rängen der erweiterten Koeffizienten-

matrizen übereinstimmen, vgl. Abschnitt 1.3.3. Diese Erkenntnis ist verallge-

meinerbar, wir fassen sie unter Verwendung des Begriffs der regulären Matrix

(siehe die Definition 6.5 auf S. 234) zu dem folgenden Satz zusammen.

Satz 6.9

Eine Matrix A besitzt genau dann eine Inverse A−1, wenn sie regulär ist.

Aufgrund des Satzes 6.9 können die Begriffe regulär und invertierbar für Matri-

zen synonym verwendet werden. Wir verzichten auf einen Beweis dieses Satzes;

für Plausibilitätsbetrachtungen dazu sei nochmals auf die Beispiele 6.9 und 6.10

verwiesen. Ebenfalls ohne Beweis wird der folgende Satz angegeben.

Satz 6.10

Sind A,B ∈ Rn×n reguläre Matrizen, so ist auch A◦B regulär.

Aus dem Satz 6.10 ergibt sich die Folgerung, dass das Produkt C = A◦B zweier

invertierbarer Matrizen A,B ebenfalls eine inverse Matrix C−1 besitzt.

Satz 6.11

Für beliebige n ∈ N (n≥1) bildet die Menge aller regulären n×n-Matrizen mit

der Matrizenmultiplikation ◦ eine Gruppe.

Beweis: Zu dem Begriff der Gruppe siehe die Definition 3.4 auf S. 94. Die Abge-

schlossenheit der Menge aller regulären n×n-Matrizen bezüglich ◦ ist durch den

Satz 6.10, ihre Assoziativität durch den Satz 6.4 (S. 239) gegeben. Das neutrale

Element dieser Menge ist die Einheitsmatrix En. Schließlich sichert der Satz

6.9 die Existenz eines inversen Elements zu jedem Element der Menge aller

regulären n×n-Matrizen.

Bemerkung: Im Gegensatz zu vielen bekannten Gruppen ist die Gruppe der

regulären n×n-Matrizen mit der Matrizenmultiplikation ◦ nicht kommutativ.

Satz 6.12

Es seien A,B ∈ Rn×n reguläre Matrizen. Dann gilt:

a) (A ◦B)−1 = B−1◦A−1,

b)
(
A−1

)−1
= A,

c)
(
AT
)−1

=
(
A−1

)T
.

Beweis: Für den Beweis von a) ist zu zeigen, dass B−1◦A−1 invers zu A◦B
ist, also (A◦B) ◦

(
B−1◦A−1

)
= En gilt. Wegen der Assoziativität von ◦ gilt:

(A◦B) ◦
(
B−1◦A−1

)
=
(
A◦
(
B◦B−1

))
◦A−1 = (A◦En)◦A−1 = A◦A−1 = En

und somit die Behauptung.

Zu b) überlegt man, dass nach Voraussetzung A◦A−1 = A−1◦A = En gilt, A

und A−1 also auch mit
”
vertauschten Rollen“ betrachtet werden können. Somit

ist A die Inverse von A−1, also A =
(
A−1

)−1
.

Der Beweis von c) sei der Leserin bzw. dem Leser überlassen, siehe die Aufgabe

10 auf S. 250.
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Ein Verfahren zur Berechnung inverser Matrizen

Die Berechnung inverser Matrizen von 3×3-Matrizen durch das Lösen drei li-

nearer Gleichungssysteme mit drei Gleichungen und drei Variablen ist, wie die

Beispiele 6.9 und 6.10 gezeigt haben, recht aufwändig – bei
”
größeren“ Matri-

zen wird dieses Vorgehen unpraktikabel. Wir demonstrieren daher im Folgenden

anhand der Matrix aus dem Beispiel 6.9 ein etwas einfacheres Verfahren. Dazu

schreiben wir die gegebene Matrix A und die Einheitsmatrix E3 nebeneinander

und formen beide Matrizen nach dem Gauß-Jordan-Algorithmus so lange um,

bis die ursprüngliche Matrix A die Gestalt der Einheitsmatrix angenommen hat.

2 −5 3 1 0 0 ·1 ·(−3)
−1 2 −2 0 1 0 ·2

3 0 −1 0 0 1 ·2
−→

2 −5 3 1 0 0
0 −1 −1 1 2 0 ·15
0 15 −11 −3 0 2 ·1

−→

2 −5 3 1 0 0 ·26
0 −1 −1 1 2 0 ·26
0 0−26 12 30 2 ·(−1) ·3

−→
52 −130 0 62 90 6 ·1
0 −26 0 14 22 −2 ·(−5)
0 0−26 12 30 2

→

52 0 0 −8 −20 16 : 52

0−26 0 14 22 −2 : (−26)

0 0−26 12 30 2 : (−26)

−→
1 0 0 − 2

13 −
5
13

4
13

0 1 0 − 7
13 −

11
13

1
13

0 0 1 − 6
13 −

15
13 −

1
13

Nach dem Abschluss des Verfahrens steht links die Einheitsmatrix und rechts

die Inverse der Ausgangsmatrix A. Wir haben also erneut die inverse Matrix

A−1 =


− 2

13 −
5
13

4
13

− 7
13 −

11
13

1
13

− 6
13 −

15
13 −

1
13


erhalten. Obwohl der rechnerische Aufwand etwas geringer war als bei dem in

dem Beispiel 6.9 durchgeführten Verfahren, nehmen die Umformungen auch bei

diesem Vorgehen bereits bei 4×4-Matrizen sehr viel Zeit in Anspruch, weshalb

für die Bestimmung inverser Matrizen die Verwendung des Computers empfeh-

lenswert ist, siehe hierzu den Abschnitt 6.4.

Matrizeninversion und Lösen linearer Gleichungssysteme

Multipliziert man eine m×n-Matrix A mit einem Spaltenvektor (d. h. einer

einspaltigen Matrix) ~x∈Rn, so ergibt sich nach der Definition 6.6 (S. 238):

A ◦ ~x =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn

◦

x1

x2
...
xn

 =


a11 x1 + a12 x2 + . . .+ a1n xn
a21 x1 + a22 x2 + . . .+ a2n xn

...
am1 x1+ am2 x2+ . . .+ amn xn

.
Das Ergebnis hat die Gestalt der linken Seite eines linearen Gleichungssystems

mit der einfachen Koeffizientenmatrix A (siehe Abschnitt 1.3.1):

a11 x1 + a12 x2 + . . . + a1n xn = b1
a21 x1 + a22 x2 + . . . + a2n xn = b2

...
...

...
...

am1 x1 + am2 x2 + . . . + amn xn = bm

bzw.


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2

...
...

...
...

am1 am2 . . . amn bm

.
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Somit lässt sich ein lineares Gleichungssystem mit einer einfachen Koeffizien-

tenmatrix A und einem Spaltenvektor ~b der absoluten Glieder auch in der Form

A ◦ ~x = ~b

schreiben. Ist A eine reguläre Matrix, so lässt sich ihre Inverse A−1 bestimmen.

Durch Multiplizieren beider Seiten der obigen Gleichung mit A−1 ergibt sich

~x = A−1◦~b ,

also eine direkte Darstellung des Lösungsvektors ~x durch A−1 und ~b. Damit

lassen sich Lösungen von LGS mit regulären Koeffizientenmatrizen ermitteln.

Beispiel 6.11

Das LGS

2x − 5 y + 3 z = 3
−x + 2y − 2 z = 4
3x − z = −7

bzw. A ◦ ~x =

(
2 −5 3
−1 2 −2

3 0 −1

)
◦

(
x
y
z

)
=

(
3
4
−7

)
löst man mithilfe der in dem Beispiel 6.9 bestimmten inversen Matrix A−1.

~x = A−1◦~b =

−
2
13 −

5
13

4
13

− 7
13 −

11
13

1
13

− 6
13 −

15
13 −

1
13

 ◦
 3

4

−7

 =

−
54
13

−72
13

−71
13

.

6.2.5 Aufgaben zu Abschnitt 6.2

1. Aus vier verschiedenen Rohstoffen R1, R2, R3 und R4 werden Zwischenpro-

dukte Z1, Z2, Z3 hergestellt, welche zu Endprodukten E1, E2, E3 verarbeitet

werden. Wie viele Mengeneinheiten der Rohstoffe zur Herstellung der jewei-

ligen Zwischenprodukte und wie viele Zwischenprodukte zur Herstellung der

verschiedenen Endprodukte benötigt werden, geht aus der Abb. 6.3 hervor.

– Stellen Sie die Verflechtungsmatrizen AZ→E und BR→Z auf (siehe das

Beispiel 6.2 auf S. 235f.).

– Berechnen Sie für den Outputvektor ~e =

(
15
20
40

)
den Bedarf an Zwischen-

produkten (Zwischenvektor) und dann den Rohstoffbedarf (Inputvektor).

– Ermitteln Sie die
”
Gesamtverflechtungsmatrix“ CR→E, die den Rohstoff-

bedarf direkt in Abhängigkeit von dem Outputvektor angibt. Berechnen

Sie mithilfe dieser Matrix erneut den Inputvektor und vergleichen Sie das

Ergebnis mit dem, welches sie zuvor erhalten haben.

Abb. 6.3:
Materialverflechtung
(Schema zu Aufgabe 1)
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2. Gegeben sind die folgenden Matrizen:

A =

(
3 4 6
1 −3 1
9 0 −13

)
, B =

(
2 −7 3
−1 2 2

3 0 −1

)
, C =

(−1 −9 0 −3
0 5 −5 11
3 −2 0 6

)
.

– Begründen Sie, dass sich die Produkte C◦A und C◦B nicht bilden lassen.

– Bilden Sie die Produkte A◦B, B◦A, B◦C und A◦C sowie (A◦B)◦C
und A◦(B◦C).

3. Prüfen Sie, ob für die folgenden Matrizen A◦B = B◦A gilt.

a) A =
(

3 −4
−4 3

)
, B =

(
2 7
7 2

)
b) A =

(
a b
−b a

)
, B =

(
c d
−d c

)
(a, b, c, d ∈ R)

4. Bestimmen Sie alle Matrizen B, die mit der Matrix A =
(

2 1
3 4

)
vertauschbar

sind, d. h. für die A◦B = B◦A gilt.

5. Bilden Sie die transponierten Matrizen BT und CT zu den in der Aufgabe 2

gegebenen Matrizen B und C. Berechnen Sie dann (B ◦C)T sowie CT◦BT

und bestätigen Sie damit, dass der Satz 6.6 (S. 240) für dieses Beispiel zutrifft.

6. Beweisen Sie den Teil b des Satzes 6.7 auf S. 240.

7. Gegeben ist die folgende Situation:

Aus den Eiern eines Käfers schlüpfen nach einem Monat Larven. Nach einem

weiteren Monat werden diese zu Käfern, die nach einem Monat jeweils 8 Eier

legen und von denen dann 75% sterben und 25% noch einen Monat als
”
alte

Käfer“ leben, dann noch vier Eier legen und sterben. Aus einem Viertel der

Eier werden Larven, die anderen Eier werden gefressen oder verenden. Von

den Larven werden vier Neuntel zu Käfern, fünf Neuntel sterben.

– Stellen Sie eine Populationsmatrix für diese Situation auf (siehe hierzu

die Beispiele 6.7 und 6.8 auf S. 242ff.).

– Berechnen Sie für einen Anfangsbestand von 1000 Eiern, 1000 Larven,

1000 Käfern und 1000 alten Käfern die Bestände nach 1, 2, 3, 4 Monaten.

– Bestimmen Sie eine Anfangspopulation von qE Eiern, qL Larven, qK Kä-

fern und qaK alten Käfern, deren Anzahlen konstant bleiben.

8. Berechnen Sie die Inversen der folgenden Matrizen:

A =

(
3 5
−3 2

)
, B =

 5 −2 1
2 −1 1
−4 2 −1

, C =

 2 1 −2 0
2 0 −1 4
4 2 0 −3
0 1 −3 2

.

9. Gegeben ist eine 2×2-Matrix A =
(
a b
c d

)
. Geben Sie eine Bedingung (als

Gleichung bzw. Ungleichung in den Koeffizienten a, b, c, d) dafür an, dass A

regulär ist und berechnen Sie A−1.

10. Beweisen Sie den Teil c) des Satzes 6.12 auf S. 247.

Hinweis: Wenden Sie den Satz 6.6 auf S. 240 an.
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6.3 Ein Ausblick auf Determinanten

Mithilfe von Determinanten (
”
Bestimmenden“) ist es möglich, einige zentrale

Eigenschaften von Matrizen durch einzelne Zahlen zum Ausdruck zu bringen. Sie

geben zudem wichtige Eigenschaften von linearen Abbildungen (die im nächsten

Kapitel behandelt werden) an, können für Berechnungen von verallgemeinerten

Volumina genutzt werden und beschreiben Orientierungen.

Die Theorie der Determinanten ist ein grundlegender
”
Baustein“ weiter füh-

render Gebiete der linearen Algebra. In diesem Buch kann nur eine kurze Einfüh-

rung in Eigenschaften und Anwendungen von Determinanten gegeben werden.

Wir beschränken uns daher auf Berechnungen recht einfacher Determinanten

(wobei kompliziertere Determinanten leicht mithilfe des Computers berechnet

werden können) und verzichten auf Beweise einer Reihe von Eigenschaften bzw.

führen diese nur für die Determinanten
”
kleiner“ Matrizen.

Wir beginnen unsere Betrachtungen zu Determinanten mit der 2×2-Matrix

A =
(
a11 a12
a21 a22

)
.

Diese Matrix ist genau dann regulär (und somit invertierbar), wenn sie den

Rang 2 hat, d. h. wenn ihre Zeilenvektoren (und damit wegen des Satzes 6.3 auf

S. 234 auch ihre Spaltenvektoren) linear unabhängig sind. Die Zeilenvektoren

~aZ1 = (a11; a12) und ~aZ2 = (a21; a22) von A sind genau dann linear abhängig,

wenn ~aZ1 = (0; 0) ist oder λ ∈ R mit ~aZ2 = λ~aZ1 existiert. Letzteres bedeutet

a21 = λa11 und a22 = λa12 bzw. (für a11 6= 0 und a12 6= 0) a21

a11
= λ und a22

a12
= λ,

somit also a21

a11
= a22

a12
bzw. a11a22 = a12a21. Auch für a11 =0 führt diese Gleichung

zur linearen Abhängigkeit der Zeilen- oder Spaltenvektoren, denn in diesem Falle

würde daraus a12 =0 oder a21 =0 folgen, ein Zeilen- oder ein Spaltenvektor wäre

also der Nullvektor. Ebenso lässt sich für den Fall a12 = 0 argumentieren und

auch die Umkehrung, dass aus a11 a22 6=a12 a21 die lineare Unabhängigkeit der

Zeilen- sowie der Spaltenvektoren resultiert, ergibt sich aus einfachen Schlüssen.

Wir fassen die geführten Überlegungen zu einem Satz zusammen.

Satz 6.13

Eine 2×2-Matrix A =
(
a11 a12
a21 a22

)
ist genau dann regulär, wenn

a11 a22 − a12 a21 6= 0
gilt.

Der Satz 6.13 besagt nicht weniger, als dass sich die Regularität (und somit

Invertierbarkeit) einer 2×2-Matrix durch Berechnung einer einzigen Zahl er-

mitteln lässt, die somit eine
”
bestimmende“ Bedeutung für die Matrix hat.

Definition 6.8

Als Determinante einer 2×2-Matrix A =
(
a11 a12
a21 a22

)
bezeichnet man die Zahl

det A = a11 a22 − a12 a21. �

Abb. 6.4:
Merkhilfe zur Berechnung der Determinanten von 2×2-Matrizen
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Wir formulieren im Folgenden einige Eigenschaften von Determinanten, die nicht

nur für die Determinanten von 2×2-Matrizen, sondern allgemein für Determi-

nanten beliebiger quadratischer Matrizen gelten.

Eigenschaften von Determinanten

1. Die Determinante einer Matrix A ist genau dann Null, wenn

– A nicht regulär ist,

– rg A < n gilt (wobei n die Zeilen- und Spaltenanzahl von A ist),

– die Zeilenvektoren von A linear abhängig sind,

– die Spaltenvektoren von A linear abhängig sind.

Dies ist gleichbedeutend damit, dass jede quadratische Matrix A mit

det A 6= 0 regulär ist und somit den
”
vollen Rang“ n, also linear unab-

hängige Zeilenvektoren sowie Spaltenvektoren besitzt.

2. Falls eine Matrix A eine Zeile oder eine Spalte besitzt, die nur aus

Nullen besteht, so ist det A = 0 (Spezialfall von 1.).

3. Ist A eine quadratische Matrix und AT ihre Transponierte, so gilt

det AT = det A.

4. Vertauscht man zwei Zeilen einer Matrix, so wechselt die Determinante

ihr Vorzeichen. Dasselbe gilt beim Vertauschen zweier Spalten.

5. Entsteht eine Matrix A′ aus einer Matrix A durch Multiplikation einer

Zeile oder einer Spalte von A mit λ ∈ R, so gilt det A′ = λ det A.

6. Addiert man ein beliebiges Vielfaches einer Zeile/Spalte einer Matrix A

zu einer anderen Zeile/Spalte von A, so bleibt die Determinante gleich.

Wir werden diese Eigenschaften nun für 2×2-Matrizen bestätigen. Mit dem Satz

6.13 wurde bereits die Gültigkeit der Eigenschaften 1. und 2. für 2×2-Matrizen

gezeigt, es bleibt also die Gültigkeit von 3.-6. zu bestätigen.

3. Für A =
(
a11 a12
a21 a22

)
ist AT =

(
a′11 a′12

a′21 a′22

)
=
(
a11 a21
a12 a22

)
. Somit gilt

det AT = a′11a
′
22 − a′12a

′
21 = a11 a22 − a21 a12 = det A.

4. Durch Zeilenvertauschung entsteht A′ =

(
a′11 a′12

a′21 a′22

)
=
(
a21 a22
a11 a12

)
. Es gilt

det A′ = a′11a
′
22−a′12a

′
21 = a21 a12−a22 a11 = −(a11a22−a12a21) = −det A.

5. Für A′ =
(
λa11 λa12
a21 a22

)
ist det A′ = (λa11) a22 − (λa12) a21 = λ det A.

Dasselbe Ergebnis erhält man bei Multiplikation der zweiten Zeile mit λ ∈ R.

6. Durch Addieren des λ-fachen der ersten Zeile zur zweiten Zeile entsteht die

Matrix A′ =

(
a11 a12

a21+λa11 a22+λa12

)
. Ihre Determinante ist

det A′ = a11 (a22+λa12)− a12 (a21+λa11)

= a11a22 + λa11a12 − a12a21 − λa12a11 = a11a22 − a12a21

= det A.
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Es wurde darauf verzichtet, die Eigenschaften 4.-6. auch für die entsprechenden

Spaltenmanipulationen zu bestätigen, siehe hierzu die Aufgabe 1 auf S. 255.

Eine interessante Folgerung ergibt sich aus der Eigenschaft 5. für die Deter-

minante der Matrix λ ·A, die durch die Multiplikation einer Matrix A mit einer

reellen Zahl λ entsteht. Dabei werden alle Koeffizienten, bei einer 2×2-Matrix

also beide Zeilen, mit λ multipliziert. Somit wird die Determinante der Aus-

gangsmatrix A zweifach mit λ multipliziert; es gilt daher det(λ·A) = λ2 det A.

Wir überprüfen dies noch anhand der Definition 6.8:

det(λ·A) = det

(
λa11 λa12

λa21 λa22

)
= λa11 λa22 − λa12 λa21 = λ2 det A.

Für n×n-Matrizen folgt aus der Eigenschaft 5. der folgende Satz.

Satz 6.14

Für eine beliebige n×n-Matrix A und λ ∈ R gilt det(λ·A) = λn det A.

Determinanten von 3×3-Matrizen

Definition 6.9

Als Determinante einer 3×3-Matrix A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 wird die Zahl

det A = a11a22a33 +a12a23a31 +a13a21a32−a13a22a31−a12a21a33−a11a23a32

bezeichnet. �

Bemerkung: Eine Merkhilfe für diese Berechnungsvorschrift gibt die Abb. 6.5.

Man schreibt die ersten beiden Spalten der Matrix rechts neben die Matrix und

bildet Produkte von je 3 Koeffizienten, die auf beiden Diagonalen der Matrix

und ihren Parallelen liegen. Die nach rechts unten verlaufenden Produkte werden

addiert und die nach rechts oben verlaufenden Produkte davon subtrahiert.

Abb. 6.5: Merkhilfe zur Berechnung der Determi-
nanten von 3×3-Matrizen (Regel von Sarrus)

Beispiel 6.12

.
Die Matrix A =

 2 −5 3
−1 2 −2

3 0 −1

 (siehe Beispiel 6.9, S. 245) hat die Determinante

det A = 2·2·(−1) + (−5)·(−2)·3 + 0− 3·2·3− (−1)·(−1)·(−5)− 0 = 13.

Beispiel 6.13

.
Die Matrix A =

 5 −4 3
−1 2 −2

3 0 −1

 ist nicht regulär, siehe Beispiel 6.10 auf S. 246.

Ihre Determinante ist

det A = 5·2·(−1) + (−4)·(−2)·3 + 0− 3·2·3− (−1)·(−1)·(−4)− 0 = 0.

Wir vermerken, dass für die nach der Definition 6.9 bestimmten Determinan-

ten von 3×3-Matrizen die auf S. 252 aufgeführten Eigenschaften 1.-6. gelten,

verzichten aber auf Beweise.
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Beispiel 6.14

.
Wir betrachten die Matrix A =

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

, die unterhalb der Hauptdiago-

nalen nur Nullen enthält und deshalb als obere Dreiecksmatrix bezeichnet wird.

Die Determinante dieser Matrix ist

det A = a11a22a33 + a12a23 ·0 + a13 ·0·0− a13a22 ·0− a12 ·0·a33 − a11a23 ·0
= a11a22a33 ,

also das Produkt der Komponenten der Hauptdiagonalen. Dies gilt natürlich

insbesondere für die Diagonalmatrix

a11 0 0
0 a22 0
0 0 a33

, die ja eine besondere obere

Dreiecksmatrix ist. Als noch spezielleren Fall erhält man für die Determinante

der dreizeiligen und dreispaltigen Einheitsmatrix det E3 = 1.

Ohne Beweis vermerken wir, dass die in dem Beispiel 6.14 für 3×3-Matrizen

gemachten Feststellungen auch für beliebige n×n-Matrizen gelten:

Satz 6.15

.
Die Determinante der oberen Dreiecksmatrix A =

a11 a12 . . . a1n

0 a22
. . .

...
an−1n

...
. . .

. . .
0 . . . 0 ann

 ist das

Produkt der Komponenten ihrer Hauptdiagonalen: det A = a11 · a22 · . . . · ann.

Speziell ist det En= det

1 0 . . . 0

0 1
. . .

...
0...

. . .
. . .

0. . . 0 1

= 1.

Ebenfalls ohne Beweis seien noch zwei weitere zentrale Eigenschaften von

Determinanten angegeben.

Satz 6.16

a) Die Determinante des Produkts zweier Matrizen A,B ∈ Rn×n ist gleich dem

Produkt der Determinanten beider Matrizen: det(A ◦B) = det A · det B.

b) Für die Determinante der Inversen einer Matrix A gilt : det A−1 =
1

det A
.

Determinanten und Volumina bzw. Flächeninhalte

In dem Abschnitt 3.6 (S. 133ff.) wurde das Vektorprodukt ~u×~v zweier Vektoren

~u,~v ∈ R3 mit der Festlegung eingeführt, dass der Betrag von ~u × ~v gleich dem

Flächeninhalt des von ~u und ~v aufgespannten Parallelogramms ist. Betrachten

wir zwei Vektoren ~u =
(
xu
yu

)
und ~v =

(
xv
yv

)
von R2, so können wir diese durch

jeweilige Hinzunahme der Null als z-Komponente zu Vektoren

(
xu
yu
0

)
,

(
xv
yv
0

)
∈R3

”
erweitern“ und ihr Vektorprodukt berechnen (siehe den Satz 3.21 auf S. 135):xuyu

0

×
xvyv

0

 =

 yu ·0− 0·yv
0·xv− xu ·0
xu yv− yu xv

 =

 0
0

xu yv− yu xv

.

Der Betrag dieses Vektorproduktes ist
√

(xu yv− yu xv)2 = |xu yv− yu xv| und

somit gleich dem Absolutbetrag der Determinante der Matrix
(
xu xv
yu yv

)
.
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Satz 6.17

Der Flächeninhalt des von zwei Vektoren ~u =
(
xu
yu

)
und ~v =

(
xv
yv

)
aufgespannten

Parallelogramms ist gleich dem Betrag der Determinante der Matrix
(
xu xv
yu yv

)
mit den Spaltenvektoren ~u und ~v.

Um zu einer analogen Aussage über Volumina von Spaten (Parallelepipeden) zu

gelangen, erinnern wir uns an den Abschnitt 3.6.2 (S. 136) über das Spatprodukt

(~u×~v) · ~w dreier Vektoren ~u,~v, ~w ∈ R3. Es gilt

(~u×~v) · ~w =

((
xu
yu
zu

)
×

(
xv
yv
zv

))
·

(
xw
yw
zw

)
=

(
yu zv− zu yv
zu xv− xu zv
xu yv− yu xv

)
·

(
xw
yw
zw

)
= (yu zv− zu yv) · xw + (zu xv− xu zv) · yw + (xu yv− yu xv) · zw
= yu zv xw − zu yv xw + zu xv yw − xu zv yw + xu yv zw − yu xv zw
= xu yv zw + xv yw zu + xw yu zv − zu yv xw − zv yw xu − zw yu xv

= det

(
xu xv xw
yu yv yw
zu zv zw

)
.

Satz 6.18

Das Spatprodukt dreier Vektoren ~u, ~v, ~w ∈ R3 ist gleich der Determinante der

3×3-Matrix mit den Spaltenvektoren ~u, ~v und ~w. Das Volumen des von ~u, ~v

und ~w aufgespannten Spates ist gleich dem Absolutbetrag dieser Determinante.

Der Begriff des Volumens ist auf n-dimensionale Räume erweiterbar. Durch n

Vektoren ~u1, . . . , ~un werden verallgemeinerte Spate bzw. Parallelotope aufge-

spannt, deren Volumina sich mithilfe der Determinanten der aus den Spalten-

vektoren ~u1, . . . , ~un gebildeten Matrizen berechnen lassen.

Der Begriff der Orientierung

In dem Abschnitt 3.6 wurde bereits die Orientierung eines geordneten Tripels

von Vektoren erwähnt, wobei noch keine exakte Definition angegeben werden

konnte. Dies ist mithilfe von Determinanten nun möglich.

Definition 6.10

Ein geordnetes Paar (~u,~v) von Vektoren ~u,~v ∈ R2 heißt positiv orientiert,

Rechtssystem bzw. gleichorientiert zu der Standardbasis von R2, falls die De-

terminante der Matrix
(
xu xv
yu yv

)
mit den Spaltenvektoren ~u und ~v positiv ist.

Ein geordnetes Tripel (~u,~v, ~w) von Vektoren ~u,~v, ~w ∈ R3 heißt Rechtssystem

bzw. gleichorientiert zu der Standardbasis von R3, falls die Determinante der

von ~u, ~v und ~w (in dieser Reihenfolge) gebildeten Matrix positiv ist. �

6.3.1 Aufgaben zu Abschnitt 6.3

1. Zeigen Sie, dass die auf S. 252 aufgeführten Eigenschaften 4.-6. von Deter-

minanten auch für die entsprechenden Spaltenmanipulationen gelten.

2. Berechnen Sie die Determinanten der in der Aufgabe 2 auf S. 250 gegebenen

Matrizen A und B.

3. Zeigen Sie für eine beliebige 3×3-Matrix A und λ∈R: det(λ·A) = λ3 det A.
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6.4 Matrizenrechnung mithilfe des Computers

Mithilfe des CAS Maxima (siehe dazu auch die Abschnitte 1.5 und 3.7) lassen

sich alle in diesem Kapitel beschriebenen Berechnungen mit Matrizen ausführen.

Eingabe von Matrizen

Matrizen werden durch matrix([Zeile 1], [Zeile 2], ..., [Zeile m]);

eingegeben, wobei [Zeile 1],... Zeilenvektoren sind.

Beispiel: A:matrix([1,3,5], [0,2,3], [1,-3,-4], [4,6,11]);

Rangbestimmung

Der Rang einer Matrix A wird (nach deren Eingabe) mittels

rank(A);

berechnet. Es gibt noch andere Möglichkeiten der Rangbestimmung, z. B. durch

die Überprüfung der linearen Abhängigkeit von Zeilen- und Spaltenvektoren.

Beispiele enthält eine Maxima-Datei auf der Internetseite zu diesem Buch. Diese

sind aber komplizierter als die einfache Rangberechnung mittels rank.

Matrizenmultiplikation

Für das Produkt zweier Matrizen (bzw. einer Matrix und eines Spaltenvektors)

wird (wie für das Skalarprodukt von Vektoren) ein Punkt . gesetzt.

Beispiele:

A:matrix([9,3,8,2],[5,1,8,1]);

B:matrix([4,2],[5,7],[3,3]);

B.A;

C:matrix([3,2,8],[1,0,9],[3,2,1]);

x:matrix([3],[2],[-7]);

C.x;

Bildung transponierter Matrizen

Nach vorheriger Eingabe einer Matrix A wird ihre Transponierte durch

transpose(A);

gebildet.

Berechnung inverser Matrizen

Nach Eingabe einer regulären Matrix A wird ihre Inverse durch

invert(A);

berechnet. Bei einer nicht regulären Matrix erscheint die Meldung

Division by 0 -- an error

Die Lösung eines LGS mit einer regulären einfachen Koeffizientenmatrix A und

dem Spaltenvektor ~b der absoluten Glieder ist ~x = A−1◦~b (siehe S. 248):

A:matrix([2,-5,3],[-1,2,-2],[3,0,-1]);

b:matrix([3],[4],[-7]);

invert(A).b;

Berechnung von Determinanten

Die Berechnung der Determinante einer Matrix A erfolgt durch

determinant(A);

Beispiele zu allen hier angegebenen Berechnungen sind in einer Maxima-Datei

enthalten, die auf der Internetseite zu diesem Buch zur Verfügung steht.
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In diesem Kapitel treffen geometrische Abbildungen wie Verschiebungen, Dre-

hungen, Spiegelungen und Streckungen sowie Strukturen der linearen Algebra

aufeinander. Dabei werden sich Vektoren und Matrizen als äußerst leistungsfä-

hige Hilfsmittel zur Beschreibung und Untersuchung von Abbildungen erweisen.

Bei der Behandlung von Abbildungen mithilfe der linearen Algebra ist zwi-

schen Punkt- und Vektorabbildungen zu unterscheiden. Nach der exemplari-

schen Betrachtung einiger einfacher geometrischer Abbildungen als Punktab-

bildungen (Abschnitt 7.1) und der Herstellung von Bezügen zu entsprechenden

Vektorabbildungen werden spezielle Vektorabbildungen (lineare Abbildungen)

näher untersucht. Diese bilden dann die Grundlage für die Behandlung wich-

tiger Punktabbildungen, der affinen Abbildungen. Der letzte Abschnitt befasst

sich mit besonderen Abbildungen: den Isometrien als Vektorabbildungen und

auf deren Grundlage dann mit Kongruenz- und Ähnlichkeitsabbildungen.

Das vorliegende Kapitel weist enge Bezüge zur Schulgeometrie auf – die

im Schulunterricht auftretenden geometrischen Abbildungen werden von einem

höheren Standpunkt aus betrachtet. Es werden – ohne Anspruch auf Vollstän-

digkeit – u. a. Nacheinanderausführungen von Abbildungen betrachtet und Fix-

punkte bestimmt. Dabei wird exemplarisch verdeutlicht, wie die Untersuchung

geometrischer Abbildungen mit den Mitteln der Vektor- und Matrizenrechnung

auf elegante und übersichtliche Weise vorgenommen werden kann.

Analytische Beschreibungen von Abbildungen bilden die Grundlage für ihre

graphische Darstellung mithilfe des Computers. Die Verwendung des Computers

zur Veranschaulichung wird wärmstens empfohlen. Auf der Internetseite des

Buches stehen Dateien zur Verfügung, unter deren Nutzung dies leicht mit dem

Computeralgebrasystem Maxima erfolgen kann.
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7.1 Abbildungen: Definition und einige Beispiele

7.1.1 Der Begriff
”

Abbildung“, Eigenschaften von Abbildungen

Vor der Behandlung linearer Abbildungen werden hier kurz der allgemeine Ab-

bildungsbegriff und einige Eigenschaften von Abbildungen zusammengestellt.

Definition 7.1

Es seien A und B zwei Mengen. Eine Abbildung bzw. Funktion f von A in B

ist eine Zuordnung,1 bei der jedem Element x von A genau ein Element von B

zugeordnet wird, man bezeichnet dieses mit f(x).

Für
”
f ist eine Abbildung von A in B“ schreibt man kurz: f : A→ B.

Die Zuordnung eines einzelnen Elements x ∈ A zu seinem
”
Bildelement“ f(x)

kennzeichnet man durch einen etwas anderen Pfeil: x 7→ f(x). �

Bemerkung: Die Forderung, dass jedem x∈A genau ein Element von B zu-

geordnet wird, beinhaltet, dass kein Element von A zwei verschiedene Bildele-

mente haben kann, d. h. es muss für beliebige x ∈ A gelten:

Wenn f(x) = y1 und f(x) = y2, so ist y1 = y2.

Beispiele: Die durch Pfeile dargestellte Zuordnung f1 in der Abb. 7.1 ist keine

Abbildung, da dem Element a1∈A zwei verschiedene Elemente b1, b2∈B zuge-

ordnet werden. Hingegen handelt es sich bei f2, f3 und f4 um Abbildungen.

Definition 7.2

Es sei f : A→ B eine Abbildung von einer Menge A in eine Menge B.

f heißt injektiv (bzw. eineindeutig), wenn keine zwei Elemente in A existie-

ren, die auf dasselbe Element von B abgebildet werden, d. h. wenn für belie-

bige a1, a2∈A aus f(a1) = f(a2) stets a1 = a2 folgt.

f heißt surjektiv, wenn jedes Element von B mindestens ein Urbild in A

besitzt, d. h. wenn zu jedem Element b∈B ein a∈A mit f(a)=b existiert.

f heißt bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist. �

Beispiele: Die in der Abb. 7.1 dargestellte Abbildung f2 ist weder injektiv noch

surjektiv; f3 ist injektiv aber nicht surjektiv, da b6 kein Urbild besitzt. f4 ist

injektiv und surjektiv, also eine bijektive Abbildung.

Abb. 7.1: Zuordnungen und Abbildungen

1Der Begriff der Zuordnung wird hier in einem umgangssprachlichen Sinne verwendet. Für
eine tiefer gehende mengentheoretische Fundierung des Abbildungs- bzw. Funktionsbegriffs
siehe Lehmann/Schulz (2007), S. 86ff.
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7.1.2 Koordinatenbeschreibungen geometrischer Abbildungen

Es werden im Folgenden einige bekannte Punktabbildungen der Ebene sowie

des Raumes auf eine Ebene durch Koordinaten beschrieben.

Beispiel 7.1

Die Abbildung f : R2→R2 mit f :
(
x
y

)
7→
(
x
y

)
+
(−4

1

)
für alle

(
x
y

)
∈R2 ist eine

Verschiebung mit dem Verschiebungsvektor ~v =
(−4

1

)
. In der Abb. 7.2 sind die

Eckpunkte P =
(

2
1

)
, Q=

(
5
1

)
, R=

(
5
3

)
und S =

(
2
3

)
eines Rechtecks sowie

ihre Bildpunkte P ′=f(P ), Q′=f(Q), R′=f(R) und S′=f(S) dargestellt.

Bemerkungen:

Punktabbildungen R2 → R2 bilden immer alle Punkte von R2 auf Punkte

von R2 ab. Dies lässt sich natürlich nicht graphisch darstellen, weshalb in

zeichnerischen Darstellungen wie Abb. 7.2 und Abb. 7.3 stellvertretend einige

Punkte, ihre Bildpunkte sowie ggf. Verbindungsstrecken zwischen Punkten

und zwischen Bildpunkten dargestellt werden.

Wie in dem Abschnitt 5.5 ausgeführt wurde, wird R2 als Punkt- und zu-

gleich als zugehöriger Vektorraum betrachtet. Punkte und Vektoren wer-

den dabei in gleicher Weise in Spaltenform dargestellt, siehe die Anmerkung

”
Komponenten- und Koordinatenschreibweise“ auf S. 206. In dem Beispiel

7.1 bezeichnet
(
x
y

)
einen Punkt,

(−4
1

)
hingegen einen Vektor.

Statt f :
(
x
y

)
7→
(
x
y

)
+
(−4

1

)
schreibt man auch f

(
x
y

)
=
(
x
y

)
+
(−4

1

)
bzw.

f(P )=P+~v. Bildpunkte werden oft mit Strichen bezeichnet, z. B. P ′=f(P ).

Die in dem Beispiel 7.1 beschriebene Verschiebung ist eine affine Abbildung,

näher wird auf diesen Begriff in dem Abschnitt 7.3 eingegangen.

Beispiel 7.2

Die Abbildung g : R2 → R2 mit g :
(
x
y

)
7→
(−x
y

)
für alle

(
x
y

)
∈ R2 ist eine

Spiegelung an der y-Achse (siehe Abb. 7.3).

Beispiel 7.3

Wir führen die Abbildungen g und f aus den Beispielen 7.1 und 7.2 nacheinander

aus. Führt man zuerst f und dann g aus, so wird die resultierende
”
zusammen-

gesetzte“ Abbildung mit g◦f bezeichnet (man beachte die Reihenfolge).

Abb. 7.2: Verschiebung (Beispiel 7.1) Abb. 7.3: Spiegelung (Beispiel 7.2)
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Abb. 7.4: Nacheinanderausführungen einer Verschiebung f und einer Spiegelung g

Wir erhalten in diesem Falle

f :
(
x
y

)
7→
(
x′

y′
)

=
(
x−4
y+1

)
, g :

(
x′

y′
)
7→
(
x′′

y′′
)

=
(−x′
y′
)

=
(−x+4
y+1

)
Bei der umgekehrten Reihenfolge der Nacheinanderausführung (wenn man f◦g
betrachtet, also zuerst g und dann f ausführt) ergibt sich

g :
(
x
y

)
7→
(
x′

y′
)

=
(−x
y

)
, f :

(
x′

y′
)
7→
(
x′′

y′′
)

=
(
x′−4
y′+1

)
=
(−x−4
y+1

)
.

Es ist also g◦f :
(
x
y

)
7→
(−x+4
y+1

)
und f ◦g :

(
x
y

)
7→
(−x−4
y+1

)
; d. h. g◦f 6=f ◦g,

siehe auch Abb. 7.4, in der die in dem Beispiel 7.1 angegebenen Punkte und

ihre Bildpunkte dargestellt sind. Es zeigt sich somit, dass die Nacheinander-

ausführung von Abbildungen im Allgemeinen nicht kommutativ ist.

Beispiel 7.4

Wir überlegen im Folgenden, wie eine Drehung von R2 um den Koordinatenur-

sprung mit einem Drehwinkel α beschrieben werden kann. Dazu betrachten wir

einen Punkt P =
(
x
y

)
und seinen Bildpunkt P ′=

(
x′

y′
)

, siehe Abb. 7.5 a). Es ist

x′ = |OP ′| cos(ϕ+α) = |OP | cos(ϕ+α), y′ = |OP ′| sin(ϕ+α) = |OP | sin(ϕ+α)

Durch Anwendung der Additionstheoreme der Kosinus- und der Sinusfunktion

ergibt sich daraus:

x′ = |OP | (cosϕ cosα− sinϕ sinα) , y′ = |OP | (sinϕ cosα+ cosϕ sinα) .

In diesen Gleichungen lassen sich cosϕ, sinϕ und gleichzeitig |OP | ersetzen,

denn es gilt x = |OP | cosϕ und y = |OP | sinϕ (siehe Abb. 7.5 a). Man erhält

x′ = x cosα− y sinα, y′ = y cosα+x sinα bzw. d :
(
x
y

)
7→
(
x cosα− y sinα
x sinα+ y cosα

)
als Komponenten-/Koordinatenbeschreibung der Drehung um den Ursprung mit

dem Drehwinkel α, Abb. 7.5 b) zeigt ein Beispiel mit α = 110◦.

a) b)
Abb. 7.5: Drehungen
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Bemerkungen zu Punkt- und Vektorabbildungen:

1. Drehungen lassen sich auch als Vektorabbildungen auffassen. Statt Punkten

P lassen sich auch ihre Ortsvektoren gedreht denken. Dies kann durch Pfeile

veranschaulicht werden, welche die Ortsvektoren
−−→
OP und

−−→
OP
′

von Punkten

und ihren Bildpunkten repräsentieren und deren Anfangspunkte im Dreh-

zentrum liegen. Hingegen ist eine Auffassung von Verschiebungen als Vek-

torabbildungen nicht sinnvoll. Da Vektoren geometrisch als Klassen gleich

langer, paralleler und gleich orientierter Pfeile zu interpretieren sind (siehe

Abschnitt 3.1) führt eine Verschiebung eines Pfeils zu einem Repräsentanten

desselben Vektors (während bei einer Drehung und auch bei einer Spiegelung

eine neue Pfeilklasse entsteht). Eine klare Abgrenzung von Vektorabbildun-

gen und Punktabbildungen sowie eine Exaktifizierung ihrer Zusammenhänge

erfolgt in den folgenden Abschnitten.

2. Unter Verwendung der in dem Abschnitt 6.2 eingeführten Multiplikation von

Matrizen und Spaltenvektoren erhalten wir für die in dem Beispiel 7.4 herge-

leitete Darstellung von Drehungen
(
x cosα− y sinα
x sinα+ y cosα

)
=
(

cosα −sinα
sinα cosα

)
◦
(
x
y

)
.

Die Drehung von R2 um den Koordinatenursprung mit einem Drehwinkel α

lässt sich somit als Vektorabbildung auch durch d : ~x 7→ D◦ ~x mit der Dreh-

matrix D =
(

cosα −sinα
sinα cosα

)
beschreiben. Auch Spiegelungen lassen sich (als

Vektorabbildungen) matriziell beschreiben (siehe die Aufgabe 7 auf S. 263).

Hingegen ist es nicht möglich, Verschiebungen auf diese Weise durch eine

Matrix darzustellen.

Beispiel 7.5

Die Abbildung f : R2→R2 mit f :
(
x
y

)
7→
(

2x
2y

)
ist eine zentrische Streckung

mit dem Zentrum im Koordinatenursprung und dem Streckfaktor 2 (Abb. 7.6).

Fasst man f als Vektorabbildung auf, so lässt sich auch hierfür eine matrizielle

Darstellung f : ~x 7→ A◦ ~x mit der Streckungsmatrix A =
(

2 0
0 2

)
angeben.

Beispiel 7.6

Wird nur eine Komponente eines Vektors bzw. Punktes mit einer reellen Zahl

multipliziert, so ergibt sich eine Streckung entlang einer der Koordinatenachsen.

So ist die Abbildung f: R2→R2 mit f :
(
x
y

)
7→
(
x

3y

)
=
(

1 0
0 3

)
◦
(
x
y

)
eine axiale

Abb. 7.6: Zentrische Streckung Abb. 7.7: Axiale Streckung
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Streckung in y-Richtung (siehe Abb. 7.7, aus Platzgründen wurde ein anderes

Rechteck PQRS abgebildet als in den vorherigen Beispielen).

Beispiel 7.7

Es wird die Abbildung f : R2→ R2 mit f :
(
x
y

)
7→
(
x−2y

y

)
betrachtet und

es werden dabei wieder die Bildpunkte der in dem Beispiel 7.1 aufgeführten

Punkte P,Q,R, S bestimmt. Die durch die angegebene Zuordnungsvorschrift

beschriebene Abbildung ist eine Scherung.

Abb. 7.8: Scherung

Beispiel 7.8

Wir betrachten die Abbildung p : R3→ R2 mit p :

(x
y
z

)
7→
(
x
y

)
, die sich auch

durch die Matrix P =
(

1 0 0
0 1 0

)
darstellen lässt. p bildet alle Punkte bzw. zu-

gehörigen Ortsvektoren von R3 in R2 ab. Fasst man R2 als die x−y-Ebene von

R3 auf, so lässt sich p geometrisch als Parallelprojektion des Raumes auf diese

Ebene interpretieren. In der Abb. 7.9 wird dies durch die Eckpunkte A=

(
4
−7

3

)
,

B=

(
7
−7

3

)
, C=

(
7
−3

3

)
, D=

(
4
−3

3

)
, E=

(
4
−7

5

)
, F =

(
7
−7

5

)
, G=

(
7
−3

5

)
, H=

(
4
−3

5

)
eines Quaders und die zugehörigen Bildpunkte veranschaulicht.

Abb. 7.9: Parallelprojektion

Nachdem nun einige Beispiele geometrischer Abbildungen behandelt wur-

den, erfolgen in den nächsten Abschnitten systematischere Untersuchungen von

Vektor- und Punktabbildungen. Wir untersuchen dazu zunächst spezielle Vek-

torabbildungen (lineare Abbildungen) und dann auf dieser Grundlage Abbil-

dungen affiner Punkträume.
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7.1.3 Aufgaben zu Abschnitt 7.1

1. Welche der folgenden Funktionen sind injektiv, surjektiv, bijektiv?

a) f : R→R, f(x) = 3x+5 b) f : R→R, f(x) = x2

c) f : R→R, f(x) = x3 d) f : R→R, f(x) = sinx

e) f : R→R, f(x) = ex f) f : R→R, f(x) = x3− 5x2

2. Welche der in den Beispielen 7.1-7.8 behandelten geometrischen Abbildungen

sind injektiv, surjektiv, bijektiv?

3. Geben Sie Koordinatenbeschreibungen folgender Abbildungen von R2 an:

a) Spiegelung an der Geraden mit der Gleichung y=x,

b) Punktspiegelung am Koordinatenursprung,

c) Spiegelung an der Geraden mit der Gleichung y=6.

4. Gegeben sind eine Verschiebung f :
(
x
y

)
7→
(
x
y

)
+
(

2
3

)
und eine Spiegelung

an der x-Achse g : R2→R2 mit g :
(
x
y

)
7→
(
x
−y
)

. Geben Sie Koordinatenbe-

schreibungen der Nacheinanderausführungen g ◦f und f ◦g an.

5. Geben Sie Koordinatendarstellungen der beiden Nacheinanderausführungen

der in dem Beispiel 7.1 behandelten Verschiebung und der zentrischen Stre-

ckung aus dem Beispiel 7.5 an.

6. Beschreiben Sie die Abbildung f : R2 → R2 mit f :
(
x
y

)
7→
(

2x
y+1

)
als

Nacheinanderausführung zweier Abbildungen.

7. Geben Sie Matrizen an, welche die Spiegelung aus dem Beispiel 7.2 (S. 259),

die Scherung aus dem Beispiel 7.7 (S. 262) sowie die Abbildungen aus der

Aufgabe 3 a) und b) beschreiben (siehe dazu die Bemerkung 2 auf S. 261).

8. Geben Sie graphische Veranschaulichungen der folgenden Abbildungen, in-

dem Sie das Rechteck PQRS mit P =
(

2
1

)
, Q=

(
5
1

)
, R=

(
5
3

)
und S=

(
2
3

)
sowie das Rechteck, dessen Eckpunkte die Bildpunkte dieser Punkte sind, in

einem Koordinatensystem darstellen:2

a) f : R2→R2 mit f :
(
x
y

)
7→
(

2x
2y

)
−
(

4
4

)
,

b) g : R2→R2 mit f :
(
x
y

)
7→
(

x
y− 3

2x

)
,

c) h : R2→R2 mit f :
(
x
y

)
7→
(
x−3y
y − x

)
,

d) Drehung von R2 um den Koordinatenursprung mit dem Drehwinkel 30◦.

2Es können Zeichnungen mit der Hand angefertigt werden, aber es lässt sich auch der
Computer dafür nutzen. Auf der Internetseite zu diesem Buch steht eine Datei für das Com-
puteralgebrasystem Maxima zur Verfügung, unter deren Verwendung sich, nach Eingabe der
Abbildungsgleichungen, sehr leicht die angegeben Punkte und ihre Bildpunkte (sowie die
entsprechenden Rechtecke) darstellen lassen.
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7.2 Lineare Abbildungen

7.2.1 Definition und einige Beispiele

Definition 7.3

Es seien V und W Vektorräume über dem Körper der reellen Zahlen. Eine Ab-

bildung f : V → W , gegeben durch die Zuordnung ~u 7→ f(~u) (für alle ~u ∈ V ),

heißt lineare Abbildung bzw. Vektorraumhomomorphismus, falls für beliebige

~u1, ~u2 ∈ V , λ ∈ R gilt:

a) f(~u1+ ~u2) = f(~u1) + f(~u2) (Additivität),

b) f(λ·~u1) = λ·f(~u1) (Homogenität).

Die Menge aller linearen Abbildungen f : V →W wird mit Hom(V,W ) bezeich-

net. �

Bemerkung: Die Definition 7.3 besagt, dass lineare Abbildungen strukturtreu

bezüglich der Verknüpfungen
”
+“ und

”
·“ sind, die Vektorräume kennzeichnen

(siehe Def. 5.1 auf S. 168). Damit ist gemeint, dass das Bild f(~u1+~u2) der Summe

zweier beliebiger Vektoren ~u1, ~u2 gleich der Summe der Bilder f(~u1) und f(~u2)

dieser Vektoren sowie dass das Bild f(λ ·~u1) des Produkts eines Vektors mit

einer reellen Zahl gleich dem Produkt des Bildes f(~u1) mit dieser Zahl ist.

Die Symbole
”
+“ und

”
·“ treten in der Definition 7.3 in doppelter Bedeutung

auf. In f(~u1 + ~u2) und f(λ · ~u1) stehen sie für die Addition und die skalare

Multiplikation des Vektorraumes V . Hingegen werden in f(~u1)+f(~u2) und in

λ·f(~u1) Vektoren von W miteinander bzw. mit reellen Zahlen verknüpft. Lineare

Abbildungen sind nach der Definition 7.3 also mit den Verknüpfungen auf V und

W verträglich.

Beispiele und Gegenbeispiele für lineare Abbildungen

Beispiel 7.9

Proportionale Funktionen f : R→ R mit f(x) = a ·x (wobei a ∈ R ist) sind

lineare Abbildungen (mit V =W =R). Es gilt für beliebige x1, x2 ∈ R, λ ∈ R:

a) f(x1+x2) = a (x1+x2) = a x1+a x2 = f(x1)+f(x2) sowie

b) f(λx1) = aλx1 = λax1 = λf(x1).

Beispiel 7.10

Lineare Funktionen f : R→R mit f(x) = m·x+n (m,n ∈ R) sind für n 6=0 keine

linearen Abbildungen des Vektorraumes R in den Vektorraum R:

f(x1+x2) = m (x1+x2) + n = mx1 +mx2 + n,

f(x1)+f(x2) = mx1+n+mx2+n = mx1 +mx2 + 2n.

Somit ist f(x1 +x2) 6= f(x1)+f(x2) für n 6= 0. Damit ist bereits gezeigt, dass

lineare Funktionen mit f(x) = m ·x+n für n 6= 0 keine linearen Abbildungen

sind. (Leicht überprüft man, dass auch die Homogenität verletzt ist, obwohl

dies nicht mehr notwendig ist, da lineare Abbildungen nach der Definition 7.3

additiv und homogen sein müssen.)
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In dem Abschnitt 7.1.2 wurden einige geometrische Abbildungen betrachtet.

Die meisten der dort untersuchten Abbildungen lassen sich auch als Vektorab-

bildungen auffassen und sind lineare Abbildungen (vgl. Aufgabe 1, S. 277). Hin-

gegen sind Verschiebungen (Beispiel 7.1) sowie Nacheinanderausführungen von

Verschiebungen und anderen Abbildungen (Beispiel 7.3) keine linearen Abbil-

dungen. Wir betrachten im Folgenden weitere, z. T. verallgemeinerte Beispiele.

Beispiel 7.11

.
f : R3→R2 mit f

(x
y
z

)
=
(

x
y−z

)
ist eine lineare Abbildung, denn es gilt für

beliebige

(x1
y1
z1

)
,

(x2
y2
z2

)
∈ R3 und λ ∈ R:

a) f

((x1
y1
z1

)
+

(x2
y2
z2

))
= f

(x1+x2
y1+y2
z1+z2

)
=
(

x1+x2

(y1+y2)−(z1+z2)

)
=
(

x1
y1−z1

)
+
(

x2
y2−z2

)
= f

(x1
y1
z1

)
+ f

(x2
y2
z2

)
und

b) f

(
λ

(x1
y1
z1

))
= f

(
λx1
λ y1
λ z1

)
=
(

λx1
λ y1−λ z1

)
= λ

(
x1

y1−z1

)
= λ f

(x1
y1
z1

)
.

In der Definition 7.2 auf S. 258 wurden die Injektivität und die Surjektivität von

Abbildungen definiert. Die lineare Abbildung f wäre genau dann injektiv, wenn

für beliebige ~x1 =

(x1
y1
z1

)
, ~x2 =

(x2
y2
z2

)
∈ R3 aus f(~x1)=f(~x2) folgen würde ~x1 =~x2.

Dies hieße, aus
(

x1
y1−z1

)
=
(

x2
y2−z2

)
müsste ~x1 =~x2 resultieren. Offensichtlich

ist dies nicht der Fall, denn das Beispiel ~x1 =

(
0
0
0

)
, ~x2 =

(
0
1
1

)
belegt bereits das

Gegenteil: Es ist f(~x1) = f(~x2) =
(

0
0

)
, aber ~x1 6= ~x2. f ist also nicht injektiv.

f ist surjektiv, wenn für jeden Vektor ~v ∈ R2 ein Vektor ~x ∈ R3 mit f(~x) = ~v

existiert. Dies ist der Fall, denn setzt man für einen beliebig vorgegebenen Vektor

~v =
(
vx
vy

)
∈ R2 z. B. ~x =

(
vx
vy
0

)
, so ist f(~x) =

(
vx

vy−0

)
=
(
vx
vy

)
.

Beispiel 7.12

.f : R2→R2 mit f
(
x
y

)
=
(
ax+by
cx+dy

)
ist für beliebige a, b, c, d ∈ R eine lineare

Abbildung, denn es gilt für beliebige
(
x1
y1

)
,
(
x2
y2

)
∈ R2, λ ∈ R:

a) f
((
x1
y1

)
+
(
x2
y2

))
= f

(
x1+x2
y1+y2

)
=

(
a(x1+x2) + b(y1+y2)
c(x1+x2) + d(y1+y2)

)
=
(
ax1+ax2+by1 + by2

cx1+cx2 + dy1+dy2

)
,

f
(
x1
y1

)
+ f

(
x2
y2

)
=
(
ax1+by1

cx1+dy1

)
+
(
ax2+by2

cx2+dy2

)
=
(
ax1+ax2+by1 + by2

cx1+cx2 + dy1+dy2

)
;

b) f
(
λ
(
x1
y1

))
= f

(
λx1

λ y1

)
=
(
aλx1+ b λy1

c λx1+ d λy1

)
λ f
(
x1
y1

)
= λ

(
ax1+ by1

cx1+ dy1

)
=
(
λax1+ λ by1

λ cx1+ λ dy1

)
=
(
aλx1+ b λy1

c λx1+ d λy1

)
.
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Wir untersuchen nun f in Abhängigkeit von a, b, c und d auf Injektivität und

Surjektivität. f ist injektiv, wenn für zwei beliebige Vektoren
(
x1
y1

)
,
(
x2
y2

)
∈ R2

aus f
(
x1
y1

)
=f

(
x2
y2

)
folgt, dass

(
x1
y1

)
=
(
x2
y2

)
ist. Dies bedeutet, dass aus(

ax1+by1

cx1+dy1

)
=
(
ax2+by2

cx2+dy2

)
bzw.

(
ax1+by1

cx1+dy1

)
−
(
ax2+by2

cx2+dy2

)
=
(

0
0

)
die Gleichheit der Vektoren

(
x1
y1

)
und

(
x2
y2

)
folgt. Setzt man x=x1−x2 und

y=y1−y2, so wird deutlich, dass diese Bedingung genau dann erfüllt und somit

f genau dann injektiv ist, wenn das lineare Gleichungssystem

a x + b y = 0
c x + d y = 0

bzw.

(
a b
c d

)
◦
(
x
y

)
=

(
0
0

)
nur die triviale Lösung x = y = 0 besitzt. Das ist genau dann der Fall, wenn

die Koeffizientenmatrix
(
a b
c d

)
den Rang 2 hat. Unter Nutzung der in dem

Abschnitt 6.1.2 herausgearbeiteten Zusammenhänge erhalten wir also das Er-

gebnis, dass f genau dann injektiv ist, wenn die Vektoren
(
a
c

)
und

(
b
d

)
sowie

die Zeilenvektoren (a; b) und (c; d) jeweils linear unabhängig sind.

Die Abbildung f ist surjektiv, wenn für jeden Vektor ~v =
(
vx
vy

)
∈ R2 ein Vektor

~x =
(
x
y

)
∈ R2 mit f(~x) = ~v existiert. Dies trifft genau dann zu, wenn das LGS

a x + b y = vx
c x + d y = vy

bzw.
(
a b
c d

)
◦
(
x
y

)
=
(
vx
vy

)
für beliebige vx, vy ∈ R lösbar ist, was wiederum genau dann zutrifft, wenn

die Matrix
(
a b
c d

)
den Rang 2 hat. Die in diesem Beispiel betrachtete lineare

Abbildung f ist also genau dann surjektiv, wenn sie injektiv ist. Dieser Zusam-

menhang ist aber nicht verallgemeinerbar, wie das Beispiel 7.11 zeigt.

Beispiel 7.13

.f : R2→R2 mit f
(
x
y

)
=
(
x+a
y+b

)
ist für beliebige a, b ∈ R mit Ausnahme von

a = b = 0 keine lineare Abbildung. Es gilt

f
((
x1
y1

)
+
(
x2
y2

))
= f

(
x1+x2
y1+y2

)
=
(
x1+x2 + a
y1+ y2 + b

)
und

f
(
x1
y1

)
+ f

(
x2
y2

)
=
(
x1+a
y1+b

)
+
(
x2+a
y2+b

)
=
(
x1+x2 + 2a
y1+ y2 + 2b

)
.

Die Additivität f
((
x1
y1

)
+
(
x2
y2

))
= f

(
x1
y1

)
+f

(
x2
y2

)
ist also nur dann gegeben,

wenn a = 2a und b = 2b gilt, also nur im Falle a = b = 0. Dasselbe trifft, wie

man leicht nachprüft, auch für die Homogenität zu.

Beispiel 7.14

Sind V und W beliebige Vektorräume, so ist die Abbildung f : V → W mit

f(~u) = ~o für alle ~u ∈ V, die also jedem Vektor des Vektorraumes V den Null-

vektor des Vektorraumes W zuordnet, eine lineare Abbildung. Es gilt:

a) f(~u1+ ~u2) = ~o = ~o+ ~o = f(~u1) + f(~u2) für alle ~u1, ~u2 ∈ V sowie

b) f(λ·~u) = ~o = λ~o = λf(~u) für alle ~u ∈ V , λ ∈ R.
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Beispiel 7.15

In dem Beispiel 5.10 (siehe S. 174) wurde erwähnt, dass die Menge aller auf

einem Intervall I = [a; b] (mit a, b ∈ R, a < b) differenzierbaren reellwertigen

Funktionen ein Vektorraum ist (wir nennen ihn DI).

Die Abbildung d
dx : DI→DI , gegeben durch die Zuordnung f 7→ f ′, die jeder

Funktion f ∈DI ihre erste Ableitung zuordnet, ist eine lineare Abbildung (die

auch Differentialoperator genannt wird). Es gilt für beliebige f, g ∈ DI :
a) d

dx (f+g) = d
dxf + d

dxg, da für alle x∈I: (f+g)′(x) = f ′(x)+g′(x), sowie

b) d
dx (λf) = λ d

dxf für beliebige λ∈R (wegen (λf)′(x)=λf ′(x) f. a. x∈I).

Beispiel 7.16

Die Abbildung f : P2→P0 von dem Vektorraum der Polynome höchstens 2. Gra-

des in den Vektorraum der Polynome 0. Grades (siehe das Beispiel 5.5, S. 170),

die jedem Polynom die Summe seiner Koeffizienten zuordnet, d. h.

f : p 7→ q mit p(x) = a2x
2+a1x+a0, q(x) = a2+a1+a0

ist, wie man leicht nachprüft, eine lineare Abbildung.

7.2.2 Einige Eigenschaften linearer Abbildungen

Satz 7.1

Für beliebige Vektorräume V , W und lineare Abbildungen f : V →W gilt:

(i) f(λ~u+ µ~v) = λf(~u) + µf(~v) (für beliebige λ, µ ∈ R; ~u,~v ∈ V ).

(ii) f

(
k∑
i=1

λi~ui

)
=

k∑
i=1

λif(~ui) (für beliebige λ1, . . . , λk ∈ R; ~u1, . . . , ~uk ∈ V ).

(iii) Der Nullvektor von V wird auf den Nullvektor von W abgebildet: f(~o) = ~o.

(iv) Das Bild des Gegenvektors eines beliebigen Vektors ~u ∈ V ist der Gegenvek-

tor des Bildes f(~u), d. h. für alle ~u ∈ V gilt f(−~u) = −f(~u).

(v) Eine linear abhängige Vektormenge von V wird stets auf eine linear abhängi-

ge Vektormenge von W abgebildet; ist also {~u1; ~u2; . . . ; ~uk} ⊆ V linear abhän-

gig, so ist auch {f(~u1); f(~u2); . . . ; f(~uk)} ⊆W linear abhängig.

(vi) Jeder lineare Unterraum U von V wird auf einen linearen Unterraum von

W abgebildet, d. h. für jeden linearen Unterraum U ⊆ V ist die Menge

f(U) = {f(~u) | ~u ∈ U} ein linearer Unterraum von W .

Bemerkung: Eine zu (v) analoge Aussage über linear unabhängige Vektor-

mengen gilt nicht. Es gibt durchaus lineare Abbildungen, die gewisse linear un-

abhängige Mengen auf linear abhängige Mengen von Vektoren abbilden (siehe

die Aufgabe 4 auf S. 277).

Beweis:.

(i) Wegen der Definition 7.3 b) ist f(λ~u) = λf(~u) und f(µ~v) = µf(~v). Nach

Definition 7.3 a) folgt daraus die Behauptung f(λ~u+ µ~v) = λf(~u) + µf(~v).

(ii) Diese Behauptung ergibt sich durch mehrfache Anwendung von (i).
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(iii) Für beliebige Vektoren ~u ∈ V ist ~u + ~o = ~u und somit f(~u+~o) = f(~u).

Nach der Definition 7.3 a) folgt daraus f(~u) + f(~o) = f(~u). Damit ist nach

der Definition 5.1 A3 (S. 168) f(~o) der Nullvektor von W .

(iv) Der Gegenvektor −~u eines beliebigen Vektors ~u ∈ V ist durch die Eigen-

schaft ~u + (−~u) = ~o bestimmt (Definition 5.1 A4). Nach der Definition 7.3

a) folgt daraus f(~u) + f(−~u) = f(~o). Somit gilt wegen der oben bewiesenen

Eigenschaft (iii): f(~u)+f(−~u) = ~o. f(−~u) ist also der Gegenvektor von f(~u).

(v) Eine Vektormenge {~u1; ~u2; . . . ; ~uk} ⊆ W ist genau dann linear abhängig,

wenn λ1, λ2, . . . , λk ∈ R existieren, von denen für mindestens ein i (1≤ i≤k)

λi 6= 0 ist, so dass gilt:
∑k
i=1 λi ~ui = ~o. Nach den bereits bewiesenen Teilen

(ii) und (iii) folgt daraus
∑k
i=1 λif(~ui) = f

(∑k
i=1 λi~ui

)
= ~o. Der Nullvektor

von W ist damit auf nicht triviale Weise als Linearkombination der Vekto-

ren f(~u1), . . . , f(~uk) darstellbar; die Menge {f(~u1); f(~u2); . . . ; f(~uk)} ist also

linear abhängig.

Der Beweis von (vi) wird als Aufgabe gestellt (Aufgabe 6, S. 277).

Der folgende Satz ist von fundamentaler Bedeutung für die Beschreibung linea-

rer Abbildungen und insbesondere für ihre Darstellung durch Matrizen. Er wird

daher mitunter als Hauptsatz über lineare Abbildungen bezeichnet.

Satz 7.2

Es seien V und W Vektorräume, B = {~b1;~b2; . . . ;~bn} eine Basis von V sowie

~w1, ~w2, . . . , ~wn beliebige Vektoren von W. Dann gibt es genau eine lineare Ab-

bildung f : V →W mit f(~b1) = ~w1, f(~b2) = ~w2, . . . , f(~bn) = ~wn.

Bemerkung: Der Satz 7.2 enthält zwei Teilaussagen. Er besagt erstens, dass

für eine beliebige Basis eines n-dimensionalen Vektorraumes V und beliebige n

Vektoren eines (ebenfalls beliebigen) Vektorraumes W stets eine lineare Abbil-

dung existiert, welche die Basisvektoren von V (in beliebiger Zuordnung) auf

die gegebenen n Vektoren von W abbildet.

Die zweite (und noch bedeutsamere) Aussage des Satzes 7.2 besteht darin,

dass eine lineare Abbildung durch die Bilder der Vektoren einer Basis ihres Ur-

bildraumes eindeutig bestimmt ist.

Beweis: Es seien eine Basis B={~b1; . . . ;~bn} von V und Vektoren ~w1, . . . , ~wn

von W gegeben. Jeder Vektor ~u ∈ V lässt sich mit eindeutig bestimmten

λ1, . . . , λn als Linearkombination der gegebenen Basisvektoren darstellen:

~u =
n∑
i=1

λi~bi.

Wir legen nun für jeden Vektor ~u ∈ V sein Bild f(~u) ∈W folgendermaßen fest:

(∗) f(~u) =
n∑
i=1

λi ~wi.

Es ist zu zeigen, dass durch diese Festlegung tatsächlich eine lineare Abbildung

nach Definition 7.3 gegeben ist.
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a) Sind ~u(1) =
∑n
i=1 λ

(1)
i
~bi und ~u(2) =

∑n
i=1 λ

(2)
i
~bi beliebige Vektoren von V , so

ist ~u(1)+ ~u(2) =
∑n
i=1(λ

(1)
i +λ

(2)
i )~bi. Nach der Abbildungsvorschrift (∗) ist

f
(
~u(1)+ ~u(2)

)
=

n∑
i=1

(
λ

(1)
i +λ

(2)
i

)
~wi.

Da ebenfalls nach (∗) die Bilder von ~u(1) und ~u(2) durch

f(~u(1)) =
∑n
i=1 λ

(1)
i ~wi und f(~u(2)) =

∑n
i=1 λ

(2)
i ~wi festgelegt sind, gilt

f
(
~u(1)

)
+ f

(
~u(2)

)
=

n∑
i=1

λ
(1)
i ~wi +

n∑
i=1

λ
(2)
i ~wi =

n∑
i=1

(
λ

(1)
i +λ

(2)
i

)
~wi

und somit f(~u(1)+~u(2)) = f(~u(1))+f(~u(2)); daher ist f additiv.

b) Für einen beliebigen Vektor ~u∈V , ~u =
∑n
i=1 λi

~bi, seinen durch (∗) gegebenen

Bildvektor f(~u) =
∑n
i=1 λi ~wi sowie eine beliebige reelle Zahl r gilt

f(r ~u) = f

(
n∑
i=1

r λi~bi

)
=

n∑
i=1

r λi ~wi sowie r f(~u) = r

n∑
i=1

λi ~wi .

Offensichtlich gilt also f(r ~u) = r f(~u) (Homogenität).

Wir haben somit konstruktiv anhand der Abbildungsvorschrift (∗) gezeigt, dass

eine lineare Abbildung f existiert, welche die Bedingung des Satzes 7.2 erfüllt.

Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen, d. h. dass es nicht zwei verschiedene lineare

Abbildungen f1 und f2 geben kann, die ~bi auf ~wi (für i=1 . . . n) abbilden. Wäre

dies der Fall, so müsste wegen der Additivität und der Homogenität von f1 und

f2 bzw. wegen des Satzes 7.1 (ii) für jeden Vektor ~u∈V , ~u =
∑n
i=1 λi

~bi gelten:

f1(~u) = f1

(
n∑
i=1

λi~bi

)
=

n∑
i=1

λif1(~bi) =

n∑
i=1

λi ~wi sowie

f2(~u) = f2

(
n∑
i=1

λi~bi

)
=

n∑
i=1

λif2(~bi) =
n∑
i=1

λi ~wi .

Somit gilt also f1(~u) = f2(~u) für alle ~u∈V ; f1 und f2 sind also identisch. Auch

die Eindeutigkeitsaussage des Satzes 7.2 ist damit nachgewiesen.

Beispiel 7.17

Es wird eine lineare Abbildung f : R3→R2 durch Angabe der Bilder der Vek-

toren ~e1 =

(
1
0
0

)
, ~e2 =

(
0
1
0

)
und ~e3 =

(
0
0
1

)
der Standardbasis B0 ={~e1;~e2;~e3}

beschrieben:
f(~e1) =

(
1
0

)
, f(~e2) =

(
0
1

)
, f(~e3) =

(
0
−1

)
.

Aus diesen Angaben lässt sich das Bild eines beliebigen Vektors ~x ∈ R3 bestim-

men:

f(~x) = f

(x
y
z

)
= f (x~e1 + y ~e2 + z ~e3) = x f (~e1) + y f (~e2) + z f (~e3)

= x
(

1
0

)
+ y

(
0
1

)
+ z

(
0
−1

)
=
(

x
y−z

)
Durch die gegebenen Bilder der Basisvektoren ~e1, ~e2, ~e3 wird also dieselbe lineare

Abbildung beschrieben wie in dem Beispiel 7.11 auf S. 265.
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Beispiel 7.18

Gegeben ist eine lineare Abbildung f : R3→R4 durch die Bilder der Basisvek-

toren ~b1 =

(
1
0
0

)
, ~b2 =

(
1
1
0

)
, ~b3 =

(
1
1
1

)
(siehe das Beispiel 5.23 auf S. 187):

f(~b1) =

−1
0
2
3

, f(~b2) =

 2
−2

0
1

, f(~b3) =

 1
3
0
−1

.

Um für f eine Abbildungsgleichung der Form f(~x) = f

(x1
x2
x3

)
=

x′1
x′2
x′3
x′4

 auf-

zustellen, müssen zunächst beliebige Vektoren ~x ∈ R3 als Linearkombinationen

bezüglich der Basis B={~b1;~b2;~b3} dargestellt werden, d. h. für(
x1
x2
x3

)
= λ1

(
1
0
0

)
+ λ2

(
1
1
0

)
+ λ3

(
1
1
1

)
die Koeffizienten λ1, λ2, λ3 bestimmt werden. Durch Lösung des entsprechenden

LGS erhält man λ1 = x1−x2, λ2 = x2−x3, λ3 = x3. Damit lässt sich nun das

Bild eines beliebigen Vektors ~x ∈ R3 angeben:

f(~x) = f

(
x1
x2
x3

)
= λ1

−1
0
2
3

+ λ2

 2
−2

0
1

+ λ3

 1
3
0
−1


= (x1−x2)

−1
0
2
3

+ (x2−x3)

 2
−2

0
1

+ x3

 1
3
0
−1

 =

−x1+ 3x2− x3
−2x2+ 5x3

2x1−2x2
3x1−2x2−2x3

.
7.2.3 Matrizielle Darstellung linearer Abbildungen

Bereits in dem Abschnitt 7.1.2 wurden spezielle geometrische Abbildungen in

R2 und R3 durch Matrizen beschrieben, siehe die entsprechende Bemerkung auf

S. 261 und die Beispiele 7.5, 7.6 und 7.8. Im Folgenden verallgemeinern wir das

Konzept der matriziellen Beschreibung auf der Grundlage des Satzes 7.2.

Beispiel 7.19

Wir betrachten die lineare Abbildung f aus dem Beispiel 7.18 und ordnen ihr

eine Matrix zu, indem wir die Bilder der Basisvektoren von B nebeneinander

schreiben:

Af
BB4

0
=

−1 2 1
0 −2 3
2 0 0
3 1 −1

.

Diese Matrix wird mit Af
BB4

0
bezeichnet, da sie die lineare Abbildung f bezüg-

lich der (geordneten) Basen B und der Standardbasis B4
0 von R4 beschreibt.

Letzteres kommt dadurch zustande, dass die Vektoren f(~b1), f(~b2) und f(~b3)

als Spaltenvektoren, d. h. als Linearkombinationen der Standardbasis von R4

gegeben sind, z. B. f(~b1) =

−1
0
2
3

 = (−1)

 1
0
0
0

+0

 0
1
0
0

+2

 0
0
1
0

+3

 0
0
0
1

. Es

stehen also in den Spalten der Matrix Af
BB4

0
die Bilder der Vektoren einer Basis
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des Urbildraumes R3. Diese sind als Linearkombinationen der Basisvektoren

der Standardbasis des Bildraumes R4 angegeben, welche damit den Zeilen der

Matrix zuzuordnen sind. Das folgende Schema verdeutlicht dies.

Bilder der Vektoren der Basis B︷ ︸︸ ︷
f(~b1) f(~b2) f(~b3)

Af
BB4

0
=


−1 2 1

0 −2 3

2 0 0

3 1 −1


~e1

~e2

~e3

~e4


Vektoren der

Standardbasis

B4
0 von R4

Mithilfe der Matrix Af
BB4

0
lassen sich Bilder von Vektoren ~x des Urbildraumes

berechnen, wenn diese als Linearkombinationen ~x = λ1
~b1+λ2

~b2+λ3
~b3 der Basis

B, d. h. in Koordinaten λ1, λ2, λ3 bezüglich B gegeben sind (Abschnitt 5.4.2):

f(x) = Af
BB4

0
◦

(
λ1
λ2
λ3

)
=

−1 2 1
0 −2 3
2 0 0
3 1 −1

◦(λ1
λ2
λ3

)
=

−λ1+ 2λ2 + λ3
−2λ2 + 3λ3

2λ1
3λ1 + λ2 − λ3

.

Ist f durch eine Abbildungsvorschrift wie f(~x) = f

(
x1
x2
x3

)
=

−x1+ 3x2− x3
−2x2+ 5x3

2x1−2x2
3x1−2x2−2x3


bzw. durch die (daraus ablesbaren) Bilder der Vektoren der Standardbasis B3

0

des Urbildraumes R3: f

(
1
0
0

)
=

−1
0
2
3

, f

(
0
1
0

)
=

 3
−2
−2
−2

, f

(
0
0
1

)
=

−1
5
0
−2


gegeben, so lässt sich daraus eine Abbildungsmatrix von f bezüglich der Stan-

dardbasen aufstellen.

Bilder der Vektoren der Standardbasis B3
0 von R3︷ ︸︸ ︷

f(~e1) f(~e2) f(~e3)

Af
B3

0B
4
0

=


−1 3 −1

0 −2 5

2 −2 0

3 −2 −2


~e1

~e2

~e3

~e4


Vektoren der

Standardbasis

B4
0 von R4

Mithilfe dieser Matrix lassen sich Bilder von Vektoren, die in Spaltenschreibweise

gegeben sind, berechnen:

f(x) = Af
B3

0B
4
0
◦
(x1
x2
x3

)
=

−1 3 −1
0 −2 5
2 −2 0
3 −2 −2

◦(x1
x2
x3

)
=

−x1+ 3x2− x3
−2x2+ 5x3

2x1−2x2
3x1−2x2−2x3

.

Bemerkungen:

In dem Beispiel 7.19 ist von geordneten Basen die Rede. Während bei un-

seren bisherigen Betrachtungen zu Basen die Reihenfolge von Basisvektoren

keine Bedeutung hatte, muss sie bei der Aufstellung von Matrizen linearer

Abbildungen unbedingt beachtet werden.

Dieselbe lineare Abbildung kann durch unterschiedliche Matrizen beschrieben

werden, da sich Matrizen linearer Abbildungen stets auf Basen beziehen.
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Die Anzahl der Spalten der Matrix einer linearen Abbildung f : V →W ist

gleich der Anzahl der Vektoren einer Basis des Urbildraumes V und somit

gleich der Dimension des Urbildraumes; die Anzahl der Zeilen entspricht der

Dimension des Bildraumes W .

Da wir lineare Abbildungen im Folgenden hauptsächlich durch Matrizen

bezüglich der Standardbasen beschreiben, verzichten wir auf die Angabe der

Basen in Bezeichnungen wie Af
B3

0B
4
0

und schreiben einfach Af .

Matrizen linearer Abbildungen f : Rn→Rm bezüglich der Standardbasen

Eine lineare Abbildung f : Rn→Rm, die durch die Bilder der Vektoren der

Standardbasis des Urbildraumes Rn bzw. durch eine Abbildungsvorschrift

f

 x1

x2...
xn

=

 a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn...
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn


gegeben ist, lässt sich durch eine Matrix beschreiben, deren Spaltenvektoren

die Bilder der Vektoren der Standardbasis des Urbildraumes sind.

Bilder der Vektoren der Standardbasis Bn
0 von Rn︷ ︸︸ ︷

f(~e1) f(~e2) . . . f(~en)

Af =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn


~e1

~e2
...
~em


Vektoren der

Standardbasis

Bm
0 von Rm

Das Bild eines beliebigen Vektors ~x ergibt sich durch sein Produkt mit der

Abbildungsmatrix: f(~x) = Af ◦ ~x.

Die Abbildungsgleichung f(~x) = Af◦~x weist auf einen Zusammenhang zwischen

linearen Abbildungen und linearen Gleichungssystemen hin. Auf S. 248f. wurde

herausgearbeitet, dass sich jedes LGS in der Form A◦~x = ~b schreiben lässt. f(~x)

entspricht also dem Spaltenvektor~b der absoluten Glieder des betrachteten LGS.

Bei einer linearen Abbildung f : Rn→Rm zu einem gegebenen Vektor ~b ∈ Rm

Urbilder zu suchen, bedeutet somit, das LGS Af ◦ ~x = ~b zu lösen.

Beispiel 7.20

Gesucht werden alle Vektoren, die durch die in den Beispielen 7.18 und 7.19

behandelte lineare Abbildung f auf den Vektor ~b =

 4
1
−2
−3

 abgebildet werden.

Dazu ist das LGS

Af
B3

0B
4
0
◦
(x1
x2
x3

)
=

−1 3 −1
0 −2 5
2 −2 0
3 −2 −2

◦(x1
x2
x3

)
=

 4
1
−2
−3


zu lösen. Man erhält die (eindeutige) Lösung ~x =

(
1
2
1

)
; dieser Vektor ist also

der (einzige) Vektor, der durch f auf ~b abgebildet wird.
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7.2.4 Nacheinanderausführung linearer Abbildungen

Definition 7.4

Es seien A, B und C beliebige Mengen sowie f : A→B und g : B→C Abbildun-

gen. Als Nacheinanderausführung bzw. Verkettung bzw. Komposition der Ab-

bildungen f und g bezeichnet man die Abbildung g◦f , die durch die Zuordnung

(g◦f)(x) = g(f(x)) für alle x ∈ A gegeben ist.

A
f−→ B

g−→ C x
f7−→ f(x)

g7−→ g(f(x)) �

In dem Beispiel 7.3 auf S. 259 wurden bereits Nacheinanderausführungen von

Spiegelungen und Verschiebungen untersucht. Im Folgenden betrachten wir

Nacheinanderausführungen linearer Abbildungen.

Satz 7.3

Sind f : U→V und g : V →W lineare Abbildungen, so ist die Nacheinanderaus-

führung g ◦f : U→W ebenfalls eine lineare Abbildung.

Der Beweis des Satzes wird als Übungsaufgabe gestellt (Aufgabe 16, S. 278).

Beispiel 7.21

Wir betrachten die in dem Beispiel 7.2 (S. 259) behandelte Spiegelung an der y-

Achse g : R2→R2 mit g :
(
x
y

)
7→
(−x
y

)
sowie die in dem Beispiel 7.7 untersuchte

Scherung f : R2→R2 mit f :
(
x
y

)
7→
(
x−2y

y

)
als Vektorabbildungen.

f ◦ g: g :
(
x
y

)
7→
(
x′

y′
)

=
(−x
y

)
, f :

(
x′

y′
)
7→
(
x′′

y′′
)

=
(
x′−2y′

y′
)

=
(−x−2y

y

)
g ◦f : f :

(
x
y

)
7→
(
x′

y′
)

=
(
x−2y

y

)
, g :

(
x′

y′
)
7→
(
x′′

y′′
)

=
(−x′

y′
)

=
(−x+2y

y

)
Somit ist (f◦g)

(
x
y

)
=
(−x−2y

y

)
und (g◦f)

(
x
y

)
=
(−x+2y

y

)
für alle

(
x
y

)
∈ R2.

Eine Vertauschung der Reihenfolge führt also zu unterschiedlichen Ergebnis-

sen. Die Abb. 7.10 zeigt g◦f und f ◦g als Punktabbildungen: dargestellt wer-

den Punkte P,Q,R, S, die durch Ortsvektoren ~p, ~q, ~r, ~s beschrieben sind, sowie

Punkte P ′, Q′, R′, S′ und P ′′, Q′′, R′′, S′′ mit den durch Abbildung der Vektoren

~p, ~q, ~r, ~s entstehenden Vektoren ~p ′, ~q ′, ~r ′, ~s ′ bzw. ~p ′′, ~q ′′, ~r ′′, ~s ′′ als Ortsvektoren.

Wir betrachten nun die Matrizen der linearen Abbildungen f und g bezüglich

der Standardbasis von R2: Ag =
(−1 0

0 1

)
, Af =

(
1 −2
0 1

)
. Es gilt

Af ◦Ag=
(

1−2
0 1

)
◦
(−1 0

0 1

)
=
(−1−2

0 1

)
, Ag◦Af =

(−1 0
0 1

)
◦
(

1−2
0 1

)
=
(−1 2

0 1

)
.

Diese Produktmatrizen entsprechen, wie man leicht nachprüft, den oben herge-

leiteten Abbildungsvorschriften von g ◦ f und f ◦ g.

Abb. 7.10: Nacheinanderausführungen einer Scherung f und einer Spiegelung g
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Das Beispiel 7.21 gibt Anlass zu der Vermutung, dass sich Nacheinanderaus-

führungen linearer Abbildungen stets durch die Produkte zugehöriger Matrizen

beschreiben lassen. Mit dem folgenden Satz (auf dessen Beweis wir verzichten)

wird dies festgeschrieben und verallgemeinert.

Satz 7.4

Es seien f : U→ V und g : V →W lineare Abbildungen, Af die Matrix von f

bezüglich zweier Basen BU von U und BV von V sowie Ag die Matrix von g

bezüglich der Basis BV und einer Basis BW von W . Dann beschreibt die Matrix

Ag◦Af die Abbildung g ◦f bezüglich der Basen BU und BW .

Beispiel 7.22

Wir betrachten die in den Beispielen auf S. 265 untersuchten linearen Abbildun-

gen f : R3→R2 mit f

(x
y
z

)
=
(
x

y−z
)

und g : R2→R2 mit g
(
x
y

)
=
(
ax+by
cx+dy

)
.

Es gibt nur eine Möglichkeit, f und g nacheinander auszuführen, denn die zu-

erst ausgeführte Abbildung muss in den Vektorraum abbilden, welcher der Ur-

bildraum der danach ausgeführten Abbildung ist. Daher kann in diesem Beispiel

f◦g nicht gebildet werden: g bildet in R2 ab, aber der Urbildraum von f ist R3.

Hingegen ist es möglich g ◦ f zu bilden: R3 f−→ R2 g−→ R2.

Matrizen, die f und g bezüglich der Standardbasen von R3 bzw. R2 beschrei-

ben, sind Af =
(

1 0 0
0 1 −1

)
und Ag =

(
a b
c d

)
(vgl. die Aufgabe 9 auf S. 277).

Das Produkt dieser Matrizen ist

Ag◦Af =
(
a b
c d

)
◦
(

1 0 0
0 1 −1

)
=
(
a b −b
c d −d

)
.

Daraus erhält man eine Abbildungsvorschrift für g ◦ f :

(g◦f)(~x) = Ag◦Af ◦

(
x
y
z

)
=
(
a b −b
c d −d

)
◦

(
x
y
z

)
=

(
ax+ by − bz
cx+ dy − dz

)
.

7.2.5 Isomorphismen

Definition 7.5

Eine bijektive lineare Abbildung heißt Isomorphismus. �

Mit der wahrscheinlich kürzesten Definition dieses Buches wird zugleich ei-

ner der
”
stärksten“ Strukturbegriffe der linearen Algebra beschrieben. Dies liegt

daran, dass lineare Abbildungen an sich bereits zentrale strukturerhaltende Ei-

genschaften besitzen und die Bijektivität, wie sich herausstellen wird, zusätzlich

ihre Umkehrbarkeit ermöglicht und die Erhaltung der linearen Unabhängigkeit

von Vektormengen gewährleistet (dies ist für lineare Abbildungen nicht in je-

dem Falle gegeben). Isomorphismen werden somit die
”
Strukturgleichheit“ von

Vektorräumen beschreiben.

Eine wichtige Bedeutung für die Untersuchung von Isomorphismen haben die

Matrizen, welche diese speziellen linearen Abbildungen beschreiben, wie das

folgende Beispiel verdeutlicht.
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Beispiel 7.23

In dem Beispiel 7.12 auf S. 265 haben wir festgestellt, dass die lineare Abbildung

f : R2→ R2 mit f
(
x
y

)
=
(
ax+by
cx+dy

)
(mit a, b, c, d ∈ R) genau dann surjektiv

ist, wenn ihre Abbildungsmatrix
(
a b
c d

)
den Rang 2 hat (also regulär ist), und

dass f auch genau in diesem Falle injektiv ist. Nach der Definition 7.5 ist f also

auch genau dann ein Isomorphismus, wenn diese Matrix regulär ist.

Der in dem Beispiel 7.23 konstatierte Zusammenhang zwischen der Eigen-

schaft einer linearen Abbildung f , ein Isomorphismus zu sein, und der Regula-

rität einer Abbildungsmatrix von f besteht allgemein.

Satz 7.5

Es sei f : V →W eine lineare Abbildung. Ist Af
BVBW

eine Abbildungsmatrix von

f bezüglich einer Basis BV von V und einer Basis BW von W , so ist f genau

dann ein Isomorphismus, wenn Af
BVBW

eine reguläre Matrix ist.

Wir verzichten auf einen Beweis des Satzes 7.5, weisen aber auf einen wich-

tigen Sachverhalt hin: Da jeder Vektorraum (außer dem hier nicht weiter inter-

essierenden Raum, der nur aus dem Nullvektor besteht) mehrere Basen besitzt,

kann jede lineare Abbildung durch verschiedene Matrizen beschrieben werden.

Der Satz 7.5 besagt zunächst, dass eine lineare Abbildung ein Isomorphismus

ist, wenn eine ihrer Abbildungsmatrizen regulär ist. Da der Satz aber auf alle

Basen von V und W und damit auf alle Matrizen angewendet werden kann, die

f beschreiben, beinhaltet er auch, dass alle Abbildungsmatrizen eines Isomor-

phismus f:V→W (bezüglich beliebiger Basen von V bzw. W ) regulär sind.

Umkehrbarkeit von Isomorphismen

Eine Abbildung f−1: B→A heißt Umkehrabbildung einer Abbildung f : A→B,

wenn die Nacheinanderausführungen f−1 ◦f und f ◦f−1 die identischen Ab-

bildungen von A bzw. B sind, also alle Elemente der Mengen A bzw. B auf

sich selbst abbilden. Dies ist der Fall, wenn für beliebige Elemente genau dann

f(a) = b ist, wenn f−1(b) = a gilt, f−1 also gegenüber f
”
vertauschte“ Zuord-

nungen vornimmt. Veranschaulichen lässt sich dies in der Abb. 7.1 auf S. 258

durch Vertauschung der Pfeilrichtungen bei der Abbildung f4 – dort erkennt

man auch, dass f1 und f2 keine Umkehrabbildungen besitzen und dass durch

die Umkehrung der Zuordnungen von f3 keine Abbildung von B in A gegeben

ist, denn b6 besäße dabei kein Bild. Allgemein gilt für Abbildungen zwischen

beliebigen Mengen, dass bijektive Abbildungen Umkehrabbildungen besitzen

und diese ebenfalls bijektiv sind.

Satz 7.6

Jeder Isomorphismus f : V→W besitzt eine Umkehrabbildung f−1:W→ V , die

ebenfalls ein Isomorphismus ist.

Dass Isomorphismen Umkehrabbildungen besitzen (oder kurz: umkehrbar sind),

folgt aus ihrer Bijektivität (siehe die Bemerkungen oberhalb des Satzes 7.6),
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ebenso die Tatsache, dass diese bijektiv sind. Man könnte nun die Linearität der

Umkehrabbildungen nachweisen, siehe z. B. Jänich (2008), S. 82. Die Gültigkeit

des Satzes 7.6 wird aber auch anhand der Matrizendarstellung von linearen

Abbildungen plausibel. Ist A eine Abbildungsmatrix eines Isomorphismus f , so

ist A nach dem Satz 7.5 regulär. Damit besitzt A nach dem Satz 6.9 (S. 247)

eine inverse Matrix A−1, diese ist eine Abbildungsmatrix von f−1.

Beispiel 7.24

Wir betrachten erneut den Isomorphismus f : R2→ R2 aus dem Beispiel 7.23

mit der Abbildungsmatrix A =
(
a b
c d

)
und berechnen die inverse Matrix

A−1 =

(
d

a d−b c −
b

a d−b c

− c
a d−b c

a
a d−b c

)
.

Es muss ad−bc = det A 6= 0 sein, da A regulär ist, vgl. Satz 6.13. A−1 ist die Ma-

trix des Umkehrisomorphismus f−1 von f bezüglich der Standardbasis von R2;

die Abbildungsvorschrift von f−1 ist somit f−1
(
x
y

)
=

(
d

a d−b c x−
b

a d−b c y

− c
a d−b c x+ a

a d−b c y

)
.

Führt man f und f−1 nacheinander aus, so erhält man für f−1◦f :

f
(
x
y

)
=
(
x′

y′
)

=
(
ax+by
cx+dy

)
,

f−1
(
x′

y′
)

=

(
d

a d−b c x
′ − b

a d−b c y
′

− c
a d−b c x

′ + a
a d−b c y

′

)
=

( d·(ax+by)
a d−b c −

b·(cx+dy)
a d−b c

− c·(ax+by)
a d−b c + a·(cx+dy)

a d−b c

)
=
(
x
y

)
,

also (f−1◦f)
(
x
y

)
= f−1

(
f
(
x
y

))
=
(
x
y

)
.

Für f◦f−1 erhält man dasselbe Ergebnis. Durch beide möglichen Nacheinander-

ausführungen des Isomorphismus f und seiner Umkehrabbildung f−1 ergibt sich

die identische Abbildung, welche jeden Vektor von R2 auf sich selbst abbildet.

Isomorphe Vektorräume

Definition 7.6

Zwei Vektorräume V und W heißen isomorph (zueinander), wenn ein Isomor-

phismus f : V →W existiert. �

Satz 7.7

Zwei (endlichdimensionale) Vektorräume V und W gleicher Dimension sind

stets isomorph zueinander.

Bemerkung: Sind zwei Vektorräume V und W isomorph zueinander, so sagt

man auch, es besteht Isomorphie zwischen V und W . Das Wort Isomorphie

(griech.) bedeutet in der wörtlichen Übersetzung
”
Gestaltgleichheit“, besser

wird sein Inhalt jedoch durch
”
Strukturgleichheit“ zum Ausdruck gebracht.

Beispiele

Bereits in dem Abschnitt 3.3.2 wurde die Isomorphie zwischen der Menge der

Pfeilklassen der Ebene bzw. des Raumes und R2 bzw. R3 herausgearbeitet.

Diese Isomorphie lag bereits an vielen Stellen dieses Buches der Beschreibung

geometrischer Sachverhalte durch Vektoren von R2 bzw. R3 zu Grunde.
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Die Isomorphie zwischen dem Vektorraum der m×n-Matrizen (siehe das Bei-

spiel 5.6 auf S. 171) und Rm·n wurde in dem Beispiel 5.29 auf S. 197 genutzt,

um eine Basis des Vektorraumes aller magischen Quadrate der Kantenlänge

3 zu ermitteln.

In dem Beispiel 5.26 auf S. 189 wurde eine Basis des Vektorraumes der Poly-

nome höchstens n-ten Grades aufgestellt, wobei die
”
Verwandschaft“ dieses

Vektorraumes zu Rn+1 auffiel. In der Tat lässt sich leicht zeigen, dass diese

Vektorräume zueinander isomorph sind.

7.2.6 Aufgaben zu Abschnitt 7.2

1. Weisen Sie nach, dass die in den Beispielen 7.2 und 7.4-7.8 (siehe S. 259 -262)

betrachteten Abbildungen (wenn man sie als Vektorabbildungen auffasst)

lineare Abbildungen sind.

2. Welche der folgenden Abbildungen sind lineare Abbildungen? Begründen Sie

Ihre Antworten.

a) f : R2→R2 mit f
(
x
y

)
=
(
x+y
x

)
b) f : R2→R2 mit f

(
x
y

)
=

(
x2

y2

)
c) f : R2→R2 mit f

(
x
y

)
=
(
x·y
x

)
d) f : R2→R2 mit f

(
x
y

)
=
(

y
−y
)

3. Welche der in den Beispielen 7.9, 7.14, 7.15 und 7.18 (siehe S. 264-267 und

S. 270) behandelten linearen Abbildungen sind injektiv, surjektiv, bijektiv?

4. Begründen Sie anhand eines Gegenbeispiels, dass folgende Aussage falsch ist:

Eine linear unabhängige Vektormenge von V wird durch eine lineare Abbil-

dung f : V →W stets auf eine linear unabhängige Menge von W abgebildet.

5. Weisen Sie nach: Ist f : V → W eine injektive lineare Abbildung, so wird

durch f eine beliebige linear unabhängige Vektormenge von V auf eine linear

unabhängige Menge von W abgebildet.

6. Beweisen Sie den Satz 7.1 (vi): Durch eine lineare Abbildung f : V →W wird

jeder lineare Unterraum von V auf einen linearen Unterraum von W abge-

bildet, d. h. für jeden linearen Unterraum U ⊆ V ist f(U) = {f(~u) | ~u ∈ U}
ein linearer Unterraum von W .

7. Weisen Sie nach, dass für beliebige lineare Abbildungen f : V →W gilt: Sind

~u1, . . . , ~uk Vektoren von V , so ist die lineare Hülle 〈f(~u1), . . . , f(~uk)〉 ihrer

Bildvektoren gleich dem Bild f (〈~u1, . . . , ~uk〉) = {f(~u) | ~u ∈ 〈~u1, . . . , ~uk〉} der

linearen Hülle 〈~u1, . . . , ~uk〉 von ~u1, . . . , ~uk.

8. Begründen Sie, dass es keine lineare Abbildung f : R3→R3 geben kann, die

folgende Zuordnungen trifft: f

(
1
2
3

)
=

(
1
0
0

)
, f

(
4
5
6

)
=

(
0
1
0

)
, f

(
7
8
9

)
=

(
0
0
1

)
.

9. Stellen Sie Matrizen für die in den Beispielen 7.11 und 7.12 auf S. 265 gege-

benen linearen Abbildungen auf.
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10. Geben Sie eine Matrix der linearen Abbildung f : R3→ R2 an, die jeden

Vektor von R3 auf den Nullvektor von R2 abbildet.

11. Gegeben ist eine lin. Abb. f : R3→R3 durch die Bilder der Basisvektoren

~b1 =

(
1
0
0

)
, ~b2 =

(
1
1
0

)
, ~b3 =

(
1
1
1

)
: f(~b1)=

(
1
2
3

)
, f(~b2)=

(
4
5
6

)
, f(~b3)=

(
7
8
9

)
.

a) Geben Sie für f eine Abbildungsgleichung der Form f

(x1
x2
x3

)
=

(
x′1
x′2
x′3

)
an.

b) Stellen Sie für f eine Matrix Af
BB3

0
auf (vgl. das Beispiel 7.19 auf S. 270).

c) Stellen Sie für f eine Matrix Af
B3

0B
3
0

auf.

d) Ist f injektiv, surjektiv bzw. sogar bijektiv?

12. Bestimmen Sie die Menge aller Vektoren, die durch die in der Aufgabe 11

gegebene lineare Abbildung f auf den Nullvektor abgebildet werden.

13. Weisen Sie nach: Ist f : V →W eine lineare Abbildung, so ist die Menge

aller Vektoren, die durch f auf den Nullvektor von W abgebildet werden, ein

linearer Unterraum von V . (Dieser Unterraum wird als Kern der linearen

Abbildung f bezeichnet.)

14. Bestimmen Sie die Menge aller Vektoren ~w ∈ R3, die bei der in der Aufgabe

11 gegebenen linearen Abbildung f als Bilder von Vektoren ~v ∈ R3 auftreten,

also die Menge
{
~w | ∃~v ∈ R3 : ~w = f(~v)

}
.

15. Weisen Sie nach: Ist f : V →W eine lineare Abbildung, so ist die Menge

{~w | ∃~v ∈ V : ~w = f(~v)} aller Vektoren ~w ∈W , die bei f als Bilder von Vek-

toren ~v ∈ V auftreten, ein linearer Unterraum von W . (Dieser Unterraum

wird als Bild der linearen Abbildung f bezeichnet.)

16. Beweisen Sie, dass die Nacheinanderausführung g ◦f linearer Abbildungen

f : U→V und g : V →W eine lineare Abbildung ist (Satz 7.3, S. 273).

17. Bilden Sie die beiden Nacheinanderausführungen der in dem Beispiel 7.4 auf

S. 260 behandelten Drehung und der in dem Beispiel 7.5 (S. 261) betrachteten

zentrischen Streckung. Geben Sie jeweils die Abbildungsmatrix an.

18. In welcher Reihenfolge lassen sich die Drehung aus dem Beispiel 7.4 (S. 260)

und die Projektion aus dem Beispiel 7.8 (S. 262) nacheinander ausführen?

Geben Sie für diese Nacheinanderausführung eine Abbildungsmatrix an.

19. Welche der in den Beispielen 7.2 und 7.4-7.8 (S. 259 -262) behandelten li-

nearen Abbildungen sind Isomorphismen? Geben Sie für diese die Umkehr-

abbildungen an.

20. Begründen Sie: Wird eine lineare Abbildung f durch eine Matrix Af be-

schrieben, so ist f genau dann ein Isomorphismus, wenn die Determinante

von Af ungleich Null ist.

21. Beweisen Sie den Satz 7.7 auf S. 276.
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7.3 Affine Abbildungen

7.3.1 Definition und Beispiele

In dem Abschnitt 7.1.2 wurden geometrische Abbildungen wie Verschiebungen,

Drehungen, Spiegelungen, Streckungen sowie eine Scherung und eine Projekti-

on betrachtet. In dem Abschnitt 7.2 stellte sich heraus, dass sich die meisten

dieser – zunächst als Punktabbildungen eingeführten – Abbildungen auch als

Vektorabbildungen auffassen lassen und bei dieser Betrachtungsweise lineare

Abbildungen sind. Im Folgenden wird das Verhältnis von Punkt- und Vektorab-

bildungen durch die Einführung des Begriffs der affinen Abbildung präzisiert.

Definition 7.7

Es seien A und A′ affine Punkträume mit zugehörigen Vektorräumen V bzw.

V ′. Eine Abbildung φ : A → A′ heißt affine Abbildung, wenn die durch die

Zuordnung f :
−−→
PQ 7→ −−−−−−→

φ(P )φ(Q) (für beliebige Punkte P,Q ∈ A) festgelegte

Vektorabbildung f : V → V ′ eine lineare Abbildung ist. �

Beispiel 7.25

In dem Beispiel 7.3 auf S. 259 wurden Schubspiegelungen als Nacheinander-

ausführungen von Verschiebungen und Spiegelungen betrachtet. Wir bezeich-

nen die dort untersuchte Abbildung g ◦f mit φ. Es ist also φ : R2 → R2 mit

φ :
(
x
y

)
7→
(−x+4
y+1

)
. Wir zeigen im Folgenden, dass φ eine affine Abbildung ist.

Für beliebige Punkte P =
(
x1
y1

)
und Q=

(
x2
y2

)
ist
−−→
PQ=

(
x2−x1
y2−y1

)
. Weiterhin

ist φ(P ) =
(−x1+4
y1+1

)
, φ(Q) =

(−x2+4
y2+1

)
und somit

−−−−−−→
φ(P )φ(Q) =

(−x2+4
y2+1

)
−
(−x1+4
y1+1

)
=
(−x2+x1

y2−y1

)
.

Bezeichnet man x2−x1 mit ξ und y2−y1 mit η, so erhält man
−−→
PQ=

(
ξ
η

)
sowie

−−−−−−→
φ(P )φ(Q) =

(−ξ
η

)
. Die der Abbildung φ durch f :

−−→
PQ 7→ −−−−−−→φ(P )φ(Q) zugeord-

nete Vektorabbildung f mit f :
(
ξ
η

)
7→
(−ξ
η

)
(Spiegelung an der y-Achse) ist

offensichtlich eine lineare Abbildung, siehe die Aufgabe 1 auf S. 277. Somit ist

die Schubspiegelung φ nach der Definition 7.7 eine affine Abbildung.

Beispiel 7.26

Lineare Funktionen f : R→R mit f(x) = mx+n (m,n∈R) sind, wie in dem

Beispiel 7.10 (S. 264) überraschenderweise festgestellt wurde, für n 6= 0 keine

linearen Abbildungen; wir zeigen, dass es sich dabei um affine Abbildungen han-

delt. Um den Bezug zu der Definition 7.7 hervorzuheben, bezeichnen wir f mit

φ. Sowohl Punkte als auch Vektoren sind bei diesem Beispiel reelle Zahlen. Für

beliebige P =x1, Q=x2 ist
−−→
PQ=x2−x1, φ(P )=mx1+n, φ(Q)=mx2+n sowie

−−−−−−→
φ(P )φ(Q) =m(x2−x1). Die durch g :

−−→
PQ 7→ −−−−−−→φ(P )φ(Q) gegebene Vektorabbil-

dung ist die proportionale Funktion g: R→R mit g(x)=mx. Diese ist eine lineare

Abbildung (Beispiel 7.9, S. 264); somit ist φ bzw. f eine affine Abbildung.
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Schreibweisen, Abbildungsvorschriften für affine Abbildungen

Bei der Einführung affiner Punkträume haben wir festgestellt, dass die Schreib-

weisen Q=P+~v und ~v=
−−→
PQ dieselbe Bedeutung haben (S. 203). Wir verwenden

dies nun, um aus dem in der Definition 7.7 durch f :
−−→
PQ 7→ −−−−−−→φ(P )φ(Q) bzw.

f(
−−→
PQ) =

−−−−−−→
φ(P )φ(Q)

gegebenen Zusammenhang zwischen affinen und linearen Abbildungen eine Ab-

bildungsvorschrift für affine Abbildungen abzuleiten. Mit ~v=
−−→
PQ folgt daraus:

φ(P ) + f(~v) = φ(P ) + f(
−−→
PQ) = φ(P ) +

−−−−−−→
φ(P )φ(Q) = φ(Q) bzw.

φ(Q) = φ(P ) + f(~v).

Somit können Bilder beliebiger Punkte Q ∈ A aus dem Bild φ(P ) eines einzigen

Punktes P und Bildern der Verbindungsvektoren ~v=
−−→
PQ bei der linearen Abbil-

dung f bestimmt werden. Meist verwendet man für P den Koordinatenursprung

O eines in dem affinen Raum A gegebenen Koordinatensystems.

Eine affine Abbildung φ : A→ A′ ist durch das Bild φ(O) eines (festen)

Punktes O∈A sowie die zugehörige lineare Abbildung f : V →V ′ eindeutig

bestimmt. Der Bildpunkt φ(X) eines beliebigen Punktes X ∈A berechnet

sich aus φ(O) und dem Bild des Vektors
−−→
OX bei der linearen Abbildung

f durch φ(X) = φ(O) + f(
−−→
OX). Bezüglich eines Koordinatensystems mit

dem Ursprung O und mit Ortsvektoren ~x =
−−→
OX von Punkten X ist

φ(X) = φ(O) + f(~x).

Wir werden hauptsächlich affine Abbildungen innerhalb der affinen Räume R2

und R3 behandeln, wobei R2 bzw. R3 zugleich die zugehörigen Vektorräume sind.

In Bezug auf die Definition 7.7 betrachten wir also Beispiele mit A=A′=R2 und

A=A′=R3. Wenn A=A′ ist, liegen die Punkte O und O′=φ(O) in demselben

Raum, und es gibt daher einen Vektor
−−→
OO′. Die oben herausgearbeitete Abbil-

dungsvorschrift lässt sich damit folgendermaßen schreiben:

(∗) φ(X) = O +
−−→
OO′ + f(~x).

Hieran wird deutlich, dass sich eine affine Abbildung φ innerhalb desselben

Raumes aus der zu φ gehörenden linearen (Vektor-)Abbildung f sowie einer Ver-

schiebung mit dem Verschiebungsvektor
−−→
OO′

”
zusammensetzt“. Bei der Schub-

spiegelung aus dem Beispiel 7.25 wird dies besonders in der Schreibweise

φ(P ) = φ
(
x
y

)
=
(

4
1

)
+
(−x
y

)
deutlich. Gegenüber der allgemeinen Abbildungsvorschrift (∗) kann dabei auf

O=
(

0
0

)
verzichtet werden, da sich

(
4
1

)
+
(−x
y

)
als Punkt auffassen lässt, wäh-

rend im allgemeinen Fall
−−→
OO′+f(~x) Vektoren sind, die mit dem Koordinaten-

ursprung addiert werden, um Punkte zu beschreiben.

Affine Abbildungen lassen sich aus linearen Abbildungen der zugehörigen

Vektorräume sowie Verschiebungen zusammengesetzt auffassen.
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Für affine Abbildungen φ : R2→ R2 bzw. φ : R3→ R3 lassen sich (bei Be-

schreibung der zugehörigen linearen Abbildungen durch Matrizen) allgemeine

Abbildungsvorschriften aufstellen:(
x′

y′

)
= φ

(
x
y

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)
◦
(
x
y

)
+

(
vx
vy

)
(7.1)

bzw. (
x′

y′

z′

)
= φ

(
x
y
z

)
=

(
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

)
◦

(
x
y
z

)
+

(
vx
vy
vz

)
. (7.2)

Dabei sind

(
vx
vy

)
bzw.

(
vx
vy
vz

)
die Verschiebungsvektoren der jeweiligen affinen

Abbildungen φ sowie

(
a11 a12

a21 a22

)
bzw.

(
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

)
die Matrizen der zu φ ge-

hörenden linearen Abbildungen bezüglich der Standardbasen von R2 bzw. R3.

In dem Abschnitt 7.1.2 (S. 259ff.) wurden einige Abbildungen in R2 betrach-

tet. Die dort behandelten Spiegelungen, Drehungen, Streckungen und Scherun-

gen sind – als Punktabbildungen aufgefasst – affine Abbildungen mit dem Ver-

schiebungsvektor ~o. Dies trifft auch auf die Projektion p : R3→R2 (Beispiel 7.8)

zu. Im Folgenden betrachten wir einige affine Abbildungen innerhalb von R3

anhand der Gleichung (7.2).

Beispiel 7.27

.Durch die Abbildungsgleichung φ

(
x
y
z

)
=

(
3 0 0
0 3 0
0 0 3

)
◦

(
x
y
z

)
+

(
6
−1
−2

)
wird eine

affine Abbildung beschrieben, die sich aus einer zentrischen Streckung mit dem

Streckfaktor 3 und dem Zentrum im Koordinatenursprung sowie einer Verschie-

bung zusammensetzt. In der Abb. 7.11 a) auf S. 282 ist diese Abbildung anhand

eines Würfels und seiner Bildfigur dargestellt.

Alle Verbindungsgeraden zwischen beliebigen Punkten des Ursprungswürfels

und ihren Bildpunkten schneiden sich in einem Punkt Z. Dies gilt sogar für alle

Punkte P ∈ R3 und ihre Bildpunkte. Um dies zu bestätigen, suchen wir nach

einem Punkt Z, der durch die Abbildung φ auf sich selbst abgebildet wird.

Definition 7.8

Es seien A ein affiner Raum und φ : A→A eine affine Abbildung innerhalb von

A. Ein Punkt Z ∈ A, der durch φ auf sich selbst abgebildet wird, für den also

φ(Z) = Z gilt, wird als Fixpunkt von φ bezeichnet. �

Beispiel 7.28

Für die in dem Beispiel 7.27 betrachtete affine Abbildung wird nach Fixpunkten

Z=

( z1
z2
z3

)
mit φ(Z) = Z gesucht. Dies bedeutet für dieses Beispiel, dass(

z1
z2
z3

)
=

(
3 0 0
0 3 0
0 0 3

)
◦

(
z1
z2
z3

)
+

(
6
−1
−2

)
bzw.

z1 = 3 z1 + 6
z2 = 3 z2 − 1
z3 = 3 z3 − 2

gelten muss. Als (eindeutige) Lösung erhält man z1 = −3, z2 = 1
2 , z3 = 1.
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Abb. 7.11:
Zentrische Streckung
und Verschiebung

Die Abbildungen dieses Abschnitts können mithilfe einer Datei für das CAS Maxima, die
auf der Internetseite zu diesem Buch zur Verfügung steht, interaktiv aus verschiedenen Per-
spektiven betrachtet werden.

Die Abbildung φ kann als zentrische Streckung mit dem Zentrum Z und dem

Streckfaktor 3 aufgefasst werden. Dies zeigt sich anhand eines Koordinatensys-

tems K mit Z als Koordinatenursprung und den unveränderten Basisvektoren

der Standardbasis (siehe Abb. 7.11 b). Hierfür hat φ die Abbildungsvorschrift(
x̄′

ȳ′

z̄′

)
=

(
3 0 0
0 3 0
0 0 3

)
◦

(
x̄
ȳ
z̄

)
.

Die Koordinaten x̄, ȳ, z̄ eines beliebigen Punktes P bezüglich des Koordinaten-

systems K stehen, wegen der Koordinaten von Z, mit den
”
alten“ Koordinaten

in der Beziehung x = x̄−3, y = ȳ+ 1
2 , z = z̄+1; x̄ = x+3, ȳ = y− 1

2 , z̄ = z−1.

Setzt man in die obige Gleichung die
”
alten“ Koordinaten ein, so erhält man(

x̄′

ȳ′

z̄′

)
=

(
3 0 0
0 3 0
0 0 3

)
◦

(
x̄
ȳ
z̄

)
=

(
3 0 0
0 3 0
0 0 3

)
◦

(
x+3
y− 1

2
z−1

)
=

(
3x+9
3y− 3

2
3z−3

)
.

Daraus ergibt sichx′

y′

z′

 =

 x̄′−3
ȳ′+ 1

2

z̄′+1

 =

 3x+9−3
3y− 3

2 + 1
2

3z−3+1

 =

 3x+6
3y−1
3z−2

,
womit bestätigt ist, dass die zentrische Streckung mit dem Zentrum Z und dem

Streckfaktor 3 dieselbe Abbildung ist, die in dem Beispiel 7.27 gegeben wurde.

Beispiel 7.29

.Die Abbildungsgleichung φ

(
x
y
z

)
=

(
2 0 0
0 4 0
0 0 1

2

)
◦

(
x
y
z

)
+

(
5
−2
−3

)
beschreibt axiale

Streckungen mit den Streckfaktoren 2, 4 und 1
2 entlang der Koordinatenachsen

und eine anschließende Verschiebung (siehe Abb. 7.12). Auch diese Abbildung

besitzt genau einen Fixpunkt (siehe die Aufgabe 2 auf S. 286).

Abb. 7.12:
Axiale Streckung und Verschiebung
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a) b)

Abb. 7.13:
Scherungen
in verallge-
meinertem
Sinne

Beispiel 7.30

Die in der Abb.7.13 a) dargestellte affine Abbildung mit der Abbildungsmatrix

A =

(
2 1 1
0 2 0
0 0 2

)
und dem Verschiebungsvektor ~v =

(
5
4
3

)
kombiniert Scherungen

(siehe das Beispiel 7.7 auf S. 262), Streckungen und Verschiebungen.

In verallgemeinertem Sinne wird der Begriff
”
Scherung“ synonym zu

”
affine

Abbildung des Raumes auf sich“ verwendet und umfasst u. a. auch Kongruenz-

abbildungen und Streckungen. Besonders zu beachten ist dabei das Wörtchen

”
auf“, welches gleichbedeutend mit der Surjektivität einer Abbildung ist – einer

Eigenschaft, die alle bisher betrachteten Beispiele dieses Abschnittes besitzen,

die aber dennoch nicht selbstverständlich ist. Gibt man willkürlich Abbildungs-

matrizen affiner Abbildungen an, so werden in den meisten Fällen verallgemei-

nerte Scherungen dadurch beschrieben. Der Leserin bzw. dem Leser wird emp-

fohlen, mithilfe des Computers unterschiedliche Abbildungsmatrizen
”
auszupro-

bieren“ und ihre Wirkung zu veranschaulichen. Dafür steht auf der Internetseite

zu diesem Buch eine vorbereitete Datei für das Computeralgebrasystem Maxima

zur Verfügung, die alle Beispiele dieses Abschnittes enthält und ihre Variation

sowie die Eingabe eigener Matrizen und Verschiebungsvektoren ermöglicht. Das

folgende Beispiel entstand auf diese Weise.

Beispiel 7.31

.Die Wirkung der Abbildung φ mit φ

(
x
y
z

)
=

(−3 −3 2
−2 2 1

1 0 3

)
◦

(
x
y
z

)
+

(−2
−2

2

)
auf

einen Würfel zeigt die Abb. 7.13 b).

In den Beispielen 7.27-7.31 zeigten sich einige Gemeinsamkeiten aller bisher

betrachteten affinen Abbildungen. Es scheint, dass Geraden auf Geraden sowie

Ebenen auf Ebenen abgebildet werden und dass die Parallelität von Geraden

und von Ebenen erhalten bleibt. Ein weiteres Beispiel weist allerdings auf einige

Einschränkungen hin.

Beispiel 7.32

.Durch die Abbildung φ mit φ

(
x
y
z

)
=

(
1 2 0
2 3 1
1 1 1

)
◦

(
x
y
z

)
+

(−4
3
1

)
wird der ge-

samte dreidimensionale Raum in eine einzige Ebene abgebildet, siehe Abb. 7.14.

Die Abbildung φ unterscheidet sich somit fundamental von den bisher in die-

sem Abschnitt betrachteten affinen Abbildungen und weist gewisse Analogien
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Abb. 7.14: Affine Abbil-
dung des Raumes auf eine
Ebene

zu der in dem Beispiel 7.8 auf S. 262 betrachteten Projektion auf. Ein genaue-

rer Blick auf die Abbildungsmatrix legt die Ursachen dafür offen: Die Matrix(
1 2 0
2 3 1
1 1 1

)
ist – im Gegensatz zu den Matrizen aus den Beispielen 7.27-7.31 –

nicht regulär. Untersucht man ihre Spaltenvektoren, so stellt man fest, dass sich

jeder davon als Linearkombination der beiden anderen darstellen lässt, z. B.(
2
3
1

)
= 2 ·

(
1
2
1

)
−

(
0
1
1

)
. In dem Abschnitt 7.2.3 wurde festgestellt, dass die

Spaltenvektoren der Abbildungsmatrix die Bilder der Basisvektoren des Raum-

es, der abgebildet wird, angeben. Ihre lineare Hülle beschreibt damit das Bild

des abgebildeten Vektorraumes. In unserem Falle ist die lineare Hülle aller drei

Spaltenvektoren gleich der linearen Hülle zweier Spaltenvektoren. Die Ebene, in

welche φ den Raum abbildet (in Abb. 7.14 grau dargestellt), verläuft durch den

Punkt, in den der Verschiebungsvektor von φ den Koordinatenursprung über-

führt. Sie hat zwei linear unabhängige Spaltenvektoren der Abbildungsmatrix

als Richtungsvektoren. Eine Parameterdarstellung dieser Ebene ist also

ε :

(
x
y
z

)
=

(−4
3
1

)
+ λ·

(
1
2
1

)
+ µ·

(
0
1
1

)

7.3.2 Einige Eigenschaften affiner Abbildungen

Der Vergleich des letzten Beispiels mit den vorherigen Beispielen zeigt, dass

sich affine Abbildungen stark voneinander unterscheiden können. Im Folgenden

werden zunächst einige Gemeinsamkeiten verallgemeinert.

Satz 7.8

Für beliebige affine Räume A,A′ und jede affine Abbildung φ : A→A′ gilt:

1. φ bildet jeden affinen Unterraum von A auf einen affinen Unterraum von A′

ab, d. h. ist N ein affiner Unterraum von A, so ist

φ(N) = {Q | ∃P ∈N : φ(P )=Q } ein affiner Unterraum von A′.

2. Sind N1 und N2 affine Unterräume von A, so ist das Bild der Schnittmenge

N1 ∩N2 beider Unterräume eine Teilmenge der Schnittmenge der Bilder der

Unterräume N1 und N2: φ(N1∩N2) ⊆ φ(N1) ∩ φ(N2).
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Wir verzichten auf einen Beweis des Satzes 7.8, merken aber an, dass der Beweis

des ersten Teils durch Rückführung auf analoge Eigenschaften linearer Abbil-

dungen geführt werden kann (siehe dazu den Satz 7.1 auf S. 267).

Bemerkung: Die Aussage 2 des Satzes 7.8 klingt auf den ersten Blick etwas

”
schwach“ – warum ist nicht φ(N1∩N2) = φ(N1) ∩ φ(N2)? Dies erschließt sich

anhand des Beispiels 7.32 oder der in dem Beispiel 7.8 (S. 262) behandelten

Projektion. Bei derartigen Abbildungen können z. B. zwei Geraden, die parallel

sind oder sich in einem Punkt schneiden, auf dieselbe Gerade abgebildet werden.

Bezeichnet man derartige Geraden mit N1 und N2, so kann z. B. N1∩N2 = {S}
und φ(N1∩N2) = φ(S), also ein Punkt, aber φ(N1) ∩ φ(N2) eine Gerade sein.

Bijektive affine Abbildungen

Vergleicht man die in diesem Abschnitt behandelten Beispiele miteinander, so

fällt auf, dass die Abbildungen aus den Beispielen 7.27-7.31 über einige Eigen-

schaften verfügen, welche die Abbildung aus dem Beispiel 7.32 nicht besitzt.

Die Besonderheit dieser Abbildung besteht darin, dass sie den gesamten dreidi-

mensionalen Raum auf eine einzige Ebene abbildet, sie ist also nicht surjektiv.

Zudem bildet sie mehrere Punkte, sogar ganze Geraden, auf einzelne Punkte

ab, ist also auch nicht injektiv. Affine Abbildungen, die injektiv und surjektiv

sind, besitzen einige Eigenschaften, die bei anderen affinen Abbildungen nicht

gegeben sind. Ohne Beweis vermerken wir zunächst den folgenden Satz.

Satz 7.9

Es seien A und A′ affine Punkträume mit zugehörigen Vektorräumen V bzw. V ′.

Eine affine Abbildung φ : A → A′ ist genau dann bijektiv, wenn die zugehörige

lineare Abbildung f : V → V ′ ein Isomorphismus ist.

Aus den Sätzen 7.9 und 7.5 (S. 275) folgt, dass eine affine Abbildung genau dann

bijektiv ist, wenn eine Abbildungsmatrix der zugehörigen linearen Abbildung

regulär ist; für affine Abbildungen φ : R2→R2 bzw. φ : R3→R3 betrifft dies die

Matrizen in den Abbildungsgleichungen (7.1) bzw. (7.2) auf S. 281.

Bijektive affine Abbildungen
”
erben“ von den

”
starken“ Eigenschaften der Iso-

morphismen (vgl. Abschnitt 7.2.5) z. B. die Existenz von Umkehrabbildungen.

Einige weitere Eigenschaften gibt der folgende Satz an.

Satz 7.10

Sind A,A′ affine Räume, so gilt für jede bijektive affine Abbildung φ : A→A′:

1. φ bildet jeden affinen Unterraum von A auf einen affinen Unterraum gleicher

Dimension von A′ ab.

2. Sind N1 und N2 affine Unterräume von A, so ist das Bild der Schnittmenge

N1 ∩ N2 beider Unterräume gleich der Schnittmenge der Bilder der Unter-

räume N1 und N2: φ(N1∩N2) = φ(N1) ∩ φ(N2).

3. Sind N1 und N2 parallele affine Unterräume von A, so sind φ(N1) und φ(N2)

parallele affine Unterräume von A′.
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Da Geraden und Ebenen affine Unterräume sind, besagt der Teil 1 des Satzes

7.10, dass bei bijektiven affinen Abbildungen Geraden immer auf Geraden (und

nicht auf Punkte, was in dem Beispiel 7.32 auftritt) sowie Ebenen auf
”
vollstän-

dige“ Ebenen abgebildet werden.

Wir verzichten darauf, den Satz 7.10 zu beweisen, weisen aber auch hier auf

die Analogien zu entsprechenden Eigenschaften linearer Abbildungen (speziell

Isomorphismen) hin, die aufgrund der Bezüge zwischen linearen und affinen

Abbildungen (siehe die Definition 7.7 auf S. 279) sowie zwischen linearen und

affinen Unterräumen (nach der Definition 5.12 auf S. 210) bestehen.

7.3.3 Aufgaben zu Abschnitt 7.3

1. Gegeben sind affine Abbildungen φ1, φ2 : R2→R2 und φ3, φ4 : R3→R3:

φ1

(
x
y

)
=

(
2 0

0 2

)
◦
(
x
y

)
+

(
−4

2

)
, φ2

(
x
y

)
=

(√
2 −
√

2√
2
√

2

)
◦
(
x
y

)
+

(
3
−3

)
,

φ3

(
x
y
z

)
=

(
2 0 0
0 2 0
0 0 2

)
◦

(
x
y
z

)
+

(
3
−4
−1

)
, φ4

(
x
y
z

)
=

(
1 0 0
0 −1 0
0 0 1

)
◦

(
x
y
z

)
+

(
5
−4
−1

)
.

– Veranschaulichen Sie φ1, . . . , φ4 graphisch durch Punkte und Figuren bzw.

Körper und ihre Bilder. Sie können dazu eine Datei für das CAS Maxima

von der Internetseite dieses Buches herunterladen, die Vorlagen für die

Darstellung affiner Abbildungen in R2 und in R3 enthält.

– Überprüfen Sie φ1, φ2, φ3 und φ4 auf Fixpunkte und berechnen Sie diese

(siehe dazu das Beispiel 7.28 auf S. 281).

2. Begründen Sie, dass die in dem Beispiel 7.29 auf S. 282 gegebene affine Ab-

bildung genau einen Fixpunkt besitzt und bestimmen Sie diesen.

3. Untersuchen Sie die Scherung φ : R2→R2 mit φ :
(
x
y

)
7→
(
x−2y

y

)
+
(

0
0

)
(siehe das Beispiel 7.7 auf S. 262) auf Fixpunkte.

4. Untersuchen Sie die affine Abbildung φ aus dem Beispiel 7.31 auf Fixpunkte.

5. Untersuchen Sie, ob die affinen Abbildungen φ1, φ2 : R3→R3 bijektiv sind.

Geben Sie für diejenige(n) dieser Abbildungen, für die das nicht der Fall

ist, eine Gleichung der Ebene an, in welche φ1 bzw. φ2 den gesamten Raum

abbildet (vgl. das Beispiel 7.32):

φ1

(
x
y
z

)
=

(
1 3 5
0 2 3
4 5 2

)
◦

(
x
y
z

)
+

(
2
−1

3

)
, φ2

(
x
y
z

)
=

(
3 1 2
4 −1 7
2 3 −3

)
◦

(
x
y
z

)
+

(
5
7
4

)
.

6. Begründen Sie: Gibt man drei beliebige nicht kollineare Punkte P,Q,R ∈ R2

und drei weitere beliebige Punkte P ′, Q′, R′ ∈ R2 vor, so ist durch φ(P )=P ′,

φ(Q)=Q′, φ(R)=R′ eindeutig eine affine Abbildung φ : R2→R2 bestimmt.

7. Geben Sie drei Punkte P,Q,R ∈ R2 und drei Punkte P ′, Q′, R′ ∈ R2 an,

so dass keine affine Abbildung φ : R2→ R2 mit φ(P ) = P ′, φ(Q) =Q′ und

φ(R)=R′ existiert.
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7.4 Kongruenz- und Ähnlichkeitsabbildungen

Die Beispiele des vorangegangenen Abschnittes haben uns auf einige Eigenschaf-

ten affiner Abbildungen geführt. Sie haben aber auch gezeigt, dass affine Abbil-

dungen über einige zentrale Eigenschaften in der Schulgeometrie auftretender

Abbildungen im Allgemeinen nicht verfügen müssen (d. h. es gibt zwar affine

Abbildungen, welche diese Eigenschaften haben, aber auch Gegenbeispiele).

Affine Abbildungen sind i. Allg. nicht abstandstreu, Abstände von Punkten

können sich von denen ihrer Bildpunkte unterscheiden.

Affine Abbildungen können auch Längenverhältnisse von Strecken verändern,

wenn diese nicht auf einer Geraden oder auf parallelen Geraden liegen.

Winkel werden durch affine Abbildungen i. Allg. nicht auf dazu kongruente

Winkel abgebildet. Auch senkrechte Geraden werden i. Allg. nicht auf senk-

rechte Geraden abgebildet.

Auch Flächeninhalte und Volumina bleiben i. Allg. nicht erhalten.

Im Folgenden werden wir spezielle affine Abbildungen und die dazugehörigen

linearen Abbildungen untersuchen, welche über diese Eigenschaften verfügen.

7.4.1 Isometrien

In der Elementargeometrie werden Kongruenzabbildungen als abstandserhalten-

de Abbildungen der Ebene oder des Raumes eingeführt. Aus der Abstandstreue

lässt sich auch die Winkeltreue ableiten. Um auf der Grundlage der linearen

Algebra überhaupt Eigenschaften wie Abstands- und Winkeltreue betrachten

zu können, benötigen wir Punkträume (und zugehörige Vektorräume), in de-

nen Längen und Winkel definiert sind. Dies ist in Euklidischen Vektor- und

Punkträumen gegeben (vgl. Abschnitt 5.6), da in diesen ein Skalarprodukt exis-

tiert. Wir führen die folgenden Betrachtungen in R2 und R3 und verwenden das

Standardskalarprodukt. Um Kongruenzabbildungen von Punkten beschreiben

zu können, wenden wir uns zunächst den zugehörigen Vektorabbildungen zu.

Definition 7.9

Es sei V ein euklidischer Vektorraum. Eine lineare Abbildung f : V →V heißt

Isometrie, falls alle Vektoren ~u ∈ V auf Vektoren gleicher Beträge abgebildet

werden, also |f(~u)| = |~u| für alle ~u∈V gilt. �

Satz 7.11

Jede Isometrie f : V → V bildet zwei beliebige Vektoren ~u,~v ∈ V auf Vektoren

mit demselben Skalarprodukt ab, d. h. ~u·~v = f(~u)·f(~v).

Beweis: Es seien ~u,~v beliebige Vektoren von V . Bei jeder Isometrie f : V →V

gilt |f(~u)| = |~u|, |f(~v)| = |~v| und |f(~u) + f(~v)| = |f(~u+~v)| = |~u+~v| und

somit auch |f(~u)|2 = |~u|2, |f(~v)|2 = |~v|2 sowie |f(~u)+f(~v)|2 = |~u+~v|2. Wegen

|~u+~v|2 = (~u+~v) ·(~u+~v) und |f(~u)+f(~v)|2 = (f(~u)+f(~v)) ·(f(~u)+f(~v)) folgt

daraus
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(~u+~v)·(~u+~v) = (f(~u)+f(~v))·(f(~u)+f(~v))

~u 2+ ~v 2+ 2 ~u·~v = f(~u)2+ f(~v)2+ 2 f(~u)·f(~v)

|~u|2+ |~v|2+ 2 ~u·~v = |f(~u)|2+ |f(~v)|2+ 2 f(~u)·f(~v)

2 ~u·~v = 2 f(~u)·f(~v),

und somit die Behauptung ~u·~v = f(~u)·f(~v).

Als Folgerung aus dem Satz 7.11 ergibt sich nach den Definitionen des Winkels

und der Orthogonalität von Vektoren (vgl. Abschnitt 5.6.2) der folgende Satz.

Satz 7.12

Isometrien sind winkeltreu, d. h. für beliebige Vektoren ~u,~v ∈ V und ihre Bilder

f(~u), f(~v) bei einer beliebigen Isometrie f : V →V gilt ∠(~u,~v) = ∠(f(~u), f(~v)).

Insbesondere werden zueinander orthogonale Vektoren auf wiederum zueinander

orthogonale Vektoren abgebildet.

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir bereits festgestellt, dass sich

lineare (und infolge dessen auch affine) Abbildungen effektiv durch Matrizen

beschreiben lassen. Wir befassen uns daher im Folgenden mit der besonderen

Struktur der Matrizen, welche Isometrien beschreiben. Dazu betrachten wir für

eine Isometrie f : R2→ R2 die Abbildungsmatrix Af =
(
a11 a12

a21 a22

)
bezüglich

der Standardbasis B0 = {~e1;~e2} von R2 mit ~e1 =
(

1
0

)
, ~e2 =

(
0
1

)
. Die Spalten

der Matrix Af geben die Bilder der Basisvektoren an, siehe Abschnitt 7.2.3.

Wegen ~e1·~e1 = 1, ~e2·~e2 = 1 und ~e1·~e2 = 0 muss aufgrund des Satzes 7.11 gelten:(
a11

a21

)
·
(
a11

a21

)
= 1,

(
a12

a22

)
·
(
a12

a22

)
= 1,

(
a11

a21

)
·
(
a12

a22

)
= 0

bzw.

(∗)
a2

11 + a2
21 = 1

a2
12 + a2

22 = 1

a11 ·a12 + a21 ·a22 = 0 .

Um hieraus verallgemeinerungsfähige Eigenschaften der Abbildungsmatrizen

von Isometrien entnehmen zu können, betrachten wir das Produkt der Matrix

Af und ihrer transponierten Matrix (siehe hierzu die Definition 6.2 auf S. 228):(
Af
)
T◦Af =

(
a11 a21

a12 a22

)
◦
(
a11 a12

a21 a22

)
=

(
a2

11+a2
21 a11 a12+a21 a22

a11 a12+a21 a22 a2
12+a2

22

)
.

Wir stellen fest, dass für die Matrix einer Isometrie (für deren Koeffizienten die

Gleichungen (∗) erfüllt sein müssen), gilt:(
Af
)
T◦Af =

(
1 0
0 1

)
= E2 .

Dieses Ergebnis ist umkehr- und verallgemeinerbar.

Satz 7.13

Es sei V ein euklidischer Vektorraum. Eine lineare Abbildung f : V →V ist ge-

nau dann eine Isometrie, wenn für ihre Abbildungsmatrix Af bezüglich einer

Orthonormalbasis von V gilt:(
Af
)
T◦Af = Af ◦

(
Af
)
T = E.
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Die eine Richtung des Satzes 7.13 wurde zuvor für Isometrien f: R2→R2 gezeigt.

In R3 ist der Nachweis in analoger Weise möglich, aber rechnerisch aufwändiger

(siehe die Aufgabe 2 auf S. 296). Nicht eingegangen wurde bislang auf den Be-

weis der anderen Richtung des Satzes 7.13, dass eine lineare Abbildung eine

Isometrie ist, wenn sie bezüglich einer Orthonormalbasis eine Abbildungsma-

trix Af mit der Eigenschaft
(
Af
)
T ◦ Af = E besitzt. Dies folgt daraus, dass

eine lineare Abbildung eine Isometrie ist, wenn sie eine Orthonormalbasis auf

eine Orthonormalbasis abbildet, siehe die Aufgabe 1 auf S. 296.

Definition 7.10

Eine Matrix A mit AT◦A = A ◦AT = E heißt Orthogonalmatrix. �

Satz 7.14

Die Inverse und die Transponierte einer Orthogonalmatrix A sind identisch:

A−1 = AT.

Der Satz 7.14 folgt unmittelbar aus der Definition 7.10 und der Definition in-

verser Matrizen, vgl. Abschnitt 6.2.4.

Satz 7.15

Für die Determinante jeder Orthogonalmatrix A gilt det A=1 oder det A=−1.

Der (sehr kurze) Beweis des Satzes 7.15 sei der Leserin bzw. dem Leser über-

lassen. Die Determinanten von Abbildungsmatrizen werden sich als wichtiges

Klassifikationsmerkmal von Isometrien und Kongruenzabbildungen erweisen.

Isometrien in R2

Wir ziehen nun aus den diskutierten Eigenschaften von Isometrien geometrische

Schlussfolgerungen und betrachten zunächst Isometrien innerhalb von R2. Für

deren Matrizen Af =
(
a11 a12

a21 a22

)
gelten die Gleichungen (∗) auf S. 288. Für

die Koeffizienten a11 und a21 gilt a2
11 + a2

21 = 1. Da sich jede reelle Zahl von

Null bis Eins als Kosinus und als Sinus einer reellen Zahl α (mit −π <α≤ π)

darstellen lässt und für beliebige α ∈ R gilt sin2 α + cos2 α = 1, lassen sich die

Koeffizienten α mit a11 und a21 folgendermaßen darstellen:

a11 = cosα, a21 = sinα.

Analog dazu folgt aus a2
12 + a2

22 = 1, dass sich diese Koeffizienten in der Form

a12 = sinβ, a22 = cosβ

darstellen lassen. Setzen wir dies in die Gleichung a11 a12 + a21 a22 = 0 ein, so

erhalten wir:
cosα sinβ + sinα cosβ = 0.

Nach dem Additionstheorem cosα sinβ + sinα cosβ = sin(α+β) folgt daraus

sin(α+β) = 0. Somit ist (in dem Intervall ]−π;π]) α+β = 0 oder α+β = π. Aus

diesen Fällen leiten sich die beiden Arten von Isometrien in R2 ab.

1. Für α+β= 0 ist β=−α und somit a12 = sinβ=− sinα, a22 = cosβ= cosα.

Die Abbildungsmatrix erhält damit die Gestalt

Af
1 =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
.
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a) b)

Abb. 7.15: Isometrien in R2

a) Fall 1: Af
1

b) Fall 2: Af
2

Die Abbildung f ist damit (in geometrischer Interpretation) eine Drehung

mit dem Drehwinkel α, siehe auch das Beispiel 7.4 auf S. 260.

2. Für α+β = π ist β = π−α und somit cosβ =− cosα, sinβ = sinα. Die

Abbildungsmatrix Af nimmt damit die Gestalt

Af
2 =

(
cosα sinα
sinα − cosα

)
an. Für eine leichtere geometrische Interpretation können wir sie als Produkt

zweier Matrizen darstellen:

Af
2 =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
◦
(

1 0
0 −1

)
.

Die durch Af
2 beschriebene Isometrie lässt sich somit als Spiegelung an der

x-Achse und anschließende Drehung mit dem Drehwinkel α interpretieren.

In der Abb. 7.15 sind die beiden möglichen Fälle von Isometrien von R2 anhand

der Vektoren der Standardbasis und ihrer Bilder für α = 120◦ dargestellt. Zu

dem zweiten Fall ist anzumerken, dass die durch Af
2 beschriebene Nacheinander-

ausführung einer Spiegelung an der x-Achse und einer anschließenden Drehung

mit dem Drehwinkel α auch durch eine Spiegelung an der Geraden, die mit der

x-Achse einen Winkel der Größe α
2 (in positiver Richtung) einschließt, ersetzt

werden kann (siehe die gestrichelte Spiegelachse in der Abb. 7.15 b).

Die beiden durch Af
1 und Af

2 beschriebenen Fälle von Isometrien unterschei-

den sich hinsichtlich ihrer Orientierungstreue. In Abb. 7.15 ist ersichtlich, dass

im Fall 1 die Orientierung der Basisvektoren ~e1 und ~e2 sowie die ihrer Bilder

f(~e1) und f(~e2) gleich ist. Im Fall 2 hat sich die Orientierung hingegen verändert;

f(~e1) und f(~e2) sind in dieser Reihenfolge negativ (also im Uhrzeigersinn) ori-

entiert. Auf S. 255 wurde kurz auf die Orientierung eingegangen und festgestellt,

dass diese durch Determinanten beschrieben wird. Wir berechnen daher die De-

terminanten der Abbildungsmatrizen Af
1 und Af

2 :

det Af
1 = det

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
= cos2 α+ sin2 α = 1,

det Af
2 = det

(
cosα sinα
sinα − cosα

)
= − cos2 α− sin2 α = −1.

Dieses Beispiel ist, wie wir ohne Beweis festhalten, für beliebige Isometrien ver-

allgemeinerbar.

Orthogonalmatrizen A mit det A = 1 beschreiben orientierungserhaltende

(gleichsinnige) Isometrien; ist det A = −1, so beschreibt Af eine ungleich-

sinnige (nicht orientierungserhaltende) Isometrie.
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Isometrien in R3

Die Beschreibung von Isometrien f : R3→R3 ist deutlich komplexer als in R2,

grundsätzlich können jedoch auch hier zwei Fälle auftreten.

1. f ist eine Drehung um eine Drehachse im Raum; Af
1 = D, wobei D eine

Drehmatrix ist, auf die noch näher einzugehen ist.

2. f setzt sich aus einer Spiegelung an einer Koordinatenebene und einer Dre-

hung im Raum zusammen; Af
2 = D◦S.

Spiegelungen an Koordinatenebenen lassen sich einfach durch Matrizen beschrei-

ben. So lässt die Matrix Sz=

(
1 0 0
0 1 0
0 0 −1

)
die x- und y-Komponenten von Vek-

toren unverändert und multipliziert die z-Komponenten mit −1. Sz beschreibt

also eine Spiegelung an der x-y-Ebene.

Beliebige Drehungen im Raum lassen sich durch Nacheinanderausführungen

von Drehungen um die drei Koordinatenachsen kombinieren. Um diese durch

Matrizen zu beschreiben, greifen wir auf Matrizen ebener Drehungen zurück und

wenden diese jeweils auf zwei Komponenten von Vektoren

(x
y
z

)
∈ R3 an. Eine

Drehung um die z-Achse lässt die z-Komponenten aller Vektoren unverändert

und führt mit den x- und y-Komponenten eine Drehung wie in R2 aus, sie lässt

sich also durch die folgende Matrix beschreiben:

Dz=

 cosαz − sinαz 0
sinαz cosαz 0

0 0 1


Analog lassen sich Drehungen um die beiden anderen Koordinatenachsen durch

Dy=

 cosαy 0 sinαy
0 1 0

− sinαy 0 cosαy

 und Dx=

 1 0 0
0 cosαx − sinαx
0 sinαx cosαx


beschreiben. Dabei sind αx, αy, αz die (orientierten) Drehwinkel um die Koor-

dinatenachsen. Die Vorzeichen in Dy rühren daher, dass von der y-Achse aus

gesehen die z-Achse die erste und die x-Achse die zweite Koordinatenachse ist.

Vertauscht man in Dy die erste und die dritte Zeile sowie die erste und die dritte

Spalte, so erscheinen die Vorzeichen in der gewohnten Anordnung.

Die orientierten Drehwinkel αx, αy und αz um die Koordinatenachsen wer-

den als Eulersche Winkel bezeichnet.

Es existieren zwei Arten von Isometrien in R3:

1. Gleichsinnige Isometrien lassen sich als Nacheinanderausführungen von Dre-

hungen um die drei Koordinatenachsen darstellen: Af
1 = Dz◦Dy◦Dx.

2. Ungleichsinnige Isometrien lassen sich als Nacheinanderausführungen einer

Spiegelung an einer Koordinatenebene (z. B. an der x-y-Ebene) und von

Drehungen um die drei Koordinatenachsen darstellen: Af
2 = Dz◦Dy◦Dx◦Sz.

Statt an der x-y-Ebene könnte auch an einer der beiden anderen Koordinaten-

ebenen gespiegelt werden, wobei dann andere Eulersche Winkel auftreten.
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Es ist recht schwer, sich die Eulerschen Drehwinkel und ihre Wirkung auf Isome-

trien anschaulich vorzustellen. Die Internetseite zu diesem Buch enthält daher

eine Datei für das CAS Maxima, in die Sie unterschiedliche Eulersche Drehwinkel

eingeben und die dadurch beschriebenen (gleichsinnigen und ungleichsinnigen)

Isometrien in interaktiven Darstellungen betrachten können.

7.4.2 Kongruenzabbildungen

Betrachtet man Isometrien in Punkträumen, so gelangt man zu den Kongruenz-

abbildungen, die mitunter auch als Bewegungen bezeichnet werden.

Definition 7.11

Es sei A ein euklidischer Punktraum. Als Kongruenzabbildung bezeichnet man

eine affine Abbildung φ :A→A, deren zugehörige lineare Abbildung eine Iso-

metrie ist. �

Bemerkungen:

Eine alternative Definition für Kongruenzabbildungen wäre: Eine Kongru-

enzabbildung ist eine affine Abbildung, die Abstände beliebiger Punktepaare

unverändert lässt. Die Äquivalenz zu der Definition 7.11 ergibt sich unmit-

telbar aus der Definition 7.9 (Isometrie) und der Tatsache, dass Abstände

von Punkten als Beträge ihrer Verbindungsvektoren definiert sind.

Mithilfe von Kongruenzabbildungen lässt sich nun der Begriff Kongruenz

definieren: Zwei Punktmengen (bzw. geometrische Figuren) F1 und F2 heißen

kongruent, falls eine Kongruenzabbildung existiert, die F1 auf F2 abbildet.

Allgemeine Abbildungsgleichungen für Kongruenzabbildungen in R2 erhält man,

indem man in der Abbildungsgleichung (7.1) für affine Abbildungen φ :R2→R2

(siehe S. 281) die Abbildungsmatrizen beliebiger linearer Abbildungen durch

die auf S. 289f. hergeleiteten Matrizen von Isometrien f : R2→R2 ersetzt. Wir

erhalten auf diese Weise zwei Arten von Kongruenzabbildungen:

Gleichsinnige Kongruenzabbildungen werden durch Abbildungsvorschriften

φ

(
x
y

)
= Af

1 ◦ ~x+ ~v =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
◦
(
x
y

)
+

(
vx
vy

)
beschrieben, Abb.7.16 a) zeigt ein Beispiel mit α = 60◦ und ~v =

(
1
3

)
.

a) b)

Abb. 7.16:
Kongruenzabbildungen in R2

a) gleichsinnig

b) ungleichsinnig
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Abbildungsvorschriften ungleichsinniger Kongruenzabbildungen haben die

Form

φ

(
x
y

)
= Af

2 ◦ ~x+ ~v =

(
cosα sinα
sinα − cosα

)
◦
(
x
y

)
+

(
vx
vy

)
.

Abb.7.16 b) zeigt hierfür ein Beispiel mit α = 60◦ und ~v =
(

1
3

)
; man beachte

die vertauschte Orientierung der markierten Strecken.

Für die Beschreibung von Kongruenzabbildungen im Raum setzt man die auf

S. 291 hergeleiteten Darstellungen von Isometrien in R3 in die allgemeine Ab-

bildungsgleichung (7.2) affiner Abbildungen φ : R3→R3 (siehe S. 281) ein und

erhält für gleichsinnige Kongruenzabbildungen

φ

(x
y
z

)
= Dz ◦Dy ◦Dx ◦

(x
y
z

)
+ ~v

sowie für ungleichsinnige Kongruenzabbildungen

φ

(x
y
z

)
= Dz ◦Dy ◦Dx ◦ Sz ◦

(x
y
z

)
+ ~v

mit

Dz =

(
cosαz − sinαz 0
sinαz cosαz 0

0 0 1

)
,

Dy =

(
cosαy 0 sinαy

0 1 0
− sinαy 0 cosαy

)
,

Dx =

(
1 0 0
0 cosαx − sinαx
0 sinαx cosαx

)
sowie

Sz =

(
1 0 0
0 1 0
0 0 −1

)
.

In der Abb. 7.17 sind eine gleichsinnige und eine ungleichsinnige Kongruenz-

abbildung dargestellt, die Eulerschen Winkel sind in beiden Fällen αz = 100◦,

αy=−90◦, αx=45◦, der Verschiebungsvektor ist ~v =

(
3
2
2

)
.

a) b)

Abb. 7.17: Kongruenzabbildungen in R3: a) gleichsinnig, b) ungleichsinnig
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7.4.3 Ähnlichkeitsabbildungen

Bereits in der Schule werden Ähnlichkeitsabbildungen als Nacheinanderaus-

führungen von zentrischen Streckungen und Kongruenzabbildungen eingeführt.

Zentrische Streckungen mit dem Streckfaktor k und dem Streckzentrum im Ko-

ordinatenursprung lassen sich durch Matrizen Z =

(
k 0
0 k

)
bzw. Z =

(
k 0 0
0 k 0
0 0 k

)
(in R2 bzw. R3, jeweils mit k 6=0) beschreiben (siehe dazu auch das Beispiel 7.5

auf S. 261).

Interessant ist ein Blick auf zentrische Streckungen mit negativen Streckfak-

toren k hinsichtlich ihrer Orientierungstreue. Zentrische Streckungen mit k<0

sind in R2 gleichsinnige Abbildungen (siehe Abb. 7.18 a), sie lassen sich als Stre-

ckungen mit dem Streckfaktor |k| und anschließende Drehungen um 180◦ bzw.

Punktspiegelungen auffassen. Hingegen sind zentrische Streckungen mit k < 0

in R3 ungleichsinnige Abbildungen. Dies lässt sich anhand von Abb. 7.18 b)

unter Heranziehung der Rechte-Hand-Regel (siehe S. 133) anschaulich nachvoll-

ziehen, aber auch aus der Tatsache ableiten, dass Determinanten von Matrizen

orientierungserhaltender Abbildungen positiv, bei ungleichsinnigen Abbildun-

gen hingegen negativ sind. Für k<0 ist

det

(
k 0
0 k

)
= k2 > 0 , det

(
k 0 0
0 k 0
0 0 k

)
= k3< 0.

Abbildungsvorschriften für Ähnlichkeitsabbildungen φ :R2→R2 lassen sich aus

denjenigen für Kongruenzabbildungen durch Kombination mit einer zentrischen

Streckung ableiten. Man erhält

φ

(
x
y

)
=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
◦
(
k 0
0 k

)
◦
(
x
y

)
+

(
vx
vy

)
für gleichsinnige Ähnlichkeitsabbildungen sowie

a) b)

Abb. 7.18: Zentrische Streckungen mit dem Streckungsfaktor k=−6 in R2 und R3
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a) b)

Abb. 7.19:
Ähnlichkeitsabbildungen
in R2

a) gleichsinnig

b) ungleichsinnig

φ

(
x
y

)
=

(
cosα sinα
sinα − cosα

)
◦
(
k 0
0 k

)
◦
(
x
y

)
+

(
vx
vy

)
für ungleichsinnige Ähnlichkeitsabbildungen.

In Abb. 7.19 sind eine gleich- und eine ungleichsinnige Ähnlichkeitsabbildung

in R2, jeweils mit α=60◦, ~v=
(

1
1

)
und k=1,5, dargestellt.

Um Ähnlichkeitsabbildungen φ :R3→R3 zu beschreiben, müssen nicht zwei

verschiedene Abbildungsvorschriften angegeben werden. Durch

φ

(
x
y
z

)
= Dz ◦Dy ◦Dx ◦

(
k 0 0
0 k 0
0 0 k

)
◦

(
x
y
z

)
+ ~v

mit den auf S. 291 sowie auf S. 293 angegebenen Drehmatrizen Dz, Dy, Dx

lassen sich sowohl gleich- als auch ungleichsinnige Ähnlichkeitsabbildungen be-

schreiben. Mit k > 0 ist φ gleichsinnig, mit k < 0 hingegen ungleichsinnig. In

der Abb. 7.20 sind hierfür Beispiele mit jeweils αz =30◦, αy=−45◦, αx=120◦

und ~v =

(
4
3
2

)
sowie k = 2 in Abb. 7.20 a) und k = −2 in Abb. 7.20 b) dar-

gestellt. Mithilfe einer Datei für das CAS Maxima, die auf der Internetseite zu

diesem Buch zur Verfügung steht, lassen sich diese Graphiken interaktiv aus ver-

schiedenen Perspektiven betrachten, vor allem aber lassen sich Werte verändern

und dadurch andere Ähnlichkeitsabbildungen untersuchen, siehe dazu auch die

Aufgabe 11 auf S. 296.

a) b)

Abb. 7.20: Ähnlichkeitsabbildungen in R3: a) gleichsinnig, b) ungleichsinnig
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7.4.4 Aufgaben zu Abschnitt 7.4

1. Es seien V ein euklidischer Vektorraum, B = {~b1; . . . ;~bn} eine Orthonormal-

basis von V sowie f : V →V eine lineare Abbildung. Zeigen Sie dass f genau

dann eine Isometrie ist, wenn das Bild B′ = {f(~b1); . . . ; f(~bn)} der Basis B

ebenfalls eine Orthonormalbasis von V ist.

2. Für eine lineare Abbildung f : R3→R3 ist die Matrix Af =

(
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

)
bezüglich der Standardbasis B0 = {~e1;~e2;~e3} von R3 gegeben. Zeigen Sie,

dass f genau dann eine Isometrie ist, wenn
(
Af
)
T◦Af = E3 gilt, das Produkt

der Abbildungsmatrix mit ihrer Transponierten also die Einheitsmatrix ist.

Hinweis: Orientieren Sie sich an der Herleitung dieses Zusammenhangs für

Abbildungen in R2, siehe S. 288.

3. Beweisen Sie den Satz 7.15 auf S. 289.

4. Weisen Sie nach, dass jede Isometrie ein Isomorphismus ist.

5. Zeigen Sie, dass die Nacheinanderausführung der durch

Aα =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
und Aβ =

(
cosβ − sinβ
sinβ cosβ

)
beschriebenen Isometrien unabhängig von der Reihenfolge der Ausführung

eine Drehung mit dem Drehwinkel α+β ist.

6. Untersuchen Sie die beiden auf S. 289f. betrachteten Arten von Isometrien

in R2 für einen Drehwinkel α=30◦ auf Fixvektoren, d. h. auf Vektoren
(
x
y

)
mit

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
◦
(
x
y

)
=
(
x
y

)
bzw.

(
cosα sinα
sinα − cosα

)
◦
(
x
y

)
=
(
x
y

)
.

7. Auf S. 291 wurden Isometrien in R3 durch Matrizen Af
1 = Dz◦Dy◦Dx bzw.

Af
2 = Dz◦Dy◦Dx◦Sz beschrieben. Zeigen Sie, dass für beliebige Eulersche

Winkel αx, αy, αz gilt: det Af
1 = 1 und det Af

2 = −1.

8. Begründen Sie, dass jede Kongruenzabbildung bijektiv ist.

9. Bestimmen Sie (falls vorhanden) den Fixpunkt bzw. die Fixpunkte der in

der Abbildung 7.16 a) auf S. 292 dargestellten gleichsinnigen Kongruenzab-

bildung mit α = 60◦, ~v =
(

1
3

)
; interpretieren Sie das Ergebnis geometrisch.

10. Bestimmen Sie jeweils (falls vorhanden) den Fixpunkt bzw. die Fixpunkte

der beiden in der Abbildung 7.19 auf S. 295 dargestellten Ähnlichkeitsabbil-

dungen mit α = 60◦, ~v =

(
1
1

)
und k=1,5.

11. Stellen Sie gleichsinnige und ungleichsinnige Kongruenz- und Ähnlichkeits-

abbildungen der Ebene und des Raumes für verschiedene Drehwinkel, Ver-

schiebungsvektoren sowie (bei Ähnlichkeitsabbildungen) Streckfaktoren gra-

phisch dar. Sie können dazu vorbereitete Dateien für das CAS Maxima nut-

zen, die auf der Internetseite dieses Buches zur Verfügung stehen.
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Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, 124,

222
Computeralgebrasystem, siehe Maxima,

44–48, 137–138, 256

Determinante, 251–255
einer Orthogonalmatrix, 289

Diagonalform, 24
Differentialoperator, 267
Dimension

eines affinen Raumes, 210
eines Unterraumes, 199
eines Vektorraumes, 197–201

Dimensionsformel
für affine Unterräume, 213
für lineare Unterräume, 199

Drehung, 260, 289, 290
im Raum, 291

Dreiecksform, 23
Dreiecksungleichung, 222
Durchschnitt linearer Unterräume, 176

Ebene, 151–154
als affiner Unterraum, 210
geneigte, 131
Gleichung in Hessescher Normalform,

161
im vierdimensionalen Raum, 213
Koordinatengleichung, 151
Lagebeziehungen, 152–154
Normalengleichung, 157
Normalenvektor, 157
Parameterdarstellung, 151
Richtungsvektoren, 151
Spannvektoren, 151
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Stützvektor, 151
Einheitskreis, 147
Einheitsmatrix, 240, 245
Einheitsvektor, 161
Einselement, 240
Einsetzungsverfahren, 9
Eliminationsverfahren, siehe

Gauß-Algorithmus
Ellipse, 70–84

Brennpunkte, 72
Gleichung in achsenparalleler Lage, 80
Gleichung in Hauptachsenlage, 76
Hauptachse, 73
Mittelpunktsgleichung, 76
Nebenachse, 73
Ortsdefinition, 72
Tangenten, 81

Erzeugendensystem, 179–181, 190–192
Erzeugnis, siehe lineare Hülle
Euklidischer Punktraum, 219–226
Euklidischer Vektorraum, 219–226
Eulersche Winkel, 291, 293

Farbtripel, 101
Farbvektoren, 101
Farbwürfel, 108
Fibonacci-Folge, 201, 241
Fibonacci-Zahlen, 201, 241
Fixpunkt, 281
Flächeninhalt, 135
Folge, 169, 198
Funktion, 258

differenzierbare, 174, 267
lineare, 264, 279
proportionale, 264
reellwertige, 170
stetige, 174

Gauß-Algorithmus, 22
Matrixschreibweise, 29

Gauß-Jordan-Algorithmus, 23
Gegenvektor, 110, 168
geneigte Ebene, 131
Gerade, 50–54

Achsenabschnittsform, 51
als affiner Unterraum, 210
Gleichung in Hessescher Normalform,

161
Koordinatengleichung, 50
Koordinatengleichungen, 142
Normalengleichung, 156
Normalenvektor, 156
Parameterdarstellung, 140
Richtungsvektor, 141
Schnittwinkel zwischen Geraden, 53
Stützvektor, 141
Steigungswinkel, 53
Winkel zwischen Geraden, 53, 159

Zweipunkteform, 51
Geschwindigkeit, 86
Gleichsetzungsverfahren, 8
Gleichungssystem

lineares, 1–48, 214–218, 248
Äquivalenzumformungen, 11
Diagonalform, 24
Dreiecksform, 23
Gauß-Algorithmus, 22
Gauß-Jordan-Algorithmus, 23
homogenes, 37, 173, 191
inhomogenes, 37, 204, 215
Koeffizientenmatrix, 30
Lösbarkeitskriterium, 34
Lösung durch Matrizeninversion,

248
Lösung mit CAS, 44
Matrixschreibweise, 29
Rang, 32, 35
Zeilenstufenform, 23

Gruppe, 94, 104, 168, 247

Hauptsatz über lineare Abbildungen, 268
Hessesche Normalform, 161
Hintereinanderausführung, siehe

Nacheinanderausführung von
Abbildungen

Homogenität, 219
Hülle, siehe lineare Hülle
Hyperbel, 70–84, 209

Brennpunkte, 74
Gleichung in achsenparalleler Lage, 80
Gleichung in Hauptachsenlage, 78
Mittelpunktsgleichung, 78
Ortsdefinition, 74
Tangenten, 81

Hyperebene, 18

Injektivität, 258, 265
Inversion von Matrizen, 245–249
Isometrie, 287–292

gleichsinnige, 290
orientierungserhaltende, 290
ungleichsinnige, 290

Isomorphie, 109, 276
Isomorphismus, 274–277, 285

kanonische Basis, 187
Kegel, 69
Kegelschnitte, 70, 72–84
Kern, 278
Kirchhoffsches Gesetz, 42
Knotenregel, 42
Koeffizientenmatrix, 30

Rang, 32, 35
Kollinearität, 116
Komplanarität, 116
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Komposition, siehe
Nacheinanderausführung von
Abbildungen

Kongruenzabbildung, 292–293
konische Spirale, 149
Koordinaten

affine, 205–209
von Vektoren bezüglich Basen, 188

Koordinatengeometrie, 49–84
Koordinatensystem, 205–209

affines, 205
kartesisches, 106, 224

Koordinatentransformation, 79, 80, 207
Kosinussatz, 223
Kraft, 87
Kreis

Einheitskreis, 147
Konstruktion, 60
Kreisgleichung, 58
Parameterdarstellung, 147
Tangenten, 64

Kreuzprodukt, siehe Vektorprodukt
Kugel, 67
Kurven zweiter Ordnung, siehe

Kegelschnitte

Lagebeziehungen
affiner Unterräume, 210
Gerade-Ebene, 152
Kreis-Gerade, 61
von Ebenen, 154
von Ebenen im vierdimensionalen

Raum, 213
von Geraden, 144

LGS, siehe Gleichungssystem
lineare Abbildung, siehe Abbildung
lineare Abhängigkeit, 182–185
lineare Exzentrizität, 73
lineare Hülle, 178
lineare Unabhängigkeit, 182–185, 190,

194
linearer Unterraum, siehe Unterraum
Lineares Gleichungssystem, siehe

Gleichungssystem
Linearkombination, 113

Anwendungen in der Geometrie, 118
Lösbarkeitskriterium, 34
logarithmische Spirale, 148

magisches Quadrat, siehe Quadrat
Materialverflechtung, 235–238
Matrix, 29–36, 171, 227–256

Addition, 171, 240
Determinante, 251–255, 289
Diagonalmatrix, 229, 233, 254
Dreiecksmatrix, 254
einer linearen Abbildung, 270–273
Einheitsmatrix, 240

inverse, 245–249
Koeffizienten, 228
Koeffizientenmatrix, 30

Rang, 32, 35
magisches Quadrat, 197, 216
Materialverflechtungs-, 235–238
Matrizenmultiplikation, 235–241
Orthogonalmatrix, 289
Populationsmatrix, 242–245
Produktmatrix, 238
quadratische, 229
Rang, 32, 228–234
rechtsinverse, 245
reguläre, 234, 247, 251
skalare Multiplikation, 171, 240
Spaltenindex, 228
Spaltenrang, 229–234
Spaltenumformungen, 232
Spaltenvektor, 228
Spaltenvertauschung, 252
Streckungsmatrix, 261
symmetrische, 229
transponierte, 228
Vektorraum der m×n-Matrizen, 171
Zeilenindex, 228
Zeilenrang, 229–234
Zeilenstufenform, 229
Zeilenumformungen, 232
Zeilenvektor, 228
Zeilenvertauschung, 252

Matrizenmultiplikation, 235–241
Maxima, 44–48, 137–138, 256

Ähnlichkeitsabbildungen, 296
affine Abbildungen, 286
Berechnung von Schnittpunkten, 63
Darstellung von Ellipsen, 78
Darstellung von Kreisen, 58
Darstellung von Kugeln, 68
Darstellung von Vektoren durch Pfeile,

137
determinant, 256
draw2d, 47, 58
draw3d, 48
invert, 256
Kongruenzabbildungen, 296
Lösen linearer Gleichungssysteme,

44–48
Linearkombinationen, 138
Matrizenrechnung, 256
Parameterdarstellungen von Kurven,

150
rank, 256
Skalarprodukt, 138
solve, 45
transpose, 256
Vektorprodukt, 138
Vektorrechnung, 137

mechanische Arbeit, 131
Mittelpunkt einer Strecke, 55
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n-Tupel, 103–105
Nacheinanderausführung von

Abbildungen, 260, 273–274
Normaleneinheitsvektor, 161
Normalengleichung, 156–158
Normalenvektor

einer Ebene, 157
einer Geraden, 156

Nullvektor, 110, 168

Orientierung, 255
Orthogonalität, 126, 222
Orthogonalmatrix, 289
Orthonormalbasis, 224
Ortsdefinition

Ellipse, 72
Hyperbel, 74
Parabel, 75

Parabel, 70–84, 207
Gleichung in achsenparalleler Lage, 80
Leitlinie, 75
Ortsdefinition, 75
Scheitelpunkt, 75
Scheitelpunktsgleichung, 79
Tangenten, 82

Parallelepiped, 115, 136
parallelgleich, 89
Parallelotop, 255
Parallelprojektion, 262
Parameterdarstellung

archimedische Spirale, 148
Ebene, 151
Gerade, 140
konische Spirale, 149
Kreis, 147
logarithmische Spirale, 148
schräger Wurf, 146
Schraubenlinie, 149

Parametergleichung, siehe
Parameterdarstellung

Pfeilklassen, 89–99
Addition, 91

Repräsentantenunabhängigkeit, 92
im Koordinatensystem, 106
Multiplikation mit reellen Zahlen, 95

Repräsentantenunabhängigkeit, 96
Repräsentant, 90

Polynom, 170, 174, 181, 189, 220, 267
Populationsmatrizen, 242–245
positiv definite symmetrische

Bilinearform, 219
Preisvektor, 122
Produktmatrix, 238
Punktraum, siehe affiner Raum

Quadrat
magisches, 174, 197, 216

Rang
einer Koeffizientenmatrix, 32–36
einer Matrix, 228–234
eines linearen Gleichungssystems,

32–36
Raum

affiner, siehe affiner Raum
Raumdiagonale im Quader, 129
Rechenmauern, 202
Rechte-Hand-Regel, 133, 294
Rechtssystem, 133, 255
Regel von Sarrus, 253
Regularität

von Matrizen, 234, 247, 251
RGB-Vektoren, 101
RGB-Würfel, 108

Sarrussche Regel, 253
Satz des Pythagoras, 223
Satz des Thales, 130
Satz von Kronecker-Capelli, 34
Satz von Varignon, 118
Scherung, 262, 283
Schnittgerade zweier Ebenen, 154
Schnittpunkte

Gerade-Ebene, 152
von Geraden, 144

Schnittwinkel
zwischen Ebenen, 160
zwischen Geraden im Raum, 159
zwischen Geraden in der Ebene, 53
zwischen Geraden und Ebenen, 160

schräger Wurf, 146
Schraubenlinie, 149
Schubspiegelung, 259, 279
Schwerpunkt, 119, 120
Seitenhalbierende, 119
Sinussatz, 130
Skalarprodukt, 122–131, 219–221

Darstellung bezüglich einer Basis, 221
geometrische Deutung, 124
Rechenregeln, 123
verallgemeinertes, 219

Spaltenindex, 228
Spaltenrang, 229–234
Spaltenumformungen, 232
Spaltenvektor, 228
Spat, 115, 136, 255
Spatprodukt, 136, 255
Spiegelung, 259, 290
Spirale, 148
Standardbasis, 187, 269, 288
Steinitzscher Austauschsatz, 195
Streckung

axiale, 261, 282
zentrische, 261, 281, 294

Streckungsmatrix, 261
Strukturgleichheit, 109, 110, 274, 276
Strukturtreue, 264
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Stückliste, 100
Summe linearer Unterräume, 176
Surjektivität, 258, 265, 283

Tangente
Ellipsen-, 81
Hyperbel-, 81
Kreis-, 64
Parabel-, 82

Teilraum, siehe Unterraum
Teilvektorraum, siehe Unterraum
Transponierte, 228

Umkehrabbildung, 275
Unterraum

affiner, 210–214
Dimension, 210
Ebene, 210
Gerade, 210
Lösungsmengen inhomogener

linearer Gleichungssysteme, 215
magische Quadrate, 216
Verbindungsraum, 212

linearer, 172–177
Basis, 190
differenzierbarer Funktionen, 174,

267
Dimensionsformel, 199
Durchschnitt linearer Unterräume,

176
Fibonacci-Folge, 201
Lösungsmengen homogener linearer

Gleichungssysteme, 173
magische Quadrate, 174, 197
Rechenmauern, 202
stetiger Funktionen, 174
Summe linearer Unterräume, 176

Unterraumkriterium, 172
Untervektorraum, siehe Unterraum

Vektor, 110
Addition

Assoziativität, 110, 168
Kommutativität, 110, 168

Beschleunigungsvektor, 146
Betrag, 124, 222
Distributivgesetz, 110, 168
Farbvektor, 101
Gegenvektor, 110, 168
Geschwindigkeitsvektor, 86, 146
Kollinearität, 116
Komplanarität, 116
Kraftvektor, 87
Linearkombination, 113
n-Tupel, 103–105
Nullvektor, 110, 168
orthogonal, 126, 222
Pfeilklasse, 89–99

Populationsvektor, 242
Preisvektor, 122
RGB-Vektor, 101
skalare Multiplikation

Assoziativität, 110, 168
Stückliste, 100
Verschiebungsvektor, 88, 259, 280, 293

Vektorprodukt, 133–136
Vektorraum, 168–177

Basis eines Vektorraumes, 187–197
der m×n-Matrizen, 171
der Folgen reeller Zahlen, 169, 198
der n-Tupel reeller Zahlen, 169
der Pfeilklassen, 169
der Polynome höchstens n-ten Grades,

170, 174, 220, 267
Basis, 189
Erzeugendensystem, 181

der Verschiebungen, 169
Dimension, 197–201
Euklidischer, 219–226
reellwertiger Funktionen, 170, 181
Unterraum eines Vektorraumes, 172

Vektorraumhomomorphismus, 264
Verbindungsraum, 212
Verkürzungssatz, 192
Verkettung, siehe

Nacheinanderausführung von
Abbildungen

Verschiebung, 88, 259, 280, 281
Volumen, 136

Winkel
Eulersche, 291, 293
zwischen Ebenen, 160
zwischen Geraden im Raum, 159
zwischen Geraden in der Ebene, 53
zwischen Geraden und Ebenen, 160
zwischen Vektoren, 128, 129, 223

Winkeltreue, 288

Zahlenfolge, 169, 198
Zeilenindex, 228
Zeilenrang, 229–234
Zeilenstufenform, 23, 229
Zeilenumformungen, 232
Zeilenvektor, 228
Zuordnung, 258



A. Filler: Elementare Lineare Algebra Lösungen zu Abschnitt 1.1 1

Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 1.1

1. a) y = −5 x−13
4 bzw. L =

{(
x
y

) ∣∣∣∣ (xy) = t·
(

1
−5

4

)
+

(
0
13
4

)
; t ∈ R

}
b) y = 15 x−44

28 bzw. L =

{(
x
y

) ∣∣∣∣ (xy) = t·
(

1
15
28

)
+

(
0
11
7

)
; t ∈ R

}
c) x = 9

2 bzw. L =

{(
x
y

) ∣∣∣∣ (xy) = t·
(

0
1

)
+

(
9
2

0

)
; t ∈ R

}

a) b) c)

2. a) L = {(40;−4)}
b) L =

{(
300
47 ;−204

47

)}
3. a) L = {(37; 19)}

b) L = {(2; 3)}
c) Das lineare Gleichungssystem besitzt keine Lösung: L = {}.

d) Es gibt unendlich viele Lösungen; L =

{(
x
y

) ∣∣∣∣ (xy) = t·
(

1
1
2

)
+

(
0

1

)
; t∈R

}
.

a) b)

c) d)

4. x = c+3
2 ; y = c−3

2



2 A. Filler: Elementare Lineare Algebra Lösungen zu Abschnitt 1.1

5. Für beliebige a11, a12, a21, a22 ist (0; 0) eine Lösung des LGS

a11 x + a12 y = 0
a21 x + a22 y = 0 .

Es hat genau dann unendlich viele Lösungen, wenn a11a22 − a12a21 = 0 ist.

6. Es seien x, y die Preise für ein Kilogramm Tee der ersten bzw. der zweiten

Sorte. Dann lässt sich das folgende LGS aufstellen:

120x + 90 y = 210 · 25
10x + 150 y = 160 · 30 .

Als (eindeutige) Lösung dieses LGS erhält man x = 395
19 , y = 1745

57 . Die

Kilogrammpreise liegen somit bei ca. 20,80e für Tee der ersten und bei ca.

30,60e für Tee der zweiten Sorte.

7. Es seien x, y die benötigten Massen der beiden Stahlsorten. Dann lässt sich

das folgende LGS aufstellen:
x + y = 180

0,12x + 0,3 y = 0,25 · 180 .

Als (eindeutige) Lösung dieses LGS erhält man x = 50, y = 130. Man benö-

tigt also 50 kg Stahl der ersten Sorte und 130 kg Stahl der zweiten Sorte.

8. Entfernung: 3 km

Geschwindigkeiten: Berta 15 km
h , Anja: 12 km

h , Claudius: 18 km
h

Fahrzeiten: Berta 12 Minuten, Anja: 15 Minuten, Claudius: 10 Minuten

9. Es seien x, y die Preise für Apfelhalb- bzw. -hochstämme. Dann lässt sich

das folgende LGS aufstellen:

4x + 2 y = 192
3x + y = 129,5 .

Als (eindeutige) Lösung dieses LGS erhält man x = 67
2 , y = 29. Ein Apfel-

halbstamm kostet somit 33,50e, ein Hochstamm 29,00e.

10. Es sei n die Anzahl der Personen und s die zu zahlende Zeche. Dann lässt

sich das folgende LGS aufstellen:

4,35n − s = −0,20
4,40n − s = 0,20 .

Als (eindeutige) Lösung dieses LGS erhält man n = 8, s = 35. Die Anzahl

der Personen betrug also 8, die zu zahlende Zeche 35 Mark.



A. Filler: Elementare Lineare Algebra Lösungen zu Abschnitt 1.2 1

Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 1.2

1. a) Das lineare Gleichungssystem ist nicht lösbar.

b) L =

{(
x
y
z

) ∣∣∣∣∣
(
x
y
z

)
= s·

(−1
1
0

)
+ t·

(
3
0
1

)
+

(
2
0
0

)
; s, t ∈ R

}

2. a) L = {(3;−1; 2)} b) L =
{(

21
19 ; 62

19 ;−72
19

)}
3. a)

 2 3 5
1 1 2
3 1 1

→
 1 1 2

0 1 1
0 −2 −5

→
 1 1 2

0 1 1
0 0 −3


Das LGS ist also nicht lösbar.

Zeichnet man die drei Gera-

den, die durch die drei Glei-

chungen des Systems gege-

ben sind, in ein Koordinaten-

system ein, so erkennt man,

dass die drei Geraden keinen

gemeinsamen Punkt haben;

ihre Schnittmenge ist leer.

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7

−6

−4

−2

2

4

6

x

y

b)  2 −1 2 1
1 −2 3 1
6 3 −2 1
1 −5 7 2

→
 1 −2 3 1

0 3 −4 −1
0 15 −20 −5
0 −3 4 1

→
 1 −2 3 1

0 3 −4 −1
0 0 0 0
0 0 0 0


Dieses LGS ist lösbar. Wir setzen t := x3 und erhalten durch Rückwärtsein-

setzen x2 = 1
3 (−1 + 4 t) und schließlich x1 = 1

3 (1 − t). Die Lösungsmenge

ist also

L =


x1

x2

x3

 ∣∣∣∣∣∣
x1

x2

x3

 = t·

−1
3
4
3

1

+

 1
3

−1
3

0

 ; t ∈ R

.

Zeichnet man die Ebe-

nen, die durch die vier

Gleichungen des LGS ge-

geben sind, in ein Koor-

dinatensystem ein, so er-

kennt man, dass sich die

vier Ebenen in einer Ge-

raden schneiden. Diese

Schnittgerade ist durch

die Lösungsmenge des

Gleichungssystems gege-

ben.
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4. Wir notieren die erweiterte Koeffizientenmatrix und formen sie um: r 1 1 1
1 r 1 1
1 1 r 1

→
 0 1− r2 1− r 1− r

1 r 1 1
0 1− r r − 1 0

 .

1. Fall: r = 1

In diesem Fall kann man die Lösungsmenge direkt ablesen:

L = {(1−s−t; s; t) | s, t ∈ R} (das sind unendlich viele Lösungen).

2. Fall: r 6= 1

Wir führen einen weiteren Schritt des Gauß-Algorithmus durch. Durch Mul-

tiplikation der ersten und der dritten Zeile mit 1
1−r ergibt sich: 0 1 + r 1 1

1 r 1 1
0 1 −1 0

→
 1 r 1 1

0 1 −1 0
0 0 2 + r 1

 .

Falls r = −2 ist, gilt offenbar L = {}.
Für r 6= −2 gibt es genau eine Lösung: L =

{
( 1

2+r ; 1
2+r ; 1

2+r )
}

.

5. Die durch zwei Gleichungen beschriebenen Ebenen sind parallel, wenn die

linke Seite der einen Gleichung durch Multiplikation der linken Seite der an-

deren Gleichung mit einer reellen Zahl entsteht, die gesamte erste Gleichung

jedoch kein Vielfaches der anderen Gleichung ist. Dies trifft auf die ersten

beiden Gleichungen des folgenden LGS zu:

x + y − 3 z = 2

− 3x − 3 y + 9 z = 30

x + y + z = 1 .

6. a) Ein Stück weißes Tuch kostet 8,25 Taler, ein Stück schwarzes Tuch 10,25

Taler und ein Stück blaues Tuch 13,25 Taler.

b) Der Erste hatte 64 Taler, der Zweite 72 Taler und der Dritte 84 Taler.



A. Filler: Elementare Lineare Algebra Lösungen zu Abschnitt 1.3 1

Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 1.3

1. a) Die einfache und die erweiterte Koeffizientenmatrix haben jeweils den

Rang 4. Das LGS hat genau eine Lösung: (1,4; 0,6;−1; 3,2). Auch das

zugehörige homogene LGS ist eindeutig lösbar, seine Lösung ist (0; 0; 0; 0).

b) Die einfache und die erweiterte Koeffizientenmatrix haben jeweils den

Rang 3. Die Lösungsmenge des gegebenen inhomogenen LGS ist

L =



x1

x2

x3

x4


∣∣∣∣∣∣∣∣∣


x1

x2

x3

x4

 =


−7

4
1
2

0
1

+ r·


1
2

0
1
0

 ; r ∈ R

 ,

die Lösungsmenge des zugehörigen homogenen LGS

LHOM =



x1

x2

x3

x4


∣∣∣∣∣∣∣∣∣


x1

x2

x3

x4

 = r ·


1
2

0
1
0

 ; r ∈ R

 .

2. Das lineare Gleichungssystem
x1 + x2 = 1

hat die erweiterte Koeffizientenmatrix (A |b) = (1 1 | 1). Es gilt hierfür

rg A = rg (A |b). Das angegebene LGS ist jedoch nicht eindeutig lösbar, da

(1−t, t) für jedes t ∈ R eine Lösung ist.

3. Weil die Lösung des LGS eindeutig bestimmt ist, muss der Rang der einfa-

chen Koeffizientenmatrix, der in diesem Fall gleich dem Rang der erweiterten

Koeffizientenmatrix ist, gleich n sein. Die Zeilenstufenform der erweiterten

Koeffizientenmatrix hat n Stufen:

∗ b1
∗

∗
...

0
. . .

∗ bn


Keines der Elemente ∗ ist Null. Also ist das LGS für beliebige b1, . . . , bn

eindeutig lösbar.

4. a) Das gegebene Gleichungssystem hat die erweiterte Koeffizientenmatrix:(
a b r
c d s

)
.

Zur Abkürzung setzen wir D := a d− b c. Da nach Voraussetzung D 6= 0

ist, gilt a 6= 0 oder c 6= 0.

1. Fall: a 6= 0

Wir addieren das − ca -Fache der ersten zur zweiten Zeile, multiplizieren

dann die zweite Zeile mit a
D , addieren dann das −b -Fache der zweiten zur



2 A. Filler: Elementare Lineare Algebra Lösungen zu Abschnitt 1.3

ersten Zeile und multiplizieren schließlich die erste Zeile mit 1
a . Es ergibt

sich: (
1 0 rd−bs

D

0 1 as−rc
D

)
.

Das LGS besitzt somit genau eine Lösung, nämlich
(
rd−bs
D ; as−rcD

)
.

2. Fall: c 6= 0

Eine zum ersten Fall analoge Rechnung zeigt, dass das Gleichungssystem

auch in diesem Fall genau eine Lösung besitzt, nämlich
(
rd−bs
D ; as−rcD

)
.

Beide Fälle zusammenfassend wurde damit gezeigt, dass das Gleichungs-

system aus der Aufgabenstellung für a d − b c 6= 0 genau eine Lösung

besitzt, nämlich
(
rd−bs
D ; as−rcD

)
bzw.

(
rd−bs
a d−b c ; as−rca d−b c

)
.

b) Wegen 10− 3 = 7 6= 0 ist das gegebene Gleichungssystem für alle m ∈ R
eindeutig lösbar. Durch Einsetzen der Koeffizienten in die unter a) her-

geleitete allgemeine Lösung ergibt sich L =
{(−10m+33

7 , 22−2m
7

)}
.

5. Sind x(1) =
(
x

(1)
1 ;x

(1)
2 ; . . . ;x

(1)
n

)
und x(2) =

(
x

(2)
1 ;x

(2)
2 ; . . . ;x

(2)
n

)
zwei Lö-

sungen eines inhomogenen LGS

a11 x1 + . . . + a1n xn = b1
a21 x1 + . . . + a2n xn = b2

...
...

...
am1 x1 + . . . + amn xn = bm ,

so gilt

a11 x
(1)
1 + . . . + a1n x

(1)
n = b1

a21 x
(1)
1 + . . . + a2n x

(1)
n = b2

...
...

...
am1 x

(1)
1 + . . . + amn x

(1)
n = bm

und

a11 x
(2)
1 + . . . + a1n x

(2)
n = b1

a21 x
(2)
1 + . . . + a2n x

(2)
n = b2

...
...

...
am1 x

(2)
1 + . . . + amn x

(2)
n = bm .

Daraus folgt(
a11 x

(1)
1 + . . . + a1n x

(1)
n

)
−
(
a11 x

(2)
1 + . . . + a1n x

(2)
n

)
= 0(

a21 x
(1)
1 + . . . + a2n x

(1)
n

)
−
(
a21 x

(2)
1 + . . . + a2n x

(2)
n

)
= 0

...
...

...
...

...(
am1 x

(1)
1 + . . . + amn x

(1)
n

)
−
(
am1 x

(2)
1 + . . . + amn x

(2)
n

)
= 0

bzw.
a11

(
x

(1)
1 − x

(2)
1

)
+ . . . + a1n

(
x

(1)
n − x(2)

n

)
= 0

a21

(
x

(1)
1 − x

(2)
1

)
+ . . . + a2n

(
x

(1)
n − x(2)

n

)
= 0

...
...

...

am1

(
x

(1)
1 − x

(2)
1

)
+ . . . + amn

(
x

(1)
n − x(2)

n

)
= 0 .

Die Differenz x(1)− x(2) =
(
x

(1)
1 −x

(2)
1 ; x

(1)
2 −x

(2)
2 ; . . . ; x

(1)
n −x(2)

n

)
der bei-

den Lösungen des gegebenen Gleichungssystems ist somit eine Lösung des

zugehörigen homogenen LGS.
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6. a) Eine feste Lösung des gegebenen LGS ist z. B.
(

1
2 ; 0; 0

)
.

b) LHOM =

{(
x1

x2

x3

) ∣∣∣∣∣
(
x1

x2

x3

)
= t·

(
2
1
−7

)
; t ∈ R

}

c) L =

{(
x1

x2

x3

) ∣∣∣∣∣
(
x1

x2

x3

)
=

( 1
2
0
0

)
+ t·

(
2
1
−7

)
; t ∈ R

}

7. Die Differenz (2; 2) der beiden vorgegebenen Lösungen (1; 2) und (3; 4) eines

LGS ist nach dem Satz 1.2 eine Lösung des zugehörigen homogenen LGS.

Da jedes Vielfache einer Lösung eines homogenen LGS ebenfalls eine Lösung

ist, ist (2t; 2t) für beliebige t ∈ R eine Lösung des homogenen LGS. Nach

dem Satz 1.3 ist daher (1; 2) + (2t; 2t) = (1+2t ; 2+2t) mit beliebigem t ∈ R
eine Lösung des Gleichungssystems, von dem ausgegangen wurde.
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 1.4

1. Die gegebene Situation wird durch das folgende lineare Gleichungssystem

beschrieben:
A + B + C + N = 1000

0, 22 A + 0, 18B + 0, 15C = 180

0, 08 A + 0, 08B + 0, 07C + N = 100 .

Durch Lösen dieses LGS erhält man

A = 73,5 t− 1500, B = −166,5 t+ 4500, C = 92 t− 2000, N = t (t ∈ R).

Dabei sind natürlich nur Lösungen sinnvoll, bei denen A,B,C und N nicht

negativ sind. Unter dieser Bedingung ist eine Lösung gesucht, für die N

minimal ist. Dies ist für t=N= 2000
92 ≈ 21,74 der Fall. Durch Einsetzen ergibt

sich A≈ 97,9, B≈ 880,3, C = 0. Rundet man diese Werte etwas, so werden

98 kg der Legierung A, 880 kg der Legierung B sowie 22 kg Nickel benötigt.

Die Lösung der Aufgabe ließe sich vereinfachen, indem zunächst überlegt

wird, dass die Verwendung der Legierung C nicht sinnvoll ist, wenn möglichst

wenig reiner Nickel verwendet werden soll. Es ist in diesem Falle ein LGS

mit nur drei Variablen zu lösen, wobei man ebenfalls die oben angegebenen

Resultate erhält.

2. Analog zu dem Vorgehen in dem Beispiel 1.28 auf S. 41 des Buches stellt

man ein LGS auf, dessen Variablen die Verkehrsdurchsätze x1, . . . , x6 der

Streckenabschnitte des Kreisverkehrs sind, und löst dieses. Es ergibt sich

eine einparametrige Lösungsmenge; mit t=x6 ist:

x1 = t+ 120, x2 = t+ 20, x3 = t+ 100, x4 = t+ 40, x5 = t+ 110, x6 = t.

Dabei muss natürlich t ≥ 0 sein. Für t = 0 ergibt sich der geringste Verkehrs-

durchsatz innerhalb des Kreisverkehrs. Dies ist jedoch nicht realistisch, denn

es würde bedeuten, dass kein Verkehrsteilnehmer den Kreisverkehr z. B. in

dem Knoten C befahren und in dem Knoten B verlassen könnte.

In jedem Falle (also unabhängig von t) ist der Verkehrsdurchsatz in dem

Streckenabschnitt x1 am höchsten.

3. a) Man stellt nach den Kirchhoffschen Regeln folgendes LGS auf:

I0 = I1 + I2
I2 = I3 + I4
U0 = R1 ·I1
U0 = R3 ·I3 +R2 ·I2
U0 = R4 ·I4 +R2 ·I2 .

Durch Einsetzen von U0 =12 V, R1 =20 Ω, R2 =40 Ω, R3 =10 Ω, R4 =20 Ω

und Lösen des LGS erhält man I0 = 6
7 , I1 = 3

5 , I2 = 9
35 , I3 = 6

35 , I4 = 3
35

bzw. I0≈ 0,857 A, I1 = 0,6 A, I2≈ 0,257 A, I3≈ 0,171 A, I4≈ 0,086 A.

b) Durch allgemeines Lösen des oben angegebenen LGS ergibt sich

I0 = R1(R4+R3)+R3R4+R3R2+R2R4

R1(R3R4+R3R2+R2R4) ·U, I1 = U
R1
, I2 = R4+R3

R3R4+R3R2+R2R4
·U,

I3 = R4

R3R4+R3R2+R2R4
·U, I4 = R3

R3R4+R3R2+R2R4
·U .
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 2.1

1. a) 9x+ 8y = 11

b) 9x− 8y = 0

2. Einsetzen der Koordinaten der Punkte in die allgemeine Geradengleichung

ergibt:
ax1 + by1 = c

ax2 + by2 = c .

Somit gilt
ax1 + by1 = ax2 + by2

bzw.
ax1 − ax2 = by2 − by1

und daher die Behauptung des Satzes.

3. Man erhält dieselben Ergebnisse wie in der Aufgabe 1.

4. Setzt man x1 = 0, y1 = ny, x2 = nx und y2 = 0 in die Zweipunkteform (2.3)

ein, so ergibt sich daraus:
y − ny
x− 0

=
0− ny
nx − 0

= −ny
nx

Diese Gleichung wird nun umgeformt:

y

x
− ny

x
= −ny

nx
| ·x

y − ny = − x

nx
· ny | · 1

ny
y

ny
− 1 = − x

nx
x

nx
+

y

ny
= 1 .

5. Die Gerade durch die beiden gegebenen Punkte lässt sich durch folgendes

LGS beschreiben:
x + 7 y = 35

2 y + z = 8 .

6. a) α ≈ 71, 6◦

b) α ≈ 26, 6◦

c) α ≈ 7, 1◦

7. a) S(−0, 3 ;−0, 4), β = 90◦

b) S(8
3 ; 23

3 ), β ≈ 31◦

8. Das Buch enthält in dieser Aufgabe einen Druckfehler. Statt c : x + y = 6x

sollte es heißen c : x+ y = 6. Damit erhält man

A(0 ; 0), B(4 ; 2), C(1,5 ; 4,5), α = 45◦, β ≈ 71, 6◦, γ ≈ 63, 4◦.

Mit den im Buch abgedruckten Gleichungen (d. h. mit c : x + y = 6x)

entsteht kein Dreieck; alle drei Geraden schneiden sich in diesem Falle im

Koordinatenursprung.
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9. Gleichung der Geraden g : y = y0 +m(x− x0)

Gleichung der Senkrechten zu g durch P0:
y − y0

x− x0
= − 1

m
bzw. y = y0 −

1

m
(x− x0)

10. Es seien zwei Geraden g und h mit den Anstiegen mg und mh sowie den

Steigungswinkeln αg und αh gegeben und es sei S der Schnittpunkt der

beiden Geraden. In S werden Steigungsdreiecke von g und h gezeichnet,

in denen die Ankathete des Steigungswinkels jeweils die Länge 1 hat, die

Gegenkatheten haben damit die Längen |mg| bzw. |mh|.

Die Geraden g und h sind genau dann orthogonal zueinander, wenn ihre

Steigungswinkel sich zu 90◦ ergänzen. Dies wiederum ist genau dann der

Fall, wenn beide Steigungsdreiecke in allen Winkeln übereinstimmen, also

ähnlich zueinander sind. In diesem Falle (und nur dann) stehen die Katheten

in demselben Verhältnis zueinander, also |mh|
1 = 1

|mg| .

Unabhängig davon, welche Richtung des Satzes man betrachtet, folgt aus der

jeweiligen Voraussetzung, (g und h sind orthogonal bzw. mh = − 1
mg

) dass

von den beiden Geraden eine monoton fallend und eine monoton steigend

ist. |mh|
1 = 1

|mg| ist in diesem Falle gleichbedeutend mit mh = − 1
mg

. Somit

sind also g und h genau dann orthogonal, falls mh = − 1
mg

.
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 2.2

1. Gleichungen der Mittelsenkrechten:

mAB : 17x+ 7y = −11, mBC : 7x− 17y = 75, mAC : −12x+ 5y = −32

Schnittpunkt: S(1;−4)

2. Nach Voraussetzung gilt√
(x−xA)2 + (y−yA)2 =

√
(x−xB)2 + (y−yB)2

⇔ (x−xA)2 + (y−yA)2 = (x−xB)2 + (y−yB)2

⇔ x2+ x2
A− 2xxA + y2+ y2

A− 2yyA = x2+ x2
B− 2xxB + y2+ y2

B− 2yyB

⇔ x2
A − 2xxA + y2

A − 2yyA = x2
B − 2xxB + y2

B − 2yyB

⇔ 2yyB − 2yyA = 2xxA− 2xxB+ y2
B− y2

A+ x2
B− x2

A

⇔ y =
xA−xB
yB−yA

x+
y2
A+ x2

B− x2
A

2(yB−yA)

Da dies eine Geradengleichung ist, handelt es sich bei der betrachteten

Punktmenge um eine Gerade M mit dem Anstieg
xA−xB
yB−yA

. Der Anstieg der

Geraden AB ist nach Satz 2.1
yB − yA
xB − xA

. Die Multiplikation beider Anstiege

ergibt
xA−xB
yB−yA

· yB − yA
xB − xA

= −1, also sind die Geraden orthogonal zuein-

ander. Da M nach Voraussetzung den Mittelpunkt der Strecke AB enthält,

sind alle Teile der Behauptung erfüllt; M ist die Mittelsenkrechte von AB.

3. a) d(P, g) ≈ 6,6 b) d(P, g) ≈ 2,69

4. a) x2 + y2 = 25
4 b) (x+ 2)2 + (y − 1)2 = 52

5. P liegt innerhalb des Kreises,Q liegt auf dem Kreis, R und S liegen außerhalb

des Kreises.

6. M(4;−4), r = 4

7. Es existieren genau zwei Kreise, welche den Bedingungen entsprechen. Ihre

Mittelpunkte sind M1(−2; 0) und M2(4;−2). Die Kreisgleichungen lauten:

k1 : (x+2)2 + y2 = 50 und k2 : (x−4)2 + (y+2)2 = 50.

8. a) M(4;−3), r = 5, k : (x− 4)2 + (y + 3)2 = 25

b) M(2;−3), r = 10, k : (x− 2)2 + (y + 3)2 = 100

c) M(−1; 7), r =
√

26, k : (x+ 1)2 + (y − 7)2 = 26

d) M
(
−1

2 ; 3
2

)
, r =

√
13
2 , k :

(
x+ 1

2

)2
+
(
y − 3

2

)2
= 13

2

9. a) Kreisgleichung: (x− 4)2 + (y + 3)2 = 4, M(4;−3), r = 2

b) Es ergibt sich die Gleichung (x− 11)2 + (y + 1)2 = −16, durch diese wird

kein Kreis beschrieben.

c) Kreisgleichung: (x+ 5)2 + (y + 3)2 = 25, M(−5;−3), r = 5
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d) Es ergibt sich die Gleichung (x− 2)2 + (y − 7)2 = −1, durch diese wird

kein Kreis beschrieben.

10. Die gegebene Kreisgleichung wird zunächst auf beiden Seiten mit 1
5 multi-

pliziert:
x2 + y2 + 24

5 x− 32
5 y = 9

5 .

Durch quadratische Ergänzung erhält man:

x2 + 24
5 x =

(
x+ 12

5

)2 − (12
5

)2
,

y2 − 32
5 y =

(
y − 16

5

)2 − (16
5

)2
.

Einsetzen in die Kreisgleichung ergibt:(
x+ 12

5

)2 − (12
5

)2
+
(
y − 16

5

)2 − (16
5

)2
= 9

5
bzw. (

x+ 12
5

)2
+
(
y − 16

5

)2
= 89

5 .

Der Kreis k hat also den Mittelpunkt M
(
−12

5 ; 16
5

)
und den Radius r =

√
89
5 .

a) Der Radius des gesuchten Kreises ist 16
5 , eine Kreisgleichung somit(

x+ 12
5

)2
+
(
y − 16

5

)2
=
(

16
5

)2
.

b) Der Radius des gesuchten Kreises ist
√(

1 + 12
5

)2
+
(
2− 16

5

)2
=
√

13, eine

Kreisgleichung somit
(
x+ 12

5

)2
+
(
y − 16

5

)2
= 13.

11.a) g ist Sekante von k ; Schnittpunkte: S1(0;−5), S2(4; 3)

b) g ist Sekante von k ; Schnittpunkte (näherungsweise):

S1(−3.90;−3.07), S2(5.96; 14.18)

c) g ist Tangente an k ; Berührpunkt: S(3; 4)

d) g ist Passante zu k (kein gemeinsamer Punkt)

12.a) S1(1,4 ; 4,8), S2(−4 ; 3)

b) Es existieren keine Schnittpunkte.

13. Durch Einsetzen der Tangentengleichung in die Kreisgleichung ergibt sich

(x− 5)2 +

(
5

12
x+ 1, 4375

)2

= 3,252

x2 +
25

144
x2 − 10x+ 2·1,4375· 5

12
x+ 25 + 1,43752 = 3,252

169

144
x2 − 10x+

14,375

12
x = −16,50390625

169

144
x2 − 105,625

12
x = −16,50390625

x2 − 7,5x = −14,0625 .

Daraus erhält man die Lösung:

x1/2 =3, 75±
√

3, 752 − 14,0625 = 3, 75± 0.

Es existiert also tatsächlich nur eine Lösung, nämlich die x-Koordinate des

Punktes P0. Durch Einsetzen in die Kreis- oder die Tangentengleichung

erhält man als Lösung y = 4, also die y-Koordinate des Punktes P0.
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14. Leitet man die Funktionsgleichung

f1(x) = −
√
r2 − (x−xM)2+ yM

des
”
unteren“ Halbkreises nach x ab, so erhält man

f ′1(x)= − −(2x− 2xM)

2
√
r2 − (x−xM)2

= − −(x− xM)√
r2 − (x−xM)2

= − x− xM
−(f1(x)− yM )

.

Setzt man hierin x = x0 und f(x0) = y0, so ergibt sich der Tangentenanstieg

m = −x0 − xM
y0 − yM

.

Der Achsenabschnitt n und damit die Tangentengleichung (2.10) lassen sich

daraus (wie auf S. 65 des Buches gezeigt) ableiten.

15. Gleichung der Tangente an k in P1(5 ; 7): 3x+ 4y = 43

Gleichung der Tangente an k in P2(6 ; 0): 4x− 3y = 24
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 2.3

1. a) r =
√

3, k: x2 + y2 + z2 = 3

b) r =
√

14, k: (x−1)2 + (y−2)2 + (z−3)2 = 14

c) r = 12, k: (x−4)2 + (y+5)2 + (z−6)2 = 144

d) r =
√

11
9 , k: (x+ 1

3 )2 + (y− 1
2 )2 + (z+ 1

6 )2 = 11
9

2. a) P liegt außerhalb von k.

b) P liegt auf k.

c) P liegt innerhalb von k.

d) P liegt auf k.

3. a) M(−6;−5;−7), r = 3
√

11

b) Die Gleichung beschreibt keine Kugel.

c) M(−0, 25;−1; 0, 5), r = 0, 25

4. a) M(0; 0; 0), r = 3, k : x2 + y2 + z2 = 9

b) M(2; 5;−7), r = 15, k : (x−2)2 + (y−5)2 + (z+7)2 = 225

c) M(−5;−4;−7), r = 5, k : (x+5)2 + (y+4)2 + (z+7)2 = 25

5. a) M(1; 2; 3), k : (x−1)2 + (y−2)2 + (z−3)2 = 100

b) M(11;−4;−8), k : (x−11)2 + (y+ 4)2 + (z+8)2 = 100

c) M(5;−10; 10), k : (x−5)2 + (y+10)2 + (z−10)2 = 100

6. Oberer Ast: z = cotα ·
√
x2 + y2

Unterer Ast: z = − cotα ·
√
x2 + y2
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 2.4

1. Ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r ist eine Ellipse mit

e= 0 und den Brennpunkten F1 =F2 =M . In der Definition der Ellipse ist

|F1P |= |F2P |=r einzusetzen.

2. a) Für die Hauptscheitel S1 und S2 gilt

|F1S1|+ |F2S1| = (a− e) + (a+ e) = 2a ,

|F1S2|+ |F2S2| = (a+ e) + (a− e) = 2a .

Da die Hauptscheitel selbst Punkte der Ellipse sind, muss wegen der

Ortsdefinition der Ellipse für alle Punkte P der Ellipse die Behauptung

|F1P |+ |F2P | = 2a erfüllt sein.

b) Nach a) gilt für einen Nebenscheitel S3:

|F1S3|+ |F2S3| = 2a.

Da |F1S3| = |F2S3| sein muss, hat

die Hypotenuse des Dreiecks ∆MF1S3

die Länge a. Wegen |MS3| = b und

|MF1| = e ergibt sich die Behauptung

daher aus dem Satz des Pythagoras.

3. Für ||F1P | − |F2P || = 0 beschriebe die Definition eine Gerade (die Mittel-

senkrechte der Strecke F1F2). Somit würde es sich nicht mehr um eine
”
echte“

Hyperbel handeln; daher wird dieser Fall durch die Definition ausgeschlossen.

4. Die Gültigkeit der Gleichung ||F1S1|−|F2S1|| = 2a ist anhand von Abb. 2.24

sofort ersichtlich. Wegen der Definition der Hyperbel muß dann für jeden

ihrer Punkte P gelten: ||F1P | − |F2P || = 2a.

5. Für die Abstände der Punkte P1 und P2 von der Leitlinie l gilt (unter Ver-

wendung der Bezeichnungen aus Abb. 2.26): d(P1, l) = d(P2, l) = |LF | = p.

Nach der Definition der Parabel ist dann |FP1| = |FP2| = p und somit

|P1P2| = |FP1|+ |FP2| = 2p.

6. Für die Abstände eines beliebigen Punktes P (x; ax2) vom Brennpunkt und

von der Leitlinie gilt

|PF |2 = x2+
(
ax2− 1

4a

)2
= x2+a2x4− 1

2x
2 + 1

16a2 = a2x4 + 1
2x

2 + 1
16a2 ,

(d(P, l))2 =
(
ax2 + 1

4a

)2
= a2x4 + 1

2x
2 + 1

16a2 .

Beide Abstände sind also gleich.

7. Da S ein Punkt der Parabel ist, gilt |SF | = d(S, l). Weiterhin ist L der

Fußpunkt des Lotes von S auf l und somit |SF | = |SL|. Aus |LF | = p folgt

damit die Behauptung |LS| = |SF | = p
2 .

8. a) 16x2 +25y2 = 400 b) 9x2 +25y2 = 225 c) 4x2 +13y2 = 52

d) 9x2 + 25y2 = 900 e) 3x2 + 4y2 = 48
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9. a = 10, b = 8, e = 6, F1(-6;0), F2(6;0)

10. Sei P (x; y) ein Punkt mit x2

a2 + y2

b2 = d > 1. Dann liegt der Punkt P0(x0; y0)

mit x0 = x√
d

und y0 = y√
d

mit P auf einer Geraden durch den Mittelpunkt

M der Ellipse und hat von M den Abstand
√
x2

0 + y2
0 = 1

d

√
x2 + y2, also

einen kleineren Abstand als P . Weiterhin gilt
x2
0

a2 +
y2
0

b2 = x2

da2 + y2

db2 = d
d = 1.

P0 ist also ein Punkt der Ellipse der zwischen M und P liegt; P liegt somit

außerhalb der Ellipse.

Für Punkte innerhalb der Ellipse lässt sich der Beweis (mit d < 1) völlig

analog führen.

11. Eine Gleichung der verschobenen Ellipse ist (x−3)2

16 + (y−2)2

4 = 1.

12. Es sei P ein beliebiger Punkt der Hyperbel und P ′ der Fußpunkt des Lotes

von P auf die x-Achse. Falls P keiner der beiden Hauptscheitel ist, so sind

∆F1PP
′ und ∆F2PP

′ rechtwinklige Dreiecke mit |PP ′| = |y|, |F1P
′| = |e−x|

und |F2P
′| = |e+x| oder |F1P

′| = |e+x| und |F2P
′| = |e−x|. In den Dreiecken

∆F1PP
′ und ∆F2PP

′ gilt nach dem Satz des Pythagoras:

|F1P | =
√
y2 + (e− x)2 , |F2P | =

√
y2 + (e+ x)2 oder

|F1P | =
√
y2 + (e+ x)2 , |F2P | =

√
y2 + (e− x)2 .

In beiden Fällen ist

|F1P | − |F2P | =
∣∣∣√y2 + (e− x)2 −

√
y2 + (e+ x)2

∣∣∣
und wegen Satz 2.5 auf S. 74

(1)
∣∣∣√y2 + (e− x)2 −

√
y2 + (e+ x)2

∣∣∣ = 2a.

Für den Fall, dass P einer der beiden Hauptscheitel ist, kann die Gültigkeit

von (1) ebenfalls sehr leicht gezeigt werden. Quadrieren von (1) ergibt

(2) y2 +(e−x)2 +y2 +(e+x)2−2
√
y2 + (e− x)2

√
y2 + (e+ x)2 = 4a2

bzw.

(3)
√
y2 + (e− x)2

√
y2 + (e+ x)2 = y2 + e2 + x2 − 2a2.

Durch Quadrieren von (3) erhalten wir(
y2 + (e− x)2

) (
y2 + (e+ x)2

)
=
(
y2 + e2 + x2 − 2a2

)2
,

woraus durch Vereinfachen
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−e2x2 = a4 − y2a2 − e2a2 − x2a2

bzw.
(a2 − e2)x2 + a2y2 = a2(a2 − e2)

wird. Wir ersetzen e2 − a2 durch b2 und erhalten

−b2x2 + a2y2 = −a2b2 bzw.
x2

a2
− y2

b2
= 1 .

13. a) 16x2 − 9y2 = 144

b) 25x2 − 144y2 = 3600

c) nicht lösbar (wegen a > e)

14. a) 9x2 − 16y2 = 144 b) 5x2 − 7y2 = 17

15.
x2

3
− y2

5
= 1

16. Ein derartiges Quadrat lässt sich für alle Hyperbeln mit a < b finden. Die

Koordinaten der vier Eckpunkte sind x = ± ab√
b2−a2 und y = ± ab√

b2−a2 . Die

Seitenlänge beträgt 2ab√
b2−a2 .

17. a) y2 = 8x b) y2 = 12x c) y2 = −4x d) y2 = −40x

18. Es existieren zwei Parabeln, welche die Bedingungen erfüllen. Ihre Gleichun-

gen sind y2 = x und y2 = −x.

19. a) F (5; 0) , l : x = −5 b) F (−0,25; 0) , l : x = 0, 25

c) F (0; 0,25) , l : y = −0, 25 d) F (0;−0,125) , l : y = 0, 125

20. p = 3,6

21. a) M(−2;−3) , a = 2 , b = 1 b) M
(

1
2 ; 1

2

)
, a = 1

4

√
2 , b = 1

2

22. Die Herleitung erfolgt völlig analog zu der für die obere Halbellipse. Bei

der Ableitung von f2 (siehe Gleichung 2.15 auf S. 78) entstehen gegenüber

der von f1 zwei verschiedene Vorzeichen, wodurch sich jedoch letztendlich

dasselbe Ergebnis ergibt:

m = f ′2(x0) = −b 1

2

√
1−x2

0
a2

· (− 2
a2 x0) = b2x0

a2b

√
1−x2

0
a2

= − b2x0

a2·
(
−b
√

1−x2
0

a2

) = − b
2

a2
x0

y0
.

23. Die Herleitung ist (bis auf einige anders zu setzende Vorzeichen) fast völlig

identisch mit der Herleitung der Tangentengleichung an Ellipsen.

24. a) y01 = 4, y02 = −4, t1 : − 6x
100 + 4y

25 = 1, t2 : − 6x
100 −

4y
25 = 1

b) y01 = 9, y02 = −9, t1 : x+ y = 25, t2 : x− y = 25

Graphische Darstellungen (angefertigt mit Maxima):

(siehe folgende Seite)
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Graphische Darstellungen zu Aufgabe 24:

a) b)

25. a) 10x+ 12y = 64 b) 5x+ 4y = 44

26. a) y = 2x+ 0, 25 b) y = x+ 0, 5
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 3.1

1.. Für die Beträge v1, v2 und v der Ge-

schwindigkeiten ~v1 (Eigengeschwin-

digkeit des Flugzeuges), ~v2 (Wind-

geschwindigkeit) und ~v (resultierende

Geschwindigkeit) gilt nach dem Kosi-

nussatz:

v2 = v2
1 + v2

2 − 2v1 v2 cos(∠~v1, ~v2)

= 1502 + 302 − 2· 150·30·cos 45◦

≈ 17 000,

also v ≈ 130 km
h . Der Kurswinkel α

lässt sich daraus z. B. nach dem Si-

nussatz bestimmen:

sinα

v2
=

sin 45◦

v
.

Es ergibt sich α ≈ 9,4◦.

2. |~FH | = |~FG| · sin 30◦ ≈ 29 500 N, |~FN | = |~FG| · cos 30◦ ≈ 51 095 N

3.
−→
AC = ~a+~b,

−−→
AD = ~a+~b+ ~c,

−−→
BD = ~b+ ~c

4. Falls λ = 0 oder µ = 0 ist, so ergibt sich auf beiden Seiten der Gleichung

(λ·µ)·~u = λ·(µ·~u) die Nullpfeilklasse.

Falls λ>0 und µ<0 und
−→
AB ein Repräsentant von ~u ist, so gilt nach Defini-

tion 3.5 für einen Repräsentanten
−→
AC von µ·~u, dass |AC| = |µ|·|AB| ist und

C auf dem zu AB entgegengesetzten Strahl liegt. Für einen Repräsentanten
−−→
AD von λ·(µ·~u) muss |AD| = λ·|AC| = λ·(|µ|·|AB|) sein und D auf dem

Strahl AC, also auf dem zu AB entgegengesetzten Strahl liegen. Ist
−→
AE ein

Repräsentant von (λ·µ)·~u, so ist |AE| = |λµ|·|AB| und (wegen λ·µ<0) E ein

Punkt des zu AB entgegengesetzten Strahls. Somit sind D und E identisch,

es gilt also
−→
AE =

−−→
AD und somit die Behauptung.

Falls λ<0 und µ<0 und
−→
AB ein Repräsentant von ~u ist, so gilt nach Defini-

tion 3.5 für einen Repräsentanten
−→
AC von µ·~u, dass |AC| = |µ|·|AB| ist und

C auf dem zu AB entgegengesetzten Strahl liegt. Für einen Repräsentanten
−−→
AD von λ ·(µ ·~u) muss |AD| = |λ| · |AC| = |λ| ·(|µ| · |AB|) sein und D auf

dem zu AC entgegengesetzten Strahl und somit auf dem Strahl AB liegen.

Ist
−→
AE ein Repräsentant von (λ·µ)·~u, so ist |AE| = |λµ|·|AB| und (wegen

λ·µ>0) E ein Punkt des Strahls AB. Somit sind D und E identisch, es gilt

also
−→
AE =

−−→
AD und somit die Behauptung.

5. Nach Definition 3.5 ist das Produkt λ·~u der Pfeilklasse ~u mit der Zahl λ eine

Pfeilklasse, die durch einen Pfeil
−→
AC mit |AC| = |λ|·|AB| repräsentiert wird.

Für λ= 0 ist also |AC|= 0 und somit A=C. Der Pfeil
−→
AC =

−→
AA ist somit
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ein Repräsentant der Nullpfeilklasse (siehe den Beweis von Satz 3.3 A3 auf

S. 93f.), 0·~u also die Nullpfeilklasse.

6.. Der Bildpunkt eines beliebigen Punktes P

bei einer zentrischen Streckung mit dem

Streckungsfaktor λ 6= 0 und dem Streck-

zentrum A ist definiert als der Punkt P ′

mit |AP ′| = |λ|·|AP | und

– P ′ liegt auf dem Strahl AP , falls λ>0;

– P ′ liegt auf dem zu AP entgegenge-

setzten Strahl, falls λ<0.

Die in dem Beweis auf S. 97 geführte Argumentation berücksichtigt auch den

Fall λ<0.

7. λ>0, µ>0: Ist
−→
AB ein Repräsentant von ~u, so gilt für einen Repräsentanten

−→
AC von λ·~u: |AC|= λ·|AB| und

−→
AC ist gleich orientiert zu

−→
AB. Für einen Re-

präsentanten
−−→
CD von µ·~u gilt |CD| = µ·|AB|; −→AC und

−−→
CD sind wegen µ>0

ebenfalls gleich orientiert. Somit gilt |AD| = µ·|AB|+λ·|AB| = (λ+µ)·|AB|.

Ein Repräsentant
−→
AE von (λ+µ)·~u muss wegen λ>0, µ>0 gleich orientiert

zu
−→
AB sein, und es muss |AE| = (λ+µ)·|AB| gelten.

Die Repräsentanten
−−→
AD von λ ·~u + µ ·~u und

−→
AE von (λ+µ) ·~u sind somit

identisch, es gilt daher λ·~u+ µ·~u = (λ+µ)·~u.

λ<0, µ<0: Ist
−→
AB ein Repräsentant von ~u, so gilt für einen Repräsentanten

−→
AC von λ·~u: |AC| = |λ|·|AB| und

−→
AC ist entgegengesetzt orientiert zu

−→
AB.

Für einen Repräsentanten
−−→
CD von µ·~u gilt |CD| = |µ|·|AB| und

−→
AB und

−−→
CD

sind wegen µ < 0 ebenfalls entgegengesetzt orientiert. Damit sind
−→
AC und

−−→
CD gleich orientiert. Es gilt daher |AD| = |µ|·|AB|+ |λ|·|AB| = |λ+µ|·|AB|
und
−−→
AD ist entgegengesetzt orientiert zu

−→
AB.

Ein Repräsentant
−→
AE von (λ+µ)·~u muss wegen λ<0, µ<0 entgegengesetzt

orientiert zu
−→
AB sein, und es muss |AE| = |λ+µ|·|AB| gelten.

Auch in diesem Falle sind die Repräsentanten
−−→
AD von λ ·~u + µ ·~u und

−→
AE

von (λ+µ)·~u somit identisch, es gilt daher λ·~u+ µ·~u = (λ+µ)·~u.
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 3.2

1. A1. Nach der Definition 3.6 der n-Tupel-Addition und aufgrund des Kom-

mutativgesetzes der Addition reeller Zahlen gilt:

~x+ ~y =


x1
x2
...
xn

+


y1
y2
...
yn

 =


x1+ y1
x2+ y2

...
xn+ yn

 =


y1+ x1
y2+ x2

...
yn+ xn


=


y1
y2
...
yn

+


x1
x2
...
xn

 = ~y + ~x.

S1. Nach der Definition 3.6 der Multiplikation von n-Tupeln mit reellen Zah-

len gilt: 1·~x = 1·


x1
x2
...
xn

 =


1·x1
1·x2

...
1·xn

 =


x1
x2
...
xn

 = ~x.

S2. Für beliebige Komponenten xi (i = 1 . . . n) eines beliebigen n-Tupels ~x

und beliebige λ, µ ∈ R gilt wegen der Assoziativität der Multiplikation

reeller Zahlen (λ·µ)·xi = λ·(µ·xi). Die n-Tupel (λ·µ)·~x und λ·(µ·~x) stimmen

somit in allen Komponenten überein, es gilt daher (λ·µ)·~x = λ·(µ·~x).

S4. Für beliebige Komponenten xi (i = 1 . . . n) eines beliebigen n-Tupels ~x

und beliebige λ, µ ∈ R gilt nach dem Distributivgesetz der reellen Zahlen

(λ+µ)· xi = λ·xi + µ·xi. Die n-Tupel (λ+µ)· ~x und λ·~x+ µ·~x stimmen

somit in allen Komponenten überein, es gilt daher (λ+µ)· ~x = λ·~x+µ·~x.

2. Die Eindeutigkeit des Null-n-Tupels ergibt sich aus dessen in Satz 3.6 ent-

haltener Eigenschaft ~x + ~o = ~x, womit für jede Komponente oi eines Null-

n-Tupels xi + oi = xi und deshalb oi = 0 (für j = 1 . . . n) gelten muss. Alle

Komponenten von ~o müssen also Null sein, damit ist ~o eindeutig bestimmt.

Die Eindeutigkeit des Gegen-n-Tupels zu einem n-Tupel ~x lässt sich auf

ähnliche Weise begründen. Durch die Eigenschaft ~x + (−~x) = ~o wird jede

Komponente x∗i von −~x eindeutig bestimmt: x∗i = −xi.

3. Mit dem Satz 1.1 (siehe Abschnitt 1.3.4 des Buches) wurde bereits für be-

liebige homogene LGS gezeigt, dass die Summe zweier Lösungen stets eine

Lösung des LGS ist und dass auch ein beliebiges reelles Vielfaches einer

Lösung wiederum eine Lösung ist. Die Addition von Lösungs-n-Tupeln (die

in Abschnitt 1.3.4 horizontal geschrieben wurden) und die Multiplikation von

Lösungs-n-Tupeln mit reellen Zahlen führt also nicht aus der Lösungsmenge

L eines homogenen LGS in n Variablen hinaus.

Die Aussagen A1, A2 und S1-S4 des Satzes 3.6 gelten, da sie Rechenregeln

beinhalten, die für alle n-Tupel, also auch für Lösungen homogener LGS in

n Variablen gelten.

Es bleibt also lediglich zu zeigen, dass die Lösungsmenge eines beliebigen ho-

mogenen LGS das
”
Null-n-Tupel“ ~o enthält sowie für jedes Lösungs-n-Tupel



2 A. Filler: Elementare Lineare Algebra Lösungen zu Abschnitt 3.2

~x auch das
”
Gegen-n-Tupel“ −~x eine Lösung ist. Dass ~o =


0
0
...
0

 Lösung eines

homogenen LGS in n Variablen ist, ist unmittelbar einsichtig. Da sich wei-

terhin das
”
Gegen-n-Tupel“ −~x eines beliebigen Lösungs-n-Tupels ~x durch

(−1)·~x darstellen lässt, gehört auch dieses der Lösungsmenge L an.
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 3.3

1. a) ~v=

(
3
−7
−16

)
b) ~v=

(−2
2
−3

)

2. a) ~v=

(
3
2
−4

)
b) A′(6; 0; 0), B′(6,5; 4,5;−9)

3. a) ~w=
(−3

7

)
b) ~w=

(
−11

2
−3

)
Auf zeichnerischem Wege erhält man dieselben Ergebnisse.

4. a) P ′(2; 0; 5), P ′′(−2; 2; 9) b) ~v =

(
1
5
6

)

5. 4. Seien −~u, ~u ∗ Gegenvektoren zu ~u ∈ V . Es folgt ~u + (−~u) = ~o = ~u + ~u ∗,

also ~u ∗ = ~u ∗+~o = ~u ∗+ (~u+ (−~u)) = (~u ∗+~u) + (−~u) = ~o+ (−~u) = −~u.

6. Nach Aussage 3 des Satzes 3.10 gilt λ · ~o = ~o; damit folgt:

~o = λ · ~o = λ · (~v + (−~v)) = λ · ~u+ λ · (−~v).

Somit ist λ · (−~v) Inverses zu λ · ~u, nach Aussage 4 des Satzes 3.10 ist

dieses eindeutig bestimmt, also −(λ · ~u) = λ · (−~v).

6. Die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung folgt aus der Existenz und Ein-

deutigkeit des Gegenvektors −~u. Die Lösung der Gleichung ist ~x = ~v+(−~u).

7. a) ~x = −~u+ ~w b) ~x = −4
5~u+ 2

15~v + 3
5 ~w
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 3.4

1. a) ~x = λ~u+ µ~v mit λ = − 7
15 , µ = 16

5

b) ~x ist nicht als Linearkombination von ~u und ~v darstellbar

c) Es gibt unendlich viele Linearkombinationen der Form ~x = λ~u+µ~v+ν ~w.

Das entsprechende lineare Gleichungssystem besitzt eine einparametrige

Lösungsmenge: λ = 37 t−39
60 , µ = 71 t−57

120 , ν = t.

2. a) ~x = −1·~u+ 1·~v + 2· ~w
b) ~x = −17

23 ·~u−
7
69 ·~v + 29

46 · ~w
c) Eine Darstellung von ~x als Linearkombination von ~u, ~v und ~w ist nicht

möglich.

3. Angenommen, λ wäre von Null verschieden, so würde aus ~o = λ~u + µ~v

folgen: ~u = −µλ ~v,

was im Widerspruch dazu steht, dass ~u und ~v nicht kollinear sind. Wäre

µ 6=0, so würde analog ~v = −λµ ~u folgen, was ebenfalls bedeutete, dass ~u und

~v kollinear sind. Also kann weder λ noch µ von Null verschieden sein.

4. a) M1 ist komplanar. Es gilt z. B.:

3 ·

(
3
5
2

)
+ (−3) ·

(
1
1
1

)
+ (−2) ·

(
3
6
3
2

)
=

(
0
0
0

)
.

b) M2 ist nicht komplanar. Das Gleichungssystem

λ·

(
3
5
2

)
+µ·

(
1
1
−1

)
+ ν·

(
2
4
1

)
=

(
0
0
0

)
hat nur die triviale Lösung.

5. Es seien drei Vektoren ~u, ~v und ~w gegeben und es seien ~v und ~w kollinear,

d. h. es existiert λ ∈ R mit ~v = λ · ~w oder µ ∈ R mit ~w = µ ·~v. Eine dieser

beiden Bedingungen reicht für den Beweis, wir nehmen an, es sei ~v = λ· ~w.

Dann ist ~v = 0·~u+ λ· ~w, nach Definition 3.8 sind ~u, ~v und ~w komplanar.

6. Der Schwerpunkt S eines Dreieck ∆ABC lässt sich ausdrücken durch (siehe

Beispiel 3.9 auf S. 119 des Buches):
−→
AS = 1

3

−→
AB + 1

3

−→
AC.

Für den Schwerpunkt SM des Seitenmittendreiecks ∆MABMBCMCA gilt:
−−−−−−→
MABSM = 1

3

−−−−−−−→
MABMBC + 1

3

−−−−−−−→
MABMAC .

Mit
−−−−→
AMAB = 1

2

−→
AB,

−−−−→
AMAC = 1

2

−→
AC und

−−−−→
AMBC =

−→
AB+ 1

2

−−→
BC ergibt sich
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−−−→
ASM =

−−−−→
AMAB +

−−−−−−→
MABSM =

−−−−→
AMAB + 1

3

−−−−−−−→
MABMBC + 1

3

−−−−−−−→
MABMAC

= 1
2

−→
AB + 1

3

(−→
AB+ 1

2

−−→
BC− 1

2

−→
AB

)
+ 1

3

(
1
2

−→
AC− 1

2

−→
AB

)
= 1

2

−→
AB + 1

3

(−→
AB+ 1

2

−→
BA+ 1

2

−→
AC− 1

2

−→
AB

)
+ 1

3

(
1
2

−→
AC− 1

2

−→
AB

)
= 1

2

−→
AB + 1

3

(−→
AB− 1

2

−→
AB+ 1

2

−→
AC− 1

2

−→
AB

)
+ 1

3

(
1
2

−→
AC− 1

2

−→
AB

)
= 1

2

−→
AB + 1

3

(
1
2

−→
AC
)

+ 1
3

(
1
2

−→
AC− 1

2

−→
AB

)
= 1

2

−→
AB + 1

6

−→
AC + 1

6

−→
AC − 1

6

−→
AB

= 1
3

−→
AB + 1

3

−→
AC

=
−→
AS.

7. Es sei E der Schnittpunkt der Verbindungsstrecke des Punktes A mit dem

Mittelpunkt der Seite BC und der Diagonalen BD. Zu zeigen ist, dass gilt:
−−→
BE = 1

3

−−→
BD und

−→
AE = 2

3

−−−−→
AMBC .

Bekannt ist, dass
−−→
BE und

−−→
BD sowie

−→
AE und

−−−−→
AMBC jeweils zueinander

kollinear sind, also λ, µ ∈ R existieren mit:
−−→
BE = λ

−−→
BD und

−→
AE = µ

−−−−→
AMBC .

Des Weiteren gilt
−−→
BD =

−−→
BC + (−1)·−−→DC und

−−−−→
AMBC =

−→
AB + 1

2

−−→
BC.

Da das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist, gilt
−−→
DC =

−→
AB und somit

−−→
BD =

−−→
BC + (−1)·−→AB. Daher ergibt sich
−−→
BE = λ

−−→
BC − λ−→AB und

−→
AE = µ

−→
AB + µ

2

−−→
BC.

Unter Verwendung der Beziehung
−→
AB =

−→
AE +

−−→
EB ergibt sich daraus

−→
AB =

−→
AE + (−1)·−−→BE = µ

−→
AB + µ

2

−−→
BC − λ−−→BC + λ

−→
AB

bzw. −→
AB − µ−→AB − µ

2

−−→
BC + λ

−−→
BC − λ−→AB = ~o

(1−µ−λ)
−→
AB +

(
−µ2 +λ

) −−→
BC = ~o.

Die Vektoren
−→
AB und

−−→
BC sind, da sie ein Parallelogramm aufspannen, nicht

kollinear. Deshalb kann der Nullvektor nur auf triviale Weise als Linearkom-

bination dieser Vektoren entstehen (siehe Aufgabe 3), es muss also gelten:

1− µ− λ = 0

−µ2 + λ = 0 .

Durch Lösen dieses LGS ergibt sich λ= 1
3 , µ= 2

3 , also
−−→
BE = 1

3

−−→
BD,

−→
AE = 2

3

−−−−→
AMBC und somit die Behauptung.
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 3.5

1. a) Vektor b) nicht definiert c) nicht definiert

d) Vektor e) nicht definiert f) Vektor

2. a) ~a ·~b = 7,5 b) ~x · ~y = 0 c) ~u · ~v = 0

3. Durch doppelte Anwendung von Satz 3.13, 3 (Distributivgesetz) ergibt sich

(~a+~b) · (~c+ ~d) = (~a+~b) · ~c+ (~a+~b) · ~d = ~a · ~c+~b · ~c+ ~a · ~d+~b · ~d.

4. Geeignete Gegenbeispiele sind u.a.:

a) ~u =

(
1
0

)
, ~v =

(
1
0

)
, ~w =

(
0
1

)
, also (~u·~v)· ~w =

(
0
1

)
und ~u·(~v· ~w) =

(
0
0

)
;

b) ~u =

(
1
0

)
, ~v =

(
0
1

)
, damit gilt (~u · ~v)2 = 0 und ~u2 · ~v2 = 1.

5. a) t = −5

b) t1 = 1
2

(√
89− 7

)
≈ 1, 217; t2 = 1

2

(
−
√

89− 7
)
≈ −8, 217

c) t1 = 0, t2 = −10

6. a) |~a·~b| = 7,5 ; |~a|·|~b| =
√

5 · 3
2

√
5 = 7,5

b) |~x·~y| = 0 ; |~x|·|~y| =
√

5 ·
√

5 = 5

c) |~u·~v| = 0 ; |~u|·|~v| = 1
4

√
38 · 2

√
3 =

√
57
2

7. Eine Begründung kann leicht anhand der Definitionen des Skalarprodukts

und des Betrages oder anhand von Satz 3.13 gegeben werden.

8. a) ~n =

 1
6

−6
1

 b) ~n =


7
4

−1
2

1

 c) ~n =


3
5

−6
5

1


Natürlich erfüllen auch beliebige reellwertige Vielfache t·~n (mit t 6= 0) dieser

Vektoren die jeweils gegebenen Bedingungen.

9. a)
∣∣AS∣∣ =

∣∣BS∣∣ =
∣∣CS∣∣ =

∣∣DS∣∣ =
√

13, 5 ≈ 3, 674

b) Alle Seitenflächen haben eine Höhe von 3,35.

c) ∠
(−→
AC,
−→
AS
)
≈ 54, 7◦, ∠

(−→
SA,
−→
SB
)
≈ 48, 2◦, ∠

(−−−−→
M1M2,

−−→
M1S

)
≈ 63, 4◦,

∠
(−−→
SM1,

−−→
SM2

)
≈ 53, 1◦

10. a) Wir betrachten ein Parallelogramm mit Bezeichnungen nach Abb. 3.45 auf

S. 132 des Buches. Die Diagonalenvektoren lassen sich darstellen durch
~d1 = ~a + ~b und ~d2 = −~a + ~b. Aus der Voraussetzung |~d1| = |~d2| folgt
~d2
1 = ~d2

2, also
(~a+~b)2 = (−~a+~b)2

~a2 + 2~a~b+~b2 = ~a2 − 2~a~b+~b2

2~a~b = −2~a~b
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und somit die Behauptung ~a · ~b = 0. Das Parallelogramm besitzt einen

rechten Winkel und ist deshalb ein Rechteck.

b) Es ist zu zeigen, dass unter der Voraussetzung ~a ·~b = 0 die Behauptung

|~d1| = |~d2| gilt (Bezeichnungen entsprechend Abb. 3.45). Der Beweis er-

folgt wie in Teil a), jedoch in umgekehrter Richtung.

c) Wir verwenden die Bezeichnungen aus Abb. 3.45 und setzen (da von einem

Rhombus ausgegangen wird) |~a| = |~b| voraus. Dann gilt

~d1 · ~d2 = (~a+~b) · (−~a+~b) = −~a2 +~b2 = − |~a|2 +
∣∣∣~b∣∣∣2 = 0

und somit die Behauptung ~d1⊥~d2.

11. W = |~FG| · |~s| ·cos ∠(~FG, ~s) = 130 kg ·9,81ms2 ·8 m ·cos (90◦+25◦) = −4,31 kJ.

Die zu verrichtende Arbeit beträgt 4,31 kJ.

12. W = 3263 kJ
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 3.6

1. 1. Nach Definition 3.11 ist |~u×~o| = |~u|·|~o|·sin∠ (~u, ~o)). Obwohl der Sinus des

Winkels zwischen zwei Vektoren, von denen einer der Nullvektor ist, nicht

bestimmt werden kann, ist dieses Produkt Null (wegen |~o| = 0) Somit ist

|~u× ~o| = 0 und daher ~u× ~o = ~o. Ebenso gilt ~o× ~u = ~o.

2. Da ∠ (~u, ~u) = 0, ist sin ∠ (~u, ~u) = 0 und somit |~u× ~u| = 0, also ~u×~u = ~o.

3. Sind zwei Vektoren ~u und ~v kollinear, so ist sin ∠ (~u, ~u) = 0, woraus

wiederum unmittelbar die Behauptung folgt.

4. Sind zwei Vektoren ~u und ~v orthogonal, so ist sin ∠ (~u,~v) = 1. Aus Defi-

nition 3.11 folgt unmittelbar |~u× ~v| = |~u|·|~v|.

Die Begründungen hätten in ähnlicher Weise auch anhand der Flächeninhalte

der von den jeweiligen Vektoren aufgespannten Parallelogramme gegeben

werden können.

2. Nach Definition 3.11 ist |~u× ~v|2 = |~u|2 ·|~v|2 · sin2 ∠(~u,~v).

Nach Satz 3.17 ist (~u · ~v)2 = |~u|2 ·|~v|2 · cos2 ∠(~u,~v). Es gilt also

|~u× ~v|2 + (~u · ~v)2 = |~u|2 ·|~v|2 · sin2 ∠(~u,~v) + |~u|2 ·|~v|2 · cos2 ∠(~u,~v)

= |~u|2 ·|~v|2 ·
(
sin2 ∠(~u,~v) + cos2 ∠(~u,~v)

)
= |~u|2 ·|~v|2

und somit die Behauptung.

3. a)

(
6
0
−1

)
×

(
0
1
6

)
=

(
1

−36
6

)

b)

(
2
−3
−5

)
×

(
2
7
0

)
=

(
35
−10

20

)

c)

(
2
6
6

)
×

(
3
−6
−9

)
=

(−18
36
−30

)

4. Die Vektoren ~u =

(
1
2
2

)
, ~v =

(−4
2
2

)
, ~w =

(
3
4
1

)
bilden ein Gegenbeispiel.

Es ist ~v × ~w =

( −6
10
−22

)
und ~u× (~v × ~w) =

(−64
10
22

)
,

aber ~u× ~v =

(
0

−10
10

)
und (~u× ~v)× ~w =

(−50
30
30

)
.

5. Es ist
−→
AB =

−−→
CD =

(
5
−4
−1

)
, zwei gegenüberliegende Seiten sind also gleich

lang, parallel und gleich gerichtet.

Berechnung des Flächeninhalts:

A =
∣∣∣−→AB ×−→AC∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(

5
−4
−1

)
×

(−1
3
−2

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(

11
11
11

)∣∣∣∣∣ =
√

112+ 112+ 112 ≈ 19,05
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6. V =
1

3

∣∣∣(−→AB ×−→AC) · −→AS∣∣∣ =
1

3

∣∣∣∣∣
((

5
−4
−1

)
×

(−1
3
−2

))
·

(−11
7

14

)∣∣∣∣∣
=

1

3

∣∣∣∣∣
(

11
11
11

)
·

(−11
7

14

)∣∣∣∣∣= 110

3
=≈ 36, 7

7. Die drei Vektoren ~u, ~v und ~w spannen einen Spat auf. Das Volumen V

dieses Spats lässt sich (je nachdem in welcher Reihenfolge man die Vekto-

ren betrachtet, welche Seitenfläche man also als Grundfläche ansieht) durch

V = |(~u×~v) · ~w|, V = |(~v× ~w) ·~u| sowie V = |(~w×~u) ·~v| berechnen. Demnach

müssen die Beträge der drei Spatprodukte gleich sein.
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 4.1

1. A ∈ g (t = 4); B /∈ g; C ∈ g (t = −6); D ∈ g (t = 3); E /∈ g

2. Eine Parametergleichung von g ist ~p =

(
3
−4

6

)
+ t ·

(
5

13
4

)
.

3. Eine Parametergleichung der Geraden ist ~p =

(
3
0

)
+ t ·

(
8
7

1

)
4. Eine Koordinatengleichung von g ist 7x+ 3 y = 75.

5. Eine Parametergleichung der Geraden ist ~p =


76
45
26
15

0

+ t ·


2
9
1
3

1

.

6. Ein LGS, das die Gerade g beschreibt, ist

3x + 4y = 26

x + 2z = 8 .

7. g und h haben einen Schnittpunkt P mit ~p =

(
16
−11

8

)
.

g und k sind windschief.

h und k sind parallel.

8. Die Geraden g und h besitzen genau dann einen Schnittpunkt, wenn die

Vektorgleichung
~p0 + t~a = ~q0 + s~b

lösbar ist. Diese lässt sich folgendermaßen umstellen:

~q0 − ~p0 = −t~a− s~b .

Wenn diese Gleichung eine Lösung besitzt, dann ist ~q0−~p0 als Linearkombi-

nation von ~a und ~b darstellbar; somit sind also ~a, ~b und ~q0−~p0 komplanar.

Sind umgekehrt ~a, ~b und ~q0−~p0 komplanar, so lässt sich daraus noch nicht

unmittelbar schlussfolgern, dass ~q0− ~p0 als Linearkombination von ~a und
~b darstellbar ist (sondern lediglich, dass einer der drei Vektoren eine Line-

arkombination der beiden anderen ist). Jedoch gilt nach Satz 3.12 (siehe

S. 117), dass der Nullvektor als Linearkombination der drei Vektoren ~a, ~b

und ~q0−~p0 dargestellt werden kann:

~o = λ~a+ µ~b+ ν (~q0−~p0) ,

wobei nicht alle drei Koeffizienten λ, µ und ν gleich Null sein dürfen. Wäre

ν = 0, so würde daraus die Kollinearität von ~a und ~b folgen, was im Wi-

derspruch zur Voraussetzung stünde. Da also ν 6= 0 ist, lässt sich die obige

Gleichung nach ~q0−~p0 umstellen:

~q0−~p0 = −λν ~a−
µ
ν
~b .

Daraus folgt nun, dass die Vektorgleichung

~p0 + t~a = ~q0 + s~b

lösbar ist und die Geraden g und h einen Schnittpunkt besitzen.
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9. Eine Ellipse in Hauptachsenlage lässt sich durch die Parameterdarstellung

x(t) = a· cos (2πt)

y(t) = b· sin (2πt)

beschreiben. Diese Beschreibung der Ellipse ist äquivalent zu der Gleichung

(2.14) der Ellipse in Hauptachsenlage, denn es gilt

(x(t))2

a2
+

(y(t))2

b2
=

(a·cos (2πt))2

a2
+

(b·sin (2πt))2

b2

= cos2(2πt) + sin2(2πt) = 1 .

10. Die Kurve wurde durch die folgende Parameterdarstellung erzeugt:

x(t) = (2 + sin(20πt)) · cos (2πt)

y(t) = (2 + sin(20πt)) · sin (2πt)
(t ∈ [0; 1)).
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 4.2

1. a) ε:

(
x
y
z

)
=

(
−1

1
2

)
+ s ·

(
3
2
−3

)
+ t ·

(
4
2
1

)
b) P , Q und R liegen auf einer Geraden, bestimmen also nicht eindeutig eine

Ebene.

2. Eine Parameterdarstellung von ε erhält man durch Lösen der gegebenen Ebe-

nengleichung (die sich als aus nur einer Gleichung bestehendes LGS auffassen

lässt), z. B. mit x = s, y = t und z = 1
2 (3x− 5y − 8):(

x
y
z

)
=

(
0
0
−4

)
+ s ·

(
2
0
3

)
+ t ·

(
0
2
−5

)
.

3. a) ε1: 2x− y − 3 z = 6

b) ε2: 24x+ 9 y − 2 z = 63

4. a) g und ε schneiden sich in einem Punkt. Durch Gleichsetzen der beiden

Parameterdarstellungen und Lösen des entstehenden Gleichungssystems

erhält man r=2, s=−3, t=4. Durch Einsetzen in die Parameterdarstel-

lungen ergeben sich die Schnittpunktkoordinaten (−13; 28; 18).

b) g und ε sind parallel.

c) g ⊂ ε

5. Wir nehmen an, es würde zwei verschiedene Punkte P1 und P2 (mit den

Ortsvektoren ~p1 und ~p2) geben, die jeweils zu g und zu ε gehören. Dann

existieren r1, s1, t1 und r2, s2, t2 mit

~p1 = ~p0 + r1 ~a , ~p1 = ~q0 + s1
~b+ t1 ~c

und
~p2 = ~p0 + r2 ~a , ~p2 = ~q0 + s2

~b+ t2 ~c.

Daraus ergibt sich ~p0 + r1 ~a = ~q0 + s1
~b + t1 ~c, ~p0 + r2 ~a = ~q0 + s2

~b + t2 ~c

und somit ~p0 − ~q0 = −r1 ~a+ s1
~b+ t1 ~c sowie ~p0 − ~q0 = −r2 ~a+ s2

~b+ t2 ~c.

Durch Gleichsetzen erhält man daraus

−r1 ~a+ s1
~b+ t1 ~c = −r2 ~a+ s2

~b+ t2 ~c
bzw.

~o = (−r2+r1) ~a+ (s2−s1) ~b+ (t2−t1) ~c.

Da ~p1 6= ~p2 sein soll, kann r1 =r2 und auch nicht zugleich s1 =s2 und t1 = t2

sein. Mindestens zwei der Koeffizienten (−r2+r1), (s2−s1) und (t2−t1) sind

daher von Null verschieden, wobei für die folgende Argumentation bereits ein

von Null verschiedener Koeffizient ausreichend wäre.

Der Nullvektor ist also als nicht triviale Linearkombination der Vektoren

~a, ~b und ~c darstellbar, nach Satz 3.12 sind ~a, ~b und ~c somit komplanar.

Dies widerspricht der Voraussetzung; es können also keine zwei verschiedenen

Punkte P1 und P2 existieren, die zu g und zu ε gehören.
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6. a) Durch Gleichsetzen der Parameterdarstellungen von ε1 und ε2 ergibt sich

das LGS: s + 2t − u − v = 3

s + t − u = −4

3t − u − 6v = −3 .

Dieses Gleichungssystem wird gelöst, wobei sich eine einparametrige

Lösungsmenge ergibt (z. B. mit v als freiem Parameter). Für die anderen

(dann von v abhängigen Parameter) erhält man nach Lösung des LGS:

u = 24− 3v , t = 7 + v und s = 13− 4v . Durch Einsetzen in eine der Pa-

rameterdarstellungen der Ebenen ergibt sich eine Parameterdarstellung

der Schnittgeraden:

g :

(
x
y
z

)
=

(
29
24
24

)
+ v ·

(
−2
−3

3

)
.

b) Parameterdarstellungen von ε1 und ε2 aus denen ersichtlich wird, dass sie

g enthalten:

ε1:

(
x
y
z

)
=

(
29
24
24

)
+ v ·

(
−2
−3

3

)
+ s ·

(
1
1
0

)

ε2:

(
x
y
z

)
=

(
29
24
24

)
+ v ·

(
−2
−3

3

)
+ u ·

(
1
1
1

)

7. a) ε1 = ε2

b) ε1 und ε2 sind parallel.

c) ε1 und ε2 haben eine Schnittgerade g:

(
x
y
z

)
=

(
29
24
24

)
+ r·

(
−2
−3

3

)
.
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 4.3

1. a) ~n =
(−3

2

)
; g :

(−3
2

)
·
(
x
y

)
= 0 b) ~n =

(
0
1

)
; g :

(
0
1

)
·
(
x−4

y

)
= 0

2. a) g : ~x =
(−4

1

)
+ t
(−4

3

)
b) g : ~x =

(
0
−1

)
+ t
(

9
11

)
3. a) −5x+ 3y + 6z = 98 b) −8, 6x− 4, 4y + 7, 5z = −9, 6

4. a) Normalenvektor: ~n =

(
−1
−2

1

)

Normalengleichung:

(
−1
−2

1

)
·

(
x+1
y−2
z−2

)
= 0 bzw. −x− 2y + z = −1

b) Normalenvektor: ~n =

(
−10

6
−11

)

Normalengleichung:

(
−10

6
−11

)
·

(
x−3
y−2
z−4

)
= 0 bzw. −10x+ 6y− 11z = −62

5. a)

(
−8
11
−20

)
·

(
x+5
y−3
z−4

)
= 0 bzw. −8x+ 11y − 20z = −7

b)

(
43

106
177

)
·

(
x−6
y+7
z−9

)
= 0 bzw. 43x+ 106y + 177z = 1109

6. a) ~p =

(
9
−8

6

)
+ t

(
1
1
1

)
+ s

(
15
−1

1

)

b) ~p =

(
0
0
0

)
+ t

(
−2
−1

1

)
+ s

(
2
−3

1

)

c) ~p =

(
3
−4

7

)
+ t

(
1
9
−2

)
+ s

(
3

12
1

)
7. ∠(ε1, ε2) ≈ 69, 7◦, ∠(ε2, ε3) ≈ 22, 8◦, ∠(ε1, ε3) ≈ 71, 5◦

8. Schnittgerade: g : ~x =

(
0
0
0

)
+ r

(
20
22
27

)
, Schnittwinkel: ∠(ε1, ε2) ≈ 40,51◦

9. a) S
(

4
3 ; 2

3 ; 5
3

)
; α = 30◦ b) S

(
5
3 ; 7

3 ; 2
3

)
; α ≈ 28, 1◦

10. a) Winkel mit der x-Achse: ≈30,2◦; der y-Achse: ≈59,5◦; der z-Achse: ≈4,1◦

b) Winkel mit der x-Achse: ≈15,5◦; der y-Achse: ≈32,3◦; der z-Achse: ≈53,3◦

11.. ~a · ~a0 = ±~a · 1

|~a|~a = ± 1

|~a| · ~a · ~a = ± 1

|~a| · (xaxa + yaya)

= ± 1

|~a| ·
(√
xaxa + yaya

)2
= ±|~a|

2

|~a|
Es gilt also ~a · ~a0 = |~a| oder ~a · ~a0 = −|~a|.
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12. Ist ~n0 =
(
n0x
n0y

)
ein Einheitsvektor, so muss

∣∣∣∣(n0x

n0y

)∣∣∣∣ =
√
n2

0x+ n2
0y = 1 sein.

Eine beliebige Geradengleichung in Hessescher Normalform lässt sich in der

Form
(
n0x
n0y

)
·
(
x−x0
y−y0

)
= 0 schreiben. Durch Auflösen des Skalarproduktes

wird daraus
n0xx+ n0yy = n0xx0 + n0yy0 .

Dies ist eine Gleichung der Form ax + by = c mit a = n0x, b = n0y und

c = n0xx0 + n0yy0, also mit a2 + b2 = 1.

Ist umgekehrt eine Gleichung der Form ax+ by = c mit a2 + b2 = 1 gegeben,

so wissen wir bereits, dass es sich um die Gleichung einer Geraden mit dem

Normalenvektor ~n =
(
a
b

)
handelt. Wegen der Voraussetzung a2 + b2 = 1 ist

~n ein Normaleneinheitsvektor.

13. Eine Normalengleichung der Geraden g ist
(−m

1

)
·
(

x
y−n

)
= 0. Teilt man

diese Gleichung durch den Betrag des Normalenvektors, so erhält man für g

eine Gleichung in Hessescher Normalform:
1√
m2+1

(−m
1

)
·
(

x
y−n

)
= 0 .

Aus Satz 4.6 und durch Einsetzen der Koordinaten des Punktes Q ergibt

sich d(Q, g) = 1√
m2+1

∣∣∣(−m1)·( xQ
yQ−n

)∣∣∣ .
14. a) Normalenvektor von ε: ~n =

(
3
−8
−5

)

Normaleneinheitsvektor von ε: ~n0 = ~n
|~n | =

1√
98
·

(
3
−8
−5

)

Gleichung in Hessescher Normalform: ε :
1√
98

(
3
−8
−5

)
·

(
x−2
y−7
z−8

)
= 0

Durch Auflösen des Skalarproduktes kann diese Gleichung auch in der

Form ε : 3√
98
x− 8√

98
y − 5√

98
z = − 90√

98
geschrieben werden.

b) Normalenvektor von ε (nach Satz 4.2 auf S. 157): ~n =

(
−2

6
−3

)

Normaleneinheitsvektor von ε: ~n0 =
~n

|~n| =
1

7
·

(
−2

6
−3

)
Punkt der Ebene ε: z. B. P0(−7; 0; 0).

Gleichung in Hessescher Normalform: ε :
1

7

(
−2

6
−3

)
·

(
x+7
y
z

)
= 0

bzw. ε : −2
7x+ 6

7y −
3
7z −

14
7 = 0

Diese Gleichung erhält man auch in einfacher Weise durch beidseitige

Division der gegebenen Gleichung −2x+ 6y − 3z = 14 durch |~n|.

15. Ist ~n0 =

(
n0x
n0y
n0z

)
ein Einheitsvektor, so ist

∣∣∣∣∣
(
n0x
n0y
n0z

)∣∣∣∣∣ =
√
n2

0x+ n2
0y+ n2

0z = 1.
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Eine Ebenengleichung in Hessescher Normalform lässt sich in der Form(
n0x
n0y
n0z

)
·

(
x−x0
y−y0
z−z0

)
= 0 bzw. (durch Auflösen des Skalarproduktes)

n0xx+ n0yy + n0zz = n0xx0 + n0yy0 + n0zz0,

schreiben. Dies ist eine Gleichung der Form ax + by + cz = d mit a = n0x,

b = n0y, c = n0z und d = n0xx0 + n0yy0 + n0zz0, also mit a2 + b2 + c2 = 1.

Ist umgekehrt eine Gleichung ax+ by+ cz = d mit a2 + b2 + c2 = 1 gegeben,

so handelt es sich um die Gleichung einer Ebene mit dem Normalenvektor

~n =

(
a
b
c

)
(siehe Abschnitt 4.3.1). Wegen der Voraussetzung a2 +b2 +c2 = 1

ist ~n ein Normaleneinheitsvektor.

16. Der Abstand d(Q, ε) eines Punktes Q von einer Ebene ε (wobei Q /∈ ε) ist

die Länge der kürzesten Strecke zwischen Q und einem Punkt dieser Ebene,

also die Länge des Lotes von Q auf ε. Ist L der Fußpunkt des Lotes von Q

auf ε, so gilt

(1) d(Q, ε) =
∣∣∣−→LQ∣∣∣ .

Der Vektor
−→
LQ lässt sich darstellen durch

(2)
−→
LQ =

−→
LP 0 +

−−→
P0Q .

Da die Vektoren
−→
LQ und

−→
LP 0 orthogonal sind, gilt für den Betrag von

−→
LQ:

(3)
∣∣∣−→LQ∣∣∣2 =

−→
LQ·−→LQ =

−→
LQ·

(−→
LP 0+

−−→
P0Q

)
=
−→
LQ·−→LP 0+

−→
LQ·−−→P0Q =

−→
LQ·−−→P0Q.

Wegen
−→
LQ⊥ ε und ~n0⊥ ε sind

−→
LQ und ~n0 kollinear. Da außerdem ~n0 den

Betrag Eins hat, ist ~n0 ein zu
−→
LQ kollinearer Einheitsvektor; es gilt also

(4) ~n0 =
−→
LQ∣∣∣∣−→LQ∣∣∣∣ oder ~n0 = −

−→
LQ∣∣∣∣−→LQ∣∣∣∣ .

Aus (3) und (4) ergibt sich∣∣∣−→LQ∣∣∣ =
−→
LQ∣∣∣∣−→LQ∣∣∣∣ ·

−−→
P0Q = ~n0 ·

−−→
P0Q oder

∣∣∣−→LQ∣∣∣ =
−→
LQ∣∣∣∣−→LQ∣∣∣∣ ·

−−→
P0Q = −~n0 ·

−−→
P0Q .

In beiden Fällen muss, da
∣∣∣−→LQ∣∣∣ nicht negativ sein kann,∣∣∣−→LQ∣∣∣ =

∣∣∣~n0 ·
−−→
P0Q

∣∣∣
sein, was wegen (1) der Behauptung d(Q, ε) = |~n0 ·

−−→
P0Q| entspricht.

17. a) d(Q, ε) = 6√
35
≈ 1, 014 b) d(Q, ε) = 18√

26
≈ 3, 530

18. Eine Gleichung für ε in Hessescher Normalform erhält man durch beidseitige

Division der gegebenen Koordinatengleichung durch
√

93 (=
√

52 + 82 + 22):

ε : − 5√
93
x− 8√

93
y + 2√

93
z − 32√

93
= 0.

Durch Einsetzen der Koordinaten des Punktes Q ergibt sich nach Satz 4.7:

d(Q, ε) =
∣∣∣− 5√

93
12 + 8√

93
3 + 2√

93
13− 32√

93

∣∣∣ = 42√
93
≈ 4, 355.
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19. Durch beidseitige Division durch
√
a2+ b2+ c2 erhält die gegebene Koordi-

natengleichung ax+ by + cz = d die Gestalt

(1) a′ x+ b′ y + c′ z = d′ mit

a′=
a√

a2+ b2+ c2
, b′=

b√
a2+ b2+ c2

, c′=
c√

a2+ b2+ c2
, d′=

d√
a2+ b2+ c2

.

Dabei gilt (wie leicht ausgerechnet werden kann)
√
a′2 + b′2 + c′2 = 1.

Wegen der Aussage in Aufgabe 15 ist deshalb die Gleichung (1) bzw.

a′x+ b′y + c′z − d′ = 0

eine Gleichung der Ebene ε in Hessescher Normalform. Für den Abstand des

Punktes Q von ε ergibt sich

d(Q, ε) =
∣∣a′ xQ + b′ yQ + c′ zQ − d′

∣∣ =

∣∣∣∣a xQ + b yQ + c zQ − d√
a2 + b2 + c2

∣∣∣∣.
20. a) d(ε1, ε2) = 7

11 b) d(ε1, ε2) =
√

2

21. a) Wegen der Orthogonalität des Richtungsvektors von g und des Norma-

lenvektors von ε sind g und ε parallel; d(g, ε) = 15√
27
≈ 2, 887.

b) Da

(
1
1
1

)
ein Normalenvektor von ε und dieser zum Richtungsvektor von

g orthogonal ist, gilt g||ε; d(g, ε) = 68√
3
≈ 39,26.

22. a) g und h sind parallel, d(g, h) = 3.

b) g und h sind windschief, d(g, h) = 4.

c) g und h sind windschief, d(g, h) ≈ 6, 788.
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 5.1

1. Es sei −~p der nach Definition 5.1 A4 existierende Gegenvektor von ~p. Aus

~p+ ~x = ~p+ ~y
folgt

−~p+ ~p+ ~x = −~p+ ~p+ ~y .

Wegen Definition 5.1 A1 ist dies gleichbedeutend mit

~p+ (−~p) + ~x = ~p+ (−~p) + ~y

und wegen A2 und A4 mit
~o+ ~x = ~o+ ~y .

Aufgrund von A1 und A3 folgt daraus die Behauptung ~x = ~y.

2. a) Wegen λ 6=0 existiert 1
λ . Aus der Voraussetzung λ ~p = λ ~q folgt

1
λ · (λ·~p) = 1

λ · (λ·~q),
was wegen Definition 5.1 S2 gleichbedeutend mit(

1
λ ·λ

)
· ~p =

(
1
λ ·λ

)
· ~q,

ist. Somit gilt wegen S1 die Behauptung ~p = ~q.

b) Falls λ·~p = µ·~p gilt, so folgt daraus

λ·~p+ (−λ·~p) = ~o

⇒ λ·~p+ (−µ·~p) = ~o

⇒ λ·~p+ (−µ) · ~p = ~o

⇒ (λ−µ) · ~p = ~o .

Da ~p 6= ~o vorausgesetzt war, folgt daraus nach Satz 3.10 (7) λ−µ = 0 und

somit λ = µ.

3. Nur die Eigenschaft S1 wird verletzt, alle anderen Eigenschaften der Defini-

tion 5.1 gelten auch bei dieser Definition der skalaren Multiplikation.

4. Es ist die Abgeschlossenheit der Menge P2 bezüglich der Verknüpfungen

+ und · zu zeigen sowie nachzuweisen, dass die Eigenschaften A1-S4 der

Definition 5.1 in (P2,+, ·) erfüllt sind.

Abgeschlossenheit von P2 bezüglich +: Falls p, q ∈ P2; p(x) = a2x
2+a1x+a0

und q(x) = b2x
2+b1x+b0, so ist (p+q)(x) = c2x

2+c1x+c0 mit c2 = a2+b2,

c1 = a1+b1 ; c0 = a0+b0 (also c0, c1, c2 ∈ R). Somit ist p+q ∈ P2.

Abgeschlossenheit von P2 bezüglich · : Mit p(x) = a2 x
2 +a1 x+a0 und λ ∈ R

ist (λ p)(x) = d2 x
2 + d1 x + d0 mit d2 = λa2 ; d1 = λa1 ; d0 = λa0 (also

d0, d1, d2 ∈ R), somit ist (λ p)(x) ∈ P2.

A1. Für beliebige p, q ∈ P2 mit p(x) = a2 x
2 + a1 x+ a0

und q(x) = b2 x
2 + b1 x+ b0 gilt

(p+q)(x) = p(x) + q(x)

= (a2+b2)x2 + (a1+b1)x+ (a0+b0)

= (b2+ba)x2 + (b1+a1)x+ (b0+a0)

= q(x) + p(x)

= (p+q)(x)
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A2. Es seien beliebige p, q, r ∈ P2 mit p(x) = a2 x
2 + a1 x+ a0,

q(x) = b2 x
2 + b1 x+ b0, r(x) = c2 x

2 + c1 x+ c0 gegeben. Es gilt

((p+q) + r) (x) = (p(x) + q(x)) + r(x)

= (a2+b2)x2 + (a1+b1)x+ (a0+b0) + c2 x
2 + c1 x+ c0

= (a2+b2+c2)x2 + (a1+b1+c1)x+ (a0+b0+c0)

= a2 x
2 + a1 x+ a0 + (b2+c2)x2 + (b1+c1)x+ (b0+c0)

= p(x) + (q(x)) + r(x))

= (p+ (q+ r)) (x)

Die Kommutativität und die Assoziativität der Addition von Polynomen

lassen sich also auf die Kommutativität und die Assoziativität der Addi-

tion reeller Zahlen (der Koeffizienten) zurückführen. Analog lassen sich

auch die Rechengesetze S2, S3 und S4 auf die entsprechenden Gesetze in

R zurückführen.

A3. Offensichtlich erfüllt o mit o(x) = 0x2 + 0x+ 0 die Bedingung

(p+ o)(x) = p(x) für beliebige p(x).

A4. Offensichtlich erfüllt −p mit (−p)(x) = −a2 x
2−a1 x−a0 die Bedingung

(p+ (−p))(x) = o(x) für beliebige p(x) = a2 x
2 + a1 x+ a0 .

S4. (1 p)(x) = 1 p(x) = 1 a2 x
2 + 1 a1 x+ 1 a0 = p(x).

S2. sowie S3 und S4: vergleiche die Bemerkung zu A2.
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 5.2

1. a) Die Aussage ist falsch.

Gegenbeispiel: Die beiden Vektoren
(

1
1

)
und

(−1
−1

)
liegen nicht in dem

von
(

1
0

)
erzeugten Untervektorraum des R2. Ihre Summe ist jedoch der

Nullvektor von R2, dieser gehört jedem Unterraum von R2 an.

b) Die Aussage ist falsch.

Gegenbeispiel: Die Vektoren
(

1
1

)
und

(
2
2

)
liegen beide nicht in dem

von
(

1
0

)
erzeugten Untervektorraum des R2 und ihre Summe

(
3
3

)
auch

nicht.

c) Die Aussage ist richtig. Weil ~u ∈ U gilt, würde aus ~u+ ~v ∈ U folgen:

~u+ ~v − ~u = ~v ∈ U ,

was im Widerspruch zur Voraussetzung steht. Damit kann ~u+~v ∈ U nicht

gelten.

2. U1 und U3 sind keine Unterräume, U2 ist ein Unterraum von R3.

Begründungen:

a) Der Nullvektor ~o ist nicht Element von U1, somit ist U1 kein Unterraum.

b) Weil der Nullvektor offenbar in U2 liegt, gilt U2 6= {}.

Sind

(
v1
v2
v3

)
,

(
v′1
v′2
v′3

)
∈ U2, so gilt v1 + v2 = v3, v′1 + v′2 = v′3, und somit

(v1+v′1)+(v2+v′2) = (v3+v′3). Also ist

(
v1 + v′1
v2 + v′2
v3 + v′3

)
=

(
v1
v2
v3

)
+

(
v′1
v′2
v′3

)
∈ U2.

Für jedes λ ∈ R gilt λ v1 + λ v2 = λv3, also ist

(
λ v1

λ v2

λ v3

)
= λ

(
v1
v2
v3

)
∈ U2.

Diese drei Eigenschaften besagen, dass U2 ein Unterraum von R3 ist.

c) Der Vektor

(−1
−1

1

)
ist offenbar ein Element von U3. Aber das (−1)-Fache

dieses Vektors, also (−1) ·

(−1
−1

1

)
=

(
1
1
−1

)
liegt nicht in U3, sodass U3 kein

Unterraum von R3 ist.

3. Die Menge aller konvergenten Zahlenfolgen ist ein Unterraum des Vektor-

raumes der Folgen (an) reeller Zahlen, denn sie erfüllt alle Bedingungen des

Unterraumkriteriums. Da konvergente Folgen existieren, ist die Menge nicht

leer. Da nach den Grenzwertsätzen die Summe zweier konvergenter Folgen

ebenfalls konvergiert und beliebige reelle Vielfache konvergenter Folgen eben-

falls konvergieren, sind auch U1 und U2 erfüllt.

4. Es lassen sich verschiedenste Gegenbeispiele angeben. Beispielsweise ist je-

des der in Kapitel 1 betrachteten Gleichungssysteme, die eindeutig lösbar
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sind (mit Ausnahme der homogenen Gleichungssysteme, die nur die triviale

Lösung besitzen) ein Gegenbeispiel, denn ist zum Beispiel

(
x
y
z

)
=

(
1
−2

0

)
die

eindeutige Lösung eines LGS, so ist z. B.

(
2
−4

0

)
keine Lösung, womit also die

Bedingungen U1 und U2 des Unterraumkriteriums nicht erfüllt sind.

5. Es wird nachgewiesen, dass die Bedingungen des Unterraumkriteriums erfüllt

sind.

– Die Menge aller 2×2-Matrizen der Form
(
a 0
0 b

)
mit a, b ∈ R ist offen-

sichtlich nicht leer, da sie z. B. die Nullmatrix
(

0 0
0 0

)
enthält.

– Für zwei Matrizen A1 =
(
a1 0
0 b1

)
und A2 =

(
a2 0
0 b2

)
ist

A1 + A2 =
(
a1 0
0 b1

)
+
(
a2 0
0 b2

)
=
(
a1+a2 0

0 b1+b2

)
wiederum eine Ma-

trix der Form
(
a 0
0 b

)
(mit a = a1+a2, b = b1+b2).

– Für jedes λ ∈ R ist λA =

(
λa 0
0 λ b

)
ebenfalls eine Matrix der Form(

a 0
0 b

)
.

6. Wir betrachten zwei Unterräume von R2 (siehe dazu Beispiel 5.7 auf S. 173):

U1 =
{(

x
y

) ∣∣∣ ( xy ) = r·
(

1
0

)
; r ∈ R

}
, U2 =

{(
x
y

) ∣∣∣ ( xy ) = r ·
(

0
1

)
; r ∈ R

}
Die Vereinigungsmenge U1 und U2 enthält somit die Vektoren

(
1
0

)
und(

0
1

)
, nicht aber deren Summe

(
1
1

)
, was im Widerspruch zu der Eigenschaft

U1 des Unterraumkriteriums steht.
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 5.3

1. a) A lässt sich nicht als Linearkombinationen der beiden gegebenen Matrizen

darstellen.

a) B lässt sich als Linearkombinationen der beiden gegebenen Matrizen dar-

stellen: B =

(
5 3
2 5

)
= 2 ·

(
1 0
1 1

)
+ 3 ·

(
1 1
0 1

)
.

2. 〈p1, p2, p3〉 ist der gesamte Vektorraum der Polynome höchstens zweiten Gra-

des. Ist p mit p(x) = a x2 + b x+ c ein beliebiges Polynom höchstens zweiten

Grades, so lässt sich p als Linearkombination von p1, p2 und p3 darstellen:

p(x) = a x2 + b x+ c = (a−b)x2 + (b−c)
(
x2+x

)
+ c (x+1)

= (a−b) p3(x) + (b−c) p2(x) + c p1(x).

3. E ist ein Erzeugendensystem von R3, wenn sich jeder Vektor

( x
y
z

)
∈ R3 als

Linearkombination der drei Vektoren von E darstellen lässt, also λ, µ, ν ∈ R

existieren mit

(
x
y
z

)
= λ

(
1
0
0

)
+µ

(
1
1
0

)
+ ν

(
1
1
1

)
. Dies ist gleichbedeutend

mit der Lösbarkeit des linearen Gleichungssystems

λ + µ + ν = x

µ + ν = y

ν = z .

Dieses LGS ist für beliebige x, y, z lösbar, die (eindeutige) Lösung ist

λ = x−y, µ = y−z, ν = z.

4. Um den Beweis einfacher aufschreiben zu können, nehmen wir eine Umnum-

merierung vor und gehen davon aus, dass die zwei n. V. kollinearen Vektoren

~e1 und ~e2 seien und ~e2 6=~o ist. Dann existiert µ ∈ R mit ~e1 = µ~e2.

Da E = {~e1, . . . , ~ek} ein Erzeugendensystem von V ist, existieren für jeden

Vektor ~x ∈ V reelle Zahlen λ1, . . . , λk mit:

~x =

k∑
i=1

λi ~ei = λ1 ~e1 + λ2 ~e2 + λ3 ~e3 + λ4 ~e4 + . . .+ λk ~ek

= λ1 µ~e2 + λ2 ~e2 + λ3 ~e3 + λ4 ~e4 + . . .+ λk ~ek
= (λ1 µ+λ2) ~e2 + λ3 ~e3 + λ4 ~e4 + . . .+ λk ~ek .

Somit ist ~x als Linearkombination der Vektoren ~e2, . . . ~ek darstellbar; durch

Einführung neuer Bezeichnungen λ′2 =λ1 µ+λ2, λ′3 =λ3, λ′4 =λ4,. . . ,λ′k=λk

lässt sich dies besonders deutlich aufschreiben:

~x =
k∑
i=2

λ′i ~ei .

Da für ~x ein beliebiger Vektor aus V betrachtet wurde, lässt sich jeder Vektor

des Vektorraumes V als Linearkombination von ~e2, . . . ~ek ausdrücken; somit

ist {~e2, . . . , ~ek} = E \ {~e1} ein Erzeugendensystem von V . Aufgrund der

eingangs gemachten Bemerkung zur Umnummerierung der Vektoren ~ej , ~ei

in ~e1, ~e2 ist der Satz damit bewiesen.
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5. Wir weisen nach, dass jeder Vektor von U+V auch zu 〈~u1, . . . , ~uk, ~v1, . . . , ~vm〉
gehört und umgekehrt.

– Es sei ~x ∈ U+V , d. h. nach Definition 5.3 ~x = ~u+~v mit ~u ∈ U , ~v ∈ V .

Da EU = {~u1, . . . , ~uk} und EV = {~v1, . . . , ~vm} Erzeugendensysteme von

U bzw. V sind, existieren λ1, . . . , λk, µ1, . . . , µm mit ~u =
∑k
i=1 λi ~ui und

~v =
∑m
i=1 µi ~vi. Daraus ergibt sich

~x =
k∑
i=1

λi ~ui +
m∑
i=1

µi ~vi ,

also ist ~x eine Linearkombination der Vektoren ~u1, . . . , ~uk, ~v1, . . . , ~vm und

somit Element der linearen Hülle 〈~u1, . . . , ~uk, ~v1, . . . , ~vm〉.

– Ist umgekehrt ~x ∈ 〈~u1, . . . , ~uk, ~v1, . . . , ~vm〉, so lässt sich ~x nach Defini-

tion 5.4 als Linearkombination von ~u1, . . . , ~uk, ~v1, . . . , ~vm darstellen, es

existieren also λ1, . . . , λk, µ1, . . . , µm mit

~x =
k∑
i=1

λi ~ui +
m∑
i=1

µi ~vi .

Da EU = {~u1, . . . , ~uk} und EV = {~v1, . . . , ~vm} Erzeugendensysteme von

U bzw. V sind, ist
∑k
i=1 λi ~ui ∈ U und

∑m
i=1 µi ~vi ∈ V . Somit ist ~x als

Summe eines Vektors aus U und eines Vektors aus V darstellbar; nach

Definition 5.3 gilt also ~x ∈ U+V .

6. Löst man das der Vektorgleichung λ1 ~a+λ2
~b+λ3 ~c+λ4

~d = ~o, entsprechende

LGS, so erhält man eine einparametrige Lösungsmenge:

λ1 =−2 t, λ2 =3 t, λ3 =0, λ4 = t.

Die Vektoren sind daher linear abhängig, z. B. ist −2~a+ 3~b+ 0~c+ 1 ~d = ~o.

Der Vektor ~a lässt sich somit als Linearkombination von ~b und ~d darstellen,
~b als Linearkombination von ~a und ~d sowie ~d als Linearkombination von ~a

und ~b. Der Vektor ~c lässt sich nicht als Linearkombination der anderen drei

Vektoren darstellen.

7. Seien M= {~u1; ~u2; . . . ; ~uk} und N= {~u1; ~u2; . . . ; ~uk; ~uk+1; . . . ; ~ul} mit l > k,

also M ⊂N . Da M linear abhängig ist, existieren (λ1; . . . ;λk) 6= (0; . . . ; 0)

mit
∑k
i=1 λi ~ui = ~o. Fügt man den Koeffizienten λ1, . . . , λk noch λk+1, . . . , λl

mit λk+1 = . . . = λl = 0 hinzu, so ist
∑l
i=1 λi ~ui = ~o, wobei wegen

(λ1; . . . ;λk) 6= (0; . . . ; 0) mindestens einer der Koeffizienten λi (mit 1≤ i≤k
und somit 1≤ i≤ l) von Null verschieden ist. Der Nullvektor lässt sich also

auf nicht triviale Weise als Linearkombination von Vektoren der Menge N

darstellen, somit ist N linear abhängig.

8. Die Vektoren ~u− ~v und ~u+ ~v sind linear unabhängig.

Um dies nachzuweisen, ist zu zeigen, dass aus λ (~u− ~v) + µ (~u+ ~v) = ~o folgt

λ = 0 = µ, der Nullvektor also nur als triviale Linearkombination von ~u− ~v
und ~u+ ~v darstellbar ist. Aus

λ (~u− ~v) + µ (~u+ ~v) = ~o
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für λ, µ ∈ R folgt
(λ+ µ) ~u+ (µ− λ)~v = ~o.

Weil ~v und ~u linear unabhängig sind, ist eine solche Gleichheit nur im Fall

λ+µ = 0 = µ−λ möglich. Hieraus folgt λ=0=µ, also die lineare Unabhän-

gigkeit von ~u− ~v und ~u+ ~v.

9. Die Vektoren ~u+ ~v + ~w, ~u+ ~v, ~v + ~w sind linear unabhängig.

Aus
λ (~u+ ~v + ~w) + µ (~u+ ~v) + ν (~v + ~w) = ~o

für λ, µ, ν ∈ R folgt

(λ+ µ) ~u+ (λ+ µ+ ν)~v + (λ+ ν) ~w = ~o.

Wegen der linearen Unabhängigkeit von ~u, ~v und ~w ist λ+µ = 0, λ+µ+ν = 0

und λ + ν = 0. Setzt man die letzte Gleichung in die vorletzte ein, so folgt

µ = 0 und damit aus der ersten Gleichung λ = 0 sowie schließlich ν = 0.

Somit sind ~u+ ~v + ~w, ~u+ ~v und ~v + ~w linear unabhängig.

10. Alle drei Aussagen sind richtig.

a) Weil U1 ⊆ U2 = R2 gilt, ist U1 ∩U2 = U1. Der Vektor
(−2
−4

)
liegt in dem

Vektorraum U1 und erzeugt diesen.

b) Der Vektor
(

1
4

)
liegt in U2 = R2 und ist vom Nullvektor verschieden.

Als einelementige Menge ist
{(

1
4

)}
linear unabhängig; damit trifft die

Aussage zu.

c) Die U1 und U3 erzeugenden Vektoren sind linear unabhängig, also enthält

U1 ∪ U3 zwei linear unabhängige Vektoren, und zwei solche Vektoren er-

zeugen R2 – die Aussage ist also richtig.

11. Der Beweis lässt sich indirekt führen. Dazu nimmt man an, die Menge

{~u1; . . . ; ~uk;~v} sei linear abhängig, d. h. es existieren λ1, . . . , λk und µ mit

λ1 ~u1 + λ2 ~u2 + . . .+ λk ~uk + µ~v = ~o ,

wobei mindestens einer der Koeffizienten λ1, . . . , λk, µ von Null verschieden

ist. Wäre µ 6=0, so würde gelten:

~v = −λ1

µ ~u1 − λ2

µ ~u2 − . . .− λk

µ ~uk =
∑k
i=1

(
−λk

µ

)
,

der Vektor ~v wäre also als Linearkombination von {~u1; . . . ; ~uk} darstellbar

und somit von {~u1; . . . ; ~uk} linear abhängig. Dies steht im Widerspruch zur

Voraussetzung, also ist µ= 0. Wäre nun einer der Koeffizienten λ1, . . . , λk

ungleich Null, so würde dies wegen µ = 0 bedeuten, dass {~u1; . . . ; ~uk} li-

near abhängig ist, was ebenfalls der Voraussetzung widerspräche. Somit

müssen alle Koeffizienten λ1, . . . , λk, µ von Null verschieden sein; die Menge

{~u1; . . . ; ~uk;~v} ist somit linear unabhängig.

12. Nach dem Satz 5.8 genügt es zu zeigen, dass jede n+1-elementige Teilmenge

von Rn linear abhängig ist (denn dann ist auch jede Teilmenge von Rn mit

mehr als n+1 Elementen linear abhängig).
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Es seien ~u1 =


u

(1)
1

u
(1)
2
...

u
(1)
n

, ~u2 =


u

(2)
1

u
(2)
2
...

u
(2)
n

, . . . , ~un+1 =


u

(n+1)
1

u
(n+1)
2

...

u
(n+1)
n

 Vektoren von

Rn. Um festzustellen, ob sich der Nullvektor auf nicht triviale Weise als

Linearkombination von ~u1, . . . ~un+1 darstellen lässt, d. h. ob Koeffizienten

λ1, . . . , λn+1 mit (λ1;λ2; . . . ;λn+1) 6= (0; 0; . . . ; 0) und
∑n+1
i=1 λi ~ui = ~o exis-

tieren, ist das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten Koeffizienten-

matrix 
u

(1)
1 u

(2)
1 . . . u

(n)
1 u

(n+1)
1 0

u
(1)
2 u

(2)
2 . . . u

(n)
2 u

(n+1)
2 0

...
...

...
...

...

u
(1)
n u

(2)
n . . . u

(n)
n u

(n+1)
n 0


(siehe Abschnitt 1.3) zu lösen. Es handelt sich hierbei um ein homogenes LGS

mit n Gleichungen und n+1 Variablen λ1, . . . , λn+1 und ist (da es sich um

ein homogenes System handelt) lösbar. Der Rang dieses LGS ist höchstens

gleich der Anzahl n der Gleichungen, also in jedem Falle kleiner als n+1.

Das LGS besitzt daher Lösungsmenge mit n+1−r Parametern, also eine

mindestens einparametrige Lösungsmenge. Daher existieren auch andere als

die triviale Lösung und der Nullvektor lässt sich auf nicht triviale Weise als

Linearkombination von ~u1, . . . ~un+1 darstellen.
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 5.4

1. • B ist linear unabhängig, wenn die Vektorgleichung

λ1

(
1
3
−2

)
+λ2

(
4
5
6

)
+λ3

(
3
−2

1

)
=

(
0
0
0

)
bzw. das LGS

λ1 + 4λ2 + 3λ3 = 0
3λ1 + 5λ2 − 2λ3 = 0
− 2λ1 + 6λ2 + λ3 = 0

nur die triviale Lösung hat. Durch Lösen des LGS mithilfe des Gauss-Al-

gorithmus ergibt sich λ1 =λ2 =λ3 =0, also die lineare Unabhängigkeit.

• B ist ein Erzeugendensystem von R3, wenn die Vektorgleichung

λ1

(
1
3
−2

)
+λ2

(
4
5
6

)
+λ3

(
3
−2

1

)
=

(
x
y
z

)
bzw. das LGS

λ1 + 4λ2 + 3λ3 = x
3λ1 + 5λ2 − 2λ3 = y
− 2λ1 + 6λ2 + λ3 = z

für jeden Vektor ~x =

(
x
y
z

)
lösbar ist. Durch Lösen des LGS erhält man

λ1 =
−23 z + 14 y + 17x

105
, λ2 =

11 z + 7 y + x

105
, λ3 =

−z − 2 y + 4x

15
,

das LGS ist also für beliebige x, y, z lösbar, und B ist ein Erzeugenden-

system von R3.

2. Durch Lösen der Vektorgleichung

λ1

 1
4
3
0

+ λ2

 2
0
1
1

+ λ3

 1
0
0
−1

+ λ4

 0
2
3
1

 =

 0
0
0
0


ergibt sich λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 0 als einzige Lösung; somit ist B linear

unabhängig. Nach dem Satz 5.12 ist B damit eine Basis von R4, und die

Aufgabe ist gelöst. Wir zeigen aber trotzdem noch, dass B ein Erzeugenden-

system von R4 ist. Dies trifft genau dann zu, wenn für jeden Vektor

 x1

x2

x3

x4


die Gleichung

λ1

 1
4
3
0

+ λ2

 2
0
1
1

+ λ3

 1
0
0
−1

+ λ4

 0
2
3
1

 =

 x1

x2

x3

x4


lösbar ist. Dies ist der Fall, durch Lösen des entsprechenden LGS erhält man

λ1 =
x4 − 3x3 + 4x2 + x1

8
, λ2 =

3x4 − x3 + 3x1

8
,

λ3 =
−7x4 + 5x3 − 4x2 + x1

8
, λ4 = −x4 − 3x3 + 2x2 + x1

4
.
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3. ~x = (−21)

(
1
2
3

)
+ (−3)

(−4
−5
−6

)
+ 4

(
7
8
7

)
4. Es gibt verschiedene Möglichkeiten der Lösung, z. B.:

• Die Vektoren

 0
1
0
−1

,

 1
0
1
−2

,

−1
−2

0
1

 und

−1
0
1
0

 sind linear unabhängig,

denn das lineare Gleichungssystem

 0 1 −1 −1
1 0 −2 0
0 1 0 1
−1 −2 1 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 hat nur die

triviale Lösung. Jeder der weiteren Vektoren von X lässt sich somit auch

als Linearkombination dieser 4 Vektoren darstellen.

• Durch die Vektoren der Menge X lässt sich jeder Vektor von R4 als Li-

nearkombination darstellen (dazu reichen sogar die ersten vier Vektoren).

Also ist U = 〈X〉 = R4 und somit ist die Standardbasis von R4 mit den

Basisvektoren

 1
0
0
0

,

 0
1
0
0

,

 0
0
1
0

 und

 0
0
0
1

 auch eine Basis von U .

5. Bemerkung : Wenn Basen von Vektor- bzw. Unterräumen zu bestimmen sind,

gibt es jeweils unendlich viele Lösungsmöglichkeiten, sodass die hier angege-

benen Lösungen nur exemplarisch sein können.

a) Eine Basis von U1 ist z. B. B1 =

{(
1
0
1

)
,

(
0
1
0

)}
.

b) Es ist die Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems

x1 + 3x2 + 2x4 = 0

2x1 + x2 + x3 = 0

zu bestimmen. Es werden dazu x1 und x2 als Parameter s bzw. t gesetzt.

Dann ist x4 = −s−3t
2 und x3 =−2s− t. Es ergibt sich

L =


 x1
x2
x3
x4

∈ R4

∣∣∣∣∣∣
 x1
x2
x3
x4

 =

 s
t

−2s− t
−s−3t

2

 ; s, t ∈ R


=


 x1
x2
x3
x4

∈ R4

∣∣∣∣∣∣
 x1
x2
x3
x4

 = s

 1
0
−2
−1

2

 + t

 0
1
−1
−3

2

 ; s, t ∈ R

.

Da U2 gerade die Lösungsmenge des o. a. linearen Gleichungssystems ist,

erhalten wir als eine Basis von U2: B2 =


 1

0
−2
−1

2

 ;

 0
1
−1
−3

2


.

6. Es ist zu zeigen, dass die drei Vektoren linear unabhängig sind (drei linear

unabhängige Vektoren bilden stets eine Basis von R3). Dazu muss nachgewie-

sen werden, dass das durch die Matrix

 1 1 1
x y z
x2 y2 z2

∣∣∣∣∣ 0
0
0

 gegebene lineare
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Gleichungssystem eindeutig lösbar ist, also den Rang 3 hat (siehe Abschnitt

1.3). Dies ist bei einem homogenen LGS genau dann der Fall, wenn die ein-

fache Koeffizientenmatrix

 1 1 1
x y z
x2 y2 z2

 den Rang 3 hat. Wir formen diese

Matrix mithilfe des Gauß-Algorithmus um und erhalten: 1 1 1
0 y − x z − x
0 y2− x2 z2− x2

∣∣∣∣∣∣ · (−(y+x))
· 1

→

 1 1 1
0 y − x z − x
0 0 −(z−x)(y+x) + (z2−x2)


(Bei der letzten Umformung wurde die dritte binomische Formel verwendet.)

Es ist also zu zeigen, dass unter den gegebenen Voraussetzungen nicht

−(z − x)(y + x) + (z2 − x2) = 0 sein kann. Wäre dies der Fall, so müsste

gelten:
(1) (z − x)(y + x) = z2 − x2 .

Es sind nun zwei Fälle zu betrachten:

1. Fall: z = −x; in diesem Falle ist z2− x2 = 0 und deshalb muss einer der

beiden Faktoren auf der linken Seite von Gleichung (1) Null sein. Dann

gilt z = x oder y = −x und somit y = z, in jedem Falle entsteht ein

Widerspruch zur Voraussetzung x 6= y, x 6= z, y 6= z.

2. Fall: z 6= −x; in diesem Falle ist z + x 6= 0 und die Multiplikation beider

Seiten von (1) mit (z + x) ist eine Äquivalenzumformung. Gleichung (1)

erhält dadurch die Gestalt y + x = z + x. Somit gilt y = z, was ebenfalls

im Widerspruch zur Voraussetzung steht.

Es gilt also unter den gegebenen Voraussetzungen

−(z − x)(y + x) + (z2 − x2) 6= 0 .

Somit hat die o. a. Matrix den Rang drei und die angegebenen Vektoren sind

linear unabhängig, bilden also eine Basis von R3.

7. Lässt sich in E = {~e1; . . . ;~el} kein Vektor finden, der von U = {~u1; . . . ; ~uk}
linear unabhängig ist, so lässt sich jeder Vektor von E als Linearkombination

der Vektoren ~u1; . . . ; ~uk darstellen:

~e1 =
∑k
i=1 λ1i ~ui

~e2 =
∑k
i=1 λ2i ~ui

...
...

~el =
∑k
i=1 λli ~ui

bzw. in kürzerer Schreibweise

~ej =
k∑
i=1

λji ~ui (für j = 1 . . . l).

Da E ein Erzeugendensystem von V ist, gibt es für jeden Vektor ~x ∈ V reelle

Zahlen µ1, . . . µl mit ~x =
∑l
j=1 µj ~ej , somit gilt also
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~x =
l∑

j=1

µj

(
k∑
i=1

λji ~ui

)
=

k∑
i=1

 l∑
j=1

µjλji

 ~ui =
k∑
i=1

νi ~ui

mit νi =
∑l
j=1 µjλji für i ∈ N, 1 ≤ i ≤ k. Also ist in diesem Falle jeder

Vektor ~x ∈ V als Linearkombination von ~u1; . . . ; ~uk darstellbar; damit ist

U = {~u1; . . . ; ~uk} bereits ein Erzeugendensystem und (wegen der vorausge-

setzten linearen Unabhängigkeit) eine Basis von V .

Existiert in E = {~e1; . . . ;~el} hingegen ein Vektor, der von U = {~u1; . . . ; ~uk}
linear unabhängig ist (durch Umbenennen lässt sich erreichen, dass dies ~el

ist) so ist Uk+1 = {~u1; . . . ; ~uk;~el} eine linear unabhängige Teilmenge. Es wird

nun überprüft, ob einer der Vektoren der Menge E\{~el} = {~e1; . . . ;~el−1} von

U linear unabhängig ist. Trifft dies für keinen der Vektoren zu, so ist Uk+1

ein Erzeugendensystem (der Beweis erfolgt ebenso wie oben für U), der Satz

ist also bewiesen. Gibt es jedoch in E\{~el} = {~e1; . . . ;~el−1} einen Vektor,

der von Uk+1 linear unabhängig ist (o. B. d. A. sei dies ~el−1), so ist auch

Uk+2 = {~u1; . . . ; ~uk;~el−1;~el} linear unabhängig.

Das Verfahren wird nun fortgesetzt, wobei sich mit jedem Schritt entweder

herausstellt, dass Uk+m = {~u1; . . . ; ~uk;~el−m+1; . . . ;~el} ein Erzeugendensys-

tem (und damit eine Basis) ist, womit das Verfahren abgebrochen wird, oder

dass Uk+m durch einen weiteren Vektor aus E erneut zu einer linear un-

abhängigen Menge erweitert werden kann. Spätestens nachdem U durch alle

Vektoren von E erweitert wurde, ist dann durch schrittweise Erweiterung

von U durch Vektoren von E eine Basis gefunden.

8. Nach dem Satz 5.16 (Basisergänzungssatz) lässt sich jede linear unabhängige

Teilmenge eines Vektorraumes V durch Elemente eines Erzeugendensystems

zu einer Basis von V ergänzen. Da nach dem Satz 5.18 alle Basen eines

Vektorraumes gleich viele Vektoren enthalten und U ebenso viele Elemente

enthält wie die Basis B, muss U bereits eine Basis sein.

9. Nach dem Satz 5.14 (Verkürzungssatz) ist jedes Erzeugendensystem E von

V entweder eine Basis von V oder es existiert eine echte Teilmenge von E,

die eine Basis von V ist. Da jede Basis von V n Elemente enthalten muss,

existiert keine echte Teilmenge von E die Basis von V ist, denn jede echte

Teilmenge von E hat weniger als n Elemente. Somit ist E eine Basis von V.

10. a) Offensichtlich ist F nicht leer, denn die
”
klassische“ Fibonacci-Folge

(1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; . . .) erfüllt die Bedingung fn+2 = fn+fn+1. Weiter-

hin ist die Summe (fn)+(gn) zweier beliebiger verallgemeinerter Fibonac-

ci-Folgen (fn) und (gn) ebenfalls eine verallgemeinerte Fibonacci-Folge;

aus fn+2 = fn + fn+1 und gn+2 = gn + gn+1 für alle n∈N, n≥1 folgt

fn+2 + gn+2 = fn+fn+1 + gn+gn+1 = fn+gn + fn+1+gn+1 .

Völlig analog zeigt man, dass für jede verallgemeinerte Fibonacci-Folge

(fn) auch die Folge λ(fn) eine (verallgemeinerte) Fibonacci-Folge ist.
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Nach dem Unterraumkriterium (Satz 5.1) ist F somit ein Unterraum des

Vektorraumes aller Folgen reeller Zahlen.

b) Jede verallgemeinerte Fibonacci-Folge ist durch die Angabe ihrer ersten

beiden Glieder eindeutig bestimmt, denn mittels der Bildungsvorschrift

fn+2 = fn+fn+1 lassen sich daraus alle weiteren Glieder berechnen. Wir

müssen also für Basisvektoren nur die ersten beiden Glieder angeben. Eine

Basis des Vektorraumes der Fibonacci-Folgen ist B = {(bn); (cn)} mit

b1 =1, b2 =0, bn+2 = bn+bn+1, c1 =0, c1 =1, cn+2 = cn+cn+1.

Die lineare Unabhängigkeit von B = {(bn); (cn)} lässt sich bereits mit-

hilfe der ersten beiden Folgenglieder zeigen. Eine Folge, deren erste beide

Glieder Null sind, lässt sich nur auf triviale Weise als Linearkombination

von (bn) und (cn) darstellen, dies gilt erst recht für den Nullvektor (die

Folge, deren sämtliche Glieder Null sind).

B = {(bn); (cn)} ist auch ein Erzeugendensystem, denn jede verallgemei-

nerte Fibonacci-Folge ist durch ihre ersten beiden Glieder bestimmt. Es

lässt sich (wie in R2) mithilfe der Paare (1; 0) und (0; 1) jedes beliebi-

ge Paar reeller Zahlen erzeugen, also beliebige erste Folgenglieder (f1; f2)

einer verallgemeinerten Fibonacci-Folge. Somit lässt sich jede verallgemei-

nerte Fibonacci-Folge als Linearkombination von (bn) und (cn) erzeugen.

B = {(bn); (cn)} ist also eine Basis von F ; die Dimension von F ist 2.

11.a) Es ist das lineare Gleichungssystem

4

9

2

3

5

7

8

1

6


= λ1



−1

1

0

1

0

−1

0

−1

1


+ λ2



0

−1

1

1

0

−1

−1

1

0


+ s



2
3
1
3

0

−1
3
1
3

1
2
3
1
3

0


zu lösen. Dies kann zum Beispiel mithilfe des CAS Maxima geschehen:

b1:[-1,1,0,1,0,-1,0,-1,1]$

b2:[0,-1,1,1,0,-1,-1,1,0]$

b3:[2/3,1/3,0,-1/3,1/3,1,2/3,1/3,0]$

m:[4,9,2,3,5,7,8,1,6]$

solve([lambda1*b1[1] + lambda2*b2[1] + s*b3[1] = m[1],

lambda1*b1[2] + lambda2*b2[2] + s*b3[2] = m[2],

lambda1*b1[3] + lambda2*b2[3] + s*b3[3] = m[3],

lambda1*b1[4] + lambda2*b2[4] + s*b3[4] = m[4],

lambda1*b1[5] + lambda2*b2[5] + s*b3[5] = m[5],

lambda1*b1[6] + lambda2*b2[6] + s*b3[6] = m[6],

lambda1*b1[7] + lambda2*b2[7] + s*b3[7] = m[7],

lambda1*b1[8] + lambda2*b2[8] + s*b3[8] = m[8],

lambda1*b1[9] + lambda2*b2[9] + s*b3[9] = m[9] ],

[lambda1, lambda2, s]);



6 A. Filler: Elementare Lineare Algebra Lösungen zu Abschnitt 5.4

Als Lösung erhält man λ1 = 6, λ2 = 2, s = 15. Dies sind die Koordi-

naten des magischen Quadrats

(
4 9 2
3 5 7
8 1 6

)
bezüglich der in Beispiel 5.29

ermittelten Basis.

b) Eine Basis des Vektorraumes der magischen Quadrate der Kantenlänge

3, in der das magische Quadrat

(
4 9 2
3 5 7
8 1 6

)
ein Basisvektor ist, erhält man

ausgehend von der Basis

B =


−1 1 0

1 0 −1

0 −1 1

 ;

 0 −1 1

1 0 −1

−1 1 0

;


2
3

1
3 0

−1
3

1
3 1

2
3

1
3 0




mithilfe von Satz 5.19. Dessen Voraussetzung µ 6= 0 ist wegen der in a)

ermittelten Koordinaten für jeden der Basisvektoren von B erfüllt, d. h.

jeder dieser Basisvektoren darf gegen das in der Aufgabe genannte magi-

sche Quadrat ausgetauscht werden. Eine Basis, welche die Aufgabenstel-

lung erfüllt, ist als z. B.:

B′ =


 4 9 2

3 5 7

8 1 6

 ;

 0 −1 1

1 0 −1

−1 1 0

;


2
3

1
3 0

−1
3

1
3 1

2
3

1
3 0


.

12.a) Die zweite Reihe enthält k−1, die dritte Reihe k−2 Steine usw. Somit ist

die Gesamtzahl der Steine einer Rechenmauer

n = 1 + 2 + . . .+ k =

k∑
i=1

i =
k (k+1)

2
.

b) Wir nummerieren die Steine der Rechenmauer wie in der folgenden Ab-

bildung.

Dann muss gelten:

a21 = a11 + a12

a22 = a12 + a13

a23 = a13 + a14

a31 = a21 + a22 = a11 + a12 + a12 + a13 = a11 + 2 a12 + a13

a32 = a22 + a23 = a12 + a13 + a13 + a14 = a12 + 2 a13 + a14

a41 = a31 + a32 = a11 + 2 a12 + a13 + a12 + 2 a13 + a14

= a11 + 3 a12 + 3 a13 + a14 .

Jede additive reelle Rechenmauer mit vier Grundsteinen lässt sich somit

als n-Tupel
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a11

a12

a13

a14

a21

a22

a23

a31

a32

a41


=



a11

a12

a13

a14

a11+a12

a12+a13

a13+a14

a11+2 a12+a13

a12+2 a13+a14

a11+3 a12+3 a13+a14


mit a11, a12, a13, a14 ∈R schreiben. Dabei handelt es sich um eine nicht

leere Teilmenge von R10. Es lässt sich leicht zeigen, dass für zwei beliebige

Rechenmauern (mit Koeffizienten aij und bij) und für beliebige λ ∈ R
auch 

a11

a12

a13

a14

a11+a12

a12+a13

a13+a14

a11+2 a12+a13

a12+2 a13+a14

a11+3 a12+3 a13+a14


+



b11

b12

b13

b14

b11+b12

b12+b13

b13+b14

b11+2 b12+b13

b12+2 b13+b14

b11+3 b12+3 b13+b14


sowie

λ



a11

a12

a13

a14

a11+a12

a12+a13

a13+a14

a11+2 a12+a13

a12+2 a13+a14

a11+3 a12+3 a13+a14


=



λa11

λa12

λa13

λa14

λa11+λa12

λa12+λa13

λa13+λa14

λa11+2λa12+λa13

λa12+2λa13+λa14

λa11+3λa12+3λa13+λa14


die Bedingungen an Rechenmauern erfüllen. Somit ist die Menge aller

reellen Rechenmauern mit vier Grundsteinen nach dem Unterraumkrite-

rium ein Unterraum von R10.

c) Eine Basis dieses Unterraumes ist, wie man leicht nachprüft,

B =





1
0
0
0
1
0
0
1
0
1


;



0
1
0
0
1
1
0
2
1
3


;



0
0
1
0
0
1
1
1
2
3


;



0
0
0
1
0
0
1
0
1
1




.

Der Vektorraum der reellen Rechenmauern mit vier Grundsteinen ist dem-

nach vierdimensional.
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13. • Eine Basis von U1 ist B2 =


 1

1
0
0

;

 0
0
1
1

, also ist dimU1 = 2.

• Eine Basis von U2 ist B2 =


−

1
2

1
0
0

;

−
1
2

0
1
1


, also ist dimU2 = 2.

• Um eine Basis von U1 ∩ U2 zu bestimmen, löst man das aus vier Glei-

chungen bestehende LGS, das die vier zu U1 bzw. zu U2 gehörenden Be-

dingungen enthält (jeder Vektor, der zu U1 ∩ U2 gehört, muss alle vier

Gleichungen erfüllen). Es ergibt sich eine einparametrige Lösungsmenge

mit dem Basisvektor

−1
−1

3
3

, also ist dim(U1 ∩ U2) = 1.

• Ein Erzeugendensystem von U1 + U2 erhält man, indem man Erzeugen-

densysteme beider Unterräume vereinigt, also ist

E =




1
1
0
0

 ;


0
0
1
1

 ;


−1

2

1
0
0

 ;


−1

2

0
1
1




ein Erzeugendensystem von U1 + U2. Allerdings sind diese 4 Vektoren

nicht linear unabhängig, der Rang des sich ergebenden LGS ist 3.

• Eine Basis von U1 + U2 besteht daher nur aus drei Vektoren, z. B.:

B =




1
1
0
0

 ;


0
0
1
1

 ;


−1

2

1
0
0


.

• Es ist also dimU1 = 2, dimU2 = 2, dim(U1∩U2) = 1, dim(U1+U2) = 3.

Tatsächlich gilt immer die Dimensionsformel (Satz 5.21):

dimU1 + dimU2 = dim(U1 ∩ U2) + dim(U1+U2).
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 5.5

1. 2. Addiert man in der Gleichung P + ~v = Q + ~v auf beiden Seiten −~v, so

ergibt sich nach Def. 5.10 (iii): P+ ~o = Q+ ~o. Wegen (i) folgt P = Q.

3. Durch Addition von −~v auf beiden Seiten der Gleichung P+~v = Q ergibt

sich P + ~o = Q + (−~v). Wegen Definition 5.10 (i) entspricht dies der

Behauptung P = Q+ (−~v).

5. Wegen 4. ist
−−−→
P1P2+

−−−→
P2P3 =

−−−→
P1P3. Durch erneute Anwendung von 4. ergibt

sich
−−−→
P1P2 +

−−−→
P2P3 +

−−−→
P3P4 =

−−−→
P1P3 +

−−−→
P1P3 =

−−−→
P1P4. Dieses Verfahren lässt

sich fortsetzen; wir erhalten
−−−→
P1P2 +

−−−→
P2P3 + . . .+

−−−−−−−→
Pk−2Pk−1 =

−−−−−→
P1Pk−1 und

daraus schließlich
−−−→
P1P2+

−−−→
P2P3+. . .+

−−−−−→
Pk−1Pk =

−−−−−→
P1Pk−1+

−−−−−→
Pk−1Pk =

−−−→
P1Pk.

6. Nach Definition 5.10 (ii) und der letzten Bemerkung dazu (siehe S. 203)

existieren eindeutig bestimmte Vektoren
−→
PR und

−→
RP mit P +

−→
PR = R

und R +
−→
RP = P . Durch Einsetzen folgt daraus (P +

−→
PR) +

−→
RP = P

und wegen Definition 5.10 (iii): P + (
−→
PR +

−→
RP ) = P . Nach Definition

5.10 (i) ist P +~o = P ; wegen der Eindeutigkeitsaussage Satz 5.22, 1 folgt

die Behauptung
−→
PR +

−→
RP = ~o, die wegen des Vektorraumaxioms A4

(siehe S. 168) und der Eindeutigkeitsaussage 4 in Satz 3.10 (siehe S. 111)

gleichbedeutend mit
−→
PR = −−→RP ist.

2. λ1 = 2, λ2 = −5
2 ; d. h. P

(
2;−5

2

)
K

3. P
(
1; 4

3 ;−2
3

)
K

, Q
(
−2;−7

3 ; 2
3

)
K

4. Umformung der Gleichung der Parabel mittels quadratischer Ergänzung er-

gibt y = 1
2 (x+4)2 + 3. Der Scheitelpunkt der Parabel ist der Koordinatenur-

sprung des
”
neuen“ Koordinatensystems: O=

(−4
3

)
. Die Gleichung der Para-

bel in Koordinaten x′, y′ bezüglich des Koordinatensystems K′0 ={O;~e1;~e2}

ist y′ = 1
2 x
′2. Man setzt ~b1 = ~e1 =

(
1
0

)
und ~b2 = 1

2 ~e2 =

(
0
1
2

)
(siehe die

Überlegungen in dem Beispiel 5.34 auf S. 207). Bezüglich des Koordinaten-

systems K={O;~b1;~b2} hat die Parabel die Gleichung λ2 = λ2
1.

5. Bezüglich des Koordinatensystems K={O;~e1;~e2} hat die Parabel die Glei-

chung y′ = 4x′2, ihr Scheitelpunkt ist mit dem Koordinatenursprung O des

Koordinatensystems K identisch. Daher ist

(
x
y

)
=

(
−2

5

)
+

(
x′

y′

)
. Durch

Einsetzen dieser Beziehungen für x′ und y′ ergibt sich y−5 = 4 (x+2)2 bzw.

y = 4 (x+2)2+5 bzw. y = 4x2+16x+21.

6. Es sei N = {P |P =P0+~u; ~u ∈ U}, Q∈N und M = {P |P =Q+~v; ~v ∈ U}.
Es ist zu zeigen, dass für beliebige Punkte P gilt: P ∈ N ⇔ P ∈M .

⇒ Ist P ein beliebiger Punkt von N , so existiert ~u ∈ U mit P =P0+~u und

wegen Q∈N existiert ~w ∈ U mit Q=P0+ ~w. Dann gilt

P = P0+ ~w− ~w +~u = Q− ~w +~u.
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Also ist P = Q+~v mit ~v = ~u−~w. Nach der Definition des Begriffs
”
linearer

Unterraum“ ist ~v ∈ U und somit P ∈M .

⇐ Ist P ∈ M , so existiert ~v ∈ U mit P = Q+~v. Wegen Q ∈ N existiert

wiederum ~w ∈ U mit Q=P0+ ~w bzw. P0 =Q− ~w. Es gilt

P = Q− ~w+ ~w +~v = P0+ ~w +~v.

Nach der Definition des Begriffs
”
linearer Unterraum“ ist ~w+~v ∈ U und

somit P ∈N .

7. Es sei N = {P |P =P0+~u; ~u ∈ U} ein affiner Unterraum eines affinen Rau-

mes A mit dem zugehörigen linearen Unterraum U . Wir stellen zunächst fest,

dass die Verknüpfung +: A× V → A auf N abgeschlossen ist, d. h. dass für

einen beliebigen Punkt P ∈ N und einen beliebigen Vektor ~v ∈ U der Punkt

Q = P+~v zu N gehört. Ist P ∈N , so existiert definitionsgemäß ~u ∈ U mit

P = P0+~u. Dann ist Q = P0+~u+~v. Nach der Definition des Begriffs linearer

Unterraum ist ~u+~v ∈ U und daher Q∈N . Es bleibt zu zeigen, dass N die

Eigenschaften (i)-(iii) der Definition 5.10 erfüllt.

(i) Diese Bedingung ist dadurch erfüllt, dass N eine Teilmenge eines affinen

Punktraumes A ist und definitionsgemäß für alle P ∈A gilt P+~o = P .

(ii) Für beliebige P,Q ∈ N existieren ~u, ~w ∈ U mit P =P0+~u, Q=P0+ ~w.

Wir setzen ~v = ~w−~u, dann ist ~v ∈ U und Q = P −~u+ ~w = P +~v. Die

Eindeutigkeit folgt daraus, dass N eine Teilmenge eines affinen Punkt-

raumes A ist, in der die Eindeutigkeit des Vektor ~v ∈ V mit Q = P + ~v

definitionsgemäß gegeben ist.

(iii) Die Gültigkeit der Rechenregel P + (~u+~v) = (P + ~u) +~v in N folgt aus

ihrer Gültigkeit in A (da N⊆A).

8. Die zugehörigen linearen Unterräume sind die linearen Hüllen von ~a bzw.
~b, also U1 = 〈~a 〉 und U2 = 〈~b 〉. Es bestehen folgende Möglichkeiten der

gegenseitigen Lage von g1 und g2:

• Die beiden Geraden sind identisch; dann ist g1∩g2 = g1 = g2, und für die

Dimension der Schnittmenge gilt dim(g1∩ g2) = 1. Auch die zugehörigen

linearen Unterräume sind identisch, somit gilt dim(U1∩ U2) = 1.

• g1 und g2 schneiden sich in einem Punkt, d. h. dim(g1 ∩ g2) = 0. Die

Schnittmenge der linearen Unterräume U1 und U2 enthält nur den Null-

vektor, also dim(U1∩ U2) = 0.

• Falls g1 und g2 parallel sind, ist ihr Durchschnitt die leere Menge, besitzt

also keine Dimension. Die zugehörigen linearen Unterräume sind hingegen

identisch, also ist dim(U1∩ U2) = 1.

• Falls g1 und g2 windschief sind, ist ihr Durchschnitt ebenfalls die leere

Menge, besitzt also keine Dimension. Die Schnittmenge der linearen Un-

terräume U1 und U2 enthält nur den Nullvektor, also dim(U1∩ U2) = 0.
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9. Es können folgende Fälle auftreten:

• g ⊂ ε; in diesem Falle ist Ug ⊆ Uε. Es gilt also dim (Uε ∩ Ug) = 1 und

dimA(g ∪ ε) = dim (Uε +Ug) = 2. Da außerdem (wie auch in den beiden

anderen Fällen) dim g = 1 und dim ε = 2 ist, gilt

dim ε+ dim g = dimA (g ∪ ε) + dim (Uε ∩ Ug).

• g ∩ ε = {}, d. h. g und ε sind parallel; in diesem Falle ist ebenfalls

Ug ⊆ Uε, also dim (Uε ∩ Ug) = 1 und dim (Uε + Ug) = 2. Der kleinste

affine Unterraum, der g und ε enthält, ist jedoch der gesamte Raum R3,

es ist also dimA (g ∪ ε) = 3. Somit gilt dimA(g ∪ ε) = dim (Uε +Ug) + 1

und dim ε+ dim g = dimA (g ∪ ε) + dim (Uε ∩ Ug)− 1.

• g und ε schneiden sich in genau einem Punkt S: g ∩ ε = {S}. Hierbei

haben Ug und Uε nur den Nullvektor gemeinsam, d. h. dim (Uε∩Ug) = 0.

Da die Vektoren ~a, ~b, ~c in diesem Fall linear unabhängig sein müssen, ist

dim (Uε + Ug) = 3 und außerdem dimA(g ∪ ε) = 3.

Somit gilt dimA(g ∪ ε) = dim (Uε + Ug) und

dim ε+ dim g = dimA (g ∪ ε) + dim (Uε ∩ Ug).

10. Es gilt 2 ≤ dimA (ε ∪ g) ≤ 4, da g und ε innerhalb von A liegen und ihre

affine Hülle daher maximal A selbst sein kann, zugleich aber mindestens die

Ebene ε enthält. Wir untersuchen für ε∩g = {} und ε∩g 6= {} die möglichen

Fälle dimA (ε ∪ g) = 2, 3, 4. Es seien Uε und Ug die zu g bzw. ε gehörenden

linearen Unterräume.

• ε und g besitzen keinen Schnittpunkt, d. h. ε ∩ g = {}.
In diesem Falle gilt wegen dim ε = 2 und dim g = 1 nach Satz 5.28 (ii):

3 = dimA(ε∪g)+dim (Uε∩Ug)−1 ⇒ dimA(ε∪g)+dim (Uε∩Ug) = 4.

dimA (ε ∪ g) = 2. In diesem Falle müsste dim (Uε ∩ Ug) = 2 sein, was

wegen dimUg = 1 nicht möglich ist.

dimA (ε ∪ g) = 3. Es gilt dim (Uε ∩ Ug) = 1; g ist parallel zu ε.

dimA (ε ∪ g) = 4. Es gilt dim (Uε∩Ug) = 0. Die Gerade g und die Ebene ε

haben in diesem Falle keine gemeinsame Richtung und

sind, da sie auch keinen gemeinsamen Punkt haben,

windschief.

• ε und g besitzen mindestens einen gemeinsamen Punkt, d. h. ε ∩ g 6= {}.
In diesem Falle gilt nach Satz 5.28 (i): dimA(ε ∪ g) + dim (Uε ∩ Ug) = 3.

dimA (ε ∪ g) = 2. In diesem Falle ist dim (Uε ∩Ug) = 1, g liegt ganz in ε.

dimA (ε ∪ g) = 3. Es gilt dim (Uε∩Ug) = 0. Uε∩Ug besteht nur aus dem

Nullvektor. Die Ebene ε und die Gerade g haben genau

einen gemeinsamen Punkt.

dimA (ε ∪ g) = 4. Dies ist wegen dimA(ε ∪ g) + dim (Uε ∩ Ug) = 3 nicht

möglich.
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11. Für jeden Punkt P =

 x1
x2
x3
x4

∈ N muss die Gleichung

 x1

x2

x3

x4

=

 2
1
3
4

+ λ

 3
2
−1

0

+ µ

 4
5
7
−3

 bzw. das LGS

3λ + 4µ = x1− 2
2λ + 5µ = x2− 1
−λ + 7µ = x3− 3
− 2µ = x4− 4

erfüllt sein. Dieses LGS wird in zwei Gleichungen umgeformt, in denen nur

noch x1, x2, x3, x4 auftreten. Unter Verwendung der letzten und der vorletz-

ten Gleichung lassen sich λ und µ durch x3, x4 ausdrücken:

λ = −x3 − 7
2 x4 + 17, µ = −1

2 x4 + 2

Durch Einsetzen in die ersten beiden Gleichungen des LGS nehmen diese

folgende Gestalt an:
x1 + 3x3 + 25

2 x4 = 61

x2 + 2x3 + 19
2 x4 = 45.

Der gegebene affine Unterraum ist die Lösungsmenge dieses LGS.
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 5.6

1. Es ist zu zeigen, dass B die Bedingungen der Definition 5.15 erfüllt. Es gilt

für beliebige ~u=
(
xu
yu

)
, ~v=

(
xv
yv

)
, ~w=

(
xw
yw

)
:

B1.. B(~u+~v, ~w) = (xu+xv)xw+ (xu+xv) yw+ (yu+yv)xw+ 2 (yu+yv) yw
= xu xw + xu yw + yu xw + 2 yu yw

+ xv xw + xv yw + yv xw + 2 yv yw

= B(~u, ~w) +B(~v, ~w)

B(λ~u,~v) = λxu xv + λxu yv + λyu xv + 2λyu yv

= λ (xu xv + xu yv + yu xv + 2 yu yv) = λB(~u,~v)

B2.. B(~u,~v) = xu xv + xu yv + yu xv + 2 yu yv

= xv xu + yv xu + xv yu + 2 yv yu = B(~v, ~u)

B3.. B(~u, ~u) = xu xu + xu yu + yu xu + 2 yu yu = x2
u + 2xu yu + 2 y2

u

= (xu+yu)2 + y2
u

Da B(~u, ~u) die Summe zweier Quadrate reeller Zahlen ist, gilt B(~u, ~u) ≥ 0

für beliebige ~u. Damit B(~u, ~u) = 0 ist, müssen (xu+yu) sowie yu und damit

auch xu Null sein. Somit gilt B(~u, ~u) = 0 nur, wenn ~u der Nullvektor ist.

Durch B ist somit eine positiv definite symmetrische Bilinearform gegeben,

mit der R2 zu einem euklidischen Vektorraum wird.

2. Nach Definition 5.15 B1 a gilt B(~u, λ~v+µ~w) = B(~u, λ~v) + B(~u, µ~w) (siehe

auch die erste Bemerkung zu Definition 5.15). Nach Definition 5.15 B1 b ist

B(~u, λ~v) = λB(~u,~v) und B(~u, µ~w) = µB(~u, ~w), also

B(~u, λ~v+µ~w) = B(~u, λ~v) +B(~u, µ~w) = λB(~u,~v) + µB(~u, ~w).

3. Die Skalarprodukte ~bi ·~bj der Basisvektoren sind:

~b1 ·~b1 = 157, ~b2 ·~b2 = 282, ~b3 ·~b3 = 45,

~b1 ·~b2 = ~b2 ·~b1 = 146, ~b1 ·~b3 = ~b3 ·~b1 = −32, ~b2 ·~b3 = ~b3 ·~b2 = −33.

Wir berechnen nun mithilfe der Gleichung (5.1) das Skalarprodukt der Vek-

toren ~u mit den Koordinaten λ1 = 1, λ2 = 4
3 , λ3 =−2

3 und ~v mit µ1 =−2,

µ2 =−7
3 , µ3 = 2

3 . Durch Einsetzen in (5.1) ergibt sich:

~u · ~v =
3∑
i=1

3∑
j=1

λiµj ~bi ·~bj

= λ1µ1 ·~b1 ·~b1 + λ1µ2 ·~b1 ·~b2 + λ1µ3 ·~b1 ·~b3 + λ2µ1 ·~b2 ·~b1 + λ2µ2 ·~b2 ·~b2
+λ2µ3 ·~b2 ·~b3 + λ3µ1 ·~b3 ·~b1 + λ3µ2 ·~b3 ·~b2 + λ3µ3 ·~b3 ·~b3

= 1·(−2)·157 + 1·(−7
3 )·146 + 1· 23 ·(−32) + 4

3 ·(−2)·146 + 4
3 ·(−

7
3 )·282

+4
3 ·

2
3 ·(−33)− 2

3 ·(−2)·(−32)− 2
3 ·(−

7
3 )·(−33)− 2

3 ·
2
3 ·45

= −2086

Zum Vergleich: Die gegebenen Vektoren sind (wie man anhand ihrer Koordi-

naten bezüglich der Basis B ausrechnet) ~u=

(−9
8

32

)
, ~v=

(
14
−17
−57

)
. Berechnet

man deren Skalarprodukt direkt, so erhält man ebenfalls ~u·~v = −2086.
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4. Ist ~u der Nullvektor, so gilt die Behauptung wegen ~u ·~v = 0 und |~v| = 0

trivialerweise. Anderenfalls existiert wegen der linearen Abhängigkeit von ~u

und ~v eine reelle Zahl λ mit ~v = λ~u. Damit ist

|~u·~v|2 = ~u·~v · ~u·~v = ~u·λ~u · ~u·λ~u = ~u·~u · λ~u·λ~u = |~u|2 · |λ~u|2 = |~u|2 · |~v|2,

also |~u·~v| = |~u|·|~v| .

5. Nach der Dreiecksungleichung ist |λ~u + µ~v | ≤ |λ~u| + |µ~v|. Außerdem ist

|λ~u| =
√
λ~u·λ~u =

√
λ2 ~u·~u = |λ||~u| und analog |λ~v| = |λ||~v|. Also gilt

|λ~u+ µ~v | ≤ |λ||~u|+ |µ||~v|.

6. Als Basis des Vektorraumes der magischen 3×3-Quadrate wurde in dem Bei-

spiel 5.29 B = {~b1;~b2;~b3} mit ~b1 =



−1

1

0

1

0

−1

0

−1

1


, ~b2 =



0

−1

1

1

0

−1

−1

1

0


, ~b3 =



2
3
1
3

0

−1
3
1
3

1
2
3
1
3

0


ermit-

telt. An dieses Basis führen wir das Gram-Schmidtsche Orthonormierungs-

verfahren durch (vgl. Beispiel 5.50) und konstruieren eine Orthonormalbasis

B0 = {~b 0
1 ;~b 0

2 ;~b 0
3 }.

Schritt 1:

Den ersten Basisvektor ~b 0
1 erhalten wir durch Normierung von ~b1:

~b 0
1 =

1

|~b1|
~b1 =

1√
6



−1
1
0
1
0
−1

0
−1

1


=

1√
6



−1
1
0
1
0
−1

0
−1

1


.

Schritt 2:

Der Basisvektor ~b 0
2 soll in der linearen Hülle 〈~b1,~b2〉 liegen und zu ~b 0

1 bzw.

zu ~b1 orthogonal sein, d. h. ~b 0
2 = λ~b1+µ~b2 (λ, µ ∈ R) und ~b 0

2 ·~b1 = 0.

Durch Berechnung von ~b2 ·~b1 erhält man ~b2 ·~b1 = 0 und stellt somit fest,

dass ~b2 die Orthogonalitätsbedingung bereits erfüllt. Somit ergibt sich der

Basisvektor ~b 0
2 einfach durch Normierung von ~b2:

~b 0
2 =

1

|~b2|
~b2 =

1√
6



0
−1

1
1
0
−1
−1

1
0


=

1√
6



0
−1

1
1
0
−1
−1

1
0


.



A. Filler: Elementare Lineare Algebra Lösungen zu Abschnitt 5.6 3

Schritt 3:

Der Basisvektor ~b 0
3 soll zu der linearen Hülle 〈~b 0

1 ,~b
0
2 ,~b3〉 gehören und zu den

Vektoren ~b 0
1 und ~b 0

2 orthogonal sein, d. h. ~b 0
3 = λ~b 0

1 +µ~b 0
2 +ν~b3 (λ, µ, ν ∈ R)

sowie ~b 0
3 · ~b 0

1 = 0 und ~b 0
3 · ~b 0

2 = 0. Zu bestimmen sind Koeffizienten λ, µ, ν,

welche diese Bedingungen erfüllen. Dazu setzt man ~b 0
3 = λ~b 0

1 +µ~b 0
2 +ν~b3 in

die beiden Orthogonalitätsbedingungen ein:

0 =
(
λ~b 0

1 +µ~b 0
2 +ν~b3

)
·~b 0

1 = λ~b 0
1 ·~b 0

1 + µ~b 0
2 ·~b 0

1 + ν~b3 ·~b 0
1 = λ− 2√

6
ν

0 =
(
λ~b 0

1 +µ~b 0
2 +ν~b3

)
·~b 0

2 = λ~b 0
1 ·~b 0

2 + µ~b 0
2 ·~b 0

2 + ν~b3 ·~b 0
2 = µ− 2√

6
ν .

Damit haben wir ein LGS, das wir nach λ, µ, ν lösen. Wir erhalten eine ein-

parametrige Lösungsmenge: λ = t, µ = t, ν =
√

6
2 t. Setzen wir t = 1, also

λ = 1, µ = 1, ν =
√

6
2 , so erhalten wir einen Vektor ~b′3, der die Orthogona-

litätsbedingungen erfüllt und in der linearen Hülle 〈~b 0
1 ,~b

0
2 ,~b3〉 liegt:

~b′3 = 1√
6



−1

1

0

1

0

−1

0

−1

1



+ 1√
6



0

−1

1

1

0

−1

−1

1

0



+
√

6
2



2
3
1
3

0

−1
3
1
3

1
2
3
1
3

0



= 1√
6



1

1

1

1

1

1

1

1

1



.

Durch Normieren des Vektors ~b′3 erhalten wir ~b 0
3 =

1

|~b′3|
~b′3 =

1

3



1
1
1
1
1
1
1
1
1


.

Man prüft leicht nach, dass B0 = {~b 0
1 ;~b 0

2 ;~b 0
3 } eine Orthonormalbasis ist:

~b 0
1 ·~b 0

1 = 1, ~b 0
2 ·~b 0

2 = 1, ~b 0
3 ·~b 0

3 = 1,

~b 0
1 ·~b 0

2 = ~b 0
2 ·~b 0

1 = 0, ~b 0
1 ·~b 0

3 = ~b 0
3 ·~b 0

1 = 0, ~b 0
2 ·~b 0

3 = ~b 0
3 ·~b 0

2 = 0.

In der Matrizenscheibweise ist

B0 =


−

1√
6

1√
6

0
1√
6

0 − 1√
6

0 − 1√
6

1√
6

 ;

 0 − 1√
6

1√
6

1√
6

0 − 1√
6

− 1√
6

1√
6

0

;


1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3


.
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 6.1

1. rg A = 3, rg B = 2, rg C = 3

2. • Der Zeilen- und der Spaltenrang von A sind jeweils 3.

Basis des von den Zeilenvektoren von A erzeugten linearen Unterraumes:
 1

5
9
1


T

;

 2
6

10
1


T

;

 3
7

11
−1


T
 .

Basis des von den Spaltenvektoren von A erzeugten linearen Unterraumes:
 1

2
3
4

;

 5
6
7
8

;

 1
1
−1
−1


 .

• Der Zeilen- und der Spaltenrang von B sind jeweils 3. Die drei Spaltenvek-

toren von B sind linear unabhängig und bilden daher eine Basis des von

ihnen erzeugten linearen Unterraumes von R4. Der von den Zeilenvekto-

ren von B erzeugte Unterraum von R3 ist R3 selbst; somit ist jede Basis

von R3 auch eine Basis des von den Spaltenvektoren von B erzeugten

linearen Unterraumes.

• Die Matrix C hat den
”
vollen Rang“, d. h. ihr Spalten- und ihr Zeilen-

rang sind jeweils gleich der Anzahl der Zeilen und der Anzahl der Spalten

der Matrix. Die von den Spalten- und von den Zeilenvektoren dieser Ma-

trix erzeugten linearen Unterräume sind R4 selbst bzw. der Raum aller

transponiert geschriebenen Vektoren von R4. Somit ist jede Basis von

R4 auch eine Basis des von den Spaltenvektoren von C erzeugten linea-

ren Unterraumes und (transponiert geschrieben) eine Basis des von den

Zeilenvektoren von C erzeugten linearen Unterraumes.

3. S2. Es sei eine beliebige Teilmenge von k Spaltenvektoren einer m×n-Ma-

trix A gegeben. Diese können wir so umbenennen bzw. mit anderen Spal-

tenvektoren vertauschen, dass sie die ersten k Spaltenvektoren der ge-

gebenen Matrix bilden und daher mit ~aS1,~aS2, . . . ,~aSk bezeichnen. Eine

Menge {~aS1;~aS2; . . . ;~aSk} von Spaltenvektoren ist genau dann linear un-

abhängig, wenn aus λ1~aS1+λ2~aS2+. . .+λk~aSk = ~o folgt λ1 = . . .=λk=0.

Multipliziert man eine Spalte von A mit einer reellen Zahl µ 6= 0, so

bleibt die Teilmenge {~aS1;~aS2; . . . ;~aSk} davon entweder unberührt (falls

die Multiplikation an einem Spaltenvektor vorgenommen wird, der nicht

zu dieser Teilmenge gehört) oder einer ihrer Vektoren wird mit µ multi-

pliziert; o. B. d. A. sei dies der Vektor ~aS1. Offensichtlich folgt aus

λ1~aS1 + λ2~aS2 + . . .+ λk~aSk = ~o

genau dann λ1 = . . .=λk=0, wenn aus

λ1(µ~aS1) + λ2~aS2 + . . .+ λk~aSk = ~o
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λ1 = . . .=λk=0 folgt (wegen µ 6=0). Somit bleibt die lineare Abhängigkeit

bzw. Unabhängigkeit einer beliebigen Menge von Spaltenvektoren und

damit nach Definition 6.4 der Spaltenrang der Matrix A bei Spaltenum-

formungen des Typs S2 erhalten.

S3. Die bei S2 praktizierte Vorgehensweise lässt sich nicht unmittelbar auf

die Addition von Spalten zu anderen Spalten übertragen, denn es kann

durchaus sein, dass zu einem Vektor einer Teilmenge {~aS1;~aS2; . . . ;~aSk}
ein Vektor addiert wird, der nicht zu dieser Teilmenge gehört.

Wir greifen daher auf die Tatsache zurück, dass die maximale Anzahl

linear unabhängiger Spaltenvektoren einer m×n-Matrix A und damit ihr

Spaltenrang gleich der Dimension des von allen Spaltenvektoren erzeugten

Unterraumes (also der linearen Hülle aller Spaltenvektoren) ist, vgl. die

Folgerung zu der Definition 6.4 auf S. 230.

Wir weisen nach, dass die lineare Hülle der Menge {~aS1;~aS2; . . . ;~aSn} aller

Spaltenvektoren gleich der linearen Hülle der Vektormenge ist, die daraus

entsteht, indem zu einem Spaltenvektor ein anderer Spaltenvektor addiert

wird. Da wir die Spaltenvektoren beliebig umbenennen bzw. vertauschen

dürfen, gehen wir o. B. d. A. davon aus, dass ~aS1 durch ~aS1 +~aS2 ersetzt

wird und zeigen, dass

〈~aS1,~aS2, . . . ,~aSn〉 = 〈~aS1+~aS2,~aS2, . . . ,~aSn〉
ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn für jeden Vektor ~x ∈ Rm gilt:

~x ∈ 〈~aS1,~aS2, . . . ,~aSn〉 ⇔ ~x ∈ 〈~aS1+~aS2,~aS2, . . . ,~aSn〉.
Es gilt ~x ∈ 〈~aS1,~aS2, . . . ,~aSn〉 genau dann, wenn λ1, . . . , λn ∈ R mit

~x = λ1~aS1+λ2~aS2+. . .+λn~aSn = λ1(~aS1+~aS2)+(λ2−λ1)~aS2+. . .+λn~aSn

existieren. Damit ist auch ~x ∈ 〈~aS1+~aS2,~aS2, . . . ,~aSn〉.

Umgekehrt lässt sich ebenso zeigen, dass aus ~x ∈ 〈~aS1+~aS2,~aS2, . . . ,~aSn〉
folgt ~x ∈ 〈~aS1,~aS2, . . . ,~aSn〉. Damit erzeugen die Vektormengen

{~aS1;~aS2; . . . ;~aSn} und {~aS1+~aS2;~aS2; . . . ;~aSn} denselben linearen Un-

terraum; die Ersetzung eines Spaltenvektors durch die Summe dieses mit

einem anderen Spaltenvektor ändert den Spaltenrang also nicht.

4. Da nur quadratische Matrizen reguläre Matrizen sein können, kommen von

den in den Aufgaben 1 und 2 gegebenen Matrizen nur die Matrix A aus

Aufgabe 1 und die Matrizen A und C aus Aufgabe 2 in Frage. Bei allen drei

dieser Matrizen handelt es sich um 4×4-Matrizen. Nur die Matrix C aus

Aufgabe 2 hat den Rang 4 und ist somit regulär.
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 6.2

1. • AZ→E =

(
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

)
=

(
2 4 7
1 8 6
3 1 0

)
, BR→Z =

b11 b12 b13

b21 b22 b22

b31 b32 b33

b41 b42 b43

=

3 2 1
4 1 0
2 3 1
5 3 9


• ~z = AZ→E ◦ ~e =

(
390
415
65

)
, ~r = BR→Z ◦ ~z =

2065
1975
2090
3780


• CR→E = BR→Z ◦AZ→E =

11 29 33
9 24 34

10 33 32
40 53 53

, ~r = CR→E ◦ ~e =

2065
1975
2090
3780


2. • Um das Produkt C◦A zu berechnen, müsste die Zeilenlänge (bzw. die

Spaltenanzahl) von C mit der Spaltenlänge (die gleich der Zeilenanzahl

ist) von A übereinstimmen. Dies ist jedoch nicht der Fall. Aus demselben

Grunde existiert C◦B nicht.

• A◦B =

(
20 −13 11
8 −13 −4

−21 −63 40

)
, B◦A =

(
26 29 −34
17 −10 −30
0 12 31

)
,

B◦C =

(
7 −59 35 −65
7 15 −10 37
−6 −25 0 −15

)
, A◦C =

(
15 −19 −20 71
2 −26 15 −30

−48 −55 0 −105

)
,

(A◦B)◦C = A◦(B◦C) =

(
13 −267 65 −137
−20 −129 65 −191
141 −206 315 −390

)

3. a) Ja: A ◦B =
(−22 13

13 −22

)
, B ◦A =

(−22 13
13 −22

)
b) Ja: A ◦B =

(
a c−b d a d+b c
−a d−b c a c−b d

)
, B ◦A =

(
a c−b d a d+b c
−a d−b c a c−b d

)
4. Es sei B=

(
a b
c d

)
eine Matrix. Damit

(
2 1
3 4

)
◦
(
a b
c d

)
=
(
a b
c d

)
◦
(

2 1
3 4

)
gilt,

müssen die beiden Produktmatrizen in allen Koeffizienten übereinstimmen:

2a+ c = 2a+ 3b
2b+ d = a+ 4b

3a+ 4c = 2c+ 3d
3b+ 4d = c+ 4d .

Durch Lösen dieses LGS erhält man eine zweiparametrige Lösungsmenge:

a = s − 2
3 t, b = t

3 , c = t, d = s. Alle Matrizen der Form B =

(
s− 2

3 t
t
3

t s

)
sind also mit A vertauschbar.

5. BT =

(
2 −1 3
−7 2 0

3 2 −1

)
, CT =

−1 0 3
−9 5 −2

0 −5 0
−3 11 6

, CT◦BT =

 7 7 −6
−59 15 −25

35 −10 0
−65 37 −15

,

B ◦C =

(
7 −59 35 −65
7 15 −10 37
−6 −25 0 −15

)
, (B ◦C)T =

 7 7 −6
−59 15 −25

35 −10 0
−65 37 −15

.

Es gilt also (zumindest bei diesem Beispiel) (B ◦C)T = CT◦BT.
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6. Es ist zu zeigen, dass für beliebige A ∈ Rl×m, B ∈ Rm×n und λ ∈ R gilt:

λ · (A ◦B) = (λ·A) ◦B = A ◦ (λ·B).

Es seien A = (aij) i=1...l

j=1...m

und B = (bij) i=1...m

j=1...n

. Dann gilt

A ◦B =

(
m∑
k=1

aikbkj

)
i= 1...l
j= 1...n

,

λ·(A ◦B) =

(
λ·

m∑
k=1

aikbkj

)
i= 1...l
j= 1...n

=

(
m∑
k=1

λaikbkj

)
i= 1...l
j= 1...n

,

λ·A = (λ·aij) i=1...l

j=1...m

, (λ·A) ◦B =

(
m∑
k=1

(λaik) bkj

)
i= 1...l
j= 1...n

,

λ·B = (λ·bij) i=1...m

j=1...n

, A ◦ (λ·B) =

(
m∑
k=1

aik (λ bkj)

)
i= 1...l
j= 1...n

.

Wegen λaikbkj = (λaik) bkj = aik (λ bkj) gilt die Behauptung.

7. • Die gegebenen Situation wird durch die folgende Tabelle beschrieben.

Ei wird zu Larve wird zu Käfer wird zu alter Käfer wird

8 4 Eier

1
4 Larven

4
9 Käfer

1
4 alte Käfer

Die zugehörige Populationsmatrix ist P =


0 0 8 4
1
4 0 0 0

0 4
9 0 0

0 0 1
4 0

.

• Der Populationsvektor des Anfangsbestandes ist ~p0 =


1000
1000
1000
1000


(Eier)
(Larven)
(Käfer)
(alte Käfer).

Durch mehrfache Multiplikation des Populationsvektors ~p0 mit der Popu-

lationsmatrix ergeben sich die Bestände ~p1 =P◦~p0, ~p2 =P◦~p1, ~p3 =P◦~p2

und ~p4 =P◦ ~p3 nach 1, 2, 3 bzw. 4 Monaten (gerundet auf ganze Zahlen):

~p1 =

12000
250
444
250

, ~p2 =

 4556
3000
111
111

, ~p3 =

 1333
1139
1333

28

, ~p4 =

10778
333
506
333

 (Eier)

(Larven)

(Käfer)

(alte Käfer).

• Es ist ein Vektor ~q mit

~q = P ◦ ~q , d. h.


qE

qL

qK

qaK

 =


0 0 8 4
1
4 0 0 0

0 4
9 0 0

0 0 1
4 0

 ◦

qE

qL

qK

qaK

 =


8 qK+ 4 qaK
1
4 qE
4
9 qL
1
4 qK


zu bestimmen (falls ein solcher existiert). Dazu ist folgendes LGS zu lösen:
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qE = 8 qK+ 4 qaK

qL = 1
4 qE

qK = 4
9 qL

qaK = 1
4 qK

bzw.

qE − 8 qK − 4 qaK = 0

− 1
4 qE + qL = 0

− 4
9 qL + qK = 0

− 1
4 qK + qaK = 0.

Man erhält eine einparametrige Lösungsmenge:

qE = 36 t, qL = 9 t, qK = 4 t, qaK = t (t ∈ R).

Somit ist z. B. ~q =

 3600
900
400
100

 ein Vektor mit P◦ ~q = ~q, der eine
”
stabile

Population“ beschreibt. Wir überprüfen dies und erhalten tatsächlich

P ◦ ~q =


0 0 8 4
1
4 0 0 0

0 4
9 0 0

0 0 1
4 0

 ◦


3600

900

400

100

 =


3600

900

400

100

.

8. A−1 =

(
2
21 −

5
21

1
7

1
7

)
, B−1 =

 1 0 1

2 1 3

0 2 1

, C−1 =


17
36

5
36 −

1
18 −

13
36

−29
18

1
18

7
9

19
18

−5
6

1
6

1
3

1
6

−4
9

2
9

1
9

2
9


9. Daraus, dass die beiden Spaltenvektoren linear unabhängig sein müssen, lässt

sich die Bedingung ad 6= bc für die Regularität der Matrix A =
(
a b
c d

)
her-

leiten. Als inverse Matrix berechnet man

A−1 =
1

ad−bc

(
d −b
−c a

)
=

(
d

ad−bc −
b

ad−bc
− c
ad−bc

a
ad−bc

)
.

10. Nach Satz 6.6 gilt für beliebige n×n-Matrizen A, B: BT◦AT = (A◦B)T.

Insbesondere gilt also für eine reguläre Matrix A und ihre Inverse:

AT◦(A−1)T = (A−1◦A)T = ET
n .

Da die Transponierte ET
n der Einheitsmatrix gerade En selbst ist, folgt dar-

aus AT ◦(A−1)T = En. Damit ist
(
A−1

)T
die Inverse zu AT, es gilt also(

AT
)−1

=
(
A−1

)T
.
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 6.3

1. 4. Durch Spaltenvertauschung entsteht A′ =

(
a′11 a′12

a′21 a′22

)
=
(
a12 a11
a22 a21

)
;

det A′ = a′11a
′
22−a′12a

′
21 = a12 a21−a11 a22 = −(a11a22−a12a21)

= −det A

5. Für A′ =
(
λa11 a12

λa21 a22

)
ist det A′ = (λa11) a22 − a12 (λa21) = λ det A.

Dasselbe Ergebnis erhält man bei Vervielfachung der zweiten Spalte.

6. Durch Addieren des λ-fachen der ersten Spalte zur zweiten Spalte entsteht

die Matrix A′ =

(
a11 a12+λa11

a21 a22+λa21

)
. Ihre Determinante ist

det A′ = a11 (a22+λa21)− (a12+λa11) a21

= a11a22 + λa11a21 − a12a21 − λa11a21 = a11a22 − a12a21

= det A.

2. det A = 367, det B = −57

3. Es gibt zwei Möglichkeiten der Beweisführung.

1. Die Matrix λ·A entsteht, indem man zunächst die erste Zeile von A mit

λ multipliziert, es entsteht eine Matrix A′, dann die zweite Zeile von A′

mit λ multipliziert, es entsteht A′′, und schließlich die dritte Zeile von

A′′ mit λ multipliziert.

Wegen der Eigenschaft 5 in dem Kasten auf S. 252 gilt: det A′=λdet A,

det A′′=λdet A′=λ2 det A sowie det(λ·A)=λdet A′′=λ3 det A.

2. Nach der Definition 6.9 ist

det(λ·A) = det

λa11 λa12 λa13

λa21 λa22 λa23

λa31 λa32 λa33


= λa11 λa22 λa33 + λa12 λa23 λa31 + λa13 λa21 λa32

−λa13 λa22 λa31 − λa12 λa21 λa33 − λa11 λa23 λa32

= λ3 det A.
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 7.1

1. a) f ist injektiv und surjektiv, also auch bijektiv.

b) f ist weder injektiv noch surjektiv.

c) f ist injektiv und surjektiv, also auch bijektiv.

d) f ist weder injektiv noch surjektiv.

e) f ist injektiv aber nicht surjektiv.

f) f ist surjektiv aber nicht injektiv.

2. Alle betrachteten Abbildungen mit Ausnahme des Beispiels 7.8 sind injektiv

und surjektiv, also bijektiv. Die Parallelprojektion in dem Beispiel 7.8 ist

hingegen nicht injektiv (wie bereits aus der Abb. 7.9 unmittelbar ersichtlich

ist). Sie ist surjektiv, denn für jeden Punkt bzw. Vektor von R2 existieren

(sogar unendlich viele) Punkte/Vektoren, die darauf abgebildet werden. Fasst

man p allerdings als Abbildung p : R3→R3 auf, bei der alle Elemente von

R3 in die x−y-Ebene von R3 abgebildet werden, also p :

(
x
y
z

)
7→

(
x
y
0

)
, so

ist p auch nicht surjektiv.

3. a) f : R2→R2 mit f :
(
x
y

)
7→
(
y
x

)
b) f : R2→R2 mit f :

(
x
y

)
7→
(−x
−y
)

c) f : R2→R2 mit f :
(
x
y

)
7→
(

x
−y
)

+
(

0
12

)
4. g ◦f :

(
x
y

)
7→
(
x+2
−y−3

)
, f ◦ g :

(
x
y

)
7→
(
x+2
−y+3

)
5. Um Verwechslungen zu vermeiden, bezeichnen wir die Verschiebung mit fv

und die zentrische Streckung mit fs. Es ist also

fv :
(
x
y

)
7→
(
x
y

)
+
(−4

1

)
und fs :

(
x
y

)
7→
(

2x
2y

)
Für fv ◦ fs erhalten wir:

fs :
(
x
y

)
7→
(
x′

y′
)

=
(

2x
2y

)
, fv :

(
x′

y′
)
7→
(
x′′

y′′
)

=
(
x′−4
y′+1

)
=
(

2x−4
2y+1

)
,

für fs ◦ fv:

fv :
(
x
y

)
7→
(
x′

y′
)

=
(
x−4
y+1

)
, fv :

(
x′

y′
)
7→
(
x′′

y′′
)

=
(

2x′

2y′
)

=
(

2x−8
2y+2

)
.

Also ist fv ◦ fs :
(
x
y

)
7→
(

2x−4
2y+1

)
und fs ◦ fv :

(
x
y

)
7→
(

2x−8
2y+2

)
.

6. f ergibt sich als Nacheinanderausführung v ◦s einer axialen Streckung s und

einer Verschiebung v mit s :
(
x
y

)
7→
(

2x
y

)
und v :

(
x
y

)
7→
(
x
y

)
+
(

0
1

)
.

7. • Beispiel 7.2: A =
(−1 0

0 1

)
• Beispiel 7.7: A =

(
1 −2
0 1

)
• Abbildung aus der Aufgabe 3 a): A =

(
0 1
1 0

)
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• Abbildung aus der Aufgabe 3 b): A =
(−1 0

0 −1

)
8. Die Punkte P,Q,R, S und das von ihnen beschriebene Rechteck sind jeweils

blau, die Bildpunkte und das durch sie erzeugte Rechteck rot dargestellt.

a) b)

c) d)
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 7.2

1. Beispiel 7.2:

f
((
x1
y1

)
+
(
x2
y2

))
=

(
−(x1 + x2)
y1 + y2

)
=
(−x1
y1

)
+
(−x2
y2

)
= f

(
x1
y1

)
+ f

(
x2
y2

)
f
(
λ
(
x1
y1

))
=
(−λx1

λy1

)
= λ

(−x1
y1

)
= λ f

(
x1
y1

)
Beispiel 7.4:

f
((
x1
y1

)
+
(
x2
y2

))
=

(
(x1+x2) cosα− (y1+y2) sinα
(x1+x2) sinα+ (y1+y2) cosα

)
f
(
x1
y1

)
+ f

(
x2
y2

)
=
(
x1 cosα− y1 sinα
x1 sinα+ y1 cosα

)
+
(
x2 cosα− y2 sinα
x2 sinα+ y2 cosα

)
=

(
(x1+x2) cosα− (y1+y2) sinα
(x1+x2) sinα+ (y1+y2) cosα

)
f
(
λ
(
x1
y1

))
=
(
λx1 cosα− λy1 sinα
λx1 sinα+ λy1 cosα

)
λ f
(
x1
y1

)
= λ

(
x1 cosα− y1 sinα
x1 sinα+ y1 cosα

)
=
(
λx1 cosα− λy1 sinα
λx1 sinα+ λy1 cosα

)
Beispiel 7.5:

f
((
x1
y1

)
+
(
x2
y2

))
=

(
2(x1+x2)
2(y1+y2)

)
=
(

2x1
2y1

)
+
(

2x2
2y2

)
= f

(
x1
y1

)
+ f

(
x2
y2

)
f
(
λ
(
x1
y1

))
=
(

2λx1

2λy1

)
= λ

(
2x1
2y1

)
= λ f

(
x1
y1

)
Beispiel 7.6:

f
((
x1
y1

)
+
(
x2
y2

))
=

(
x1+x2

3(y1+y2)

)
=
(
x1

3y1

)
+
(
x2

3y2

)
= f

(
x1
y1

)
+ f

(
x2
y2

)
f
(
λ
(
x1
y1

))
=
(
λx

3λy

)
= λ

(
x

3y

)
= λ f

(
x1
y1

)
Beispiel 7.7:

f
((
x1
y1

)
+
(
x2
y2

))
=

(
(x1+x2)− 2(y1+y2)

y1 + y2

)
=
(
x1−2y1

y2

)
+
(
x2−2y2

y2

)
= f

(
x1
y1

)
+ f

(
x2
y2

)
f
(
λ
(
x1
y1

))
=
(
λx1−2λy1

λy1

)
= λ

(
x1−2y1

y1

)
= λ f

(
x1
y1

)
Beispiel 7.8:

f

((
x1
y1
z1

)
+

(
x2
y2
z2

))
= f

(
x1+x2
y1+y2
z1+z2

)
=
(
x1+x2
y1+y2

)
f

(
x1
y1
z1

)
+ f

(
x2
y2
z2

)
=
(
x1
y1

)
+
(
x2
y2

)
=
(
x1+x2
y1+y2

)
f

(
λ

(
x1
y1
z1

))
=
(
λx1

λy1

)
= λ

(
x1
y1

)
= λ f

(
x1
y1
z1

)
2. Die in a) und d) gegebenen Abbildungen sind Spezialfälle der in dem Bei-

spiel 7.12 behandelten Abbildung. Ihre Linearität kann auch mit demselben

Vorgehen wie in diesem Beispiel oder wie in der Aufgabe 1 gezeigt werden.



2 A. Filler: Elementare Lineare Algebra Lösungen zu Abschnitt 7.2

b) f
((
x1
y1

)
+
(
x2
y2

))
= f

(
x1+x2
y1+y2

)
=

(
(x1+x2)2

(y1+ y2)2

)
=

(
x2

1+x2
2+2x1x2

y2
1 + y2

2 +2y1y2

)
f
(
x1
y1

)
+ f

(
x2
y2

)
=

(
x2

1

y2
1

)
+

(
x2

2

y2
2

)(
x2

1+x2
2

y2
1 + y2

2

)
Offensichtlich ist die Additivität f

((
x1
y1

)
+
(
x2
y2

))
= f

(
x1
y1

)
+ f

(
x2
y2

)
nicht gegeben, f ist damit keine lineare Abbildung.

c) f
((
x1
y1

)
+
(
x2
y2

))
= f

(
x1+x2
y1+y2

)
=

(
(x1+x2)(y1+y2)

x1+x2

)
=
(
x1y1+x2y1 + x1y2+x2y2

x1+x2

)
f
(
x1
y1

)
+ f

(
x2
y2

)
=
(
x1 ·y1
x1

)
+
(
x2 ·y2
x2

)
=
(
x1y1+x2y2
x1+x2

)
Die Additivität ist auch bei diesem Beispiel nicht gegeben, f ist also keine

lineare Abbildung.

3. Beispiel 7.9: Proportionale Funktionen f : R→R mit f(x) = a·x sind i. Allg.

injektiv und surjektiv, also bijektiv. Lediglich für a = 0 ist f weder injektiv

noch surjektiv.

Beispiel 7.14: Die lineare Abbildung f : V →W , die jedem Vektor des Vek-

torraumes V den Nullvektor von W zuordnet, ist i. Allg. weder injektiv noch

surjektiv. Wenn allerdings V der Vektorraum ist, der nur den Nullvektor

enthält, so ist f injektiv. Besteht W nur aus dem Nullvektor, so ist f surjek-

tiv. Bestehen sowohl V als auch W nur aus dem Nullvektor, so ist f bijektiv.

Beispiel 7.15: Dieses Beispiel des Buches enthält einen Fehler. Es ist dort

die Rede von der Abbildung d
dx : DI →DI , gegeben durch die Zuordnung

f 7→ f ′, die jeder Funktion f ∈DI ihre erste Ableitung zuordnet. Allerdings

ist die Ableitung einer auf einem Intervall I differenzierbaren Funktion nicht

notwendigerweise ebenfalls differenzierbar auf I. Somit ist also d
dx : DI→DI

nicht zutreffend. Vielmehr ist d
dx eine Abbildung von der Menge aller auf I

differenzierbaren Funktionen in die Menge aller auf I definierten Funktionen.

Eingeschränkt kann d
dx auch als Abbildung von der Menge D

(2)
I der auf I

zweifach differenzierbaren Funktionen (die ebenfalls ein Vektorraum, nämlich

ein Unterraum von DI , ist) in die Menge DI der auf I differenzierbaren

Funktionen betrachtet werden: d
dx : D

(2)
I →DI . Der Differentialoperator d

dx

ist auch hierfür eine lineare Abbildung.

Die folgende Lösung bezieht sich auf d
dx : D

(2)
I →DI .

d
dx ist nicht injektiv, da

verschiedene Funktionen, die sich nur durch eine Konstante unterscheiden,

dieselbe Ableitung haben. Die Surjektivität ist gegeben, da jede auf einem

Intervall differenzierbare Funktion dort auch eine Stammfunktion besitzt.

Damit ist jede differenzierbare Funktion die Ableitung (d. h. das Bild bei der

Abbildung d
dx ) einer zweifach differenzierbaren Funktion, d. h. eines Vektors

von D
(2)
I .

Beispiel 7.18: f ist injektiv aber nicht surjektiv.
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4. Wir betrachten die lineare Abbildung f : R3→R2 mit f

(x
y
z

)
=
(

x
y−z

)
aus

Beispiel 7.11 (S. 265) und die Vektoren ~e1 =

(
1
0
0

)
, ~e2 =

(
0
1
0

)
, ~e3 =

(
0
0
1

)
von R3, die bekanntermaßen linear unabhängig sind. Hingegen sind die Vek-

toren f(~e1) =
(

1
0

)
, f(~e2) =

(
0
1

)
und f(~e3) =

(
0
−1

)
offensichtlich linear

abhängig.

5. Es seien ~u1, . . . , ~uk linear unabhängige Vektoren von V . Wir führen den

Beweis indirekt und nehmen an, f(~u1), . . . , f(~uk) wären linear abhängig.

Dann existieren λ1, . . . , λk ∈ R, die nicht alle gleich Null sind, mit

λ1 f(~u1) + λ2 f(~u2) + . . .+ λk f(~uk) = ~o.

Da f eine lineare Abbildung ist, folgt daraus

f(λ1 ~u1) + f(λ2 ~u2) + . . .+ f(λk ~uk) = ~o

f(λ1 ~u1 + λ2 ~u2 + . . .+ λk ~uk) = ~o.

Da nicht alle der Koeffizienten λ1, . . . , λk ∈ R Null sind und die lineare

Unabhängigkeit der Vektoren ~u1, . . . , ~uk vorausgesetzt wurde, ist

λ1 ~u1 + λ2 ~u2 + . . .+ λk ~uk 6= ~o.

Somit werden sowohl der Nullvektor von V als auch der vom Nullvektor ver-

schiedene Vektor λ1 ~u1+λ2 ~u2+. . .+λk ~uk auf den Nullvektor von W abgebil-

det. Dies widerspricht der Injektivität von f . Somit können f(~u1), . . . , f(~uk)

nicht linear abhängig sein.

6. Wir zeigen mithilfe des Unterraumkriteriums (siehe Abschnitt 5.2), dass

f(U) = {f(~u) | ~u ∈ U} ein linearer Unterraum ist. Dazu stellen wir zunächst

fest, dass f(U) nicht leer ist, denn es ist mindestens das Bild des Nullvektors

von V enthalten (nach Satz 7.1 (iii) ist dies der Nullvektor von W ).

Es seien f(~u) und f(~v) beliebige Vektoren von f(U). Dann sind ~u,~v ∈ U ,

und da U ein linearer Unterraum ist, gilt auch ~u+~v ∈ U und nach Definition

von f(U): f(~u+~v) ∈ f(U). Nach der Definition linearer Abbildungen gilt

f(~u+~v) = f(~u)+f(~v), also f(~u)+f(~v) ∈ f(U). Damit ist der erste Teil des

Unterraumkriteriums (Satz 5.1, S. 172) erfüllt.

Es sei nun f(~u) ein beliebiger Vektor von f(U) und λ ∈ R. Dann ist ~u ∈ U ,

und da U ein linearer Unterraum ist, gilt λ~u ∈ U und somit f(λ~u) ∈ f(U).

Nach der Def. linearer Abb. gilt f(λ~u) = λ f(~u), also λ f(~u) ∈ f(U). Damit

ist auch der zweite Teil des Unterraumkriteriums erfüllt.

7. Ein Vektor ~w ∈W gehört genau dann zu der linearen Hülle 〈f(~u1), . . . , f(~uk)〉,
wenn λ1, . . . , λk existieren mit ~w = λ1f(~u1) + . . .+ λkf(~uk). Wegen der Li-

nearität von f ist dies gleichbedeutend mit ~w = f (λ1~u1 + . . .+ λk~uk), d. h.

mit ~w = f(~u) für einen Vektor ~u ∈ 〈~u1, . . . , ~uk〉. Somit gehört ein Vektor

genau dann zu 〈f(~u1), . . . , f(~uk)〉, wenn er zu f (〈~u1, . . . , ~uk〉) gehört, beide

Mengen sind somit identisch.
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8. Die Vektoren

(
1
2
3

)
,

(
4
5
6

)
,

(
7
8
9

)
sind linear abhängig,

(
1
0
0

)
,

(
0
1
0

)
,

(
0
0
1

)
sind

hingegen linear unabhängig, was im Widerspruch zu Satz 7.1 (v) steht

9. Beispiel 7.11: Af =
(

1 0 0
0 1 −1

)
, Beispiel 7.12: Af =

(
a b
c d

)
10. Af =

(
0 0 0
0 0 0

)
11. a) Um für f eine Abbildungsgleichung der Form f(~x) = f

(x1
x2
x3

)
=

(
x′1
x′2
x′3

)
aufzustellen, müssen zunächst beliebige Vektoren ~x ∈ R3 als Linearkom-

binationen bezüglich der Basis B= {~b1;~b2;~b3} dargestellt, d. h. Koeffizi-

enten λ1, λ2, λ3 bestimmt werden, für die ~x = λ1
~b1 + λ2

~b2 + λ3
~b3 ist.

Dies wurde bereits in dem Beispiel 7.18 getan: λ1 = x1−x2, λ2 = x2−x3,

λ3 = x3. Damit lässt sich nun das Bild eines beliebigen Vektors ~x ∈ R3

angeben:

f(~x) = f

(
x1
x2
x3

)
= λ1

(
1
2
3

)
+ λ2

(
4
5
6

)
+ λ3

(
7
8
9

)

= (x1−x2)

(
1
2
3

)
+ (x2−x3)

(
4
5
6

)
+ x3

(
7
8
9

)
=

(
x1+ 3x2+ 3x3

2x1+ 3x2+ 3x3
3x1+ 3x2+ 3x3

)
.

b) Af
BB3

0
=

(
1 4 7
2 5 8
3 6 9

)

c) Af
B3

0B
3
0

=

(
1 3 3
2 3 3
3 3 3

)
d) f ist nicht injektiv und auch nicht surjektiv.

12. Die Menge aller Vektoren, die durch f auf den Nullvektor abgebildet werden,

erhält man durch Lösung des linearen Gleichungssystems Af ◦ ~x = ~o (siehe

die Anmerkungen zu dem Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen

und linearen Gleichungssystemen auf S. 272). Mit der in der Aufgabe 11

ermittelten Matrix Af
B3

0B
3
0

=

(
1 3 3
2 3 3
3 3 3

)
ist also das LGS(

1 3 3
2 3 3
3 3 3

)
◦
(x1
x2
x3

)
=

(
0
0
0

)
zu lösen. Es ergibt sich eine einparametrige Lösungsmenge: x1 = 0, x2 = −λ,

x3 = λ, λ ∈ R. Die Menge aller Vektoren, die durch f auf den Nullvektor

abgebildet werden ist somit die lineare Hülle des Vektors

(
0
−1

1

)
.

13. Wir bezeichnen den Kern von f (die Menge aller Vektoren, die durch f auf

den Nullvektor von W abgebildet werden) mit ker f und weisen nach, dass

ker f ein Unterraum von V ist.
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– ker f ist nicht die leere Menge, denn der Nullvektor von V wird nach Satz

7.1 (iii) auf den Nullvektor von W abgebildet, also ~o ∈ ker f .

– Sind ~u1, ~u2 ∈ ker f , d. h. f(~u1) = ~o und f(~u2) = ~o, so gilt

f(~u1 + ~u2) = f(~u1) + f(~u2) = ~o+ ~o, also ~u1 + ~u2 ∈ ker f .

– Für ~u ∈ ker f , d. h. f(~u) = ~o und λ ∈ R ist f(λ~u) = λf(~u) = λ~o = ~o, also

λ~u ∈ ker f .

ker f erfüllt somit die Bedingungen des Unterraumkriteriums und ist daher

ein Unterraum von V .

14. Die Menge imf =
{
~w | ∃~v ∈ R3 : ~w = f(~v)

}
aller Vektoren ~w, die bei f als

Bilder auftreten, ist die Menge aller Vektoren, die sich in der Form ~w = Af◦~x

darstellen lassen. Mit der bereits ermittelten Matrix Af
B3

0B
3
0

=

(
1 3 3
2 3 3
3 3 3

)
erhält man die Vektoren(w1

w2
w3

)
=

(
1 3 3
2 3 3
3 3 3

)
◦
(x1
x2
x3

)
=

(
x1 + 3x2 + 3x3

2x1 + 3x2 + 3x3
3x1 + 3x2 + 3x3

)
mit beliebigen x1, x2, x3 ∈ R. Die Menge imf ist somit die lineare Hülle der

Spaltenvektoren der Abbildungsmatrix. Da diese linear abhängig sind, ist

imf =

〈(
1
1
3

)
,

(
3
3
3

)〉
.

15. Wir bezeichnen die Menge {~w | ∃~v ∈ V : ~w = f(~v)} mit imf und weisen

nach, dass imf ein Unterraum von W ist.

– imf ist nicht die leere Menge, denn der Nullvektor von V wird auf den

Nullvektor von W abgebildet, welcher somit ein Urbild besitzt und zu

imf gehört.

– Sind ~w1, ~w2 ∈ imf , d. h. existieren ~v1, ~v2 ∈ V mit f(~v1)= ~w1, f(~v2)= ~w2,

so gilt f(~v1+~v2) = f(~v1)+f(~v2) = ~w1+ ~w2, also ~w1+ ~w2 ∈ imf .

– Für ~w ∈ imf existiert ~v ∈ V mit f(~v) = ~w. Für ein beliebiges λ ∈ R ist

f(λ~v) = λf(~v) = λ~w, also λ~w ∈ imf .

Das Bild imf einer beliebigen linearen Abbildung f erfüllt somit die Bedin-

gungen des Unterraumkriteriums und ist daher ein Unterraum von W .

16. Es seien f : U→V und g : V →W lineare Abbildungen. Zu zeigen ist, dass

auch die Abbildung g◦f : U→W linear ist. Wir zeigen die Additivität und

die Homogenität von g◦f in einem Schritt. Dazu seien ~u,~v ∈ V und λ, µ ∈ R.

Es gilt
(g ◦ f)(λ~u+ µ~v) = g(f(λ~u+ µ~v))

= g(λf(~u) + µf(~v))

= λg(f(~u)) + µg(f(~v))

= λ(g ◦ f)(~u) + µ(g ◦ f)(~v).
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17. Verknüpft man die Drehmatrix D =
(

cosα −sinα
sinα cosα

)
und die Streckungs-

matrix A =
(

2 0
0 2

)
, so erhält man(

cosα −sinα
sinα cosα

)
◦
(

2 0
0 2

)
=
(

2 0
0 2

)
◦
(

cosα −sinα
sinα cosα

)
=
(

2 cosα −2 sinα
2 sinα 2 cosα

)
.

Bei diesem Beispiel ist somit die Reihenfolge der Nacheinanderausführung

nicht von Bedeutung.

18. Es muss zuerst die Projektion p : R3→R2 erfolgen, ehe in R2 gedreht wer-

den kann, die mögliche Nacheinanderausführung ist also d ◦ p. Eine Abbil-

dungsmatrix der zusammengesetzten Abbildung ergibt sich als Produkt der

Drehmatrix D =
(

cosα −sinα
sinα cosα

)
mit der Projektionsmatrix P=

(
1 0 0
0 1 0

)
:

D ◦P =
(

cosα −sinα
sinα cosα

)
◦
(

1 0 0
0 1 0

)
=
(

cosα −sinα 0
sinα cosα 0

)
.

19. Die Projektion aus dem Beispiel 7.8 ist kein Isomorphismus, da die Injekti-

vität nicht gegeben ist. Alle anderen betrachteten Abbildungen sind Isomor-

phismen.

– Die Spiegelung (Beispiel 7.2) ist ihre eigene Umkehrabbildung: f−1 = f .

– Beispiel 7.4: Invertiert man die Drehmatrix D =
(

cosα −sinα
sinα cosα

)
, so erhält

man D−1 =
(

cosα sinα
− sinα cosα

)
als Matrix der Umkehrabbildung – man über-

prüft leicht, dass D ◦D−1 die Einheitsmatrix ist.

– Beispiel 7.5: Die Umkehrabbildung der zentrischen Streckung mit dem

Zentrum im Koordinatenursprung und dem Streckfaktor 2 ist die zentri-

sche Streckung mit demselben Zentrum und dem Streckfaktor 1
2 . Sie wird

durch die Matrix A−1 =

(
1
2 0
0 1

2

)
beschrieben.

– Beispiel 7.6: Die Umkehrabbildung der axialen Streckung f : R2→R2

mit f :
(
x
y

)
7→
(
x

3y

)
=
(

1 0
0 3

)
◦
(
x
y

)
ist die axiale Streckung f−1 mit

f−1 :
(
x
y

)
7→
(

x
1
3y

)
=

(
1 0
0 1

3

)
◦
(
x
y

)
.

– Beispiel 7.7: Die Scherung f : R2 → R2 mit f :
(
x
y

)
7→
(
x−2y

y

)
wird

durch die Matrix A =
(

1 −2
0 1

)
beschrieben, ihre Umkehrabbildung durch

die Matrix A−1 =
(

1 2
0 1

)
.

20. Die Behauptung folgt unmittelbar aus den Eigenschaften von Determinan-

ten (siehe S. 252) und dem Satz 7.5 (S. 275).

21. Es seien V und W endlichdimensionale Vektorräume mit dimV =dimW =n,

BV = {~b1;~b2; . . . ;~bn} eine Basis von V und BW = {~c1;~c2; . . . ;~cn} eine Basis

von W . Wir definieren f durch f(~b1) = ~c1, f(~b2) = ~c2, . . . , f(~bn) = ~cn. Nach
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dem Satz 7.2 ist dadurch eine lineare Abbildung f gegeben. Wir weisen nach,

dass f ein Isomorphismus ist.

Beweis 1:

Injektivität : Es seien ~u und ~v zwei beliebige, verschiedene Vektoren aus V .

Dann existieren λ1, . . . , λn ∈ R und µ1, . . . , µn ∈ R mit

~u =
n∑
i=1

λi~bi und ~v =
n∑
i=1

µi~bi,

wobei wegen ~u 6= ~v mindestens ein i (1 ≤ i ≤ n) mit λi 6= µi existiert. Wegen

der Linearität von f (genauer wegen des Satzes 7.1 ii) ist

f(~u) = f

(
n∑
i=1

λi~bi

)
=

n∑
i=1

λif(~bi) =

n∑
i=1

λi~ci

und

f(~v) = f

(
n∑
i=1

µi~bi

)
=

n∑
i=1

µif(~bi) =

n∑
i=1

µi~ci.

Da BW = {~c1;~c2; . . . ;~cn} eine Basis ist und für mindestens ein i (1 ≤ i ≤ n)

λi 6= µi gilt, sind die Vektoren ~u und ~v wegen der Eindeutigkeit der Darstel-

lung eines Vektors als Linearkombination einer Basis (Satz 5.11) voneinander

verschieden, f ist also injektiv.

Surjektivität : Es sei ~w ein beliebiger Vektor aus W . Dann lässt er sich be-

züglich der Basis BW = {~c1;~c2; . . . ;~cn} als Linearkombination darstellen:

~w =
∑n
i=1 λi~ci. Es lässt sich leicht zeigen, dass ~w = f(~u) mit ~u =

∑n
i=1 λi

~bi

ist. Damit besitzt jeder Vektor von W ein Urbild in V , f ist also surjektiv.

Beweis 2:

Die Gültigkeit des Satzes 7.7 lässt sich auch dadurch begründen, dass f eine

reguläre Abbildungsmatrix Af
BVBW

besitzt. Nach der in dem Abschnitt 7.2.3

behandelten Zuordnung von Matrizen zu linearen Abbildungen bezüglich

zweier Basen ist Af
BVBW

die Einheitsmatrix En und somit regulär. Nach

dem Satz 7.5 ist f daher ein Isomorphismus.
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 7.3

1. • Die Grafiken wurden mithilfe des CAS Maxima unter Nutzung der zur

Verfügung gestellten Datei erzeugt.

φ1

φ2

φ3

φ4
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• φ1, φ2 und φ3 besitzen jeweils genau einen Fixpunkt:

Zφ1
=
(

4
−2

)
, Zφ2

≈
(

1,38
2,53

)
, Zφ3

=

(−3
4
1

)
.

φ4 besitzt keinen Fixpunkt.

2. Die Bedingung φ(Z) =Z für Fixpunkte drückt sich bei der in dem Beispiel

7.29 gegebenen Abbildung in folgender Weise aus: z1

z2

z3

 =

2 0 0
0 4 0
0 0 1

2

◦
 z1

z2

z3

+

 5
−2
−3

 bzw.
z1 = 2 z1 + 5
z2 = 4 z2 − 2
z3 = 1

2 z3 − 3

Offensichtlich gibt es genau eine Lösung, nämlich z1 =−5, z2 = 2
3 , z3 =−6;

also ist Z=

−5
2
3

−6

.

3. Durch Lösen der Gleichung φ(Z)=Z bzw. des LGS

z1 = z1 − 2 z2

z2 = z2

ergibt sich, dass alle Punkte der x-Achse Fixpunkte sind. Dies lässt sich auch

anhand anschaulicher Überlegungen feststellen.

4. Um zu untersuchen, ob φ Fixpunkte besitzt, ist die Gleichung(
x
y
z

)
=

(−3 −3 2
−2 2 1

1 0 3

)
◦

(
x
y
z

)
+

(−2
−2

2

)
bzw. das LGS

−4x − 3y + 2z = 2
−2x + y + z = 2
x + 2z =−2

zu lösen. Man erhält eine eindeutige Lösung: x = −26
25 , y = 2

5 , z = −12
25 .

φ hat also genau einen Fixpunkt Zφ =

−
26
25
2
5

−12
25

.

5. • φ1 ist bijektiv, ihre Abbildungsmatrix ist regulär.

• φ2 ist nicht bijektiv, die Spalten ihrer Abbildungsmatrix sind linear

abhängig. Ein Parameterdarstellung der Ebene, in welche φ2 den Raum

abbildet, ist

ε :

(
x
y
z

)
=

(
5
7
4

)
+ λ·

(
3
4
2

)
+ µ·

(
1
−1

3

)
.

6. Durch drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte P,Q,R ∈ R2 werden

zwei Vektoren
−−→
PQ und

−→
PR festgelegt, die linear unabhängig sind und deshalb

eine Basis von R2 bilden. Durch
−−→
PQ 7→

−−−→
P ′Q′ und

−→
PR 7→

−−−→
P ′R′ ist nach dem

Satz 7.2 genau eine lineare Abbildung f bestimmt. Durch f und φ(P ) =P ′

wird eindeutig eine affine Abbildung bestimmt (siehe den Kasten auf S. 280).

Diese bildet (wie man leicht prüft) auch Q auf Q′ und R auf R′ ab.



A. Filler: Elementare Lineare Algebra Lösungen zu Abschnitt 7.3 3

Ergänzend sei angemerkt, dass die affine Abbildung φ genau dann bijektiv ist,

wenn die Punkte P ′, Q′, R′ nicht auf einer Geraden liegen (falls P ′, Q′, R′ auf

einer Geraden liegen, werden alle Punkte von R2 auf Punkte dieser Geraden

abgebildet werden, φ ist in diesem Falle also nicht bijektiv).

7. Ist z. B. P =
(

0
0

)
, Q =

(
1
0

)
und R =

(
2
0

)
, so sind

−−→
PQ und

−→
PR line-

ar abhängig. Ist weiterhin P ′ =
(

1
1

)
, Q =

(
1
2

)
und R =

(
2
1

)
, so sind

−−−→
P ′Q′ und

−−−→
P ′R′ linear unabhängig. Nach der Definition 7.7 muss die durch

f :
−−→
PQ 7→ −−−−−−→φ(P )φ(Q) (für beliebige Punkte P,Q ∈ A) festgelegte Vektor-

abbildung f eine lineare Abbildung sein. Allerdings kann f mit den hier

vorgegebenen Bedingungen f :
−−→
PQ 7→

−−−→
P ′Q′ und :

−→
PR 7→

−−−→
P ′R′ keine lineare

Abbildung sein, denn sie würde zwei linear abhängige Vektoren auf zwei line-

ar unabhängige Vektoren abbilden, was im Widerspruch zu Satz 7.1 stünde.
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Lösungen der Aufgaben zu Abschnitt 7.4

1. Es sei B = {~b1; . . . ;~bn} eine Orthonormalbasis von V und es seien ~u,~v zwei

beliebige Vektoren von V . Bezüglich der Basis B lassen sie sich als Line-

arkombinationen ~u =
∑n
i=1 λi

~bi und ~v =
∑n
i=1 µi

~bi darstellen. Da B ei-

ne Orthonormalbasis ist, gilt ~u ·~v =
∑n
i=1 λi µi. Außerdem gilt aufgrund

der Linearität von f : f(~u) =
∑n
i=1 λi f(~bi), und f(~v) =

∑n
i=1 µi f(~bi). Ist

B′ = {f(~b1); . . . ; f(~bn)} eine Orthonormalbasis, so ist also auch f(~u)·f(~v) =∑n
i=1 λi µi und somit f(~u) ·f(~v) = ~u ·~v für beliebige ~u,~v ∈ V . f ist also

skalarproduktstreu und somit betragstreu, also eine Isometrie.

Die umgekehrte Richtung, dass jede Isometrie eine Orthonormalbasis stets

auf eine Orthonormalbasis abbildet, folgt unmittelbar aus der Skalarprodukt-

streue von Isometrien (Satz 7.11).

2. Es gilt(
Af
)
T◦Af =

(
a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

)
◦

(
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

)

=


a2

11 + a2
21 + a2

31 a11a12 + a21a22 a11a13 + a21a23
+a31a32 +a31a33

a12a11 + a22a21 a2
12 + a2

22 + a2
32 a12a13 + a22a23

+a32a31 +a32a33

a13a11 + a23a21 a13a12 + a23a22 a2
13 + a2

23 + a2
33

+a33a31 +a33a32

 .

Die Spalten der Matrix Af geben die Bilder der Basisvektoren an. f ist also

genau dann eine Isometrie, wenn gilt:( a11
a21
a31

)
·
( a11
a21
a31

)
= a2

11 + a2
21 + a2

31 = 1,( a11
a21
a31

)
·
( a12
a22
a32

)
= a11a12 + a21a22 + a31a32 = 0,( a11

a21
a31

)
·
( a13
a23
a33

)
= a11a13 + a21a23 + a31a33 = 0,( a12

a22
a32

)
·
( a12
a22
a32

)
= a2

12 + a2
22 + a2

32 = 1,( a12
a22
a32

)
·
( a13
a23
a33

)
= a12a13 + a22a23 + a32a33 = 0,( a13

a23
a33

)
·
( a13
a23
a33

)
= a2

13 + a2
23 + a2

33 = 1.

Vergleicht man diese Ergebnisse mit den Koeffizienten der oben berechneten

Produktmatrix, so ergibt sich, dass f genau dann eine Isometrie ist, wenn(
Af
)
T◦Af =

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
gilt, die Transponierte von Af also mit der Inversen

von Af übereinstimmt.

3. Die Gültigkeit des Satzes 7.15 folgt unmittelbar aus der Definition 7.10 und

der Tatsache, dass die Determinante einer Matrix stets gleich der Determi-
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nante der dazu transponierten Matrix ist, vgl. Abschnitt 6.3. Aus AT◦A = E

folgt daraus mit Satz 6.16 a: det A2 = E = 1, also det A = ±1.

4. Nach dem Satz 7.5 ist jede lineare Abbildung ein Isomorphismus, wenn sie

eine reguläre Abbildungsmatrix besitzt. Eine Matrix mit von Null verschie-

dener Determinante ist stets regulär (vgl. Abschnitt 6.3). Nach dem Satz

7.15 haben Determinanten der Abbildungsmatrizen von Isometrien stets den

Wert 1 oder −1, sind also regulär.

5. Wir multiplizieren die Matrizen Aα und Aβ in beiden Reihenfolgen:

Aα ◦Aβ =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
◦
(

cosβ − sinβ
sinβ cosβ

)
=

(
cosα cosβ − sinα sinβ − cosα sinβ − sinα cosβ
sinα cosβ + cosα sinβ − sinα sinβ + cosα cosβ

)
Aβ ◦Aα =

(
cosβ − sinβ
sinβ cosβ

)
◦
(

cosα − sinα
sinα cosα

)
=

(
cosβ cosα− sinβ sinα − cosβ sinα− sinβ cosα
sinβ cosα+ cosβ sinα − sinβ sinα+ cosβ cosα

)
Man erkennt bereits, dass Aα ◦Aβ = Aβ ◦Aα ist. Durch Anwendung der

Additionstheoreme erhält man

Aα◦Aβ = Aβ◦Aα =

(
cos(α+β) − sin(α+β)
sin(α+β) cos(α+β)

)
.

6. Setzt man sinα = sin 30◦ = 1
2 und cosα = cos 30◦ = 1

2

√
3 in die Drehmatrix

gleichsinniger Isometrien ein, so erhält man die Matrix

(
1
2

√
3 −1

2
1
2

1
2

√
3

)
. Um

die Fixvektoren der dadurch beschriebenen Abbildung zu bestimmen, ist das

LGS (
1
2

√
3 −1

2
1
2

1
2

√
3

)
◦
(
x
y

)
=
(
x
y

)
zu lösen. Dieses LGS lässt sich umformen zu(

1
2

√
3− 1 −1

2
1
2

1
2

√
3− 1

)
◦
(
x
y

)
=
(

0
0

)
.

Man berechnet, dass der Rang dieser Koeffizientenmatrix 2 ist, das LGS ist

somit eindeutig lösbar, es ergibt sich x = y = 0 der einzige Fixvektor der

betrachteten Isometrie ist der Nullvektor.

Die ungleichsinnige Isometrie mit α= 30◦ hat die Matrix

(
1
2

√
3 1

2
1
2 −1

2

√
3

)
.

Um ihre Fixvektoren zu bestimmen, ist das LGS(
1
2

√
3 1

2
1
2 −1

2

√
3

)
◦
(
x
y

)
=
(
x
y

)
bzw.

(
1
2

√
3− 1 1

2
1
2 −1

2

√
3− 1

)
◦
(
x
y

)
=
(

0
0

)
zu lösen. Der Rang der Koeffizientenmatrix dieses LGS ist 1, damit hat

das LGS eine einparametrige Lösungsmenge. Man erhält die Lösungsmenge

x = λ, y = (2−
√

3)λ mit λ ∈ R, Fixvektoren sind also alle reellen Vielfachen
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des Vektors

(
1

2−
√

3

)
. Man stellt fest, dass diese Vektoren zur x-Achse,

genauer zu dem Basisvektor
(

1
0

)
, einen Winkel von 15◦ haben.

7. Man berechnet leicht det Dz = det

 cosαz − sinαz 0
sinαz cosαz 0

0 0 1

 = 1 und analog

det Dy=1, det Dx=1 sowie det SZ=det

(
1 0 0
0 1 0
0 0 −1

)
= −1.

Da nach dem Satz 6.16 Determinanten von Produkten von Matrizen gleich

den Produkten der Determinanten sind, gilt

det Af
1 = det Dz ·det Dy ·det Dx = 1·1·1 = 1 und

det Af
2 = det Dz ·det Dy ·det Dx ·det Sz = 1·1·1·(−1) = −1.

8. Die Bijektivität von Kongruenzabbildungen folgt nach deren Definition un-

mittelbar aus der in der Aufgabe 4 nachgewiesenen Tatsache, dass alle Iso-

metrien Isomorphismen sind.

9. Die Abbildungsgleichung der betrachteten Kongruenzabbildung ist (mit

sinα = sin 60◦ = 1
2

√
3 und cosα = cos 60◦ = 1

2 )

φ

(
x
y

)
=

(
1
2 −1

2

√
3

1
2

√
3 1

2

)
◦
(
x
y

)
+

(
1
3

)
Um Fixpunkte von φ, d. h. Punkte mit(

x
y

)
=

(
1
2 −1

2

√
3

1
2

√
3 1

2

)
◦
(
x
y

)
+

(
1
3

)
zu bestimmen, ist das LGS(

1
2 − 1

)
x − 1

2

√
3 y = −1

1
2

√
3 x +

(
1
2 − 1

)
y = −3

zu lösen. Man erhält die eindeutige Lösung x0 = −
√

27− 1

2
, y0 =

√
3+3

2
.

Geometrische Interpretation: Die gesamte (aus einer Drehung um den Koor-

dinatenursprung und einer Verschiebung zusammengesetzte) Kongruenzab-

bildung ist eine Drehung um den Fixpunkt P0(x0; y0).

10. Die Abbildungsgleichung der in Abb. 7.19 dargestellten gleichsinnigen Ähn-

lichkeitsabbildung ist (mit sinα = sin 60◦ = 1
2

√
3 und cosα = cos 60◦ = 1

2 )

φ

(
x
y

)
=

(
1
2 −1

2

√
3

1
2

√
3 1

2

)
◦
(
k 0
0 k

)
◦
(
x
y

)
+

(
1
1

)
Um Fixpunkte von φ, d. h. Punkte mit(

x
y

)
=

(
1
2 −1

2

√
3

1
2

√
3 1

2

)
◦
(
k 0
0 k

)
◦
(
x
y

)
+

(
1
1

)
zu bestimmen, ist das LGS



4 A. Filler: Elementare Lineare Algebra Lösungen zu Abschnitt 7.4(
1
2k − 1

)
x − 1

2

√
3 k y = −1

1
2

√
3 k x +

(
1
2k − 1

)
y = −1

zu lösen. Man erhält mit k = 1,5 die eindeutige Lösung

x0 = −
√

27− 1

7
, y0 =

√
27 + 1

7
für die Koordinaten des Fixpunktes.

Völlig analog geht man bei der ungleichsinnigen Ähnlichkeitsabbildung (un-

ter Verwendung der dafür geltenden Abbildungsgleichung) vor und erhält

ebenfalls eine eindeutige Lösung mit den Fixpunktkoordinaten

x0 = −
√

27 + 7

5
, y0 = −

√
27 + 1

5
.

11. Siehe die Dateien 7 Kongruenzabb.wxm und 7 Aehnlichkeitsabb.wxm auf

der Internetseite http://www.afiller.de/linalg.
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