
6.2 Einfache Testverfahren

Mit einem Schwergewicht auf Beispielen diskutieren wir Grundbegriffe der parametri-
schen Schätztheorie.

Ein Testproblem ist ein Entscheidungsproblem. Es soll entschieden werden, ob eine Be-
obachtung zu einer aus einer Familie möglicher Verteilungen paßt.

Sei X Stichprobenraum. Hier setzen wir X = Rd, versehen mit der σ–Algebra Bd. Sei
(Pθ : θ ∈ Θ) eine Familie von W.maßen auf (X ,Bd).

Definition

Ein Test ist eine Entscheidungsregel, die bei einer Beobachtung x festlegt, ob man sich
für die Nullhypothese H0 : θ ∈ H oder die Alternative H1 : θ 6∈ H entscheidet. Dabei
ist H ⊂ Θ. Der Test besteht aus der Festlegung einer Menge R ⊂ X (kritischer Bereich,
Verwerfungsbereich), so dass die Beobachtung x ∈ R zur Verwerfung von H0 führt.

Dabei kann man Fehler machen.

Fehler 1. Art: H0, aber H0 verworfen, W.keit für einen Fehler 1. Art:

sup
θ∈H

Pθ(X ∈ R);

Fehler 2. Art: H1, aber H0 angenommen, W.keit für einen Fehler 2. Art:

sup
θ∈Hc

Pθ(X 6∈ R).

R wird meist mit Hilfe einer meßbaren Funktion T : X → R bestimmt, etwa durch
R = {T ≥ t}, t kritischer Wert, T Teststatistik. Ein Test hat Niveau α, wenn

sup
θ∈H

Pθ(X ∈ R) ≤ α.

Übliche Werte für α: 0, 05, 0, 02, 0, 01. Der Verwerfungsbereich R wird üblicherweise
durch Bedingungen an den Likelihoodquotienten

q(x) =
supθ∈Hc Lx(θ)

supθ∈H Lx(θ)
, x ∈ X ,

formuliert.

Wir diskutieren nun einen der wichtigsten elementaren Tests.
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Beispiel 6 (t-Test)

Seien X1, · · · , Xn unabhängig, normalverteilt zu Parametern (µ, σ2). Getestet werden
soll

H = {(µ, σ2) : µ = µ0, σ > 0},

gegen
Hc = {(µ, σ2) : µ 6= µ0, σ > 0}.

Unsere Verteilungen haben die Dichtefunktionen

fθ(x) =
1

(2πσ2)
n
2

exp(− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2), x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, θ ∈ Θ.

Aus Beispiel 5 ist bekannt

sup
θ∈H

Lx(θ) =
1

(2πσ̂2)
n
2

exp(− 1

2σ̂2

n∑
i=1

(xi − µ0)2),

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − µ0)2.

Das bedeutet

sup
θ∈H

Lx(θ) =
1

(2πσ̂2)
n
2

exp(−n
2

).

Entsprechend

sup
θ∈Hc

Lx(θ) =
1

(2πσ̃2)
n
2

exp(− 1

2σ̃2

n∑
i=1

(xi − x)2),

σ̃2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)2.

Das impliziert

sup
θ∈Hc

Lx(θ) =
1

(2πσ̃2)
n
2

exp(−n
2

).

Also ist für x ∈ X

q(x)
2
n =

σ̂2

σ̃2
=

∑n
i=1(xi − µ0)2)∑n
i=1(xi − x)2)

=

∑n
i=1(xi − x+ x− µ0)2)∑n

i=1(xi − x)2)
= 1 +

n

σ̃2
(x− µ0)2.

Wir machen uns zunächst plausibel, wie der kritische Bereich gewählt werden sollte. Ist
q groß, so sollte Hc den richtigen Parameter enthalten, bei kleinem q der Bereich H.
Verworfen wird also bei großem q. Also ist zu wählen

R = {q > t}
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mit geeignetem t. Wir verwenden als Teststatistik die Funktion

T (x) =

√
n(x− µ0)

s(x)
, s(x) =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)2.

Dann gilt

q
2
n = 1 +

n− 1

n
T 2.

Daher ist T groß genau dann, wenn q groß. Also steuern wir an

R = {T > t}.

t wird passend zur Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art gewählt. Diese hängt dann von der
Verteilung von T unter der Normalverteilung mit Parametern (µ0, σ

2) ab. Wir studieren
diese Verteilung.

Seien für 1 ≤ i ≤ n

Yi =
1

σ
(Xi − µ0).

Dann (Yi : 1 ≤ i ≤ n) unabhängig und standardnormalverteilt, und es gilt

T (X) =

√
nY

s(Y )
.

Lemma 1

Sei (Y = (Y1, · · · , Yn) ein Vektor aus unabhängigen standardnormalverteilten ZV’en, A
eine orthogonale n× n-Matrix, Z = AY. Dann gilt

PZ = PY .

Beweis

Die Dichte von PY ist gegeben durch

f(y) =
1

(2π)
n
2

exp(−1

2
|y|2), y ∈ Rd.

Also gilt für B ∈ Bd wegen des Integraltransformationssatzes

PZ(B) = P(Z ∈ B) = P(Y ∈ A−1B)

=

∫
A−1B

f(y)dy =

∫
B

f(Ay)dy

=

∫
B

f(y)dy = PY (B).
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Daher folgt PY = PZ . �

Lemma 2

In der Situation von Lemma 1 gilt Y , s(Y ) sind unabhängig, also auch X, s(X). Ferner
ist
√
nY standardnormalverteilt, und (n−1)s2(Y ) ist verteilt wie Z2

1 + · · ·+Z2
n−1, wobei

Z1, · · · , Zn−1 unabhängig und standardnormalverteilt.

Beweis

Sei

Z1 =
1√
n

n∑
i=1

Yi = (AY )1.

Also a1j = 1√
n
, 1 ≤ j ≤ n. Wähle nach Gram-Schmidt Vektoren a2, · · · , an ∈ Rn, so dass

A = [a1, · · · , an] eine orthogonale Matrix ist. Sei Z = AY. Dann

(n− 1)s2(Y ) =
n∑
i=1

(Yi − Y )2 =
n∑
i=1

Y 2
i −

1

n
(
n∑
i=1

Yi)
2

=
n∑
i=1

Z2
i − Z2

1 = Z2 + · · ·+ Z2
n,

Wende Lemma 1 an. �

Die Verteilung von s(Y ) studieren wir genauer.

Definition

Seien Z1, · · · , Zn unabhängig und standardnormalverteilt. Sei Z = Z2
1 + · · ·+ Z2

n. Dann
heißt Z χ2-verteilt mit n Freiheitsgraden.

Lemma 3

Sei Z χ2-verteilt mit n Freiheitsgraden. Dann hat PZ die Dichtefunktion

f(x) =

{
1

Γ(n
2

)
(1

2
)
n
2 x

n
2
−1e−

x
2 x ≥ 0,

0, x < 0.
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Beweis

Wir argumentieren für n = 2. Dann ist für r > 0 vermöge Polarkoordinatentransforma-
tion und der Substitution v = u2 mit 2udu = dv

P(Z ≤ r) =
1

2π

∫
1[0,r](z

2
1 + z2

2) exp(−1

2
(z2

1 + z2
2))dz1 dz2

=
1

2π

∫ 2π

0

∫ √
r

0

u exp(−1

2
u2)dudφ

=
1

2

∫ r

0

exp(−v
2

)dv.

�

Damit kennen wir die Verteilung von
√
nY und von (n− 1)s(Y ). Wir benötigen die des

Quotienten.

Lemma 4

Seien X standardnormalverteilt, Y χ2-verteilt mit n Freiheitsgraden, X, Y unabhängig.
Dann ist T = X√

Y
n

absolutstetig verteilt mit Dichte

f(x) =
Γ(n+1

2
)

Γ(n
2
)Γ(1

2
)
√
n

(1 +
x2

n
)−

n+1
2 , x ∈ R.

Beweis

Sei x ∈ R. Dann unter Benutzung der Transformation y′ = y
√
n√
z
, z′ =

√
z mit Funktio-

naldeterminante 2(z′)2√
n

sowie u = z′
√

1 + (y′)2

2

P(T ≤ x) =

∫
R2

1[0,x](
y√
z
n

)
1√
2π

exp(−1

2
y2)

1

Γ(n
2
)
(
1

2
)
n
2 z

n
2
−1e−

z
2dy dz

=
1√
2π

1

Γ(n
2
)
(
1

2
)
n
2

∫
R2

1[0,x](y
′) exp(−1

2
(y′)2 (z′)2

n
)(z′)n−2e−

(z′)2
2

2√
n

(z′)2dz′ dy′

=
1√
2π

1

Γ(n
2
)
(
1

2
)
n
2

2√
n

∫
R

∫ x

0

exp(−1

2
(z′)2(1 +

(y′)2

n
))(z′)ndy′ dz′

=
Γ(n+1

2
)

Γ(n
2
)Γ(1

2
)
√
n

∫ x

0

(1 +
(y′)2

n
)−

n+1
2 dy′.

�
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Definition

Eine ZV T heißt student-verteilt mit n Freiheitsgraden (t(n)-verteilt), wenn PT die
Dichte

f(x) =
Γ(n+1

2
)

Γ(n
2
)Γ(1

2
)
√
n

(1 +
x2

n
)−

n+1
2 , x ∈ R,

besitzt. Für n = 1 heißt T auch Cauchy-verteilt.

Nach Lemma 4 ist unsere Test-Statistik T (Y ) = T (X) also t(n− 1)-verteilt.

Wir kommen zurück zur Konstruktion des kritischen Bereichs. Gesucht ist ein Test zum
Niveau α, d.h. wir brauchen

sup
θ∈H

Pθ(|T (Y )| > t) = α.

Da T (Y ) symmetrisch, braucht man also das 1 − α
2
-Quantil der t(n − 1)-Verteilung,

definiert durch ∫ t1−α2

−∞
f(y)dy = 1− α

2
.

Solche Quantile sind tabelliert, und in den üblichen Statistik-Paketen enthalten. Also
ist

R = {x : |T (x)| > t1−α
2
}

geeignet. Man nennt diesen Test zweiseitig. Einseitige Tests würden z.B. Hypothesen
mit H = {µ : µ < µ0} testen.
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