6.2 Einfache Testverfahren

Mit einem Schwergewicht auf Beispielen diskutieren wir Grundbegriffe der parametri-
schen Schéatztheorie.

Ein Testproblem ist ein Entscheidungsproblem. Es soll entschieden werden, ob eine Be-
obachtung zu einer aus einer Familie moglicher Verteilungen pafit.

Sei X Stichprobenraum. Hier setzen wir X = RY, versehen mit der o—Algebra B<. Sei
(Pp : 0 € ©) eine Familie von W.maflen auf (X, BY).

Definition

Ein Test ist eine Entscheidungsregel, die bei einer Beobachtung x festlegt, ob man sich
fiir die Nullhypothese H : § € H oder die Alternative H; : § ¢ H entscheidet. Dabei
ist H C O. Der Test besteht aus der Festlegung einer Menge R C X' (kritischer Bereich,
Verwerfungsbereich), so dass die Beobachtung = € R zur Verwerfung von H, fiihrt.

Dabei kann man Fehler machen.

Fehler 1. Art: H,, aber H, verworfen, W keit fiir einen Fehler 1. Art:

supPy(X € R);

0cH

Fehler 2. Art: H,, aber Hy angenommen, W keit fiir einen Fehler 2. Art:

sup Pp(X ¢ R).

fcHe

R wird meist mit Hilfe einer meflbaren Funktion 7' : X — R bestimmt, etwa durch
R ={T > t}, t kritischer Wert, T Teststatistik. Ein Test hat Niveau «, wenn

supPy(X € R) < av.

0cH

Ubliche Werte fiir o 0,05, 0,02, 0,01. Der Verwerfungsbereich R wird iiblicherweise
durch Bedingungen an den Likelihoodquotienten

e L, (0
q(x) _ Sup@EH ( ) xr e X,

suPges L (0)

formuliert.

Wir diskutieren nun einen der wichtigsten elementaren Tests.



Beispiel 6 (i-Test)

Seien X1, ---, X,, unabhiingig, normalverteilt zu Parametern (u,o?). Getestet werden
soll

H:{(M702):M:M070_>0}’

gegen
H = {(n,0%) : p# po, 0 > 0}.

Unsere Verteilungen haben die Dichtefunktionen

n
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Aus Beispiel 5 ist bekannt
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Das bedeutet
sup L (6) = ——— exp(—2).
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Entsprechend
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Das impliziert
n
sup L,(0) = —— exp(——=).
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Also ist firz € X
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Wir machen uns zunéchst plausibel, wie der kritische Bereich gew#hlt werden sollte. Ist
q groB3, so sollte H¢ den richtigen Parameter enthalten, bei kleinem ¢ der Bereich H.
Verworfen wird also bei groflem ¢. Also ist zu wéhlen

R={q>1}



mit geeignetem ¢. Wir verwenden als Teststatistik die Funktion

T(a) = YPE—#) oy | ] S (@i - 7).

s(x)

Dann gilt
n—1

q%zl—l— T2,

Daher ist T' grof§ genau dann, wenn ¢ grof. Also steuern wir an
R={T >t}.

t wird passend zur Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art gewahlt. Diese hdngt dann von der
Verteilung von T unter der Normalverteilung mit Parametern (p, 02) ab. Wir studieren
diese Verteilung.

Seien fur 1 <i<n |
Y, =—(X, — )
a( No)

Dann (Y; : 1 < ¢ < n) unabhéngig und standardnormalverteilt, und es gilt
VY
T(X)=——.
(X) )
Lemma 1

Sei (Y = (Y3,---,Y,,) ein Vektor aus unabhéngigen standardnormalverteilten ZV’en, A
eine orthogonale n x n-Matrix, Z = AY. Dann gilt

P, = Py.
Beweis
Die Dichte von Py ist gegeben durch
1 1, d
= —exp(—= , € R%
f(y) 2n)? p(=5luF), v

Also gilt fiir B € B? wegen des Integraltransformationssatzes

Py(B) = P(Zc B)=P(Y € A"'B)

= | twar= [ faniy
- /B F(y)dy = Py (B).



Daher folgt Py = Py. O

Lemma 2

In der Situation von Lemma 1 gilt Y, s(Y) sind unabhiingig, also auch X, s(X). Ferner
ist /nY standardnormalverteilt, und (n —1)s*(Y') ist verteilt wie Z? +-- -+ Z2_,, wobei
Zy, -+, 4n_1 unabhingig und standardnormalverteilt.

Beweis

Sei
1 n
= — Y, = (AY);.
L= K= Ay,

Also ay; = \/Lﬁ, 1 < j < n. Wahle nach Gram-Schmidt Vektoren as, - - -, a,, € R", so dass
A =lay,---,a,) eine orthogonale Matrix ist. Sei Z = AY. Dann

n

(= DY) = S -VP =S V(v

i=1
= ZZZ.Q—Z%:Z2_|_...+ZTQ“
i=1
Wende Lemma 1 an. O

Die Verteilung von s(Y') studieren wir genauer.

Definition

Seien Zi,-- -, Z, unabhéingig und standardnormalverteilt. Sei Z = Z? + --- + Z2. Dann
heifft Z x2-verteilt mit n Freiheitsgraden.

Lemma 3

Sei Z x?-verteilt mit n Freiheitsgraden. Dann hat P, die Dichtefunktion

1 1\ n_q1 _=x
fo) - | @it 020
0, x < 0.



Beweis

Wir argumentieren fiir n = 2. Dann ist fiir » > 0 vermoge Polarkoordinatentransforma-
tion und der Substitution v = «? mit 2udu = dv

1 1
P(Z<r) = 5 / 1[0ﬂ(zf + 23) exp(—i(zf + 23))dz dz,

1 [ v 1,
= — wexp(—=u)dudep
2r Jo  Jo 2

1/ v
= 5/0 exp(—i)dv.

g

Damit kennen wir die Verteilung von v/nY und von (n — 1)s(Y). Wir benétigen die des
Quotienten.

Lemma 4

Seien X standardnormalverteilt, Y y2-verteilt mit n Freiheitsgraden, X,Y unabhiingig.
Dann ist T = — absolutstetig verteilt mit Dichte

Y

n

F(nTH) 2 _nf1

Beweis
Sei z € R. Dann unter Benutzung der Transformation y’ = y\\//;, 2/ = y/z mit Funktio-
naldeterminante 2(;;%2 sowie u = 2'4/1 + #
P(T<z) = /R2 Lo,z ( yi)\/;_ﬁexp(—%yz)Fg%)(%)gzg_le_gdy dz
- i@ [ teawes(—gr R e oy
= % (1%)(%);\/25/]1%/: exp(—l(z’)Q(l + (yé)Q))(z')”dy’ dz
1



Definition

Eine ZV T heifit student-verteilt mit n Freiheitsgraden (¢(n)-verteilt), wenn Py die

Dichte I‘(”“) )
e xr n+1

_ n (1 + _)777 S R?
N E TV

besitzt. Fiir n = 1 heiffit 7" auch Cauchy-verteilt.
Nach Lemma 4 ist unsere Test-Statistik T'(Y") = T'(X) also t(n — 1)-verteilt.

Wir kommen zuriick zur Konstruktion des kritischen Bereichs. Gesucht ist ein Test zum
Niveau «, d.h. wir brauchen

supPy(|T(Y)| > t) = a.
9cH

Da T(Y') symmetrisch, braucht man also das 1 — §-Quantil der #(n — 1)-Verteilung,

definiert durch .
1-< Q
/ Qf(y)dyzl—?

Solche Quantile sind tabelliert, und in den iiblichen Statistik-Paketen enthalten. Also
ist
R={z:|T(x)| >t a}

geeignet. Man nennt diesen Test zweiseitig. Einseitige Tests wiirden z.B. Hypothesen
mit H = {u:p < po} testen.



