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Übungen zu Stochastik 1

Aufgabe 1 (4 Punkte).
Es sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir nennen zwei Ereignisse A,B ∈ F äquivalent, falls
gilt: P(A4B) = 0. Dabei ist A4B := (A\B) ∪ (B\A) = (A ∪B)\(A ∩B) die symmetrische Differenz
von A und B.
Zeigen Sie die Äquivalenz folgender Aussagen:

a) A und B sind äquivalent

b) P(A ∪B) = P(A ∩B)

c) P(A ∩B) = max{P(A),P(B)}

d) P(A ∪B) = min{P(A),P(B)}

Aufgabe 2 (4 Punkte).
Es sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Ai ∈ F , i ∈ N paarweise fast disjunkte Mengen, d.h.
P(Ai ∩Aj) = 0 für alle i, j ∈ N, i 6= j. Zeigen Sie:

P

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

P(Ai)

Aufgabe 3 (4 Punkte).
Es sei Ω eine abzählbare Menge. Nach der σ-Additivität lässt sich jedes Wahrscheinlichkeitsmaß P auf
P(Ω) durch P(A) =

∑
ω∈A P({ω}), A ∈ P(Ω) darstellen.

Umgekehrt sei ρ : Ω → [0, 1] eine beliebige Abbildung mit
∑

ω∈Ω ρ(ω) = 1. Wir definieren nun
P(A) :=

∑
ω∈A ρ(ω) für alle A ∈ P(Ω). Zeigen Sie, dass P ein Wahrscheinlichkeitsmaß ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte).
Es sei Ω :=

∏∞
i=1 Ωi mit Ωi := {0, 1}, für i ∈ N. Sei F :=

⊗∞
i=1 P(Ωi) die Produkt-σ-Algebra, d.h.

F = σ({A ⊆ Ω |A = {(ωi)i∈N ∈ Ω |ωj ∈ B} für ein j ∈ N und B ⊆ Ωj}).

Sei weiterhin P ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf F , so dass

P({(ωi)i∈N ∈ Ω |ωj = aj für j = 1, . . . , N}) =
(

1
2

)N

für beliebige N ∈ N und aj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , N .
Wir definieren eine Abbildung T : Ω→ [0, 1] durch

(ωi)i∈N 7−→
∞∑
i=1

ωi · 2−i.

Zeigen Sie T−1(B[0,1]) ⊆ F , indem Sie

B[0,1] = σ({[m · 2−n, (m+ 1) · 2−n] |n ∈ N, m ∈ {1, . . . , 2n − 1}})



verwenden.
Es sei nun µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf B[0,1] mit

µ(A) = P(T−1(A)) ∀A ∈ B[0,1].

Bestimmen Sie µ.
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