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Ubungen zu Stochastik 1

Aufgabe 1 (3 Punkte).
Die Poissonverteilung mit Parameter A > 0 ist eine diskrete Verteilung auf Z, . Seien X, Y unabhéngig
und Poisson-verteilt mit Parameter A, bzw. p.

a) Zeigen Sie, dass X + Y Poisson-verteilt ist zum Parameter \ + p.

b) Gilt dies auch, wenn man auf die Voraussetzung der Unabhingigkeit von X und Y verzichtet?
Beweisen Sie Thre Aussage!

c) Bestimmen Sie fiir festes n € Z die bedingte Wahrscheinlichkeit P(X = k|X +Y = n) fur alle
ke {0,...,n}.

Aufgabe 2 (4 Punkte).
Seien X und Y zwei unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Werten in N. Fiir £ € N
sei P(X = k) = 27%. Bestimmen Sie:

a) P(max{X,Y} < k) und P(min{X,Y} < k) fir k € N,
b) P(X = Y) und P(X < Y),

c) P(X > kY) fir k € N,

d) P(X teilt V).

Aufgabe 3 (4 Punkte).
Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Menge A € F heifit P-Atom, wenn P(A) > 0 ist und
fir B € F mit B C A gilt: P(B) € {0,P(A)}. Zeigen Sie:

a) Sind A und B P-Atome, die nicht dquivalent sind (d.h. P(AAB) # 0), so ist P(AU B) =
P(A) + P(B).

b) Es gibt hochstens abzéhlbar viele paarweise nicht dquivalente P-Atome.

c) Q lasst sich zerlegen in eine Menge Ap, die kein P-Atom enthilt und abzdhlbar viele paarweise
disjunkte P-Atome.
Hinweis: Verwenden Sie gegebenenfalls das Auswahlaxiom bzw. das Lemma von Zorn.

d) Zu jedem « € [0,P(Ap)] existiert eine Menge A, C Ao, Ay € F mit P(A,) = a.
Hinweis: Konstruieren Sie zundchst induktiv eine absteigende Folge von Mengen (Ap)nen aus
F, so dass Ay = Ay, @ <P(An4+1) < an+ 2, wobei o, := inf{P(A)|A C A,, A€ F,a <P(A)}.
Konstruieren Sie dazu analog eine aufsteigende Folge von Mengen.

Aufgabe 4 (3+2+2* Punkte).

Sei @ > 0 und (L;);ey eine Folge von unabhingigen und zum Parameter a exponentialverteilten
Zufallsvariablen. Definiere damit T, := > ;" | L;, n € Z. Es sei nun durch N; := max{k € Z|Tj, < t},
t > 0 der Poisson-Prozess zur Intensitit a gegeben.



a) Zeigen Sie, dass fiir n € N die Verteilung von 7,, durch die Dichte )‘((f‘i)f)_!l e x> 0 gegeben

ist und bestimmen Sie fiir s,¢ > 0 die Wahrscheinlichkeit P(T;, < ¢, t + s < Tj11).
Hinweis: Betrachten Sie die Dichte des Zufallsvektors (Ty,, Lp+1) auf R2.

b) Zeigen Sie, dass IV; Poisson-verteilt ist zum Parameter At, sowie dass P(T),41 —t > s|N; =n) =
e, fiir s,t > 0. Was bedeutet das letztere anschaulich.

¢) Wir definieren L} := T, 41 — ¢, L := Tn,+2 — TN, +1, L := Tn,+3 — T, 12, etc. Zeigen Sie, dass
die Zufallsvariablen Ny, L), L), . . . unabhéngig sind und dass (L,);en zu (L;);en identisch verteilt
ist.
Folgern Sie daraus, dass fiir 0 = tg < ¢t; < --- < t,, die Inkremente (IN;, — N¢,_,) voneinander
unabhéingig und Poisson-verteilt zum Parameter o(t; — t;—1), 1 <i < n sind.
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