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Übungen zu Stochastik 1

Aufgabe 1 (4 Punkte).
Es sei (Ω,F) ein messbarer Raum und (Yk)k∈N eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in messbaren

Räumen (Ωk,Fk), k ∈ N. Es sei Gn := σ((Yk)k≥n) = ((Yk)k≥n)−1
(⊗

k≥nFk

)
für n ∈ N, sowie

A :=
⋂∞

n=1 Gn.

a) Begründen Sie, dass A gerade aus allen asymptotischen Ereignissen für (Yk)k∈N besteht, sowie,
dass es sich in der Tat um eine σ-Algebra handelt.

b) Es gelte nun (Ωk,Fk) = (R,B1), k ∈ N. Für festes B ∈ B1 betrachten wir das Ereignis

A :=

{
lim

N→∞

1

N

N∑
k=1

Yk existiert und liegt in B

}
∈ F .

Zeigen Sie A ∈ A.

Aufgabe 2 (3+2* Punkte).
Es seien (Xi)i∈N unabhängige, auf {−1, 1} gleichverteilte Zufallsvariablen und Sn :=

∑n
i=1Xi, n ∈ Z+.

(Sn)n∈Z+ ist die sogenannte symmetrische Irrfahrt.

a) Zeigen Sie für alle festen k ∈ N: P(|Sn+k − Sn| = k für unendlich viele n ∈ N) = 1.

b) Schließen Sie aus a), dass P(|Sn| ≤ m für alle n ∈ N) = 0 für jedes feste m ∈ N und weiter, dass

P(sup
n∈N

Sn =∞ oder inf
n∈N

Sn = −∞) = 1.

c) Zeigen Sie P(supn∈N Sn =∞) = P(infn∈N Sn = −∞) = 1.

Aufgabe 3 (4 Punkte).
Die Anzahl der Eier, die ein Insekt legt, sei Poisson-verteilt zum Parameter λ. Aus jedem der sich
unabhängig voneinander entwickelnden Eier schlüpfe mit Wahrscheinlichkeit p eine Larve. Berechnen
Sie die Verteilung der Anzahl der Larven.

Aufgabe 4 (4 Punkte).
Es sei X eine Zufallsvariable mit Werten in Z+. Angenommen es gilt E[X],E[X2] < ∞. Zeigen Sie∑∞

k=1 P(X ≥ k) = E[X], sowie
∑∞

k=1(2k − 1)P(X ≥ k) = E[X2].
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