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INHALTSVERZEICHNIS
Fortsetzung 6. Integralrechnung

8§21 Der Hauptsatz der Integral und Differentialrechnung

Satz 21.1: Mittelwertsatz der Integralrechnung
feClab] = ff f(x)dz = f(2)(b— a), fir z € [a,b]

Beweis : Nach Weierstrass (Satz 12.11) existieren x,, z* € [a, D]
f(@) < f(2) < fla®) fiva <2 <b
Integration iiber [a, b] ergibt wegen Monotonie und Homogenitét
b b b
/ flz)de < | f(x)dx < / f@*)dx
(b—a)f(xs) < (b—a)f(zx) < (b—a)f(z")
_ 1 b
< = < *
f@) < Fany = gy | e < i)

Wegen vorausgesetzter Stetigkeit von f, existiert ein z € [a, b],

so dass f(2) = fap) € [f(24), f(z")]
Warnung: Die Aussage gilt nicht fiir beliebiges f € Ri[a, b]

Korollar 21.2: Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Integralrechnung
f€Cla,b] A0 < g € Rila,b]

b b
= / f(x)g(z)de = f(z)/ g(x)dx, fir z € [a, b]
a a
Beweis : Wegen g(z) > 0 mit z., z* wie in Satz 21.1

fl@)g(x) < fz)g(z) < f(a™)g(x)

{Monotonie + Homogen.

F@) [2g(@)dz < [P f(x)g(x)de < f(a*) [7 g(x)dz

b

Definiere h(x) := f(z) [ g(x)dx, dann ist h € C[a,b] und dann:
b

3z €[a,b]: h(z) = [, f(z)g(z)dz € [h(z.), h(z")]
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Beispiel: f05 e”® -sin(2?)dr = sin(z?) - f05 e %dx = —sin(2?) - [e7*]§ = sin(2?) - [1 — e~

g(z) (4(m)

aber sin(z?) fiir z € [0, 5] nimmt alle moglichen Zahlenwerte an und ist schwer abzuschétzen.

Satz 21.3: Hauptsatz der Differential und Integralrechnung
f€Cla,b] = F, f f(x)dz € Clla,b] mit F'(z) = f(2)

Beweis : Konvergenz aus Mittelwertsatz fiir b = 2

/j+hf(x)dx - /j fl@)dx = /;+h f(x)dx

z+h T
= / x)dx — / fl@)dx = hf(z)
/ fla
Division durch h und Grenziibergang h = 0 ergibt

Fa({c‘i’h)*Fa(‘%)

F,(Z + h) — F,(2) fur F,(Z

lim ﬁf(z): lim

h=0h h =0 h
i f(2) = () = = Fu(#) = Fi(3)

O

Interpretation: Unbestimmte Integration einer Funktion f(z) (dh. mit variablen Obergrenze i)
ergibt eine Satmmfunktion F(
genau : f(Z) lautet.

M.a.W. Die Differentation ist die Umkehrung der unbestimmten Integration

f f(z)dz, die stetig differenzierbar ist und deren Ableitung

Bemerkung: Bislang wurde mit & die obere Schranke von der Integrationsvariable z unterschie-

den.
= [, f@

Im allgemeinen wird jedoch nur F( dac +C, bzw. bleibt zudem a, die untere Schranke,
unspezifiziert und deshalb wird hauﬁg nur F(z) = [ f(xz)dz + C hingeschrieben, da fiir

a# a gilt : F,(Z) f f(z)dz = konstant beziiglich Z.
M.a.W. F(z) bezelchnet 1rgendelne Funktion deren Ableitung f(z) ist. C ist eine Konstante.

Integrant v. f(z) | Stammfkt. F(z) = [ f(z)dz + C | Bedingung
n 1L
™ T tC ne’Z;n#-1
x! log(z) +C reRT
2@ f;+c “1#a€eR 2>0
e e: +C ceR;c#0
sinz — oS
cos T sin x

ABER: f(z) = e® = F(z

wichtig.
spezielle Funktion : erf(x) =

= fe =" 4z besitzt keine symbolische Darstellung durch den
bislang bekannten Vorrat an elementaren Funktion. Als sogenannte Errorfunktion jedoch duferst

T _ .2
e vdx

5
7= Jo
Gute Nachricht : Bestimmte Integrale f; f(x)dx = F(b)—F(a) lassen sich fiir beliebig komplizierte,
aber hinreichend glatte Integranten f(x) sehr effektiv und zuverlissig berechnen.
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Beispiel:

n—1
[P f(x)dz =2 f(a)+ 3 fla+ih) + Lfb) mith=L2 neN

i=a
X4

Satz: Hauptsatz:
Jedes unbestimmte Integral, d.h. fiir beliebiges a ist eine Satmmfunktion von f(z), dh. es gilt fiir
F,:
ﬁFa(x) = f(z) fiir z € [a,b]
Folgerung: F, — F; hat immer die Ableitung £ [F, — F;] = f(z) — f(z) = 0 und ist deshalb nach

Mittelwertsatz der Differentialrechnung :

Schreibweise : F(z / f(z)dx 4+ C <= generische Konstante

Lemma 21.4: Fiir beliebige Stammfunktion F(z) von f(z) gilt :

/fmw=F@—Fw=me

Beweis :
(x) — Fo(x) = c € R, da beide Stammunktionen :
/f )dz = Fy(b) = F(b) —c = F(b) — F(a)
da 0= F,(a)=F(a) —c
O
Beispiel:

/5 sin(z)dx = —cos(x)|0% = —cos(g) —(—cos(0))=0+1=1
0

Warnung : Wéhrend sich prinzipiell jede, als Zusammensetzung elementarer Funktionen, aus der
Bibliothek := Alphabet (E := {+, —, %, /, ¢, sin, cos, exp, v/z, log, ...}) definierte, Funktion
f(x) symbolisch differenzieren lisst, ist die Umkehrung, dh. die Bestimmung einer Stammfunktion

z) = [ f(z) fast nie mdglich. M.a.W. : fiir nur ganz wenige f(z) lisst sich auch F(z), als
Zusammensetzung elementarer Elemente in E, ausdriicken.

Beispiel: F(z) = [ e 2y = ferf( ). Wegen praktischer Bedeutung wurde dem skalierten
unbestnnmten Integral spezieller Namen gegeben.

§22 Partielle Integration und Substitutionsregel

Da Integration nach §21 im wesentlichen Umkehrung der Differentation ist, sollte man fiir jede
Differentationsregel eine entsprechende Integrationsregel finden kénnen.
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Linearitit := f((;))(af(m) + Bg(x))dx = af z)dx +ﬂf( ) 9(x

Interessanter :

Producktregel : —> Partielle Integration (auch theoretisch wichtig)

Kettenregel : = Substitution der Integrationsvariable (trickreich!) <= CA - Systeme

Herleitung der partiellen Integration :
Producktregel fir H(z) = F(x)G(x), (Vereinbarung: [F'(z) = f(x); H'(z) = h(x); G'(x) = g(x)])
d

h(z) = - F(2)G(z) = f(2)G(z) + F(z)g(z)

—> nach Hauptsatz :
b
H(z)|" = H(b) — H(a) = / dx—/ fz d:v+/ F(z)g(x)dx
b b
— [ He)G@is = Fe)G@L, - [ F@g()is

gilt vorausgesetzt : f,g € Cla,b] = F € C'[a,b] und G € C'[a, b]

Interpretation: Ist ein Integrant zerlegbar in das Produckt f(z)G(z), mit einem ’einfach’ integrier-
baren Faktor f(z) und einem ’einfach’ differenzierbaren Faktor G(x), lohnt es sich im allgemeinen
die partielle Integration anzuwenden, dh. die Aufgabe f(z)G(x) zu integrieren, durch das Auffin-
den einer Stammfunktion fiir F(z)g(x).

Wiederholte Anwendung méglich.

Beispiel:

2 21 2
/ r -log(z)dr = — -log(x)|3 — / — = L()h —/ Liz =
T PACORE VETe) 2 1 2

210g(2) — 2} = 210g(2) — (1 1) = 2log(2) — *

Hinweis : fiir F'(z) = —2 + C kann C so gewihlt werden, dass der Term F'(x) liquidiert wird oder
sogar mehr von der gesammten Gleichung verschwindet.

Entsprechend fiir das unbestimmte Integral :
Juw'vdz = wv — [uv'dx
Beispiel:

/log(z)dx = / 1 -log(z)dx =z -log(x) — /x . %dm =zlog(x) —x+C

(@) 4G(x)

Probe : L (zlog(z) — 2+ C) =1-log(z) + z(2) — 1+ 0 = log(z)
Beispiel:
/ ¢ sin(x)da = e sin(x) — / ¢ cos(z)dz =
¢® sin(z)—(e” cos(x) — / ¢®(— sin(z))dz) = e” sin(z) — e® cos(z) — / ¢® sin(z)d
— 2 / ¢® sin(z)dz = e” (sin(x) — cos(x))
= / e” sin(x 62 (sin(z) — cos(x))
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Beispiel zur wiederholten Anwendung von partieller Integration:

n>0: [sin"(x = [sin(z) - sin"" ! (z)dz
fsm”(a:) = —cos(z)- sm”fl(x) — [ —cos(x) - (n — 1)sin"(z) - cos(x)dx
[sin™(z)dz = —cos(x)-sin" ' (z)+ (n—1) [cos®(z) - sin" *(x)dx
[sin™(xz)dz = —cos(x)-sin” ( )+ (n—1) [sin"2(z) — (n— 1) [ sin"(x)dx
n [sin"(z)dx = —cos(x)‘ flrll ) + (n —1) [sin"?(z)dx
fsm”(a:)dx = M +(1—-21) [sin"?(z )dl’
fsm _ — cos(x) :Lln" NED) + (1 _ %) — cos(x) :Lm 3 () + (1 1 _ 1 fSlIl

Wiederholte Reduktion des E(x)ponenten ergibt schliefllich fiir den letzten Term f sin(z )dx =
—cos(z) falls n gerade ist bzw. wenn n ungerade ist: [ sin’(z)dz = z.

Herleitung der Substitutionsregel aus der Kettenregel

Seien f(x) = F'(x), g(x) = G'(z ) h(z) = '( ) und H(z) = G(F(z)). Die Kettenregel der Dif-
ferentiation besagt dass h(x) = H'(x) = [G(F(z))] = g(F(z)) - f(z) Nach dem Hauptsatz erfiillt
H( ) als Stammfunktion von h(z): f: h(z)dz = H(x)|%. Also gilt:

J2 9(F(@)) - f)de = [} ha)dr = H(x)[; = Hb) - H(a) = GFY)) = GF(@) = C)[5(;) =

fF(b
F(a) 9
= fa g Jf)) f( dl‘— fF(a dy
In Leibniz—Notatlon mit y = F(z) = f(z) = F'(z) = LF(z) = dy.

dx*
f(f g(y)%dm = f F(a) 9(y)dy Die urspriingliche Integrationsvariable dx wird also durch die Integra-
tionsvariable dy ersetzt (substituiert) nachdem es gelingt den Faktor f(x) = % vom Integranden

abzuspalten. Bei bestimmten Integralen miissen auflerdem die Integrationsgrenzen angepasst wer-
den. Fiir unbestimmte Integrale gilt: fg(y)%dx = [g(y)dy

Beispiel zur Substitution bei bestimmtem Integral:
N In?(z)dzx
Substitution: y = In(z) = jz — %
g l In(x :
ff%ln dl’—fn(x) 2dy_3y30( )lens(x)

Beispiel zur affinen Beziehung bei der Standardsubstitution:

f; glex + c)dz

Substitution: y = ex + ¢ = 33’ =e

f glex + ¢)dx = 1f glex + c)edr =

eb+c
2 Jeare 9(¥)dy

Beispiel zur ,,Gegenrichtung* mit ,,trigonometrischer Substitution*:
0<y<1:Bei foy /1 — y2dy substituiere y = sin( ) = g—y = cos(x).
0<z<7%: f; \/1—=sin®(z)cos(z)dx = [} cos?(z)dx = [ 1dx — [; sin®(z)dx
=z — 3z + §sin(2z) = Jz + +2sin(z) - cos(x) = %arcsm §y\/1—7

8§23 Integration rationaler Funktionen

1. Fall: Quadratischer Nenner, konstanter Zihler: [ dx.

1
azr2+28x+y
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1. Fiir a = 0 l&sst sich das Integral durch Substitution y = 20x + v bilden:
i ﬁdm = %f 2ﬁ2wivdx = 2ﬁ i %dy = %ln(y) = %ln(Qﬁm +7)

2. Fiir o # 0 lésst sich das Integral auf a = 1 normieren: = f
Sei also 0.B.d.A. o = 1:

1 _ 1 —
f mdﬁr = f m j\md = f 2+'Y dy mit SubStltuthn
y=x+pund v =y — 3>

1
——F = al
:c2Jr2B:chAY

L2 L1 1
(a) Fiir %2 =v < 0—7’.fy—2dy_—§_—m

(b) Fiir 8% <~ <:> 0< = 7%
oty = 3 oy = ] iy = 4 [ st

_ d _ 1 .1 1 _ 1 _
Substltulere z = tant — ﬁ = m. gfzziﬂdz = j‘mcosz( )dt
1 1
5 f sin(t)2+4cos?(t) dt
-1 — 1, _ 1 -1 yy— _1 Y\ — 1 z+0
=z J1dt = st = 3 arctan(z) = 3 arctan($) = 7 arctan(\/?) RV arctan(m

(c) Fiir 32 > v <= 0>+ = —7%
Rk i it iaai= L L
1

1 ly=al 1 gy BV o [EEA—VE2 |
25 ly+7| 2/ =" |z+B+v—~| 2\/ﬁ2*’7 \w+ﬁ+\/ﬁ27'\/|

¥
Qr"—‘

Lemma 23.1:
1 43 s 2
———— arctan fir v >
V=82 (\/v 52) V>0
1 _J) -1 s — 32
f 24+28x+y dr = z+p fiir v B
1 In |[z+B—+/B%2=7| fiir ~ < 32

2V/B2—y " etB+y/B2 ]

Beweis : Durch Probe, d.h. differenzieren, wobei

d 1 d 1dz 1 . 1.
Iy arctan(y) = 11 und T log(z) = ol do = 2l sign(x) = . fir x #0
1. Fall
1 1 1 1
-5 @+8? | Vy—p y+at+26e
I+
v=8
2. Fall
d -1 1 1 1

drz+B8 (@+B)2 22+28+3 22428+~
3. Fall mit Herleitung:

0>w:—5/20Bd.A.,6:0

1 1 1 3 By |z — 7|
- — = — — — —|der = —|logle —~| — |z + —lo
/x2 Lv 1+7} 27[ L S e+l

Riicksubstitution ergibt Fall 3.
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Lemma 23.2: Allgemeiner rationaler Fall

Aus Algebra ist bekannt:

e Die Menge R[X] von Polynomen mit reellen Koeffizienten ist ein euklidischer Ring, d.h. fiir
gegebenes P(x) und Q(z) existieren Polynome S(z) und R(z) mit

P() = Q(a) - S(x) + R(x) mit deg(R(x)) < deg(P())
P(x) R() .
~ ) Q@ 1

Da Integration von S(z) trivial 0.B.d.A. mit deg(P) = m < deg(Q)

=5(z) +

n, (n—n,)/2
Q(x):H(x—)\j)- H (2® + Bj +) mit ~; >572
j=1 j=1

wobei A; fiir j = 1...r sind reelle Nullstellen, —3; & 44/v; — [3? komplexe Nullstellen.

e P(x)/Q(x) hat immer eine Partialbruchzerlegung, die "normalerweise”, d.h. wenn alle Null-
stellen unterschiedlich sind, die folgende Form annimmt:

n, (n—nr)/2
P(x) A Bz + Cj . o
= — 4 _ mit A;, B;,C; € R eindeutig
Q(z) ;( =) Z; 2?4265+ e

Auffinden der Koeflizienten A;, C;, D; durch Koeflizientenvergleich in polynomialer Identi-
tat:

E A E B Ci)| =—————
ot ($2+2ﬂjx+7j
Integration nach Partlalbruchzerlegung erfolgt pro Term:

A
/ 4 _da::Ajlog|a:—)\j\

Z— )\
BIE+C /B "‘rﬁ; +C jﬁjda)‘
x2+2ﬁj+% 2 4265 +;
:}/ 2B;(z + 5)) dx+/ Cj — Bip;
2) 22+265+; 24205 +;

B.
:§10g|$2+2ﬂjx+’Yj|+(Oj76]'Bj)( )

—_———

wie Lemma 23.1

Bemerkung: Auch in “nicht normalen”Féllen (Nullstellen mehrfach) ist die Integration von
P(z)/Q(z) moglich und ergibt:

P
/ QE;; dz = polynomiale + rationale + polyn. logarith. + poly. arctan
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Beispiel:
P(x) 2?’4+z-1
Q(x) 23+
?>+x—-1 A Bx+C
xz(x? +1) T z?2+1
Pla)=2>4+2—-1=A(*+1)+(Bx +O)x
=(A+B)2* +Cz+ A
= A=-1 C=1 B=2

P(m)i—il+2x+1
Qz) =z 22+1
P(x) 2
dr = —log |z| + log |z© + 1| + arctan(z
IEe g o] + Iog|a® + 1| + arctan(z)

824 Anwendungen und uneigentliche Integrale
Beispiel: Fliche:

1. Cartesisch, d.h. Rand gegeben durch y = f(x) > 0.

b
AN f(z)- Az yv— / f(x)dx

2. Polar, d.h. Rand gegeben durch r = r(¢)
1 1 [¥
A 527"(30) A ——— —/ r(p)de
$o

Ap—0 2

Beispiel: Viertelkreis: f(z) =v1—2?2mit 0 <z <1
Cart. A= fol V1 —x2dx = 7 (durch Substitution x = sin.)
Polar A = %ff r(p)dyp = %fo ldp = %go‘g =1

Beispiel: Bogenlidnge L der Randkurve:
(Ay)?

Cartesisch: L= Z (Az)? + (Ay)? = ZA$ L+ (Az)2

| Az —0

- [ [ ()
Polar: L=3 r(Ap)? + (Ar)? = me

1 Ap—0
Ar

/ 2+ (r')2dy mit 7’ Acp
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Beispiel: Verallgemeinerung von Cartesisch und Polar

(z(t),y(t)) : [a,b] — R? Kurvendarstellung

b
L= / V()2 +y/(t)2dt mit 2'(t) = %x(t)

Satz: Volumen eines Rotationskorpers (FaB, Vase)

b
V= 7r/ f(z)?dx ZTFf(]))QAl‘

M:27r/ab\/w-f(x)dx /14 (ig)zx.w(z)

Definition 24.1: Vorausgesetzt, —co < a < ¢ < b < oo und f ist auf jedem Intervall [a, B] C (a,b)
riemannintegrierbar. Dann setzt man im Falle der Konvergenz der jeweiligen rechten Seite:

b b
/ f(@)dx :=1lim [ f(x)dx mit b = oo oder f(b) = oo moglich
c b/bJe
aN.a

/ac f(z)dz := lim /ac f(z)dx

/ab F(x)dz = / F(z)dz + /Cb f(z)dz

vorausgesetzt, die Summanden auf der rechten Seite sind beide nicht unendlich mit engegenge-
setzten Vorzeichen. Falls die jeweiligen rechten Seiten endlich sind, sagt man, die Integrale auf der
linken Seite konvergieren. Falls die Grenzwerte auf der RHS bestimmt divergieren, dann heiflen
die Integrale auch bestimmt divergent.

Erinnerung

~ l; ~
fitr F(5) = / @), tim F(E) =7 < o0

ist nach Cauchy erfiillt, gdw. V ¢ > 0 3 by : so dass by < by < by < b gilt:

ba
f(x)dx
b1

|F(b2) — F(b1)| = <e

Beispiel:

® divergiert bestimmt Jfalls s <1

/ 1 fx)dx = / ' i du {konvergiert bestimmt ,falls s <1
0 0

/oo Fade — /00 idx {konvergiert bestimmt ,falls s > 1
1 1

s divergiert bestimmt Jalls s > 1
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Ein Beispiel fiir echte Divergenz, dass heiffit weder bestimmte Divergenz noch Konvergenz ist

f(z) = sin(z).

Definition 24.2: Absolute Konvergenz
f; f(z)dz heiBt absolut konvergent, gdw. f: |f(x)|dx konvergent ist.

Satz 24.3: (Majorantenkriterium
Falls |f(z)| < g(x) mit f, g im Inneren von (a, b) riemannintegrierbar, dann folgt aus der Konvegenz
von f;g(x)d:ﬂ die (absolute) Konvergenz von f; f(x).

Beweis : 0.B.d.A f auf [a, B] mit b < b riemannintegrierbar.

b b b ba b2 b2
[ r@a=tim [ p@yie — | [ @ [ f@ael =1 [ f@pael < [ 1p@las

b,bJa a a
< bblz g(z)dz. RHS wird bel. klein wegen Konvergenz des Integrals in g.
O

Folgerung: Fiir g(z) = | f(x)| ergibt sich die Implikation: absolute Konvergenz = Konvergenz

Beispiel:
> 7(132 ! 7(172 > 712
a) e Pdr=[ e ¥dr+ e " dx
0 0 1
endlich
o0 2 o0 _ 2 _ .
e P dx < e *dx dae™ <e *firz>1
1 1
oo
1 1
=— % =-+4 lime ==
1 e r— 00 e
> q 1 bt
b) / —sin(z)dz = lim | ——cosz —/ cos2xdz
. T b— 00 x Y

Da % < 1—12 und f:o :%2 konvergiert, muss auch f:o “%5%dx konvergieren.

— [ Lsin(z)dz konvergiert.

Satz 24.4: Riemannsches Verlgeichskriterium fiir Reihenkonvergenz

Sei f : [0, 0] —~ R4 monoton fallend, dann ist die Reihe Y p- , f(k) genau dann konvergent, wenn
das Integral [~ f(z)dz konvergiert.

Beweis : Wegen Monotonie gilt:

k
f(k) < - f(@)dz < f(k—1)
k k k—1
— > f6)< [ e <Y 10)
j=1 0 =0

— falls Reihe konvergent, ist Integral beschrénkt.
Umgekehrt impliziert [, f(z)dz < oo, dass die Reihe > 5=y f(4) und somit auch 3772 f(5)
beschrankt und absolut konvergent.
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Globale Approximation mit Hilfe von Faltungen

Motivation

Taylorpolynome/-reihen liefern gute Approximationen hinreichend glatter (d.h. wiederholt diffba-
rer) Funktionen in unmittelbarer Nachbarschaft eines Punktes. Ziel ist Approximation moglicher-
weise nicht-glatter, aber stetiger Funktionen in einem ganzen Intervall [a,b] durch Polynome oder
andere spezielle Funktionen,z.B. trigonometrische Polynome

Za]— cos(jmx) + bjsin(jmx) ; a;,b; € R
Jj=0

Definition 25.1:
Fiir richtungsstetige Funktionen f, g € Re(—00,00) mit 00 > || f||ec = sup,cg |f(z)| und [7_|g(z)|dz <
oo ist das Faltungsprodukt h = g * f = f * g definiert durch:

hw) = (f + 9)(x / F(t)g(w — t)dt = / 9(0)f (@ — )t
eine eindeutig definierte Funktion auf R. Faltung heiffit auch Konvolution.

Bewe1s : Das unendhche Integral h( ) konvergiert fiir beliebige z € R, da:
(@) =1/ fOg(@ — t)dt] < [7_|F()llg(a — t)|dt
S I £]]oo - ffoc lg(x —t)|dt = || f]|oo - ffoo lg(t)|dt < 0 = absolute Konvergenz —> Konvergenz

O

Von Interesse sind Faltungen mit Familien von nichtnegativen Funktionen.

Definition:
Eine Folge 0 € Re(—00,00) von richtungsstetigen Funktionen heifit Dirac-Folge, falls

1. dp(z) >0firzeR; keN
2. [ 0p(z)de =1 fir k €N
3. Ve>0Vr>03dkg: f (Sk >1—5furk:>k:0

m.a.W.: Maximal ein e-Anteil der Flidche unterhalb 0y (z) liegt aufierhalb (—r,r).

Beispiel Landau Kerne:

L1 —22)k | fall <1
Lm):{ck( W)t falls o] <
0 , sonst

Im Folgenden wird die 2. Eigenschaft der obigen Definition nachgewiesen
Setze ¢, = f_l (1 —2?)kdr = 2f01 L—az)% (1 +a)kdx
> 2f0 (1 —z)rdr = —k—ﬂ(l — )kl = k—il
= 0<c¢y = [Liy(x)dz=1
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Im folgenden wird die 3. Eigenschaft nachgewiesen

1-— f Lk dCE = 2] Lk d.T
= 2f Lk d{E
= 2[(1-a? )kdx
< (k+1) frl Hkdx
< (k+1) f: 2k da

= (k+1)(A—-r)F1-7)
= 0 fiir alle r € (0,1]

Somit bilden Landau Kerne Dirac-Folgen.

Satz 25.3:
Sei f € C(—00,00) mit ||f]|co < 0o und (dx)ren eine Diracfolge, dann gilt firr fi(x) := (6x * f)(2):

1. punktweise Konvergenz, d.h. limy —  fr(z) = f(z) fir z € R

2. gleichméBige Konvergenz, d.h. limy — o ||fx — flloo = 0, falls f selbst glm. stetig.

Beweis :

) = S@I =1 [ =)= 5@) - o

s/#uu—ﬂ—ﬂww@@w+/ uw—w—ﬂmw@w+/muw—w—ﬂm+@w

-r — 00

Fiir € > 0 existiert wegen der Stetigkeit von f an x ein r > 0, so dass

| ™

[ a0 - s@p s 5 [ o s
~—

- -r

IN

£
2

Dann existiert wegen der Dirac-Eigenschaft ein kg, so dass fiir
k> ko, J7, 0p(t)dt < grfz und:

[ vam [0l @) a0 <2l [ 0a <

-
———

£
S M=

Die Summation der drei Integrale ergibt:

(@) = f@)l < 5+ % =

Damit ist punktweise Konvergenz (1. Eigenschaft) bewiesen. Falls f(z) gleichmiflig stetig ist,
konnen r und ko unabhéngig von x € R gew#hlt werden, so dass ebenfalls gleichméige Konvergenz
gegeben ist: || fr — flloo <€

Beispiel:

|z| -, falls |2] <1 .
= = 1
J(@) {1 , falls |z] > 1 min(je], 1)
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mit O (z) = {

fr()

fi(z)

b falls 7] < ¢

0 , sonst

(f *d1)(2)
ff% flz —t)kdt falls k > 2,|z| < +folgt:

1
%f_k; |z — t|dt

k
k(® E (% |p—
> oy lw—tldt+ 5 [F o —t]dt

2 1

& [m(m—f—%)— %If% + Lk —2(3 —:U)]
JEEE R R R B hal

3
2a® + 5]

Rest: Ubung.

An drei Ecken ist f; gerundet und einmal stetig diffbar. GleichméBige Konvergenz f, — f.

15
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Satz 25.4 Weierstraf3scher Approximationssatz:

Jede auf einem beschrénkten (kompakten) Intervall [a,b] C R stetige Funktion f l&sst sich durch
eine Polynomfolge fi(x) gleichmifliig annéhern, so dass

17 = il = max /(@) = fil@)low = 10

Bewelis :
Beweis unter Sonderannahme:

Zunichst wird angenommen, dass [a,b] = [0,1] und f(0) = 0 = f(1). Dann erfiillt die triviale
Erweiterung auf (—oo,00)(V x ¢ [0,1] : f(z) = 0) die Voraussetzung von Satz 25.3 mit Landau
Kernen als Dirac-Folge.

Zu zeigen bleibt, dass fi Polynome sind.
& .
olw—t) =L -[1—(@-0)2F = L. 50 oy(t) - o
ck;(t) ist ein Polynom beziiglich ¢. Daraus folgt durch termweise Integration:
fk({l?) = fO §kkx — t)dt
2 ;
= Jo ézj of() Ckg( )a! dt
2%k
= i > i—o fo - ck; (t)dt)

= Polynom vom Grad <2kinz
Damit ist der Beweis unter Sonderannahme erbracht.

Reduktion des allgemeinen Falles

0 fiir = ¢ [0,1]

fa—=1undb=3 soist F— 4z - f(a) fiir x € [0, ]
Seia=7und b= % soist f = fl(z—Ha+ (3 —2)b) fﬁrxé[%é]
41 —x)f(b) fiir z € [3,1]

Anwendung von Weierstrass im bewiesenen Spezialfalls ergibt Folge von reellen Polynomen Py, so
dass || f(z) — Pi(x)]|oc = 0.

Daraus folgt fiir Py (z) = Py (%), dass ||f(z) — Pu(2)]|loo = £ =0

Interpretation
Die Menge der Polynome PJa, b] liegt in dem Raum Cfa, b] “dicht”, d.h. jedes Element f € Cla, b]
ist Grenzwert einer Folge aus Pla, b] und zwar beziiglich der Supremums-Norm auf [a, b].

M.a.W.: Der Abschluss von Pla,b] in Cla,b] ist der ganze Raum C[a,b]. In der 4. Ubung soll
gezeigt werden, dass der Abschluss von P[0, 00) in C[0, c0) eine echte Teilmenge von C|0, o0) ist.

Vereinfachung des Approximationsproblemes:

Betrachte die £2-Norm auf [a, b]:

1£ll2 = / fla)?da)t < /Ilf\|2 dz)¥ = ||floe- Vb —a

Annéherung von f durch die Folge fi im quadratischen Mittel verlangt 'nur’ dass:
lf = fellz2 = 0 fir k = oc.

Wegen || |2 <vVb—a-| -]l folgt aus ||f — fkllo = 0 auch die Konvergenz im quadratischen
Mittel.
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Die Umkehrung ist nicht der Fall, z.B.:

) 1, fiir o] <1
fir f=0, fpx= X[-+,41 = {0 sons|t‘ '

ergibt || fx||3 = f% 12dz = 2 = 0fiir k = 0. Also konvergiert fi im quadratischen Mittel
gegen f = 0.

Andererseits gilt fir k < I

I fx = fillo = sup,er [ fr(z) — fi(2)] = sup,cr |X[—%,—%]u[1 l]| =1

Also ist fi keine Cauchyfolge bzgl. || - ||co und kann keinen Grenzwert haben.

=

Bemerkung:
k

[ felloo /I fxllz = 3 = oo, fiir k —> oo.

Ziel:

Annéherung von periodischen Funktionen f: R = R durch trigonometrische Polynome f; mit
minimalem Abstand || f — fx]2.

Definition 25.6:
Fiir integrierbare Funktionen f, ¢ mit gemeinsamer Periode T' > 0, d.h. f(z + T) = f(z) und

glx +T) = g(x). Setzte:
c+T
|um[/ f(@)da

1
2

=< f,f>?

,wobei
c+T
<fg>= [ f@g)s
Hierbei ist ¢ € R beliebig und kann 0.B.d.A zu 0 gesetzt werden.

Lemma 25.7:

Mit wy, == % gilt:
[ cos(woz)[I3 =
| cos(wr)||3 = firk=1,2,...
[sin(wez)[13 =

fiir k,1 € NU {0}
fiir k # 1

< sin(wyx), cos

S R R

(wiz) >
< sin(wga), sin(wz) > =
< cos(wgx), cos(wyx) >

Beweis :
Alle Aussagen konnen durch zweimalige Partielle Integration hergeleitet werden.

Interpretation

2rkx
T

), COS(%) fiir k = 1,2,... sind orthogonal zueinander bzgl. < , >.

Die Funktionen 1, sin(

Vorlaufige Annahme:

f ist gegeben durch Koeffizienten a; € R fir ¥ > 0 und by € R fiir & < 1 durch f(z) =
ap + Y ey ak cos(wyz) + by sin(wyx).

Gilt aulerdem, dass die Reihe gleichméflig konvergiert, was insbesondere die Stetigkeit von f
verlangt, so darf man gliedweise integrieren.
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fo ) cos(wjx)dr = fOT(ao + > pey ag cos(wyx) + by sin(wgx)) - cos(w;x)dx

= ag fOT cos(w;z)dr + Y oo | ak foT cos(wyx) cos(w,x)dx
+by, fOT sin(wgz) cos(w;z)dx
= ag < 1,cos(wjz) >+ ap < cos(wrx), cos(w;x) > + > by < sin(wyx), cos(w;z) >

Fiir jedes j > 0 fallen auf der rechten Seite nach Lemma 25. 6 alle bis auf einen Term weg, so dass:

j—O:>f0 dm—aofo 1da:—a0T:>a0—Tf0 x)dx
j>0 = fo (z) cos(wjz)dzr = a; fo cos(w;z)’de = aj =2 fo ) cos(wjx )dx
entsprechend ergibt sich: fOT f(z) sin(w;z)de = bj||sin(w;z)||3 = by =2 fo ) sin(wjx)dx

Definition 25.8:
Fiir beliebiges integrierbares f mit Periode T, nennt man

k
fe(x) =ao+ Z a;j cos(w;x) + bj sin(w;x)

j=1
mit a;,b; wie oben, die k-te Fourierapproximation von f(x).
Zentrale Frage:

Unter welchen zusétzlichen Voraussetzungen an f gilt: || f — filloo = 0 oder ||f — fill2 = 0
oder fr(x) = f(z) fur bestimmte x.

Satz 25.9: Darstellung von Fourierentwicklung durch Faltung. Fiir periodisches integrierbares f
gilt mit fj, wie in Definition 25.8.

sin((2k + 1)7 )

sin(%%)

fx = [ * Dy, wobei Dg(t) :=

Dy, heifit Dirichletkern fiir k =1,2,... Dy(t) :=1

Beweis :
Sei fy(z) ==+ fOT f(z)dz + Z?:l 2 UOT f(t) cos(w;t)dt - cos(wjz) + fo ) sin(w;t)dt - sin(w;x)

Da die Summe endlich ist, kann Summation und Integration vertauscht werden.

= % fOT f(t) - [1 +2 Z?Zl(cos(wjt) cos(wjx) + sin(w;t) sin(ij))} dt
= = fOT t) - [1 +2 Z?Zl cos(w;(t — x))} dt
= fo (x — t) Dy (t)dt

. k
wobei Dy, := 7 [1 +235, cos(wjt)}
z.z.: Dy hat ausgegebene Form:
Darstellung der Fourierentwicklung durch Faltung

T) = %fOT f(z—1t)- Dg(t) mit Dg(t) = 1+2 ﬁ:lcos(%j;) —

sin((2k+1)m %) falls T=27 sin((k+3)t)
sin(m %) - sin(%)
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Darstellung von Dy, durch Induktion nach k, k =0: = Dy(t) =14+0=1

Induktionsschluss:

(D — Di—1) sin(r4) = 2cos(2nk %) sin(m ) = sin((2k + 1)7 %) — sin((2k — 1)74%) (1)
= sin(2k7 %) cos(m%) + sin(m£) cos(2km %) (2)

— sin(2km %) cos(m ) 4 sin(m %) cos(2km %) (3)

= sin(m %) cos(2km %) - 2 (4)

(]

Satz 25.10: Konvergenz der Fourierreihe (Dirichlet)
Ist f: R = R richtungsstetig mit Periode T, dann konvergiert die Fourierreihe an jedem Punkt
x, wo f links- und rechtsseitig differenzierbar ist und es gilt:

im @) = 3G+ fe)] mit fa0) = b f(2), f(e1) = i (7).
Insbesondere ergibt sich . gn fe(x) = f(z) falls f(z-) = f(zy), ie. f stetig an x.

Beispiel
f(x) = [sin(§)| mit 7' = 27. Berechnung der Koeffizienten:

*

3 o

ap = i ffﬁ | Sin§|dx = %fo7r sin §dr = %[_ cos(3)]§ =
¥op=2 " |sin §| sin(kx) dx =0

—_——

ungerade

ar = l/ cos(kz)| sin£|dx = 2/ cos(kx) sin(f) = l/ [sin(k + 1)ac —cos(k — 1)ﬂr;]dﬂ: (5)

- s

B 1[—cos(k‘+%)m cos(k — 3)z ] = 1[ 1 1 ] 1 -1 (6)
= — ol = — _— | = -
m k+3 k—3 Tk+3 k-3 mwk2-—1%
= |sin(%)| =2 - ,;::1 w(kii) cos(kx)

Nach Satz 25.10 gilt die punktweise Konvergenz an allen Stellen z € R, so dass |sin §| auch an
x = 0 richtungsdifferenzierbar.

Probe an der Stelle z = 0:

0 2 & 1 1 2.1 1 1 1 1 1 1 1
sin—=|=0=— — — = (2 — —_——||l=—2—-4+ -5+ —=.
R T TR I U= S s Lk R R A

(7)
1 1 1
:;[271]7;'0:0 (8)
2
1 k= oo

Bemerkung: Konvergenz ist langsam, da: f(0) — fx(0) = ——— 0 gerade noch.

7(k+ % )
Bewelis :
Hilfsaussagen:
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k
* lzfog Dy(t)dt = L da Dy(t) =1+2 Z cos(2mkL) = f_og Dy(t)dt = L und fog 1 =T sowie
=
751n(k7r)+5m(0) _
27rT 0

—sin(27k4)
27743

T
2

fO% cos(2mk %) dt =

(e}

* 2:(Dirichlet-Lemma) Falls h auf [0, 2] richtungsstetig, so gllt hm fo (t) sin(2mk %) = 0 (geht

auch mit ((2k + 1)7%) ).

Da h richtungsstetig ist, gibt es zu jedem € > 0 eine Treppenfunktion h. mit:

€>[|h—heloo = sup |h(t) = he(t)| Mit Z =[2, =0< 21 < 20 < ... < 2, = 5] eine Zerlegung
0<t<ZT

von h. ergibt sich:

Zitl cos(2mkL) .

) sin( 27rk Ydx| = ¢; sin( 27rl<: )dt| = ¢— L7 2l 9

[ = \Z/ = |Z el o

<|[kelloo <1 <1
RPN ki ok izt .
SZ o | cos(2mkZE) +|kcos( k=) < 2||he||ooT k= 0

i=1 27TT 2rk

(10)

Daraus folgt fiir festes e:
lim sup| / " h(t)sin(2rk2)dt) < lim sup| / " (h(t) — he(t)) sin(wpt)dt] + | / * he(#) sin(wrt)dt]
k — oo 0 T k — oo 0 0
(11)

T

T
z T
< / 17 = helloo| sin(wst)|dt +  lim |/2 he(t) sin(wpt)dt] < e
0 k — oo 0 2

=0
(12)
—> Behauptung, da € beliebig gew&hlt werden kann.
Beweis der Hauptaussage:
1 1 1 (=
filw) = 51 @) = 51 @s) = = [ fle—)Dy(b)dt - " HeoDdi— [ fe Do
-% -%
1 (%
_ 1 / (=) = e Dulvydt + 3. [ (e~ 1) = s Duloy
0

Fiir das zweite Integral gilt:

T

z [f(z—t) — f(z_)] t t

2k + 1)m=)dt
/0 t sin(7 %) sin((2k + )WT)

T
richtungsstetig auf [0, 5]

folgt aus vorausg. Ex. von
fla—t)=flz_) _

7 — linke richtungsabl.

lim
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Also erfiillt h(t) := % die Voraussetzungen von Hilfsaussage 2 und das zweite sowie
N T

entsprechend das erste Integral konvergieren fiir k' = oo gegen Null [

Mit Mitteln der Theorie der Hilbertraume wird im folgenden bewiesen:

Satz 25.11: Konvergenz der Fourierreihe im quadratischen Mittel.
Fiir richtungsstetige Funktionen f : R = R mit Periode T konvergiert die Fourierreihe immer
im quadratischen Mittel, dass heif3t:

lm(1F = fel3 = tim [T (f (@) — fu(a)de =0
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VI: Metrische Riaume

§26: Definitionen und Beispiele

metrischer, normierter und Skalarproduktraum, elementare Implikationen zwischen den Rdumen,Cauchy-
Schwarz-Ungleichung, Youngsche Ungleichung, Holder-Ungleichung, Minkowski-Ungleichung

Metrische Riume

euklidischemRéume R™

- (O
Skalarproguktraume O Hilbertrdume D C™
D

Normierte Raume Banachraume
n

Metrische Rdume D vollstindige Rédume
Hilbertrdume, Banachriume, vollsténdige Rdume entsprechen dem vollstdndigen Abschluss von
den Raumen auf der linken Seite.

Bemerkung:

*1.) Beliebige Teilmengen eines metrischen Raumes sind wieder metrische Riume, was fiir nor-
mierte Rdume nicht gilt. Metrische Rdume treten héufig als Teilmengen von Hilbertrdumen der
Banachriume (z.B. Kugelfliche und andere Manngifaltigkeit).

* ii.) Bis auf Isomorphie gibt es genau einen reellen und einen komplexen Hilbertraum der Dimen-
sion n € N oder n = oo vorausgesetzt wir verlangen Separabilitét.

Definition 26.1: Metrischer Raum
Eine Menge X heifit metrischer Raum, falls es eine Metrik genannte Abstandsfunktion d : X x
X = [0,00] gibt, so dass fiir alle z,y,z € X gilt:

*1.) d(z,y) = 0 & = = y Definitheit
*ii.) d(x,y) = d(y, ) Symmetrie
*iil.) d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) Dreiecksungleichung.

Triviales Beispiel ist die diskrete Metrik mit:
d(z,y) =0fallsy =, oo falls y #x

Definition 26.2: Normierter Raum

Ein Vektorraum X iiber K = R oder K = C heifit normiert, falls eine Normfunktion ||-|| : X =
[0, 00) existiert, so dass mit || : K = [0, 00) der iiblichen Betragfunktion in K fiir alle u,v € X
und o € K gilt:

*1.) |Ju|| = 0 < u = 0 Definitheit
*ii.) ||au|| = |a ||u|] Homogenitéidt
*iii.) |Ju + v|| < ||u|| + ||v|| Dreiecksungleichung

Definition 26.3: Skalarproduktraum
Ein Vektorraum X iiber K = R oder K = C heifit Skalarproduktraum, falls es ein inneres Produkt
oder Skalarprodukt (-,-) : X x X = K gibt, so dass fiir alle u,v,w € X und a, 8 € K gilt:

*1) (u,u) > 0mit (u,u) =0 u=0
*ii) (u, v+ w) = (u,v) + (u, w) und
(au,v) = alu,v) A {u, fv) = B{u,v) (Bilinearitit)
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*1ii.) (v,u) = (u,v) mit ~ Konjugation in C und Identitét in R

Lemma 26.4: Elementare Implikationen zwischen den Réumen

*1.) Jeder normierte Raum X ist metrisch fir d(z,y) = ||z — y|| z,y € X

*1i.) Jeder Skalarproduktraum ist normiert beziiglich ||u|| = /(u,u) fiir v € X und es gilt die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung: [(u, v)| < ||u]| ||v|| fur u,v € X

Beweis :

*1.) Folgt unmittelbar aus der Definition
*ii.) Zum Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung betrachte o € C:

0 < |Ju+av|)? = (u+ av,u + av) = (u+ av,u) + (u+ av, av) (13)

= (u,u) + (o, u) + (u,0v) + (v, av) = [Jul|* + a(v, u) + a(v, u) + |of*[|]|*
(14)

Setze o = — fr;ﬁg = - fﬁ,ﬁg
(w,0)” _ [(wo)*  [wo)l? o 2w v)?
0 < [ful]* - - + [ol]* = [lull” = (15)
o]} [loll? [lol]* [l

= |(u, o) < [Jul® [Jo]* = [(u, 0)] < [lull |[v]] (16)

Zum Beweis der Dreiecksungleichung;:

[lu+]* = [{u+v,u+v)| < Jull® + [{u, 0)] + v, w)] + [[0][* < [ull* + 20 {w,v)| + []o]* - (17)
< Jul[* 4+ 2[ul] [|v]] + |Jv]|*> < (J|u]| + ||v]|)*> == Dreiecksungl. durch Wurzelziehen

(18)

(]

Beispiel:
*1.C" := {(u;)’ : u; € C} ist komplexer Skalarproduktraum (und sogar Hilbertraum) beziiglich

des Skalarproduktes (u,v) = Y u;0; = (v, u)
i=1

* 2. C([a,b],C), dass heifit der komplexe Raum der komplexwertigen stetigen Funktionen auf
reellen Intervall [a,b] mit —co < a < b < oo ist ein Skalarproduktraum (nicht Hilbertraum)
beziiglich des inneren Produktes:

b

b
<f,g>=/ f(m)g(x)dl“:/ [Re(f(2)) Re(g(2)) + Im(f (2)) Im(g(x))]dz (19)
b
+i/ [Re(g(2)) Im(f(x)) — Re(f (2)) Im(g(x))]dz (20)

wobei f € Cla,b] < Re(f(z)),Im(f(x)) € Cla,b] und damit integriebar.
*3.12(C) = {(u)2; : u; € Cso dass:||ul|3 = D002, |us|* < oo} ist Skalarproduktraum (und sogar
Hilbertraum) beziiglich (u,v) = >":°, w;v; € C.

Bemerkung:
Inneres Produkt ist eindeutig definiert, da nach Cauchy-Schwarz gilt:

n n 3 n
| 20 witi| < 30 Juil [oi] <y [0 il [ 20 [oil® < fullaf[v]]2
i=1 i=1 i=1 i=1

Also ist Y2, u;v; immer absolut konvergent und wir diirfen gliedweise manipulieren, zum Beispiel
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um {(u,v + w) = {(u,v) + (u, w) zu priifen.

Bemerkung:
Fiir den Nachweis von Normeigenschaften auf Folgen und Funktionenriumen benétigt man fol-
gende Ungleichungen.

Lemma 26.5: Holderungleichung (Verallgemeinerung von Cauchy auf R™)
Falls p > 1 < g konjugiert sind, dass heifit % + % =1 gilt fiir z;,y; € C, gilt:

*1) |x\|y\ < @ + M Youngsche Ungleichung
ii.) Z |zsyi| = Z |xz||yl| < (Z |x1|p) (Z lyi|? ) Holderungleichung (ergibt Cauchy-Schwarz

fiir p = q =2)
Bewgis :
) Ubung
i) 3 phitiel < 2l + i) = i 2 > ol mit [full = (3 fus?)
Tullpllolle = & p1Rlly ™ allllf/ — Pl & q||v||qi 17 :
n n
und [lol] = [Sloil)s = 3 ity <1 = 3 luillei] < llullpllell,
=1 1=
O
Satz 26.6: Minkowski-Ungleichung
Firp > 1 und u = (u;)24,v = (v;)32, gilt:
. oo oo o
1) Jfu+ ol = z i+ il < ) 32 sl? + ] 3 foilP = llullp + 1ol

1

i) [f2 £ (@) + g(@)|P]7 < [f2 1 f(@)Pda] + [ |g(x)|Pda]?

Zusammenfassung:

Ip-Réume sind normiert, Aquivalenz von Normen ,Aquivalenz von Normen im endlich-dimensionalen
Raum

Riickblick:
% + % = 1 konjugiert, dann gelten folgende Ungleichungen:

LI
+ q

n b b
“Holder: 3° [aills) < (X lal?D? (- D% JY f@laladdo < ([ 17@)Pdal? ([ lo(o)lrdals

lall,  S—~—
=llyllq
Aus diesen folgt nachstehende Ungleichung.

Satz 26.6: Minkowski-Ungleichung

Fiir p > 1, p < oo gelten folgende Ungleichungen:
“ 1) [l +yllp < [llp + [yl

L) IS+ gllp < [ f1lp + llgllp

* Young; o]ly] <

1f1l» 19llq

Korollar:
C™ und R" sind normierte Rédume beziiglich aller Normen ||z||, fir 1 < p < oo. Cla,b] ist ein
normierter Raum beziiglich || f||, fiir alle p € [1, 00).

Beweis : i.) und ii.) werden analog bewiesen, daher hier nur Beweis von ii.):
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b . _
1F+glls = [y 1£(2) +g(x)[Pda] = [} |£(2) +g(x)|h(z)dz mit h(z) = |f(z) + g(x)[~* Anwendung
der Holderungleichung erglbt

17491l = J; 1f @) h(@)de+ [} lg() dx<(f F@IP) U2 b+ @) P b))

— 17 +gllz < (1Al + lgll,) [/ @) + @) P8, (p—1)g= 2= =

yz
=[|f+ally
[1f+gll5
— WG g _||f+g||p7(Hf||P+||g||p)
[1f+glls
O
Bemerkung:

[|-]]1 und ||-||co auf R™ beziehungsweise C™ finden héufig Anwendung in der Approximationstheorie.
Einfachster Fall: Annéherung gegebener Datenpaare (t;,y;) fiir j = 1 durch eine Gerade:
y(t) = x1 + 2ot

Approximation im Sinne von kleinsten Qudraten (Least Squares):

min 3 [ay + 2oty — 5[ = [[(21 + w2t — ;)73

x1,T2

VOI'téll. Optimierungsproblem ist qudratisch in x1,z2 und deswegen leicht 16sbar.

Nachteil:

1.: Optimale z1, x5 dndern sich wenn der Datenpunkt wiederholt wird.

2.: Starke Abhinigkeit von Outlayern (Ausrastern), wie z.B. durch Mess- oder Ubertragungsfehler
|yj — (IEl + Jfgtj)| >>1

Alternativen: (Tschebyschow)Approximation:

min [|(y; — (21 + 22t;)|| vermeidet das Widerholungsproblem. L;-Approximation:
min ||y; — (x1 + x2t;)||1 ist vollig unabhingig von Outlayern.
Kompromisse:

min [|y; — (z1 + z2t;)[|} fiir geeignetes 1 < p < z. Vorteil: Fiir 1 < p < oo ist die Norm [[z][,
differenzierbar beziiglich z.
Lemma 26.7: Ip-Réume sind normiert
Fiir p € [1,00) bilden die Folgen (uj)$2, € CN mit endlichem ||ull, = (34, |uk|p)% < 00
normierte Rédume beziiglich der Norm ||u|,. Sie werden mit I, als Folgenrdume iiber C oder R™
bezeichnet. Dasselbe gilt fiir [, dass heifit p = co und ||u||c = sup{|ur|} < oo.

keN

Mit anderen Worten: [, besteht genau aus den beschrinkten Folgen aus C oderR.
Beweis :

Homogenitét, Definitheit und Dreiecksungleichung im Falle p = oo folgen unmittelbar aus der
Definition wie wie fiir C"™ mit n < co. Annahme fiir p < oo ist die Dreiecksungleichung verletzt,
dass heiBit: co > ||ull, + [|v]]p < |Ju+ ||, € (0, 0], wobei ||u + v||, = co zunéchst erlaubt ist. Aus

der Annahme und monotonem Wachstum des Ausdrcks (3, _; |ug + vg|? )% beziiglich n folgt, dass
bereits fiir ein endliches n gilt:

(Z luk + vk|p)p > lullp + |vllp > (Z \uk|p)% + (> |Uk|p)% = Widerspruch zur Minkowski-
k=1
Unglelchung Die Annahme ist also falbch
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Frage:
Welche Beziehung besteht zwischen p-Normen in C™ beziehungsweise [, dass heifit Raum der
beschrankten Funktionen.

Antwort:

Die Normen || - ||, sind als Funktion von p € [1, 00) monoton fallend gegen den Grenzwert || - ||
In C™ gilt:

2]l = llallp 2 [zl > 12l

n

Beweis : Monotonie wird in der Ubung bew1esen Letzte Abschétzung:

|zl = Z | = pmax {[a;[} = [[lloo [l2[lp = (Z 2;1)% < [nmax{|e;}]7 < [lo]|oon?

Definition 26.8: Aquivalenz von Normen

Allgemein heifilen zwei Normen ||z|| und |||x||| auf einem Vektorraum X #quivalent, wenn es Kon-
stanten 0 < ¢; < ¢g < 00 gibt, so dass:
c < JIIE] < ¢9 fiir alle z € X.

[l

Mit anderen Worten: 0 < [ Wzl < sup
0#zeX 0#zeX

eI

[l

< 0

Satz 26.9: Aquivalenz von Normen im endlich-dimensionalen Raum
Auf C™ und allen endlich-dimensionalen Réumen ist jedes beliebiges Paar von Normen adquivalent
im obigen “topologischen ”"Sinne.

Bewelis :

Wegen der Transitivitit der Aquivalenzrelationen, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen:

[l -1 = || - ||]2. Mit Basisvektoren (Cartesischen) e; = (0,... ,1, ...,0) € C" folgt aus der
i-te Stelle
Normeigenschaft von ||| - ||[:
M2l = 1120 zseslll < 2 Mlljeslll = 2 fesl Hlleslll < (Zl|xj| )? Z|||€J||| ): = llzfl] <
j= j= j= j=
=cCa
Call||2 "
. el IESI ; *) (k) it #(k)
Annahme: 0—07&1xnean & —kgloo TEGII —kgn ey Il = gn [|[ZU)]] mit z*) Folge

aus der Kugel By = {z € C" = ||z]| = 1}
Nach Bolzano-Weierstrass (Satz 13.4) hat die beschrinkte Folge #(®) eine konvergente Teilfolge,
0.B.d.A. sich selbst. Es gilt also:

r* = lim ™ mit ||z*|| = lim ||z®)| =1 = 2* £0
k =— oo k — oo
Fiir ||| - ||| folgt, dass:
1509 — 2O < eal 50 — 2 ]ly 2= pund somit. T _[[[5®) — 2 + 2| = [l £ 0
5 ()
wegen Definitheit von |||-||| & lim ”‘f(k)l” = lim ”lx: Iy U= D)Hl # 0 im Widerspruch
k= oo [ZP]] k= oo TP = oo [l2l]]

zur Annahme

Bemerkung:

Es 148t sich sogar zeigen, dass diese Eigenschaft nimlich die Aquivalenz aller Normen die endlich-
dimensionalen Vektorrdume genau charakterisieren, dass heifft lineare Raum X ist genau dann
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endlich dimensional, wenn auf ihm alle Normen &quivalent sind.

Gegebeispiel:

-

l5, dass heifit die Menge der quadratisch summierbaren folgen gilt fiir (%) =

j=1

™o 1 k=>o0 0

=™ — vk

Zusammenfassung: Konvergenz und Vollstédndigkeit, Beschranktheit konvergenter Folgen, Voll-
stdndigkeit metrischer Rdume, Metrik von Produktrdumen, Prakompaktheit, Vollsténdigkeit der
Ip-Raume.

§27 : Konvergenz und Vollsténdigkeit

Definition 27.1:
Definition und Lemma:
Beschriinktheit konvergenter Folgen, Vollstandigkeit metrischer Rdume, Prakompaktheit.

*1.) Fiir eine beliebige Folge (z;)72; C X, X metrischer Raum, impliziert Konvergenz gegen ein
r, € X, dass heif3t:

lim d(zg,z.) = 0, dass Cauchy-Kriterium/-Eigenschaft der Folge, dass heift:

-

k
Ve > 03ko(e) : d(xg, xm) < € falls k > ko < m, was wiederum Beschriinktheit verlangt, dass heifit:
sup d(zk, o) < oo fur ein z¢ € X.

k

*1ii.) Der Raum X heif}t vollstandiger metrischer Raum, wenn umgekehrt aus der Cauchy-Eigenschaft
Konvergenz folgt, dass heifit jede Cauchy-Folge einen Grenzwert in X besitzt. Vollstédndige nor-
mierte Rdume heiflen Banachrdaume, vollstdndige Skalar-Produkt-Raume heiiten Hilbert-Raume.

* iii.) Falls sich aus Beschrénktheit einer Folge schon Konvergenz einer Teilfolge ergibt, heifit der

metrische Raum prikompakt.

Beweis :
Die Implikation in i.) folgen genau wie im R™.

Bemerkung:
Die Eigenschaften Konvergenz, Cauchy, Beschrinktheit einer Folge und Vollsténdigkeit sowie Pré-
kompaktheit eines Raumes X sind équivalent fiir zwei Metriken d und d auf X, wenn: :0 <
d(@,y) d(z,y)

inf su
wyeX oty dow) = X?m Ly A@)

< 0

Dieser Aquivalenzbegriff kann abgeschwiicht werden, was aber im Falle von d(z,y) = ||z — y|
keinen Unterschied macht.

Definition 27.2: Metrik von Produktriumen
Fiir (X;,d;) metrische Rdume mit ¢ = 1,...,n bildet das kartesische Produkt X = ®;=1, . »X;,
X = X7 x X9 x...x X, beziiglich der Metrik:

dl(x1,29,. .., x0), (1, T2, ..., Tn)] = | Inax (d(z4,#;)) auch ein metrischer Raum. Zudem ist X
N——— <i1<n<

eX

e; =(1,1,...,1,0,...
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vollsténdig <-alle X; vollstdndig sind.

Beweis :

0.B.d.A. n = 2, Rest durch Induktion. X; = Y, Xy = Z: Definitheit und Dreiecksungleichung
elementar iiberpriifbar, Aussagen iiber Vollstindigkeit zu beweisen: X =Y x Z volstindig < Y, Z
vollsténdig:

*, = “ Betrachte die Cauchyfolge (yx)3>; CY = dy(yr,y;) < e fur k,j > ko(e)

= (yx,20) € X fiir ein beliebiges konstantes zo € Z mit d[(yx, 20), (y;, 20)] = max(dy (Yx, y;), dz (20, 20) =
dy (Y, Y;)

= (yg, 20) sind Cauchyfolgen in X und haben Grenzwert (y.,2+) €Y x Z

d[(Yks 20), (Ys, 2x)] = max[dy (Yx, Y«), dz(2«, 20)) =20 = dz(ze,20) =0 = 2z, = zp und
—0

dy (Yr, Y«) =20 = Y« = lim 1y wie behauptet.
k = oo

* , <= “ Betrachte Cauchyfolge (yrzx)5>, C X
= d[(Yk 21), (Yj, 2j)] = max[dy (yk,y;), dz(zk, 2;)] < € fur k, j > ko(e)
dy (Y, y;) < € > dz(2k,25) = (Yp)iey C Y und (2)32, C Z sind Cauchyfolgen mit Grenzwert

(Yus 26) = d[(Yrs 21), (Yues 24)] E=, 0 wie behauptet.

O

Schlussfolgerung/Bestitigung:
Ch=CxCx...xCund R" = RxR x...xR sind als endliche Produkte der vollstindigen
— —

n-mal n-mal
metrischen Rdume C und R auch vollstdndig und zwar beziiglich aller Normen.

Satz 27.3: Vollstdndigkeit der Ip-Réume
Fiir p € [1,00] sind die Folgenrdume I, iiber C und R vollstdndig, dass heifit Banachrdume fiir
p # 2 und Hilbertrdume im Falle p = 2.

Beweis :
Betrachte (fiir p < oo) Cauchy-Folge (z(®))8 | C 1,(C,z*) = (:L“;k))jo-’;l c C):
Ve > 03kg : [|2®) — 2(™]|p = 3 |£C§-k) - mgm)|p < € fur k,m > ko
j=1
Da fiir jedes j € N : \x§-k) - xg-m)| < |Ja®) — 2m)||, < ¢, sind die Komponenten-Folgen (xgk)),;“;l
auch Cauchy und haben Grenzwert as;*). Fiir (™) = (xg*));”;l C CN ist noch zu zeigen, dass es zu

I, gehort und der Grenzwert der 2(®) beziiglich || - ||, ist. Fiir festes n € N betrachte die Projektion
P, :CY = C" mit Po((75)521) = (75)_1:

|1Pa(z®) — Py(zm)|p = 3 2l —2l™p <
j=1

Grenze fiir m = oo aber n fest ergibt: > \J;§-k) - 1;5-*) [P <e
j=1
Nun lassen wir auch n = oo gehen und erhalten:
Sl — e = Jla® —aOp < e = [2®[p < M2 + € < oo so dass ) €
Jj=1 '
l,(C) und i lim |jz®) —2()|| = 0, da e beliebig klein gewiihlt werden kann.
— oo

Der Fall p = oo als Ubung.

Gegenbeispiel:
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Wiéhrend Cla, b] beziiglich || - ||oo abgeschlossen und damit Banachraum ist (da Konvergenz be-
ziiglich || - ||oo gleichméfBig ist und Stetigkeit der Grenzfunktion sicherstellt) gibt es in Cla, b]
Cauchy-Folgen beziiglich || - ||, fiir p < oo, die unstetig sind oder sogar unbeschriankt wachsen:
1 Ll—kp k

fi(x) =a*:[0,1] = [0,1] = ||fi —Ol[p = [y «*Pdz = T~ 5= 5 2=

im |[[fp =0l =0
k= oo
Mit anderen Worten: f;, konvergieren beziiglich || - ||, gegen die stetige Nullfunktion, die aber nicht
ihr punktweiser Grenzwert ist.

Zweite-Cauchy-Folge: fi.(z) = min(k, —In(z)). Fiir m < k:

kP o p P oo mP-T m = 00 —In(z) fwr 0<z <1
i foull = 5 e Oy < 5 2y = 15 |ox, = it m= o, iy = § 0T
yP P » Tharx =0

da Umkehrfunktion von y = —(In(z))? ist z = e~ ¥¥ Fiir alle n gilt e* > Z—T,L fur z>0 = e * <

Z% = ¢~ ¥¥ < % wegen Potenzreihendarstellung.

yp

Die fi, bilden Cauchy-Folge beziiglich aller Normen || - ||, mit p < co. Also muss die unbeschréinkte
Funktion zur Vervollstiandigung von [0, 1] beziiglich || - ||, mit p < oo eingeschlossen werden.

Zusammenfassung:

dichte Rdume, Separabilitdt, offene und abgeschlossene Mengen im metrischen Raum, Schnitte
und Vereinigung offener /abgeschlossener Mengen, Konvergenz und offene /abgeschlossene Mengen,
Stetigkeit von Funktionen (Abbildungen) und Kompaktheit von Teilmengen, Stetigkeit mittels
Umgebungen

Definition 27.4: dichte Rdume, Separabilitéit

Eine Menge D C X in einem metrischen Raum “ist”oder “liegt”dicht in X, falls jedes Element
x € X Grenzwert einer Folge aus D ist.

Man sagt dann auch X ist der Abschluss oder die Vervollstdndigung von D.

Gibt es ein solches “erzeugendes”System D, das abzdhlbar ist, so nennt man X separabel.

Bemerkung:

In normierten Rédumen X heifit eine Folge B = (b;)72; C X eine Schauder-Basis, wenn es zu
jedem z € X eine Folge (c;)52; C K gibt, so dass die Reihe z = Z]Oil ¢;b; konvergiert. In gewisser
Weise wird damit der Raum X mit der Koeffizientenfolge identifiziert.

Da K = C und K = R Abschluss der abzihlbaren Koérper Q 4 ¢Q beziehungsweise Q sind, ist jeder
normierte Raum mit einer Schauderbases separabel. Allerdings gibt es separable Banachraume,
die (im Gegensatz zu einer Vermutung von Banach) keine Schauderbasis besitzen. Alle separablen
Hilbertrdume besitzen Schauderbasen und sind zu Iy isomorph iiber R oder C. = Allgemeine
Schlussfolgerung: Banachrdume sind wesentlich komplexer als Hilbertrdume. Der Raum B|0, 1] der

beschrinkten Funktionen mit Norm ||-]|« ist nicht separabel, da die Menge der charakteristischen
Funktionen:

lfallsa<x<b
Xa,p) (Z) = asa=e= ist iiberabzéhlbar fiir (a,b) € R? und es gilt fiir jedes Paar:

0 sonst
X[a,0) = X[a,5llc = 1 falls a # aVb#b.

Definition 27.5: offene und abgeschlossene Mengen im metrischen Raum X

* i Zu g € X heifit fiir 7 > 0 die Menge B,(z0) := {x € X : d(z,20) < r} und B,(z¢) :=
{z € X : d(z,x0) < r} die offene Kugel mit Radius » um zy und die entsprechende abgeschlossene
Kugel.

*ii. U C X heifit Umgebung von xg, falls B,.(z¢) C U fiir ein r > 0.

* iii. U heift offen, falls es Umgebung aller seiner Elemente x € U ist.

*iv U C X heifit abgeschlossen in X, genau dann wenn U® = X\U = {z € X : x ¢ U} offen ist.
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Lemma 27.6: Schnitte und Vereinigung offener/abgeschlossener Mengen

*1.) @ und X sind sowohl offen wie abgeschlossen.

*1i.) Endliche Schnitte und endliche oder unendliche Vereinigungen von offenen Mengen sind wie-
der offen.

* iii.) Endliche Vereinigunen und endliche Schnitte abgeschlossener Mengen sind auch abgeschlos-
sen.

Beweis :

*1.) Da iiber die Elemente der leeren Menge alle denkbaren Aussagen trivialerweise zutreffen, ist
die leere Menge sicher offen und damit X = ()¢ abgeschlossen. X ist offen, da alle Kugeln B,.(x)
fir x € X definitionsgemaiss Teilmenge von X sind.

* ii.) Betrachte z € (), U; mit U; C X offen.

= 1z € U, fir alle i = By, (x9) C U; fiir Radius r;, > 0. = 1z € B.(z9) C U fiir
r = min(ry,...7r,) > 0. r ist nicht 0 wegen n < oo == Endlicher Schnitt offen.Betrachte
To € Uje ; U; mit beliebigen Indexmengen J. Es existiert mindestens ein j € J, so dass xo € Uj.
Wegen Offenheit von U; existiert B,.(z¢) C Uj, die auch zur Vereinigung J.. ; U; gehéren muss.
= Endliche oder unendliche Vereinigung offen.

* iii.) folgt mittels Komplementaritt.

isd

Bemerkung:

Die in Lemma 27.6 aufgestelten Eigenschaften der Systeme offener und abgeschlossener Mengen
lassen sich benutzen, um sogenannte Topologien auf X, dass heiit Nachbarschaftskonzept ohne
Bezug auf eine Metrik d zu definieren. Daraus ergibt sich das Konzept des topologischen Raumes
als Verallgemeinerung metrischer Rdume. Konvergenz kann wie folgt definiert werden:

Lemma 27.7: Konvergenz und offene/abgeschlossene Mengen

Im metrischen Raum X gilt:

*1) (xk)72, C X konvergiert gegen x € X & fiir alle Umgebungen U > x existiert ko, so dass
rp € U fiur k > ky.

*ii.) Eine Menge M C X ist abgeschlossen genau dann wenn aus (x)72; C M mit . lim =z, =z,

= o0
folgt, dass x, € M.

Beweis :

*1.) (, = “) Fiir gegebenes U existiert B, (z) C U. Wegen Konvergenz x;, — =z existiert kg so,
dass d(zg,x) < r fiir k > ko. Daraus folgt xy € B,.(z¢) C U fiir k > ko wie behauptet.

(,, <= “) Folgt unmittelbar fiir die speziellen Umgebungen U = B,.(z).

*ii.) (,, = ) per Widerspruch. Annahme: z, ¢ M < x, € MY offen. Also existiert B,(x,) C
M¢ = d(x,z.) > Vo € M = infd(x),r.) >0 == Widerspruch zur vorausgesetzten
Konvergenz.

(, <= “) Angenommen M nicht abgeschlossen = MY ist nicht offen = 3z, € M mit
Br(z) ¢ MOVr >0 = Vr =13z, € By(z,) "M = A g}n T =z, € M¢ im Widerspruch

zur Voraussetzung.
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