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828 Stetigkeit von Funktionen

Definition 28.2
Eine Funktion /Abbildung f : X — Y heifit stetig auf X, falls es an allen xy € X stetig ist. Diese
Eigenschaft gilt genau dann, wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt sind:

(i) YOV offen = U= f"1(V)C X offen
(ii) Y DV geschlossen = U = f=1(V) geschlossen
Man schreibt dann f € C(X,Y) oder f € C(X) falls Y = R, C oder im Kontext klar.

Beweis
Aquivalenz von (i) und (ii) folgt durch Komplementierunyg.

, = “ Sei f auf X stetig. Dann folgt fiir beliebiges offenes V C'Y entweder
— U= f"YV)=0, d.h. Aussage ist trivial
— oder es gibt fiir jedes xo € U = f~1(V), ein € > 0 sodass B:(f(z0)) CV (da 'V offen).

Dann folgt aus Stetigkeit auf xo dass Bs(wo) C f~1(Be(f(x0))) € f~YV). Also enthilt U
Umgebung Bs(xo) fiir beliebiges xo und ist somit offen.

, <= “ Betrachte beliebiges B.(f(xo)) fiir xg € X,e > 0. Dann ist f~1(B-(f(x0)) offen und enthilt
somit Bs(xzo) fir ein 6 > 0. Das impliziert Stetigkeit an x¢ und damit auf ganz X.

Korollar 28.3 (Stetigkeit der Komposition)

feCX,Y)NgeCY,Z) = gofeC(X,2)

Beweis
V C Z offen = g 1 (V) CY offen = f~1(g 1(V)) C X offen, wegen Stetigkeit von g und f.
Bleibt zu zeigen:

ze fHg (V) <= ze(gof) (V)
f@)eg (V) < g(f(x)) eV

Lemma 28.4 (Vererbung von Stetigkeit)
feC(X,Y), g€ C(X,Z) impliziert, dass

(1) (f,9): X =Y xZ, (f,9)(x) = (f(z),9(x)) (f,9) € C(X,Y x 2)

(i)
af(x)+ Pg(x): X =Y falls Y = Z linearer Raum
af + g€ C(X,Y) a,3 € K=C oder R
(iii)
flz) g(x): X =Y falls Z = K, Y linearer Raum

(iv) Sei f: X =Y linearer Raum, g : X — Z =K und f stetig an xq € X sowie g stetig und an Stelle

xo mit g(xg) # 0. Dann gilt fiir Umgebung U € xq, dass J;E:; U =Y ist stetig an Stelle xg.

(Beweis als Zeitvertreib)



Definition 28.5 (Lipschitzstetigkeit und Holderstetigkeit)
f: X =Y heifit (global) Lipschitzstetig auf X, falls fiir eine Konstante L € R und alle z,y € X gilt:

[ heift Holderstetig vom Grad p € (0,1], falls

d(f(z), f(y)) < Ly - [d(=z,y)]

Also ist Holderstetigkeit vom Grad 1 dquivalent zur Lipschitzstetigkeit.
Falls L bzw. Ly, jeweils nur in einer beschrinkten Teilmenge von X gelten, so heif$t f lokal Lipschitz-
bzw. Holderstetig.

Beispiel 1.) f(x)=|sinz| fiir z € R ist global Lipschitzstetig mit L = 1
2.) f(z) = 22 ist lokal Lipschitzstetig, da fiir
2l <b >yl = |2* —¢’| = |z —ylle +yl < [o —yl(jz| + |y]) <= —yl2b
sodass L = 2b auf Intervall [—b, b] giiltig.
: 1 . ; .
3.) f(z) = /|z| dann gilt [\/|z| = \/|y[| < |z —y|2 - L,. Wird spéiter nachgewiesen.

Lemma 28.6 (Vererbung von Lipschitzstetigkeit)
f,g wie in Lemma 28.4 ergibt (f,g) und of + Bg Lipschitz-/Hdlderstetig, falls f und g Lipschitz-
/Hélderstetig sind.

f - g ist lokal Lipschitz- /Holderstetig, falls f und g das sind.

Definition 28.7 (Lineare Operatoren)
Funktion f : X — Y zwischen linearen Vektorrdumen schreibt man in Anwendung auf Argument x hdiufig
in multiplikativen Form: f(x) = Az wobei fiir X = C*, Y = C™ A als Matriz gedeutet werden kann.

(&5F)
Aej = ,J firj=1...n :Zaijei
: i=1
amj
mit e;, e; die Cartesischen Vektoren e; = (0,...,1,...,0) in C" bzw. C™.

Es gilt dann als MatrizVektorProdukt fir x = xje;:

Ax = ZA.’L’jej = Z (Aej)xj = Z (Z aijei> Ty = Z <Z Olijl‘i) €;

=1 j=1 j=1 \i=1 j=1 \i=1

M.a.W. die Koeffizienten von Ax beziiglich der Cartesischen Basis ergeben sich durch Multiplikation des
Komponentenvektors von x mit A.

In unendlichdimensionalen Rdumen nutzt man fast nie spezielle Basen und bezeichnet A gerne als
wLinearen Operator®.

Lemma 28.8
Fiir eine lineare Abbildung/Operator A : X — 'Y sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A Lipschitzstetig auf ganz X

(ii) A stetig am Ursprung x = 0 oder beliebigem anderen Punkt

111 18 escnrankler erator. n. = Su e << 00
(iii) A ist beschrinkter Operator, d.h. || Al p Azl
0#zxeX

[E]



Beweis
(1) = (ii) offensichtlich

(i4) = (i4i) Betrachte beliebiges ¢ > 0 und entsprechend 6 > 0 sodass
[z =0l = [le]| <6 = [|Az — AO|| = || Az| <e
Speziell erhalten wir fir x # 0

]
‘ 5 5

[ Ax||
]

— HAx
[l

— 4] < 5 <o

[Az — Ayl = [|A(z — y)ll < [Allllz — vl
Also ist L = || A|| die globale Lipschitzkonstante.

Korollar 28.9
Der Raum L(X,Y) aller beschrinkten linearen Abbildungen zwischen zwei reellen oder komplexen Vek-
torrdgumen mit Normen || ||z und || ||y ist selbst ein normierter Raum bzgl. der induzierten Norm

Ax
HAH = sup H ||y
0#z€Y Hx”ib

Beweis
|Al =0 < ||Az||, =0 fir allex <= Az =0 firz € X < A =0 Nulloperator

@Al = supgpex Hcﬁfﬁy =asup...=«al|A|| = Homogenitit
Az + Bz|], [Az| || Bz
JA+ Bl = sup T < g Y+ £ = [lA| + 1B
ozzex  [7lle ozzex [zllz  ozeex [l

Korollar 28.10
X,Y Banachriume = L(X,Y) auch Banach

Beweis
Fiir Normeigenschaften siche Korollar 28.8 und Vollstindigkeit siehe Ubungsblatt 7.

Bemerkung (Wozu das Ganze?) In vielen Anwendungen sucht man
i) Losungen x € X von linearen oder nichtlinearen Gleichungen F'(z) = y fiir gegebenes y € Y

ii) Optimalpunkte z von Variationsproblemen:

mi}r{lf(ac),sodassF(x):Omitf:X—>RundF:X—>Y
(S

Dazu erzeugt man Folgen (z)72, C X von approximativen Losungen xy, die hoffentlich gegen eine exakte
Losung bzw. einen Optimalpunkt x, € X konvergieren. Fiir Validierung der Existenz und Lésungseigen-
schaft von z, € X betrachtet man

e Stetigkeit von f und F
e Abgeschlossenheit bzw. Vollstandigkeit von X

e Kontraktionseigenschaft von F' bzw. im Banachraum F(z) — z. (siehe Fixpunktsitze)



Lemma 28.11 (Umschreiben von Gleichung F(z) = y zu Fixpunktgleichung)
Falls X,Y Banachriume und P € L(X,Y) injektiv, d-h. Px =0 <= x =0, gilt fiir festesy € Y:

F)=y < G(z)=2—-P(F(z)—y) =

Beweis
Ubungsaufgabe

Satz 28.12 (Kontraktionssatz, Banach’scher Fixpunktsatz)
Fulls eine Abbildung G : X — X auf vollstindigem, metrischem Raum kontraktiv ist, d.h. fiir eine
Lipschitzkonstante L < 1 gilt

d(G(z),G(z)) < Ld(x, z) firxz,z € X
dann gilt:
(i) Es existiert genau ein Fizpunkt x. € X, d.h. G(z.) = x.

(ii) Fiir beliebigen Startwert xg € X konvergiert die durch die Rekursion xy, = G(xi—1) firk =1,2,...
erzeugte Folge (z1)72, C X gegen z, € X

(iii) d(zy,z.) < LFd(z.,20) d.h. lineare Konvergenz sowie d(zy,x.) < t2rd(wp,zp—1) (Gréfe des
letzten Schrittes.

Beweis
(i)
d(zg, Tp41) = d(G(g-1), G(2K))
< Ld(zg-1,2k) < L2d(xk,2,xk,1) ... per Induktion
= firm >k

m—1
d(x, Tm) Z d(zj,zj41) nach Dreiecksungleichung

j=k
m—1 m—1

S Ljd(.’lfo,ml) = d(l’o,l‘l) Z Lj
j=k j=k

o0 k
< d(xo,xl)Lk Z L’ = d(l‘f,%l?l/

Jj=0

Also bilden xj, Cauchyfolge und haben wegen vorausgesetzter Vollstindigkeit einen eindeutigen
Grenzwert z, € X.

z,e = lim xy, = hm G(rgk—1) da G stetig G(

k—oo

khm wkfl) = G($*>

Daraus folgt x, ist Fizpunkt wie in (i) behauptet. Findeutigkeit folgt durch Widerspruch. An-
nahme:

T =G(xy), Tw=G(Ts) mit x, # T = d(x4,%4) >0
d(zy,Ty) = d(G(z4), G(Z4)) < Ld(x4, T)
1 < L im Widerspruch zur Kontraktivitdt

(i1) xi — x, fiir beliebiges xo bereits bewiesen



(iii)
d(zg, zs) = d(G(zp—1),G(2s)) < Ld(zk—1,T+)
< LPd(zp_o,2y) ... < L*d(xo, z,)
d(xg, zs) < d(xp, pr1) +d(x11, 24) nach Dreiecksungleichung
< Ld(zg-1,xr) + Ld(zk, 24)
(1 — L)d(xg, zs) < Ld(xg—1,xr) = Behauptung nach Division durch (1 — L)

Bemerkung Anwendung fiir Banachraum X spéter zum Beweis von
e Umkehrfunktionentheorem
e implizite Funktionentheorem
e Theorem von Picard -Lindelof garantiert Existenz von Losungen fiir DGL’s bzw. ODE’s.

Definition 28.13 (Kompakter metrischer Raum)
Ein metrischer (Teil)Raum M C X heifit kompakt, wenn es die folgenden dquivalenten Bedinungen
erfullt:

(i) Folgenkompaktheit: Jede Folge (x1)32, C M hat eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert x, € M

(i) Uberdeckungskompaktheit: Fiir jede Familie offener Mengen U; ¢ X mit j Element einer
beliebigen Indexmenge J folgt aus M C |J U; dass bereits fiir eine endliche Teilmenge J' C J gilt

jeJ
Mc |JU;
jeJ’

In Worten: Jede offene Uberdeckung von M hat eine endliche Teiliiberdeckung.

Beweis

(ii) = (i) durch Widerspruch. Annahme (z1) C M hat keinen Hiufungspunkt. Dann gilt fir jedes
x € M existiert eine Kugel B,(x) = Uy, die nur endlich viele Elemente von (xy)72, enthdlt.
Nach Definition von U, mit J = M gilt

M={zeM}c |J U,
zeM

Aus vorausgesetzter Uberdeckungskompaktheit gibt es eine endliche Teiliiberdeckung

Mc |J U
xG{Z1,...,zm}
Da in jeder dieser Umgebungen U, nur endlich viele Elemente der Folge xy liegen kénnen,

diirfte M selbst nur endlich viele Folgenglieder enthalten. Das steht im Widerspruch zur Defi-
nition von (vx)5>, als unendliche Folge.

Bemerkung Die in metrischen Riumen #quivalente Definition (ii) lidsst sich auch auf topologische
Réume iibertragen, wo sie nicht mehr automatisch mit Konvergenz von Teilfolgen dquivalent ist.

Satz 28.14
(i) Ein kompakter metrischer Raum X ist vollstindig und beschrinkt.

(ii) Fine Teilmenge M eines endlichdimensionalen reellen oder komplexen Raumes ist kompakt gdw. sie
abgeschlossen und beschrdnkt ist. (siche Satz 13.4)



Beweis
(i) durch Widerspriiche. Wire X nicht vollstindig, dann gibe es eine Cauchyfolge (z,) C X ohne
Grenzwert in X und damit auch ihne konvergente Teilfolge. Wire X unbeschrdinkt, so gdbe es
eine Folge (xy,)r mit d(xg,x.) > k fiir festes x.. Daraus folgt fir k fest und m — oo

lminf d(zm, x) > lm d(@m,, z.) — d(ag, 24) = 00

m— 00
Also konnte es wiederum keine konvergente Teilfolge geben.

Satz 28.15
Sei X, Y normierte Rdume,falls f: X — Y stetig auf kompakten Mengen M C X dann gilt:

(i) f(M)CY ist kompakt

(i) f ist auf M gleichmifig stetig, d.h. Ve >0 3 6 >0 :d(z,y) < d = d(f(z), f(y)) < e fir
r,y e M

Beweis
(i) Betrachte Folge (yi)72, C f(M) = 3Jx, € M : f(zx) = yi. Daraus folgt, (z1)3>, C M hat
konvergente Teilfolge ), — x. € M. Daraus folgt, lim f(xy,) = limyx;, = f(v.) = y» wegen
j

Stetigkeit von f.
(ii) Per Widerspruch. Annahme:

Je>0v5 >0 3a,y € M d(z,y) <dAd(f(x), f(y)) > ¢

Insbesondere folgt fiir § = % Existenz von xy,yr, € M sodass d(xk, yr) < %/\d(f(xk), fyr)) > e.
Wegen Kompaktheit, 0.B.d.A xp, — . Ay — Yx-

d(‘rkvyk) - 07 d(x*,y*) < d(.’L’k7:L‘*> +d(xk7yk) +d(y*7yk) = d(l'*,y*) =0 = z.= Yx
= Stetigkeit d(f(zk), f(yr)) — d(f(z+), f(y=)) = d(f(2s), f(24)) = 0

mm Widerspruch zur Annahme

Korollar 28.16 (Weierstraf})
Falls f : X — R stetig und M C X kompakt existieren Punkte x.,z* € M sodass

fo=flze) <flx)< f"=f(z*) firzeM
min{ f(z):xzeM} max{ f(z):xeM}

Beweis
Nach Satz 28.15 ist f(M) C R kompakt und damit abgeschlossen und beschrinkt. Folglich enthilt
F(M) sowohl sein Infimum als Minimum y. = f(x.) als auch sein Supremum als Mazimum f(z*) =

*

Y.

Beispiel Fiir kompakte Menge in unendlich dimensionalem Raum ergibt sich nach Arzela-Ascoli wie
folgt:

Satz 28.17
Im Banachraum Cla,b] mit ||flleo := sup |f(x)]| ist fiir jedes L >0 und > 0 die Menge
a<z<b

My :={f €Cla,b] : [|fllc SINI[f(z) = f()| < Llz—y| firz,y € [a,b]}
von Lipschitzstetigen Funktionen kompakt.

Bemerkung Satz erlaubt nach Peano Existenzbeweis fiir ODE’s mit stetiger RHS.



Beweis

Im Intervall [a,b] bilden die rationalen Punkte [a,b] N Q eine dichte Teilmenge. Sie kinnen wegen
Abzihlbarkeit von Q durchnumeriert werden, d.h. {q1,q2,...,q;, .. } = [a,b]NQ. Betrachte beliebige
Folge (fi)3>; C Mp,;. Dann ist fir jedes q; die reelle Folge (fk(qj)) C R durch 1 beschrinkt, hat

also einen Hdaufungspunkt. Beginnend mit (fk(q]))j definieren wir Tezlfoge fr, von Funktionen,
sodass fr,(q1) — fe(qu). Aus den fy, entnehmen wir Teilfolge fi, mit fr, = frr und fr(q2) —
J i i i

f«(q2). Dieser Prozess kann abzihlbar oft wiederholt werden und da man jweils das erste Element
dazunimmt ergibt sich eine Teilfolge fk;f sodass

Fr; (a;) — fulgy) fiir j €N

Zu zeigen bleibt, dass die fyr gleichmdflig gegen Grenzfunktion konvergieren, die fir rationale g;
schon durch f.(q;) gegeben ist. O.b.D.A (fi:)2; = (fr)7Z,- Betrachte beliebiges € > 0 und setzen
8 = =-. Dann hat die Uberdeckung

[a,b] C U Bs(qj) = [a,b] = OB

hat wegen Kompaktheit endliche Teiliberdeckung. Wegen Konvergenz der fi,(q;) an den endlich vielen
Punkten qq,...,qy, existiert ein kg, sodass

k>ko <k = |filg;) — filay)] <

W ™

Folglich ergibt sich aus der Dreiecksungleichung fiir beliebiges = € B;s(q;) dass

|fe(w) = fr(@)] < |fi(x) — frlgy) + frlay) — fi(@) + filq5) — fi(g))]
< |fu(z) — (qg)|+\fk(qg) fela)+ 1 f7(g;) — fr(2)]

<Lé=

< <Lé=§

0.
wln

<e

da fr, € M. Da diese Aussage fir alle x € [a,b] gilt, bilden die (f)32, eine Cauchyfolge bzgl. |||
und haben deshalb einen stetigen Grenzwert f, € Cla,b].

fo € My folgt, da |fu(z) = fo(y)l = | lim fi(z) = lim fi(y)] < lim [f(2) = fu(y)]
< lim Lz —y| = Lz —y|

Bemerkung Anwendung - Approximation nach Tschebyscheff = Chebyshev
Gegeben: Beliebige beschrinkte Funktion f :[0,1] = [0,]]

Gesucht: Lipschitzstetige Anndherung g € Mp; C C[0,1] fiir die der Abstand ¢(g9) = ||f — 9]l
minimiert.

Zielfunktion ¢(g) ist auf C[a, b] Lipschitzstetig, da
2(9) = @) = [Ilf = glloe = ILf = dllos| < Lllg = dlloc mit L =1
Nach Satz 28.15 erreicht ¢ auf My ; ein Minimum ¢(g.) = mingear, , [[f — 9/lco-

Bemerkung Die Vorraussetzung von Lipschitzstetigkeit in Satz 28.16 kann abgeschwiicht werden zu
gleichgradiger Stetigkeit, d.h. M C Cf[a, b] muss so eingeschrinkt sein, dass

Ve>030>0feMazyeclab:|lx—yl<d = |flz)— fly)<e
M.a.W. Uniformitét in z,y € [a,b] und f € M. Gilt mit § = £ im obigen Fall.



Definition 28.18

Eine Teilmenge M C X eines vollstingigen metrischen Raumes heifst zusammenhdngend, wenn es fir
alle x,y € M eine stetige Funktion p : [0,1] = M mit p(0) = z und p(1) =y gibt. M heifit konvez, falls
X Banachraum und p affin gewdhlt werden kann, d.h.

pt)=1—-tiz+ty=ac+tly—z)eM

Lemma 28.19
Falls M C X zusammenhdingend und f : X — Y stetig dann ist auch f(M) € Y zusammenhdingend.

Falls M C X konveze Teilmenge eine Banachraumes und f : X — Y affin, dann ist auch f(M) € Y
konvez.

Beweis

Fiir beliebiges &,7 € f(M) exisiteren Urbilder x,y € M mit f(x) =2 und f(y) = §. Jeder Pfad p(t)
mit p(0) = = und p(1) = y ergibt ebenfalls stetigen Pfad fop(t) = f(p(t)) € f(M) mit (fop)(0) =
und (f op)(1) = g. Falls p und f linear sind, gilt dies auch fir f op, also vererbt sich Konvezitit
entsprechend.

Bemerkung (Erinnerung) f: X — Y zwischen normierten Riumen:
Linearitidt Additivitit + Homogenitét f(ax + By) = af(z) + Bf(y)

Affinitat f(x) — f(0) ist linear = Lineare Funktion + Konstante



VIII Differentialrechnung in mehreren Variablen

8§29 Differenzierbarkeit

Bemerkung Die Idee eine glatte Funktion in der Ndhe eines Punktes x durch eine affine , Tangenten-
funktion“ anzunihern und in diesem Sinne zu ,differenzieren iibertriagt sich direkt auf Abbildungen
zwischen Banachraumen. Nach allgemeinen Einfithren der Differenzierbarkeit konkrete Aussage in R™.

Definition 29.1

Eine Funktion f : X — Y mit X, Y Banachrdumen heiffit am Punkt x € X diffbar, wenn es einen linearen
Operator A € L(X,Y) gibt, sodass

fle+v)— f(x) — Av

1m
l[o]|—0 (o]l

=0 d.h¥e>030>0 = ||f(x +v)— f(z) — Av|| < ¢|v|
—_—

affine in v

Dann nennt man F'(x) := A die Fréchet oder totale Ableitung von F an der Stelle xz. Wenn F an allen
x in offener Menge U C X diffbar ist und F'(x) als Funktion von x — F'(x) € L(X,Y) stetig ist, heifit
F auf U Fréchet diffbar und man schreibt F € C*(U;Y).

Bemerkung Dav € X jetzt vektorwertig ist, kénnen wir nicht durch v dividieten und limy, o M
macht keinen Sinn. Stattdessen schreibt man hiufig f(x + v) — f(x) = Av + o(||v]]) wobei o(n) wie folgt
definiert ist.

Definition 29.2 (Landau—Symbolik)
Fiirp >0 und g,h: (=0,0) = Y bedeuten die ,Gleichungen*

g(n)=00")  und h(n) =o(n")

dass

h
S 1)) N 1)

n—0 7727 n—0 77]7

=0
m.a. W. I\q7§n)|\ ist beschrdankt im ersten Fall und ”h(”)H geht gegen null wenn n — 0.

Beispiel 10077> sin(%) = O(n?) da

2 i (1
n? sin(+
71;i—>mo|172(n)7171—r>n|8m11
oder S‘Hf(" ‘) =o(n?) da
3 G 3 1
sing®  sing® 10—

m-———— = - lim
n—0 773| ]n17| n—0 173 n—0 ‘ lnn‘

Lemma 29.3 (Rechenregeln fiir Landausymbole)

O(n") £o(n’) = O(")
O(nP) + O(?) = O(ninr-9)y
o(n) + o(n?) = o(n™"P?)
O(1”) o (n?) = o(nP*9)
o) = p—q
Sint) O(nP~9) NEIN

Linke Seite ist nicht definiert, da Nenner null sein kann. z.B. 1 = O(1), sin(%)

unbeschrdankt durch beliebiges n9.



Bemerkung O(n°) = O(1) und o(n°) = o(1) bezeichnen GroBen die fiir  — 0 beschriinkt sind bzw.
gegen null gehen. Schreibweise 7° statt 1 ist eindeutig, wenn Ausdriicke verschiedene Variablen enthalten.

Lemma 29.4
f: X =Y ist an Stelle x

stetig, falls f(z +v) = f(x) + o(||v]|°)

Lipschitzstetig, falls f(x +v) = f(x) + O(||v]])

Fréchetdiffbar, falls f(x +v) = f(z) + Av + o(||v||)
Daraus folgt, dass Diffbar —> Lipschitzstetig —> Stetigkeit.

Satz 29.5 (Kettenregel)
Sei f: X — Y diffoar an Stelle x und g : Y — Z diffbar an Stelle y = f(x), dann ist h = go f an der
Stelle x diffbar mit

B(z)=4¢(f()f' () =49 @) f (z) € L(X,Z) wobei ¢'(y) € L(Y,Z) und f'(z) € L(X,Y)

Beweis
h(z +v) — h(z) = g(f(z +v)) — g(f(z)) = gy + f(z +v) — f(z)) — 9(y) wegen Diffbarkeit von g
T
=g'(y)-wto(lwl)=dW[fle+v)=fx)]+o(l fle+v)=Ffl=) )
—_———— —_———

f'(@)vto(|lvl]) =0(|lv|)wegen Lemma 29.4
=g' W) f'(@)v+g'(@)o(|[v]]) + o(O(||v]]))
=g W) (@) +o(llvll)
Daraus folgt die Behauptung.

Satz 29.6 (Differenziationsregeln fiir X,Y, Z Banachrdume)
f: X =Y und g: X — Z beide diffoar an x € X, also sind auch diffbar in z:

(i) h(z) = (f(2),9(x)) : X =Y x Z mit ¥'(z) = (f'(z),d'(x)), d.h. I (x)v = (f'(z)v, g (z)v)
(i) h(z) = af(x) + Bg(z) firY = Z und a, 8 € R mit ' (z) = af'(x) + Bg'(z) (Linearitit)
(i11) h(z) = f(z) g(x): X =Y fir Z=R mit ' (z) = f'(z)g(x) + f(z)g'(z) € L(X,Y)
(iv) h(z) = ( fiir Z =R mit g(z) #0 mit W (z) = f/(x)g(g;)(;le(m)f(w)
Beweis
(1) h(z+v) - = (fle+v),g9(x +v) = (f(2),9(z)) = (f($+v) f(ﬂf),g( v) — g(z))
= (f'(@)v +o(llv]). g'(@)v + o(|[v]))) = (f'(x)v,g'(x)v) + (o(llv]]). o(llv]]))
= o(max{]|v|, ||v||}) in der Produkttopologze
= o([[v]])
(i) Hausaufgabe

(i@d)  h(z+a) = h(z) = f(z+v)g(x+v) = f(z)g(z)
= (f(z +v) = f(@)g(z +v) + f(2)(g(x + v) — g(2))
= (f'@v +o([[vl))g(x +v) + f(2)(g' (z)v + o(|[v]]))
=g(@)f'(@)v + o([[vlDg(z) + f'()vO(l|v]]) + o([lv[DOlv]) + o([|v])
= [g(@)f'(@)v + f(2)g (x)v] + o([lv]])
(1v) Ubung
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Bemerkung (i) Aussage gilt auch umgekehrt, d.h. F = (;) : X — Y x Z ist genau dann diffbar an

!
x € X, wenn sowohl f wie g an der Stelle z diffbar sind und es gilt F'(z) = (g (x)) entsprechend

ist eine Vektorfunktion

Fy(z)
F= X =R"—=Y =R"
Fo(2)
genau dann an x € R™ diffbar, wenn dies fiir die Komponentenfunktionen F; : R™ — R gilt. Fiirs
erste betrachten wir deshalb ,nur® skalarwertige Funktionen f(z) = f(x1,...,2,) : R* = R

Bemerkung (Herleitung des Gradienten) Die Abbildung f/(x) € L(R™,R) muss erfiillen fiir v =
e; -v(0,...,v,0,...,0)
f(l'-’-’l}) —f(iE) :f(xlv"‘vxjflvmj +l/7xj+17"'7x’n) _f(xla"'axn)
fl@y +o([lvll) = f'(x)e; - v+ o(|v]) da [jv]| = |v]
f'(z)ej = lim flatve) = fz)

V—00 v

= d%f(m + vej)

v=0

Partielle Ableitung nach z; mit x; konstant fiir ¢ # j

Fales = 5 f() = 035(0) = - f(o +ves)

v=0
Beispiel
f(z1,22) = sin(z122) exp(z1 — x2)
0
% = 01 f = cos(z122)z2 exp(x1 — x2) + sin(x122) exp(x; — x2)
1
of .
e Oof = cos(xyx9)xy exp(x1 — x2) — sin(zx2) exp(x) — x2)

Bemerkung Notwendige Bedingung fiir totale oder Fréchetdiffbarkeit von f(z) : R™ — R ist partielle

Diffbarkeit beziiglich aller n Variablen x1, ..., x,.

Bemerkung (Notation) totale oder F-diffbar f(z+v) = f(z)+ f'(z)v+o(]|v]|) wobei f'(z)v bedeutet
Anwendung des linearen Operators, d.h. lineare Abbildung f'(x) € L(X,Y) auf v = Az € X. Alternativ
(f'(z))(v). Bei Kettenregel angewandt auf h = g o f tritt auf #'(z) = ¢'(y)f'(x) mit y = f(x). Hierbei
bedeutet , Multiplikation“ der Operatoren f'(x) € L(X,Y) und ¢'(y) € L(Y, Z) einfach Hintereinander-
ausfithrung, d.h.
(¢'@) ' (@)v =g W) ([ (@)v=gHw mitw=f(z)

Wichtig: Multiplikation von linearen Operatoren ist assoziativ, aber nicht kommutativ. Addition ist
beides, vorausgesetzt, Definitions- und Bildbereiche X, Y stimmen iiberein. Im endlichdimensionalen, d.h.
X =R"Y =R” und Z = RP kann man f'(z), ¢’ (x), ' (x) bezliglich der kanonischen Basis (e;);j=1,. .
mit Matrizen Vf € R™*" Vg € RP*™ und Vh € RP*™ identifizieren und es gilt Vh(z) = Vg(y)V f(x)
im Sinne der Matrizenmultiplikation.

Bemerkung (Gradienten(transponierte Gradient) bzw. Nabla Operator) Aus einer skalarwer-
tigen Funktion f(z): R™ — R ergibt sich durch partielle Differentiation die vektorwertige Funktion

Vi(@) = (01f(2),02f (x),..., 00 f(x)) € RTX"

vorausgesetzt die partiellen Ableitungen

ajf(x):%f(l"i’l/ej) firj=1...n

v=0
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existieren. Nach Holderungleichung folgt fiir v = 2?21 vje; € R, dass

q

@)l = Y S @ego = D05 (@)vy| < | D105/ (@)l Dol = IVE@)slloll
j=1 j=1 j=1 j=1

mit % + % = 1 Falls nicht anders definiert, benutzen wir immer p = g = 2.

Beispiel fiir das partielle Differenzierbarkeit an der Stelle z = 0 € R2, aber die Funktion dort nicht
F-diffbar ist:
f(x1, x9) = min(|zy ], [z2])

» = diu min(|v],0) =0 = d2£(0,0)

211(0,0) = £ (4,0)

v

U1
V2

o flonv) — F(0,0) — V(0)- ( ) — minfoa], [oa]) — 0 — 0 % o(Ju])

da z.B. langs Diagonale v1 = vo = v

. 1
min(|vy ], [vz]) _ V| — — konstant

o] V2 V2

Problem ist, dass die partiellen Ableitungen nur an Stelle x = 0 existieren, aber nicht in Umgebung, z.B.
Punkt z = (1,1)

Satz 29.7
Falls f : R® — R an allen Punkten x € U, U offen, partiell diffbar ist und die partielle Ableitung
0;f:U—=Rfirj=1,....,n auf U stetig sind, dann ist f selbst auf U Fréchet-diffbar, d.h. f € C*(U,R)

Beweis
Betrachte festes x € U mit B,.(x) C U. Dann folgt

lvla <r = x+veE B (x) CU
Es gilt sogar dass firi=0,...,n:

2@ = (561 + 1,0, +Ui,$i+1,~~,$n) € B, (x)

n

flotv) = flo) =D fal) = fat=0) = fO = o) foml) — p0m2 g f O — O
i=1

Da alle f(x+ve;) in Br(x) nach v stetig diffbar sind, existieren nach Mittelwertsatz der Diffrechnung
Werte 6; € (0,1) sodass

F@ ) = f@0) = i (@Y + bvier)v;

— flz+v) = f(z) - Z@f(x)vi

N—————
=f'(z)v
=" [0:f (@Y + Sivier — 0:f(2)]vs £ of|lv]])

i=1
Wegen vorausgesetzter Stetigkeit der 0;f(x) existieren fiir € > 0 beliebig ein & sodass ||v]|2 < 6§ =
0if(x+v) =0 f(x)]| < . Da

[
200 + Givie; — xlla = || Y diviei]l2 < o]l
=1
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ergibt sich
_ _ 19 (20D 1 vbie) — B ‘ N.p. 2 .
[f(@+v) = f(z) = V(x| < ;I&f(x +vidied) — Oif (@)|vil < max {luil} - < o]z -

Beispiel
f(z1,23) =log(xy + 23) - sin(x122) :U — R mit U := {(z1,22) € R* : 2y > —x3}

1 .
V= (0:f(x, 3172))1.:1’2 = (3014-!102 sin(z122) + log(z1 + x3) cos(x129) w2
3

2$2 . 9
— I
"1y + 23 sin(z122) + log(z1 + 273) 005(331%2)331)

An allen x € U ist Vf = (01 f,02f) definiert, also ist f stetig diffbar

Satz 29.8 (Mittelwertsatz fiir f : R™ — R)
Sei f € CY(U,R) mit U offen und X (t) = (1 —t)x +ty € U fiir t € [0,1] fiir gegebene x,y € U. Dann
existiert ein Wert t € [0,1], sodass fiir z = p(t) gilt

fly) = f(x) = Vf(2)(y — =)

Beweis
Sowohl f : U — R wie p : (0,1) — U sind F-diffbar mit p'(t) = Lp(t) = (y — z). Die Kettenregel
ergibt dann fiir o(t) = f(p(t)) die Ableitung

¢'(t) =V fp@) p'(t) = VIpd)(y - )

Da ¢(0) = f(z) und p(1) = f(y) existiert nach Mittelwertsatz fir reelle Funktionen eine Variable,
sodass

fly) = f(@) = o(1) = 9(0) = ¢'(t) = VF(p(t))(y — x)
U

Korollar 29.9 (Schrankensatz fiir f : R — R)
Unter Vorraussetzung von Satz 29.8 gilt

Fy) = S(@)] < Llly =zl wobei L = max V(1= )z + ty)]|

Beweis
Nach 29.8 und Cauchy-Schwarz gilt

[f(y) = f@) =V —2) < IV - lly — 2l < Lily — ||
da z=(1—t)x +ty fir eint € 0,1].

Satz 29.10

Sei G C R"™ offen und wegzusammenhdngend und f : G — R stetig diffbar. Dann ist f = ¢ konstant gdw.
Vf=0.

Beweis
— trivial

<= konvexer Fall wenn x € G, dann gibt es ein € > 0 mit B(z,e) C G. Fiir jedes y € B(z,¢)
gilt [x,y] C B(z,¢).

MWS: f(y) - f(2) = V(z)y—2) fiir cin 2 € [z,
Also ist f(y) — f(x) =0, weil Vf(z) =0.
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sonst Seien x,y € G beliebig. Dann gibt es ein vy : [0,1] — G stetig mit v(0) = x,v(1) = y.
Fiir jedes t gibt es ein e(t) mit B(y(t),e(t)) C G.

U BO®).c)

t€(0,1]

ist eine offene Uberdeckung. Fiir jedes t € [0,1] gibt es ein (t), sodass

1(B(t.9)) € B(r(1), ")

Da [0, 1] kompakt ist, gibt es

to=0<t1 <...<ty=1 6 =0(tr),er =e(tr) ,s0dass LJB(??;€7 %’“) D [0,1]

ty € B(tgy1,0k + 1) oder tyy1 € B(t, (Sk)

€ €
v(tk) € B(’y(tk+1), %) oder y(tx4+1) € B('y(tk), Ek)

In beiden Fillen gilt f(y(tx)) = f(v(tss1) da B(v(t;), 5 ) konvex und B(y(t;), %) C U, also
MWS.

fr(to)) = f(y(ta)) = ... = f(v(tn)) = f(y)
f(z) fiir jedesy € G, d.h ¢ = f(x)

= [f(@)
Da z,y € G beliebig, gilt f(y)

Definition 29.11 (Vektorwertige Funktionen)
G C R”™ sei ein Gebiet, f: G — R™. f hat m Komponenten f1,..., fm : G — R mit

fi(z)
flx) = :
fm ()
Sind alle Komponenten in x € G partiell diffbar, dann kann man die Jacobi-Matriz definieren als
Vf(z)= : = ((%f(x) anf(ac)) = : :
— V() — | | O fm(@) ... Opfm(a)

Ofi(z) = %(w) ist die partielle Ableitung von f; nach ) im Punkt .

Satz 29.12
f st auf G stetig diffbar, gdw. die partiellen Ableitungen der Komponenten existieren und stetig sind.

Beweis
Folgerung aus dem skalaren Fall.

2
Beispiel (zum Mittelwertsatz) f:[0,1] — R?, f(z) = <i3> Esist Vf(x) = (;;)

fi) = f1(0)=1=22-(1-0) = 2=

DN =

f2(1) = f2(0) =1=322-(1-0) < Z:\/g

Konnen keinen gemeinsamen Zwischenpunkt z € [0,1] mit f(1) — f(0) = Vf(1 — 0) finden.
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Satz 29.13 (Schrankensatz)
G C R" offen, f: G — R™ stetig diffbar. z,y € G mit [z,y] C G. Dann gilt

1f(y) = f@)I < Llly — 2| mit L= sup [[Vf(2)]

z€[z,y]

Bemerkung Wenn ||| die euklidische Norm ist, dann ist [|A]] = \/Amax(ATA) mit Apax ist grofter
Eigenwert. Jede Matrix A ldsst sich zerlegen in

A =UXV mit U,V orthogonal

%o
0

Beweis
Betrachten Hilfsfunktion ¢ : G — R, p(x) = aT f(x) fiir ein beliebiges a € R™,a # 0. Nach skalarem
MWS gibt es ein z € [z,y] mit

p(y) — o) =Vp(z) - (y—a) =a’ - Vf(2) (y —2)
Nach Cauchy-Schwarz gilt

(o0) — 90 < llall - IV £ )y — )] < - IS F ] - Iy~ =]
CLT - T
G CC ) A R

lall
< Ly — =]

UndEz( )oderE:(% 0).

z hingt von a ab, L||x — y|| ist von a unabhingig. Wenn f(z) = f(y), dann ist nichts zu zeigen.
Sonst setze a = f(y) — f(z):

0" (f(y) = £(@)) _ Jla]?

=1f(y) = (@) < Llly — 2|
U

Korollar 29.14
Jede stetig diffbare Funktion f: K — R™ auf einer konvexen, kompakten Menge K ist Lipschitzstetig.

L = sup [[Vf(z)]
zeK

Bemerkung (Newton-Verfahren)
_ flzk)
f'xr)
[+ R™ — R stetig diffbar. Linearisiere f in x, suche Nullstelle der Linearisierung als xj1.
flx+v) = f(z)+Vf(z) v+ o(v) fir ,kleine“ v
f(z) + Vf(z)v ist die Linearisierung von f in z. Lise
0= f(z) + Vf(z)v nach v
v=—(Vf())""f(z)
Wenn f(z) schon ,klein genug®, dann ist f(x +v) = o(f(z)). Oft auch f(z +v) = O(||f(z)[]?).

Satz 29.15 (von Kantorowitsch, vereinfachte Version)
GCR" f:G— R"™ Dy C G sei offen, konvex, f auf Do diffbar und V f : Dy — R™*™ sei Lipschitzstetig
mit Konstante L > 0. In xg € Dg sei V f(xq) invertierbar mit

1= L F o) o)l < 5

Tk41 = Tk

und
Bl(wo, 2|V (f(20)) ™" f(z0)l]) € Do
= X1 = xk — V (k)" f(xk) konvergiert gegen eine Nullstelle x* € B(zo, 2||(f(z0)) L f(z0)|)
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8§30 Umkehrfunktion, Gleichungen, IFT
IFT = Implizite Funktionen Theroem

Bemerkung (Motivation/Zusammenhang) Als Verallgemeinerung von linearen Gleichungssystemen
Az = y mit y € R" gegeben, x € R™ gesucht
betrachte nichtlineare Gleichungen
F(z) =y mit F: R" - R"

Aufgabe: Bestimmung von z fiir gegebenes y, d.h. Auswertung der (bzw. einer) Umkehrfunktion x =
F~l(y)

Beispiel (Polarkoordinaten)

rsin(©) cos(p) Y1
F(r,p,0) = [ rsin(®)sin(p) | = | y2
r cos(©) Y3

Hier bekommt man nach sukzessive auflésen

Y x
r=\/y?+vi+y3 @:arccos(f) p= rsin2(6) falls © # 0

Im allgemeinen kénnen Systeme nichtlinearer Gleichungen nicht in geschlossener Form, d.h. Formeln bzw.
Ausdriicke gelost werden. Dann ergeben sich zwei Aufgaben:

(i) Beweise Fzistenz und gegebenfalls Eindeutigkeit von Losungen in bestimmten Umbgebungen U C
R™ und fiir bestimmte y € V C R™.

(ii) Numerische Approzimation von Losungen mittels iterativer Verfahren( z.B. Newton und Varianten)

Umkehrbarkeit verlangt im allgemeinen Differnzierbarkeit und Regularitéit der Jacobimatrix

OF;(x1 .. .xn)>i‘1~~”

VF(x0) = ( T € R
J

j=1l..n

det(VF(z0)) #0 <= VF(x) " existiert
<= span{0; F'(wo)};_; =R"
< span{VF;(zo)}-; =R"
< Flag)v=0 < v=0

Héufig sind Gleichungen abrangig bzw. variabel in Paramtern y € R™ und man sucht Losungen von
flz,y) =0 € R™ mit z € R”

Falls fiir alle y € V' C R™ Losung « = g(y) existieren und dieser Zusammenhang lokal eindeutig ist, heifit
x = g(y) eine implizite Funktion, die auch durch f(z,y) = 0 definiert ist.

Beispiel

fley) =2+ -1=0 =gy =1-y*firye[-1,1]

Riickfithrung auf Umkehrfunktion durch Einbettung

F(z,y) = (f(g;’ y)) (R R mit VF(z,y) = (ng V},f> = det(VF(x,y)) = det(V.f)
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Beispiel (Gleichungslésung mit Newtonvarianten) Annahme: F € C*(U,R"),U C R" offen und
konvex. zg € U annihernd Nullstelle F(zo) ~ 0, d.h. |[|[F(zo)| <« 1

Linearisierung: F'(zo) + VF (zo)v + o(||V])
Bedinungen an v:
0
= o([[vll) = o(|[F(zo)I])
o) = o([| F'(z0)]])

V € R" ist eindeutig definiert gdw. VF(xg) regulir ist, so dass algebraisch gilt v = — [VF(:UO)]_1 F(xo).
In numerischer Praxis sollte man (fast) nie [VF(x)]”" berechnen, sondern nur das lineare System
VF(zg)v =—F(xg) 16sen, zum Beispiel via LU-Faktorisierung = Gaufischer Elimination. Erste iterierte:

F(x0) + VF(zo)v
= F(xo+v) =F(x;
dav=—VF(z9) 'F

z1 =120 +v =0 — [VF(20)] " F(a0)
Wiederholte Anwendung ergibt ,,unendliche* Iterationen
Tpgr =z — [VF(2r)] " F(ap) volles Newtonverfahren

Thgr =z — [VF(20)] " F(xp) vereinfachter Newton, ,hard method*“

Der vereinfachte Newton ist etwas langsamer, dafiir aber billiger pro Schritt. Das erhoffte Ergebnis ist
Konvergenz, d.h.

Tk — Tx = Vg =Thy1 — Tk — 0
— [VF(xp)] " F(xx) — 0
= F(vg) = —F'(zx)vr — 0
= F(z.) =0 <= z,.Nullstelle

Frage: Wie kann man die Konvergenz zeigen?
Antwort: Mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes angewandt auf G(x) =  — VF (z¢) ' F(x).

VG(z) =1 —[VF(x0)] ' VF(x)

= VG(zg) = 0 wegen Stetigkeit VG(z) folgt
1
= IVG(x)] < 3 fiir € By(z0)
1
= IG(x) — G(z)]| < in — z|| fiir z,y € B, (x0) nach Schrankensatz
1 = o — [VF(20)] ™" Flo) w1 — ol = | [VF(20)] ™" Flzo)|l < [ [VF ()] || | F (o)l
————

~0
Aus Kontraktion folgt |41 — x| < (5)*[lz1 — o|| Summation iiber j < k ergibt
k= woll < (1+ 5 + 1+ .- w1 — @ol| < 2[jw1 — 20|
— {a}ren C By(ao) falls || [VF (o)) ™" Flao)| < 5
= ) — T € By(xp) mit F(z,) =0

Satz 30.1
Sei F € CY(U,R"), z € U offen und konvex. Definiere r > 0, so dass |[VG(z)|| < % fir x € B.(z).
Dann folgt aus der Bedingung

| VE (o)) ™ Flao)l < 5

dass die vereinfachte Newtoniteration xyy1 = xj, — [VF(x0)]”" F(zy) innerhalb B, (xq) bleibt und Kon-
vergenz die einzige in By.(xq) ezistierende Nullstelle x, = limy_, o, erzielt.
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Beweis
Wegen vorausgeganger Herleitung bleibt nur noch Findeutigkeit zu dberprifen. Aus F(z,) = 0 =
F(Z.) mit x., %« € B.(z0) folgt:

- - 1 -
122 = &l = [|G(2s) = G(@)I| < Fll2s = 2]

= || — 2.l =0

Bemerkung Asymptotisch ergibt sich die Konvergenzgeschwindigkeit

T 2 =22 () VR = V6] <
k—oo ||l‘]~C — J)*HQ

N |

Das nennt man Q-lineare Konvergenz. Fiir volles Newtonverfahren ergibt schon fiir ' € C*(U) superli-
neare Konvergenz d.h.

b1 — @l _

lim =0

Schliisselvoraussetzung: VF(z) ist regulir und stetig nahe Nullstelle x,. Als Korollar erhalten wir lokale
Umkehrbarkeit im folgenden Sinne:

Satz 30.2
Falls F € CY(U,R™) mit U offen und an Stelle zo € U mit yo = F(xg) gilt

det(VEF (z0)) #0
Dann existiert eine Kugel V = B,(yo) und eine Umkehrfunktion F~' : V — U, so dass
FoF~!(y) =y fiir alle y € Bp(yo)

Zudem ist F~1 € CY(V,U) mit der totalen Ableitung

—1 -1
VE™ (yo) = [VE(z)]
—_——
Ableitung der Umkehrfunktion InverseMatrixderJacobiatrix

Bemerkung

F € CY(U,R™),U c R" offen und zusammenhéngend
det(VF (xg)) #0
= |[I = (VF(z)) 'F(z)| < 3 fiir € B, ()
= =, € B; falls 7 = 2| VF(x) ' F(zo)|| < 7

Neue ,Idee“: Lose F(x) = y fir y = yp fithrt zum Umkehrsatz 30.2. D.h. unter den Voraussetzungen
existiert Umgebung V = B,(yo) und eine Umkehrfunktion F~': V — U mit F~! € CY(V,U), so dass

FoFly)=y <= o=F'(y) <= y=F(x) A2z €U

Beweis (von Satz 30.2)
Fiir festes y = yq betrachte modifizierte Funktion

Fy(x) := F(z) —y € C'(U,R"),
so dass

Fyz)=0 < F(x)=y < Gy(z)==x,
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wobei
Gy(z) =2 — [VF(20)] " (F(x) —y)

Fy(x)

Differentianion ergibt unverdnderte Jacobimatrix.
VG, (z) =1 - [VF(x0)] " VF(z) da VF,(z) = VF(x)

Also gilt ||[VGy(z)|| < § fir © € By(z0). Anwendung von Satz 30.1 ergibt eindeutige Losung v, =
z(y) € Br(zo)
falls || [VF (x0)] ™" Fy(wo)[| = | [VF(20)] ™" (w0 — )| <

N3

Letzte Bedinung ist sicher erfillt, wenn y € B,(yo) mit p= &/ [VF(20)]"" da dann nach Definition
der Matriznorm

VP (v = 9o)|l < HVE @)l [y = woll < 5
Dann gilt zudem fir F~(y) := z.(y) mit y € B,(xo)
1oy el il () — 2|lyo — yll
1E="(y) = F~ (o)l = [l (y) — @0l < V()] !

m.a. W. die konstruierte Funkton F~1 : B,(yo) — U ist an Stelle yo Lipschitzstetig mit Konstante
2/ [VF(20)] " ||. Daraus folgt, dass

2||y_y0H — 0(”

z — x|l = ||F1 —F Yz T —T =0 -
| ol = [IF7"(y) (O)“§||[VF(J:O)]‘1|| oll) = o(lly — woll)

Nunmehr erhilt man Diffbarkeit von F~1 an Stelle y wie folgt:

F(x) = F(xo) = VF(zo)(z — 20) + o(||z — xo)
y—yo = VF(x0)(F~'(y) — F (1)) + ([l — o)
[VF(20)] ™" (y —y0) = F~'(y) + F~(y0) = | [VF(20)] ™" llo(||z — wo]|)
= F'(y)=F ' (yo) + [VF(z0)] " (y — o) + o(lly — woll)

Also ist F~1 ist an Stelle yo total diffbar und Jacobimatriz ist genau

VF(yo) = [VF(F ()] "

Zu beweisen bleibt, dass F~' an allen Stellen & € B,(yo) die Ableitung [VF(F~1(§))]™' = VF~1(3)
besitzt. Ihre Stetigkeit folgt unmittelbar aus Lipschitzstetigkeit von F~! selbst und vorausgesetzte
Stetigkeit von VF.

An Stelle & = F~1() € B,(x¢) gilt

IF ~[VF@o)l ' VE@) < § = det(VF() #0

Andernfalls wire VF(Z)v = 0 fir v # 0 und somit <I — [VF(x0)] " VF(:Z:)) v = v was der Kon-

traktivitit widerspricht. Wegen det(VF(Z)) # 0 und weiterhin giiltiger Stetigkeit in B, (xq) ldsst sich
bisheriges Resultat Satz 30.2 auch an Stelle T statt xo anwenden und wir erhalten Diffbarkeit mit
angegenen Jacobimatriz.

O]
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Beispiel

rsin(6) cos(ip)
= | rsin(@)sin(p) | = F(r,0,0) R® — R = F(R?)
r cos(0)

IS IS

F ist global diffbar und surjektiv, aber nicht injektiv.
—F(r,0,0) = F(r,0 + m ¢)
Es gibt keine Globale Umkehrung.

sin(f) cos(¢) rcos(f) cos(p) —rsin(f)sin(y)
sin(f) sin(y) rcos(f)sin(p)  rsin(f) cos(p)
cos(6) —rsin(6) 0
a/or 0/06 0/0¢

sin(f) cos(y) cos(f) cos(p) —sin(p)
r?sin(f) = det | sin(f)sin(¢) cos(f)sin(p)  cos(p)
cos(0) — sin(h) 0

— r?sin(f) = det(VF)

VE =V, ,F =

Schlussfolgerung;:
det(VF)#£0 < r#0Asinf £0

Bemerkung (Motivation von IFT) Betrachte Gleichung f(z,y) = 0 € R™ mit y € R™ und z € R,
d.h. m Gleichungen in denen m Unbekannte y und den n Parametern x. Vorausgesetzt, wir haben spezielle
Losungen (zo,yo) € R"™™ mit f(xq,yo) = 0.

Falls

Vyf(wo,y0) = diyf(fo,y)
Y=Yo

nicht singuliir, ergibt Satz 30.2 Losbarkeit von f(zg,y) = z fiir hinreichend kleine z € R™. Andererseits

gilt fiir « &~ x¢, dass f(z,y0) = f(xo,y0) = 0, vorausgesetzt f stetig. Man kann also erwarten, dass es fiir

x ~ xo Werte y = y(x) = yo gibt, so dass f(z,y(x)) = 0. Man sagt, die Funktion y = y(x) ist implizit

durch die Gleichung f(z,y) = 0 nahe (x¢,yo) definiert.

Satz 30.3 (Implizite Funktionen Theorem IFT)

Sei f € CY(D,R™) mit D C R"™™ offen. Falls f(xo,y0) = 0 und det(Vyf(z0,y0)) # 0 an (zo,y0) €
R dann existiert eine Umgebung U = B,.(xo) und eine Funktion g : U — R, so dass f(x,g(x)) =0
fir x € U und g ist diffoar mit Jacobimatriz

Vag(w) = = [Vy f(2,9(2)] " Vaf(2,9(x))
Bemerkung (IFT umgangssprachlich)
f(z,y) =0€ R™ mit y € R™ und V,, f(z,y) reguér

erlaubt Auflésen nach bzw. Rausschmeiflen von y als Funtion g(z). Es bleiben n = n4+m—m Freiheitsgrade
iibrig. Typischerweise kénnten auch andere m Komponenten von z = (z,y) € R®™™ als Funktion der
verbleibenden n Komponenten dargestellt werden.
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Beweis
Betrachte erweiterte Funktion

£(0) = (i) o=

AN I 0
Vault (y) B (sz(x,y) Vyf(x,y)>
i=l..m i=1..m
wobei Vg f(x,y) = <M> und V, f = (M>

awj j=1l..n ayﬂ j=1l..n
of of
ayl T 8ym
Vyflz,y) =] : = det(Vyy F(z,y)) = det(Vy f(z,y)) # (
Ofm Ofm
9y1 e OYm

nach Voraussetzung fir (z,y) = (xo,yo) da Vy f wie det() stetige Funktionen. Betrachte F(zo,yo) =
("%O) da f(zo,y0) = 0. Nach Satz 30.2 existiert Umkehrfunktion F~': B, (sco) — R*"™ 50 dass

0
pert (1) = () o (2) <20 (3)
d.h. fiir F~1 (ﬁ) — (G(;”’ Z)) mit G € CY(B, (”g)) JR™)

" (G(i z>) B <f<x,5<x,z>>) - <) fir () <P (0)

speziell erhalten wir fir z =0 € R™ und g(z) := G(x,0), dass f(z,g(x)) = f(z,G(z,0)) =0 =
xZ ZTo

o)EB”<0

f(z,g(x)) = 0. Das ist die Aussage fir x € B,(xg) = . Differenzierbarkeit von

F~Y und g(z) mit

1 - F 0 I 0
[VF (330,0)} = [VF(Q’JO,yO] L= (VxG VyG> (sz(l"o,yo) vyf(l'(),yo))

I 0 1 0
B ( [Vy £ (@0, 90)] " Vi f (20, 0) [Vyf(l’o,yo)]_l) N (VmG(l"»Z) VyG(%Z))
Fiir spezielle Wahl z = 0 ergibt sich schliefSlich

Vag(wo) = VaG(20,0) = — [Vy (20, 40)] " Vaf (o, o)
wie behauptet. Stetigkeit von Vg(x) auf B,(xo) folgt aus Stetigkeit von g(x) und V4, f(x,y).

U

Bemerkung Nach Leibniznotation haben wir einfach

—1
dg _ <df> <df> ~ W \erkhilte

dx dy dx dx
Beispiel
. 2
Iyl Yy -7 0 0
= = == 71
f(xayhyQ) <$y1+y1y2+y2$+2 0 ) Z;O 0
0
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Priifung der Regularitét:

_af ( 3y 3y3 )
Ay1,y2) r+ys 1tz

< (1)) hat Determinante 3 # 0

)
Vy (w0, Y14, Y2,)
)

Also ex. G : B,(z0) = (w0 — p, w0 + p) — R?

9= 1(91,92), so dass f(z,91(x),g2(x)) =0
Ableitung nach IFT ist an Stelle (20, y1,, Y2, ):

()= Y () (4 () -

8§31 Unrestringierte und gleichheitsrestringierte Optimierung

()=

Gegeben: Zielfunktion (objective funktion) ¢ € C*(D,R) mit D C R" offen und zusammenhingend.

Aufgabe: Unrestringierte Optimierung heiffit Auffinden von lokalem Minimalpunkt z, € D, so dass fiir
einr >0
2 € DN By(z) = ¢(2) > p(24)

m.a.W. z, soll Minimalpunkt von ¢ in hinreichend kleiner Umgebung sein.

Satz 31.1 (Optimierungsbedingungen 1. Ordnung fiir unrestr. Minimum)
2. € D kann nur dann lokales Minimum von ¢ € C1(D,R) sein, wenn

Vapl(z) = <%‘2”)j:1.,.n =0

Beweis
z lokales Minimum von ¢ == «a = 0 lokales Minimum von ¢(z. — aVe'(z.)) == Nach
Optimalitdtsbedinung 1. Ordnung in 1. Dimension:

= %W* —aVe ()] =+Ve(z)(-Ve'(2.)) = —|Ve(z)ll3 = Ve(z) =0

a=0

Zusétzlich sei gegeben F(z) =0 € R™ mit F: D — R™ und m < n.

Aufgabe: Optimierung mit Gleichheitsrestriktion (=Nebenbedingung). Finde Ideales Minimum z, €
F~Y0)={z € D: F(z) = 0}, so dass fiir p >0
z € F7H0)N By(z) = ¢(2) > ¢(2x)

Schreibweise iiblicherweise
mig ©(z) sodas F(z) =0
ze

Definition 31.2
Lokales Minimum z, erfillt LICQ( linear independence constrained qualification), wenn V ,F(z,) reguldr
ist, d.h. dquivaltenterweise

(i) rang(V.F(z.)) = m

(ii) Vektoren (V,F;(z.)) firi=1...m sind linear unabhdngig
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(iii) V,F hat eine m x m Teilmatriz mit nicht verschwindener Determinante.
Bemerkung Restringiertes Problem: min,(z) fiir 2 € F~1(0) = {z € D : F(z) = 0} wobei F : R — R™
mit m < n.
LICQ: rang(V.F(z)) =m
<= (V.F;) linear unabhéngig
< det(A) #0 fiir ein A € R™*™ mit A C V,F
A= (BjF)ieJ mit J C {ln}

Praktische Berechnung von rang(V,F') durch Gaufifaktorisierung mit Zeilenpermutation. Der Rang ist
die Anzahl der Zeilen, die dann nicht 0 sind.

Lemma 31.3 (Lokale Reduktion auf unrestringiertes Problem)

Angenommen z, ist lokales Minimalpunkt von p(z) fir z € F~1(0) und rang(V.(2.)) = m. Dann kénnen
die Komponenten von z sortiert und partitioniert werden, sodass z = (x,y) mit € R"™™ und x € R™,
det(VyF(2y)) # 0 und mit der entsprechenden impliziten Funktion g : B,(x.) — R™ gilt:

o(z) = p(z,9(z)) : Bp(xs) = R
hat lokales Minimum an der Stelle x = x,..

Beweis

Nach Umordnung, so dass det(V,F(z.)) # 0 garantiert IFT Existenz von g € CY(B,(z.),R™).
Damit ist ¢ auf B,(x) wohldefiniert. Angenommen x, ist nicht lokales Minimum von @(x). Dann
existiert Folge x, € Bp(x,) mit x) — x, und ¢(xr) < @(xs) = @(24). Dann konvergiert auch die
Folge 2z, = (g, g(zr)) gegen z. = (24, ys) und F(2;) = F(zg, g(zr)) = 0 sowie p(zx) = $(xg) <
S(z4) = @(24). Also wiire z. auch kein lokales Minimum von ¢ in F~Y(0) im Widerspruch zur
Annahme.

]

Bemerkung Falls rang(VF) = m, lisst sich restringiertes Problem zunéchst theoretisch auf unrestrin-
giertes Problem reduzieren.

Korollar 31.4 (Optimalititsbedingung 1. Ornung fiir restr. Probleme)
Unter der Voraussetzung von Lemma 31.3 existiert genau ein Vektor A € R™, so dass

V.o(2) + AN V. F(2) =0 €R", F(2,) =0 € R™

Beweis
Nach Lemma 31.3 kinnen wir o.B.d.A. annehmen, dass z = (z,y) € R"™™ x R™ und in F~*(0) gilt
lokal y = g(z) mit g € C*(B,(z.),R™). Die Ableitng von g(z) an z, ist nach IFT

Vag(e.) = — [V, F(2)] V. P (=)
Die Kettenregel ergibt fiir ¢(z) = ¢(x, g(x)):
Vep(x) = Vap(z, 9(x) + Vyp(z, 9(2))Vey(z)
= Vap(x,9(2)) =Vyp(@, g(2)) [V, F (2, g(2))] ' Vo F(, g(x))

=AT fiir 2=z,

= fiir z = z, gilt:
0=Vo(z)+ A V. F(z)
AT = V(2 [V )]
ATV, F (2] = —Vy0(2)
— V,p(2.) + AV, F(z.) = 0 wie behauptet
da V.p(2:) = (Vap(z:), Vyp(2:)) = (AT VL F(2:), ATV, F(2,))
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Beweis der Findeutigkeit von A durch Widerspruch:
Gelte auch ~
Ve +AVE=0=V,+\'VF

so folgt durch Subtraktion der rechten von linker Seite

AT = ANV, F(z) =0
< i(j\l — )\Z)VZFZ(Z*) =0

Da Zeilen V, F; linear unabhdngig sind.

U

Bemerkung Partitionierung des Vektors z in (x,y) fillt wieder raus und wir kénnen direkt die beiden
Gleichungen nach z und A 16sen. Diese lassen sich zusammenfassen zur Stationaritédtsbedungung

VaorL(z,A) = (V,L(z,\), VaL(2,X)) =0
wobei L(z, \) die sogennante Lagrangefunktion ist, d.h.
L(z,\) = 9(2) + AT F(2) = p(2) + F(2)'opA R™ =R
Entsprechend nennt man die Komponenten \; auch Langrange-Multiplikatioren.
Beispiel

r+y—+z
224y + 22 -1
L(z,y, 2, p) =5z +y —3z+ Mo +y+2) +p@? +y2 4+ 22 - 1)
0=V, L=54+A+3uz VaL=zxz+y+2z=0
0=V,L=1+A+2uy V,=L=2>+y*+22-1=0

D 0=@+3N+2uz+y+2) =0 = 0=31+1) = A=-1

o(z,y,2) =5z +y— 3z, so dass 0 = F(z,y,2) = ( ) A, p Lagrange-Mult.

1
:Fﬁ

44 2ux=02uy =0 — y=0 —= z2=—2—-y=—a — ?24+2240=1=22> = z=+—,2=

V2
Da F~1(0) ¢ B;(0) C R® kompakt und ¢ stetig ist, muss es mindestens einen globalen Minimalpunkt

und einen globalen Maximalpunkt geben. Diese miissen auch lokalte Minima sein und sind deshalb iiber
die Optimalitdtsbedingungen 1. Ordnung gegeben durch

(303) (o)
\/?7 ) \/5 ) ﬁ? ) \/?
Frage: Kénnen wir lokale Minima und Maxima unterscheiden?

Antwort: Ja, durch Betrachtung der Optimaltitsbedingung 2.Ordnung!
Unrestringierter Fall: minp(z) 2z € D CR™.
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Annahme: ¢ € C?(D), d.h. V. : D — R? mit V,, € C1(D).

d n
Vo(z+tv) - ﬁ(z +tv) = Z 0jp(z + tv)y;
j=1

d
veR"teR = ggo(ertv) KR

d? d &
5= oz +tv) = % Z 0jp(z+ tv)v;
j=1

I
INGE
&=~

djp(z + tv)v,

j=1
= Z Z 0;050(z + tv)vjv;
j=11i=1
81814,0 818ng0
= v V30 wobei V. = : : € R
OnO1p ... OpOnp

V2o heifit Hessematriz und ist fast immer symmetrisch gem#f folgendem Satz.

o | 0 2 0 [0
9,05 = 92 {8234 = [azlﬁﬁ(z)}

Satz 31.5
Falls 0;,0j¢ € C(D,R) fir alle 1 <i,j <n dann ist

0;050(2) = 0;0;(%) fir alle z € D
und es gilt fir v e R

p(z +v) = p(2) + Ve(2)v + 530 V3(2)v +o(|[o]|)

lokale quadratische Approximation

Beweis
Mit e; = (0,...,1,...)7 € R® Basis und 0.B.d.A. z =0 gilt

p(viei +vje) — @(vies) — p(vie;) + ¢(0)
1 1

— p(tvje;)
0

= p(vie; + tvje;)

0
1

= p(vie; + tvje;) — p(tvse;)

0
=7 {@gp(viei + Tvj€5) — 383.90(7%61‘)} fiir 7 € [0,1] nach ZWS
= v;v;0;,0;0(T2vie; + TVje; fir o € [0,1]

Wegen der Austauschbarkeit von i und j, konnen wir MWS in umgekehrter Richtung angewandt
werden und ergibt:

p(viei + vje;) — p(vier) — (vje;) — (0)
= Ujviajaicp(%gviei + 7~"Uj€j) f’[l:?” 7:2, T € [O, 1]

Division durch vj,v; # 0 ergibt

ajaicp(%gviei + %Ujej) = &ﬁjgo(mviei + TUj@Z‘)
9;0ip(0) = 9;0;(0)

wegen vorausgesetzter Stetigkeit.
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Beweis (der quadratischen Annidherung (Taylorformel))
Nach einer Taylorentwicklung in einer Variable( Satz 19.3) gilt

2

1d
Jrf— o(z + tv)

ol +0) = o) + et t)| 4350

dt

t= t=T1

n

1 n
Kettenregel = p(z) + Zajgo(z)vj t3 Z Z (2 + TV)vv;
QIR G g
=p(z+v)—Voe(z) v-— P Vep(z)v

9 Z Z 8ng ) azzjﬂp(z)]ij

Lemma 31.6 (Aussagen der LA zu H = H' € R?X™)
H heifit positiv semidefinit (SPD), gdw. eine der folgenden drei dquivalenten Aussagen gilt:

(i) v Hv >0 fiir 0 #v € R®
(ii) Hv=X = A>0fir0#veR" und A e R
(iii) H = CCT mit C € R™" die 0.B.d.A. dreiecksférmig gewihlt werden kann.

H heift positiv definit, falls die Aussage (i) und (ii) mit strikten Ungleichungen gelten oder (iii) gilt mit
det(H) = det(C)? > 0. Dann emistiert ein Amin > 0, s0 dass v' Hv > Apin||v]|? = Aminv Tv fiir v € R™.
Falls obige Aussage fiir —H gelten, heifst H negativ semidefinit bzw. negativ definit.

Korollar 31.7 (Unrestringierte Optimalitidtsbedingung 2. Ordnung)

Ein Punkt z, € D kann nur dann ein lokales Minimum von ¢ € C?*(D) sein, wenn Vp(z,) = 0
und V2¢(z,) SPD ist. Falls diese notwendige Optimalititsbedinung 2. Ordnung an z. € D gilt, und
det(V2p(24)) > 0, dann muss z. sogar lokales Minimum. (Hinreichende Optimalititsbedinung).

Bemerkung ¢(z) = 2" erfiillt an z, = 0 notwendigen, aber nicht hinreichenden Bedingung 2. Ordnung
fiir k > 2. Entsprechend ist V(z.) = 0 und V2¢(z,) SND kann z, lokales Maximum sein, wenn zudem
det(V2p(z4)) # 0. (det(—A) = (—1)" det(A))

Beweis
Laut Lemma 31.1 muss V(z.) am Minimalpunkt z, verschwinden. Dann gilt laut Satz 31.5

1
P2 +v) = p(z) = §’UTV2<P(Z*)U +o(||v[|*)
wire nun v’ V2p/z)v < 0 fiir ein v # 0, so gilte fiir dieses feste v

1 1
~t20 T V2p(z,)v + o(t|v]|?) = §t2(vTV2<p(z*)v +0(t°) <0

plax +tv) = p(2) = 5

fiir hinreichend kleine |t| # 0. Das widersrpiche vorrausgesetzter Minimalitit. Falls zudem V?p(zy)
positiv definit, so gilt nach Lemma 31.6

p(ze +v) —9(2) = %UTV2<P(Z*)U+0(||U|| ) > |Jv]? ( Amin +o([[v][*)) > 0

fiir ||v|| hinreichend klein. Also muss z. lokales Minimum sein.
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Bemerkung Im folgenden Verallgemeinerung auf restringierten Fall mittels Reduktion.

Satz 31.8
Unter Voraussetzung von 31.4(Optimaltititsbedinung 1. Ordnung) kann z. € D nur dann ein lokales
Minimum von ¢(z), 2 € F~1(0) sein, wenn

VorL(2,A) =0 und V. F(z)v =0 = v V2L(2z.,\)v > 0

Gilt zudem fiir alle 0 # v € ker(V,F(z))v dass v V2L(z,v)z > 0, dann muss z, ein lokales Minimum
des restringierten Problems sien. Fualls 0.B.d.A. z = (z,y) mit det(F,(z,y)) # 0 und y = g(z) dann

ist notwendig bzw. hinreichend fiir Optimalitit, dass die folgende projezierte Hessematriz positiv (semi-
)definit ist.

2 A V3L<Z*) vxyL(Z*) I n—m)X(n—m
Vo) = (1 Veole)) (9210 TEE) (Tugten) RO

wobei laut IFT = Vg(wg) = — [VyF(z*)]_lvxF(z*) € Rmx(n—m)_

Beweis
Nur unter der Zusatzannahme z = (x,y). Dann gilt fir red. Fkt. fir x ~ x,

P(x) = p(x,9(x)) = p(z,9(x)) + AT F(z,9(x)) = L(z,y,A) = L(z,y)
Hier wie im folgenden wird \ an den durch die Optimalititsbedingung 1. Ordnung eindeutig vorge-
gebene Werte festgehalten, kann also als Argument von L weggelassen werden. Differenziation nach
x; liefert mit y = g(x) nach Kettenregel

0 . 0 0
590 = 5 L 9) + VL) 5 g(@)

Nach nochmaligem Differenzieren nach x; liefert

o2 o2 ) 9 9 B
- L IV, Lz, y) — B v )
uidz; ~ Ow0m; L) T g VL@ 0) g a0 + 5V L y) 5 s g(a)+
) , ) 2
axig(x)VyL(% y)faxj (z) + VyL(z,y) Jui0z,; g9(z)

An Stelle z, = (x4, y.) verschwindet der Gradient V,L(x.,y.) und damit der letzte Term in Summe
und somit alle zweiten Ableitungen der impliziten Funktion g(x). Umschreiben der letzten Gleichung
an Stelle z, = (z«,y«) in Matriznotation ergibt genau den angegebenen Ausdruck fiir V2@ (x.) Somit

folgt Behauptung bzgl. Optimalitit aus entsprechenden Aussagen in Satz 31.7 fir unrestringierten
Fall.

Bemerkung Falls sogar V2L(z,) € R™" postiv semidefinite oder positv Definitheit ist dann gelten
diese Aussagen auch fiir T'TV2L(z,)T falls T € R™*(=™) und rang(T) = n — m. Deswegen ist

V.L(z.) = 0 und V2L(z,) positv definit

auch hinreichend fiir lokale Optimaltét.

Beispiel
: 3.4 o T — r+y+z _
min 5z + y — 3z so dass F = <x2+y2+22—1> =0
= L(z,y, 2, \ 1) = 5z +y —32) + Mo +y +2) + p(2® +y* + 22 — 1)
La 07 _L7 _17 _2\/5
VL=0 = ($7yvza)‘7:u’):{(\/§1 \{5 \[ )
(7\/5707%37172 2)
2
p=-=
x
>0, dh. 2. Losung = V2L positiv definit. = (—%, ...,2v/2) ist globaler Minimalpunkt. Fiir
pu <0, dh. 1. Lésung = V2L(z.) negativ definite. (%, ..., —24/2) globaler Maximalpunkt.
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832 Wege, Kurven und Weglingen
f(x,y) = c ist ein geometrisches Objekt in der Ebene.
e Im allgemeinen eine implizit gegebene Kurve. Zum Beispiel f(x,y) =22 +y>=1=rc.

e Unter geeigneten Umsténden existiert (partielle) explizite Darstellung y = g(x). Hier y = V1 — 22
fur x € [-1,1].

1—-t2 2t

e dritte Variante: Parameterdarstellung x = v, (t),y = 72(t) oder (z,y) = (W’ W)

Definition 32.1
Sei I =[a,b], v: I — R™ stetig. Dann heiffit v ein Weg in R™. ~ heifst

e Jordan-Weg, falls v injektiv ist.
e geschlossener Weg, falls v(a) = ~v(b)
e geschlossener Jordan-Wey, falls y(a) = v(b) und 7’[(1 ) injektiv ist.

C C R™ heifft Kurve in R™, falls es einen Weg v : [a,b] — R™ gibt, dessen Bildmenge C ist, C = {v(t) :
t € (a,b]} analog Jordan-Kurve, geschlossene Kurve,...

Beispiel (Peano-Kurve) Die Folge der ~; : [0,1] — [0, 1]2 konvergiert gleichmiiflig gegen ein v*. Dieses
ist stetig, also ein Weg, und verlduft durch jeden Punkt in [0, 1]%.

Satz 32.2
Jede geschlossene Jordan-Kurve im R? zerlegt den R? in 2wei zusammenhingende Gebiete R?\C = G U
G, so dass C jeweils der Rand ist, 0Gy, = C, 0Gy = C.

Definition 32.3 (Weglinge)
I=la,b,y: I —R" ein Weg. Z:a=1ty<t1 <...<ty=0> eine Zerlegung von I.

N
17, 2) =Y IIv(te) = v(txl]
k=1

Ist Z eine Verfeinerung der Zerlequng Z, dann gilt (v, Z) > (v, 2).
L(v) = sup{l(v, Z), Z Zerlegung von I}
Ist L(y) < oo, dann heifft L die Weglinge von ~.

Lemma 32.4 (Eigenschaften)
i) ist y Lipschitz-stetig, insbesondere v € C1(I,R™), dann ist L(v) endlich.

i) L(y) 2 [lv(b) = v(a)]
iit) Sind v : [a,b] = R", ¢ : [b,c] = R™ Wege mit v(b) = ¢(b), dann ist

) L Rn () fallst € [a,b]
T®p:la,d =R, (v@p)(t) = {(p(t) falls t € (b, ]
der verkniipfte Weg, und es gilt L(v @® ¢) = L(y) + L(p).
w) L(y = ¢) > |L(v) — L(p)|

Definition 32.5 (Weglingenfunktion)
v :[a,b] = R™ ein Weg, s: [a,b] — R™ definiert als

s(a) =0 s(t) = L(’y‘[a,t]) t € (a,b]

heiffit Weglingenfunktion.
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Satz 32.6
Es sei vy rektifizierbar = Weg endlicher Linge. Dann folgt

e s ist monoton wachsend und stetig
o v zusdtzlich Jordanweg, dann s streng monoton wachsend

e v € CYI,R"), dann s ist differenzierbar und

s = [ I@lar = @) =170

Beispiel (Kreis)

~(t) = (cost, sint)
= 4/(t) = (—sint,cost)
V@) =1, = st)=t—a

Beispiel (Spirale) r = ¢.

~(t) = (tcost, tsint)
)=

7' (t) = (cost — tsint,sint + t cost)
V@O = V1+¢

/ VI 2d = / cosh(u) - cosh(u)du
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