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Aufgabe 1.2:

1—ax?

Finden Sie Konstanten a, b € R, so dass die Funktionen f(x)=sin(x) und g(x)=x b

a) in x =0 bis zur 5. Ableitung bzw.
b) inx=0und x = :I:% bis zur ersten Ableitung
iubereinstimmen.

Lemma 2.1. Seien F,G,H € C*(R) k-fach stetig differenzierbare Funktionen. Sei vorausgesetzt, dass F
und G in einem Punkt xo bis zur k -ten Ableitung iibereinstimmen,

F(x0) = G(x0) und F9(x0) = GYV(xo) fiirallej =1,2,..., k .

Dann stimmen auch die Produktfunktionen (FH) und (G H) in xo bis zur k -ten Ableitung iiberein.

Beweis: Nach der verallgemeinerten Leibnizregel bestimmen sich die hoheren Ableitungen eines Produktes
mittels der Binomialkoeffizienten als

) F(j)(xo)H(m_j)(xo)

J

Z ( )G(j)(xo)H(m_j)(xo)

j=0
=(GH)"(xo).

(FH)"™(xo)= (
=0

m
J
m
J

#

Fiir die Losung der Aufgabe wéhlt man Vielfaches der Funktionen mit einem gemeinsamen Faktor, so
dass diese nennerfrei werden. Also F(x) = (1+bx?) sin(x), G(x)=x—ax3 und H(x) = Hﬁ. Werden die
Konstanten a, b so gewihlt, dass F und G in einem Stiitzpunkt x( in geforderter Ableitungsordnung
tibereinstimmen, so gilt das auch fiir f = FH und g =GH.

Alternative Interpretation: Die Funktion g = p/q ist ein Bruch zweier Polynome p(x) = x —ax3 und
q(x)=1+bx?. Die Ableitung eines Bruches fiihrt auf komplizierte Ausdriicke, was in den Ableitungen
von ﬁ begriindet liegt. Diese Ableitungen kdnnen systematisch vermieden bzw. implizit bestimmt
werden, indem man die bruchfreie Gleichung p(x) = g(x)q(x) betrachtet und ableitet. Dann gilt, wie

oben nach der verallgemeinerten Leibnizregel, in jedem Punkt x

P =3 (’:) gm0 (x)gF)(x)

k=0



Da g zweiten Grades (und p dritten Grades) ist, kann der Index k in dieser Formel auf die Werte {0, 1, 2}
eingeschrinkt werden. Aus der Folge der Identitdten

p(x)= g(x)q(x)
p'(x)=g'(x)q(x)+ g(x)q’(x)
p"(x)=g"(x)q(x)+2g'(x)q’(x)+ g(x)q" (x)
p”(x)=g"(x)q(x)+3g"(x)q'(x)+3g"(x)q" (x)
0= g ()gx) + m g Dx)g (o) + "D

kénnen nun nacheinander die Ableitungen von g gewonnen werden, indem jede Gleichung nach der
hochsten Ableitung umgestellt wird und die schon bekannten niedrigeren Ableitungen eingesetzt wer-
den.

g A(x)g"(x) m=4,5,...

Im Rahmen dieser Aufgabe kann man aber auch gleich die bekannten Ableitungen von f in den Stiitz-
punkten anstelle der Ableitungen von g einsetzen. Die sich daraus ergebenden Ausdriicke sind diesel-
ben wie im Lemma.

Systematische Interpretation: Die erweiterte Leibnizregel kann in eine Form umgeschrieben wer-
den, in der sie der Multiplikationsregel fiir die Koeffizientenfolgen von Polynomen entspricht. Dazu
werden die Bestandteile des Binomialkoeffizienten auf die restlichen Terme verteilt:

1

o _])!H(m_j)(xo)

1 1
—(FH)™(x0) =) = F(xo)-
m! = J!
J

Fiir die Taylorpolynome T}, T, TF1) der Ordnung k folgt dann daraus

TF(x) TH(x)= T,EFH)(x) + (Terme des Grades (k + 1) und héher)

1.2a) (Padé-Approximation)

Wie angegeben werden die Hilfsfunktionen F(x) = g(x)f(x) = (1 + bx?) sin(x), G(x) = p(x) = x — ax3
und H(x) = ﬁ = Hﬁ betrachtet. Werden die Konstanten a, b so gewdhlt, dass F und G in xo =0 in
maximaler Ableitungsordnung iibereinstimmen, so gilt das auch fiir f = FH und g =GH.

Die Ableitungen und Werte in xo von F und G sind in Tabelle 1 aufgelistet. Aus der geforderten Gleich-
heit der dritten und fiinften Ableitungen ergeben sich die Bedingungen a + b = é und b = %, und

daraus a = %. Die anderen Ableitungen bis zur 6. stimmen automatisch tiberein.

Eine alternative Berechnungsweise ergibt sich durch die direkte Rechnung mit den Taylorpolynomen,
in diesem Fall des Sinus. Nicht beriicksichtigte Terme der Ordnung 7 und héher werden in einem
Sammelausdruck O(x7?) zusammengefasst.

fX)=gx)+0(") <= x(1—ax®)=(1+bx?) (x— ix*+ 5 x° +0(x")) +O(x")

= x—ax®=x+(b—3)x*—(3b—5)x°+0(x7)

_ 1 _1
— b—ﬁunda-l—b—g
—

— 1 _ 7
b—zounda—60



j FU)(x) | FU)(0) GW(x) | GY)(0)
0 (14 bx?) sin(x) 0 x—ax? 0

1 2bx sin(x)+ (1 + bx?2) cos(x) 1 1—3ax? 1

2 (3) 2bsin(x)+ (f) 2bx cos(x) — (g) (1+bx?)sin(x) 0 —6ax 0

3 (2) 2bcos(x)— (?) 2bx sin(x) — ((3)) (1+bx?)cos(x) | 6b—1 —6a | —6a
4| - (‘21) 2bsin(x) — (‘11) 2bx cos(x)+ (3) (1+bx2)sin(x) 0 0 0

5| — (g) 2b cos(x)+ (?) 2bx sin(x)+ (g) (1+bx2)cos(x) | —20b+1 0 0

6 (g) 2bsin(x)+ (?) 2bx cos(x)— (g) (14 bx?)sin(x) 0 0 0

7| (})2bcos(x)— () 2bxsin(x)— ({) (1+bx?)cos(x) | 42b—1 0| o

Tabelle 1: Die ersten 7 Ableitungen der Funktionen fiir Aufgabe 1.2a)

x=0 x:—% x=4+Z

~(1+b%) | 1 +b%)

F(x) =(1+bx?

(=)

G(x) =x—ax? 0 —§+a%3 g—a%S
F'(x) =2bxsin(x)+(1+bx?)cos(x) 1 br br
G'(x) =1-3ax? 1 | 1-3a% | 1-3a%

Tabelle 2: Funktionen, Ableitungen und deren Werte fiir Aufgabe 1.2b)

Eine dhnliche Berechnungsvorschrift ergibt sich, indem man den Nenner in eine geometrische Reihe
entwickelt.

x2k+1 + O(x7)

00 o) (_Dk
f0)=g(x)+0") = - axz);(_b)kx% :; 2k+1)

— x—(a+b)x*+bla+b)x*+0(x")=x— éx3+ ﬁx5+0 (x7)

1 1
= a+b=gundbla+b)= 153
1 _ 7
— b—Eunda—@

1.2b) (rationale Hermite-Interpolation)

Es werden wieder dieselben Funktionen F, G, H verwendet. Diesmal sind nur Funktionswerte und Ab-
leitungen in den Punkten 0,+7 abzugleichen. Aus Tabelle 2 ist ersichtlich, dass die Ableitungsbedin-
gungen im Punkt x = 0 automatisch erfiillt sind und in den Punkten x = £ sich identische Bedingun-



gen ergeben. Diese Bedingungen ergeben folgendes lineares Gleichungssystem:

3 2
a%+b-=72-1 1 1)\ (ZEa Z_q Za 2 -1\ (Z-1
o, 2 @(3 2 =%z =02 =5 ||
3aZ-+bn=1 Tb 2 Tb) - 2
Hieraus ist die Losung a = %(4 —mund b= (n— 3) erkennbar.
T T

Berechnung mit Taylorreihen: Alternativ kann man auch in diesem Falle die Taylorreihen beider
Funktionen vergleichen. Da die Bedingungen in xo = 0 automatisch erfiillt sind, miissen nur die Taylor-
Entwicklungen fiir xo = 5 verglichen werden. Es gelten

f&E—Rm)=cos(h)=1-$h?+---=1+0(h?)

1-a(Z - hy

n_ — (T _ e 7
und g(2 h) 5 h)1+b(g—h)2

(%—h) (l—a%2 —I—cmh—ahz)
1+b% —brh+bh?

C5(1-a%) - (1-a¥f) h+otn?)

(1+bZ) - brh+0(h?)

Aus dem Vergleich beider Funktionen ergibt sich, dass im letzten Ausdruck fiir g Zdhler und Nenner
bis zur ersten Ordnung iibereinstimmen miissen, woraus man wieder das oben angegebene lineare
Gleichungssystem erhilt.

1.3) Fehleruntersuchung

Extra-Aufgabe 1.3:

Bestimmen und begriinden Sie im Fall b) eine méglichst kleine Schranke M fiir die Differenz von f
und g zwischen den Stiitzstellen, d.h.

|f(x)— g(x)| < M fiir alle x € [—g, g] .

Weil die auftretenden Zahlen netter sind, und einige Abschédtzungen klarer zu entwickeln sind, sei mit
einer Fehlerabschidtung zu Aufgabe 1.2a) begonnen.

zu Aufgabe 1.2a) Man erkennt aus den Graphen in Abbildung 1, dass die Anndherung des Bruches
an den Sinus recht genau ist, mit einem Fehler kleiner 0.0052 auf dem Intervall [—%, %]. Der zweite
Fehlergraph legt eine ortsabhingige Fehlerfunktion |f(x)— g(x)| <2.2-107*x7 nahe.
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f(x)=sin(x)
g (x)=x*(1—-7+x*x/60)/(1+x*x/20)

set
set
set
set

set

term post enhanced 24
sample 200

key right bottom
zeroaxis

output ’'aufgabel_2a_funktionen.eps’

plot [—2:2] f(x) lw 3,g(x) lw 3

set

output 'aufgabel_2a_fehler.eps’

plot [—2:2] abs(f(x)—g(x)) Ilw 3

set

output ’'aufgabel_2a_fehlerkonst.eps’

plot [—2:2] abs(f(x)—g(x))/abs(x**x7) lw 3
unset output

set

term wxt
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Abbildung 1: Graph und Fehler der Approximation Aufgabe 1.2a)



Um diese Schitzung zu tiberpriifen, wird die Taylorentwicklung s¢ = x — éx3 + mx5 des Sinus der

Ordnung 6 mit Restglied — %x7 cos(0x)) der Ordnung 7 in den Zdhler der Differenz eingesetzt.

(1+bx?)sg(x)—x(1—ax?) 1
1+ bx? o7

1 x7cos(0x))

|f(x) - gx)l=

< |14 bx?)sg(x) — x(1 — ax?)| + L1x[7,
wobei der linke Term sich nach Konstruktion vereinfacht zu

(14 bx?)se(x)—x(1 —ax*)= (1 + Lxz) (x — i+ o ) (x - %x?’)
1
= L7,

Wieder eingesetzt ergibt dies die Abschitzung

)-8 4 4 _ 8

= < <4.2-107%x7
|x|7 =205t 23 420-120 — 2400"

folgt.

Fiir eine bessere Abschdtzung kann man die Fehlerformel aus dem Leibnizkriterium oder eine Ab-
schitzung des Reihenrestes r5(x) in sin(x) = x — %x?’ + MXS r5(x) gegen eine geometrische Reihe ver-
wenden.

1
rs(x)=1-— —x W

x2 x2 x2)?
Irs(x) =1 < —-|14+==+|==| -

42 72 72
x? 1
T 42 1 Ly2

139 1 1 _1
72Y T T (1—Lx? 40"
42-(1 72x) 40+ 2

In die Fehlerabschédtzung eingesetzt ergibt das
|f(x)— g(x)| < |(1+bx?)sin(x) — x(1 — ax?)|

mit  (1+bx?)sin(x)—x(1 —ax?)= (1+ xz)(x——x + g X0 15(x)) — (x — L x%)

120
= 55 x°(r5(x)— 1)
= | f(x) — g(x)| < 55 1% 1°- < _ L| |’
40 4800
und M <2.1-107%, was der abgelesenen Schranke entspricht. Der entsprechende globale Fehler auf

[— 35 ] ist dann kleiner als 0.00492.

zu Aufgabe 1.2b)
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a=4/pi*x3%(4—pi)
b=4/pix*2x(pi—3)

e (X)=xX#**3x*(pi*k2/4—X*X)*%2
f(x)=sin(x)

g (x)=x*(1—a*x*x)/(1+bxx*x)

set
set
set
set

set

term post enhanced 24
sample 200

key right bottom
zeroaxis

output ’'aufgabel_ 2b_funktionen.eps’

plot [—2:2] f(x) lw 3,g(x) lw 3

set

output ’'aufgabel_2b_fehler.eps’

plot [—2:2] abs(f(x)—g(x)) lw 3

set

output 'aufgabel_2b_fehlerkonst.eps’

plot [—2:2] abs((f(x)—g(x))/e(x)) Ilw 3
unset output

set

term wxt
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Abbildung 2: Graph und Fehler der Approximation Aufgabe 1.2b)
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