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Beispiel A.123
P(x)=x*4+x+1=0
1
01 =5 [1 + i\/§]

Probe: xo = —3 +i3V/3
CH+x+1 =

2 =0 =
Also: x5+x+1 = 0
Probe: xo = —3 — i3V/3
Xtx+l = LV3-iV3+i-3-141=0
0 =0
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Bemerkung
Alle Gleichungen aus dem Reellen gelten auch im Komplexen. Nur
Ungleichungen, die Betrdge enthalten, machen auch im Komplexen Sinn.

Lemma A.125
In C gilt

(i) z=|z|(cos + isinp) fir = arg(z)

) fe) = s +3), i) = (e

(i) |z> =z * z, z7l =3z/|z]?

() 5(2) - w5(2)

V) |z + 2| < |a| + || Dreiecksungleichung
(Vi) |21 % 2| = |z1] * |22

arg(z1 * z0) = arg(z1) + arg(z) + 2wk

(i) |21/ 2| = |2l /||
arg(z1/z) = arg(z1) — arg(z) + 2wk

Definition A.124

Betrachtet man z = x + iy als Vektor in der Ebene mit den Koordinaten
(x,y) € R?, so ergibt sich

(i) als Lange des Vektors der Betrag der komplexen Zahl z
‘Z| = \/X2+y2 e]R+7

(ii) durch Spiegelung an der Horizontalen die konjugiert komplexe
Zahl von z
_:X+i(—y)€C,

(iii) als Winkel zur Horizontalen des Arguments
arg(z) = arctan(y, x) € (—m, ),

so dass x = rcos(p) und y = rsin(y).
Haufige Bezeichnung:

r=lz2  p=arg(2)
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Erlauterung

Aus (ii) folgt, dass die Zahl z € C genau dann zum Unterkorper der
reellen Zahlen R C C gehort, wenn sie mit ihrer konjugiert komplexen z
libereinstimmt.

Entsprechend gilt z = —Z genau dann wenn z rein imaginér, also gleich
i Im(z) ist.

Aussagen (iv) und (v) lassen sich so interpretieren, dass | - | und arg
Gruppenhomomorphismen von C \ {0} bzw. C in die multiplikative
Gruppe R bzw. die additive Gruppe R/(27R) sind.
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Eulers Formel und Einheitswurzeln
Ein weiterer Ausflug ins Komplexe wird notwendig, wenn man ein

Lemma A.126 Polynom P(z) wirklich sehr schnell und genau an n = deg(P(x)) + 1

. . e . o geigneten Stiitzstellen z; auswerten will. Dazu wahlt man dann
(i) Konjugierung ist ein Kérperhomomorphismus auf C, d.h. es gilt fiir

alle z,zy € C dass zj = cos(j *2m/n)+ isin(j *2m/n)

ntzn =a+7n axn=zaxn  a/an =7n/zm. Da nach der sogenannten Eulerschen Formel fiir ¢ = arg(z), r = |z| und
keN
Z¥ = |z|¥[cos(ky) + i sin(ke)]
(ii) Daraus folgt durch Induktion dass fiir jedes komplexe Polynom

P(z) € C[2] sind die obigen z; fiir j = 1...n genau die n Wurzeln des Polynomes
% _ ﬁ(?) Pn(z) =2z"—1.
Vorrausgesetzt n = 2% m , dann ergibt sich fiir j = 1,...m durch
wobei P(z) dasjenige Polynom bezeichnet, dessen Koeffizienten Quadratbildung

gerade die Konjugierten der Koeffizienten von P(z) sind. ,

zi = cos(2j*2m/n)+isin(2j*2m/n) = cos(j 2w/ m)+isin(j*2m/m) = zj2+"7
Es gibt also nur m unterschiedliche Werte von zj2 fir j =1,...n, welche

genau die Wurzeln von Pp,(x) = x™ — 1 sind.
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Korollar A.127
Aus obigen Lemma folgt, dass fiir ein Polynom P(z) € R|z] die Wurzeln

Jjeweils in konjugiert komplexen Paaren auftreten, d.h.

Schlussbemerkung
Bei der Erweiterung von den reellen auf die komplexen Zahlen verliert
man die Moglichkeit, alle Zahlen eindeutig nach einer 'sinnvollen’ Grosse

P(z) =0 < P(z) =0 zu ordnen.
Beim Ubergang zum n&chsten Erweiterungskérper, namlich den
Diese Eigenschaft ist umgekehrt fiir ein beliebiges komplexes Polynom sogenannten Quaternionen, geht (notwendigerweise) auch noch die
P(z) € C[z] mit mindestens einem reellen Koeffizienten p; € R, Kommunitativitat der Multiplikation verloren.
i €{1,...,n}, auch hinreichend dafiir, dass alle seine Koeffizienten reell Dariiberhinaus kann es keine Oberkérper mehr geben. Stattdessen
sind. bedient man sich in der Mathematik zur Beschreibung umfangreicherer,
aber nicht notwendigerweise komplexerer Strukturen sogenannter
Bemerkung Module iiber Ringen und Vektorrdume oder Algebren iiber Kérpern.
Dieses Aussage ist immer dann WIChtIg, wenn man Polynome aus einem Ahnhch wie bei Polynomringen Spielen dabei die Ring_ bzw.
eigent“ch reellen Modell erhdlt und nur mehr oder minder WIderWI”Ig und Kérperelemente als 'Koeffizienten' eine zentrale Rolle , mit deren Hilfe
hOfFentIiCh VOrrUbergehend ins KOmpIeXe geht Dies gllt zum Beispie| fUr sich alle 'praktischen’ Berechnungen durchfiihren lassen.

charakteristische Polynom in der linearen Algebra.



