Basistransformation

Umrechnung eines Vektors auf eine neue Basis

Ausgangspunkt

Gegeben sei eine Basis {v1,...,v,} = {v;}i=1., des linearen Vektorraumes V.
Mittels des Gram-Schmidtschen - Orthogonali- sierungsverfahrens sei eine neue
orthonormale Basis {b1,...,b,} = {b;};—1. ., erzeugt worden. Die dabei

erzeugten Zwischengréssen b, i=1...n, und aj, i=1...nj=1...(i—1),
seien verfiigbar. )
Es soll eine Formel ermittelt werden, mit deren Hilfe jeder beziiglich der Basis

{vi}i=1..n gegebene Vektor upy € Vin eine Darstellung Upb) beziiglich der Basis
f ...n umgewandelt werden kann.
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Der Ansatz des Gram-Schmidtschen-Orthogonalisierungsverfahrens
i—1
b,‘:VH»ZUt,'ij‘ i=1,....n
j=1

kann nach v; umgestellt werden. Mit b; = b;/||b;|| erhilt man

i—1
vi = [|bi[lbi— )" ayb; i=1,...,n.
j=1
Mit dem Ubergang von ajzu djj = —aj, i=1...n,j=1...i—1, und durch
zusatzliche Einfiihrung von &;; = ||bi||, i =1...n, folgt
i1 i
W:aiibii+zdijb/: Z@Ub/:V; i=1,...,n.
= j=1
Damit hat man eine Darstellung der Basisvektoren v;, i =1...n, als

Linearkombination der neuen Basisvektoren b;.

Ersetzt man nun die Basisvektoren v; in einem gegebenen Vektor
n
u=up = (1, )y = Zuiv,-
i=1

durch die neue Basis {b;};=1..., erhdlt man

n n i n i
Uy = D= Dy by =| 3 i Y i = upy
i=1

=1 j=1 =1 j=1

also die gesuchte Formel zur Darstellung u,) des Vektors u beziiglich der Basis
{bj}iz1..n
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Alte Basis (n = 3):
vi=(22,07 v»=(1,0,2" wv;=(0,2,1)"
Gegebener Vektor beziiglich Basis {v;}i=1.3:
Uy = (leﬂZv/JG)[T\;] =(1-2 %)[1\;]
Neue Basis aus Gram-Schmidt:

b= (3507 b (R LT by (3307
Koeffizienten a;; aus Gram-Schmidt:
an=--
Q31 = *\/E az2 = *g
Neue Koeffizienten .
Gj=—aj, i=1...nj=1...i—1und &;=|bj, i=1...n:
d11 = 2V2
o1 = % Qoo = %
31 =2 5432:§ 33 =3
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Nun Umrechnung auf neue Basis {by, by, b3}:

3 i
up = pi Y b
-1 =1
= pada1by + p1(Ga1by + Gaoba) + p13(@31by + d3aba + d3abs)

= (@11 + podior + p3dzr) by + (p2don + p3ds2) ba + padss bz
it

= —o1 41 _ 3 V2 =1.5
=2V2 2\/§+2\[2 772ﬁ+%-7 2°3
=2v2-V2+ % =-3v2+1V2

ﬂz:—%\/z| ‘ﬁszg‘

und damit

g = sz )y = (1 -2 D) = |2 -2V, Dy = uwi| = (51,62 890
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Probe: Umrechnung in kartesische Koordinaten

3 2 1 0 2-2+40 0
u[v]:ZHinZI —-210 +% 2l =(2-0+1]| = 3 | —u
i=1 0 2 1 0—4+% 7%

7 7z 2
2 3 2
0 2v2 3
3
3_3_10 3_ 2 33
273 18 2718 272 0
= (3+%+8 | =|3+5| =[3+3 N (37>—u
07%715_8 0*% 07% 2
und damit

U[v] = U[b] =u.
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