Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt

Ausgangspunkt

Gegeben sei eine Basis {v1,

= {Vi}i=1..n des linearen Vektorraumes V.

Mittels des Gram-Schmidtschen - Orthogonalisierungsverfahrens soll eine neue

orthonormale Basis {by, ...

,bn} = {b;}i—1...n des Vektorraumes V erzeugt
werden.
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Gegeben: {vy,..., ,Vn} = {Vi}i=1..n Basis von V

Gesucht:{by,...,b,} = {b;};=1..., orthonormale Basis von V so dass

span(by,...,b,) = span(vy,...,v,) i=1,...,n
sowie

Ibi] =1 A b; Lb; 1<{i,j}<nj#i

Ansatz: Wegen der Forderung

b; € span(vi,...,v;) =span(by,...,bi_1,v;)
wihlt man den Ansatz
i-1

bi=vi+> aybj = ||bi| b, i=1,....n.
j=1

Da b; durch Normalisierung aus b; gebildet wird, ist auch b; orthogonal zu allen
Vektoren bj, j=1...i—1.

Damit gilt (fiir festes i)

0=bj-v;+aj; j=1...i—1
und somit

j = —bj-v; j=1...i—-1.

Dann wird b; entsprechend dem Ansatz
i1
b; =v;+ Z ajjbj
j=1
berechnet. SchlieBlich erhilt man den i-ten neuen Basisvektor aus

Die letzten drei Gleichungen sind fiir i = 1.

.. n zu lésen, danach ist die neue
Basis berechnet.
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Gegebene Basis (n = 3):
=220 w»=(1027" v=(021)"

i=1:
by =v; =(2,2,0)7
[ba]| = V22 + 22+ 0= VB =2V2
B1 1 T 11 T
b= = =-—"=(2,2,07 =[(%, 1,007 =b
ST 2\/5( ) =|(35750) 1
i=2
an = —br-v2 = (5, 75,0)" - (1,0,2)T =~
o 1
by = va + azib; = (1,0,2)7 — —2(%,%,0)7:(% -7
[1Ball = /2% + %+227 =3
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i=3:

ag = —by-vi=—(J5,5.0)"-(0,2,1) = -2
azp = —by-v3= —(%7—%,2§)T‘(07271)T = ? ]

3
Bs = v3 + amby +axby = (0,2,1)7 — V2(F. 55,07 — 2 (2. -2, 2)7
:(_m 10 §)T
9:9°9
Ball = 10)2 10)2 5\2 _ /225 _ 15 _ 5
[bs] =/ (3) +(2)+(B) =yVFE=5=%
b; _ 3(_10 10 5\T _ 2 2 1\T _
b=y =5(9.%.5) =[(-5353) =bs
Die somit berechnete neue Basis ist
_ (1 1 T (M2 V2 2y2\T _(_2 2 I\T
b = (7 73:0) by = (4, =% %) by =(-5,5:3)

Gegebene Basis: L
vi=(2,2,0) 4
b
v2 = (1,0,2)7
N\ 4
v; =(0,2,1)7 | by,
k\ -
Orthonormale Basis: ~_ bl/:f\,e\
_ (1 1 T “~
b; = (ﬁ W'O) . \\ y
by = ( 62' %' %ﬂ)T
by=(-2.2.1)7 v
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