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Hinweis:

Der hier aufgefiihrten Losungsweg darf nur als Losungsskizze gesehen werden.

Aufgabe 1:

Erldutern Sie 2/3 Pkt.

den Begriff ,Matrix “und seine Beziehung zu den linea-
ren Abbildungen.

Losung 1:
Eine Matrix ist

e eine rechteckige Anordnung von Eintrédgen aus K
oder

e eine Anordnung von Zahlen in Zeilen und Spalten
oder

e ein Tabellenschema mit Eintrdgen, die Zahlen oder
was anderes sein konnen oder

e ein Datentyp mit Doppelindex oder
Aufgabe 2:

Es seien A, B € R™" Matrizen.

(a) Es gebe

eine natiirliche Zahl m4 € {1,...,n}, mit der die
Eintrdge der Matrix A = (‘Xj,k)j,kzl‘.n die Eigen-
schaft

k<j4+my—1 - Dé]',kZO

haben mogen. Geben Sie eine anschaulich-verbale
Beschreibung dieser Eigenschaft an.
Gleichfalls

gebe es ein mp € {1,...,n}, mit dem die Eintrige
der Matrix B = (Bjx)jk=1.n ebenfalls

(b)

k<j+mp—1 = ﬁjrkzo

erfiillen. Zeigen Sie, dass dann die Eintrdge von
C = (7jk)jk=1.n des Matrixproduktes C = AB die

e eine Abbildung
a: {1,...,n}x{1,..., m} — K,

wobei K eine mathematisch sinnvolle Menge Men-
ge ist. Am besten ein Korper, es wiirde aber auch
mit Ringen funktionieren.

Im Fall, dass K ein Korper ist, gibt es einen Isomorphis-
mus (eine eineindeutige Abbildung) zwischen den Ma-
trizen aus K”*" und den linearen Abbildungen von K"
nach K" mit den Tupelvektorrdumen als Spaltenvek-
torrdumen. Jede Matrix definiert eine lineare Abbildung
per Matrix-Vektor-Multiplikation, und einer jeden linea-
ren Abbildung dieses Typs kann eine Koeffizientenma-
trix zugeordnet werden.

Im Fall allgemeiner endlichdimensionaler Vektorrdaume
miissen die Vektoren mittels je einer Basis in die Spalten-
vektoren ihrer Koeffizienten umgerechnet werden.

Eigenschaft

k<j+mag+mp—1 - ’)/]',k:O

erfiillen.

(c) Beweisen Sie,

dass im Ring der rechtsoberen Dreiecksmatrizen
die Menge der Matrizen mit Nulldiagonale ein Ide-
al ist.

Losung 2 (a):

Die Matrix A ist eine Matrix, bei der alle Eintrdge in und
unterhalb der (m4 — 1) -ten oberen Nebendiagonale nur
0 enthalten. Die Eintrage auf, unter und M, — 1 Positio-
nen rechts neben der Hauptdiagonalen sind 0.



Beispiel fiir n =5 und my4 = 3.

0. 1. 2. 3. 4. obere Nebendiagonale
0 0 O a4 a5

0 00 0 ans

000 O O

000 O O

000 O O

Losung 2 (b):

Ein Eintrag der Matrix C = AB hat die Form:

n
cij = ) by
k=1

Z‘+WZA71 1‘771’13 n
= Y ag b+ Y awbg+ ), ap by
k=1 7“0 k:i+mA k:j—mB+1 S~

Es bleibt also nur noch die mittlere Teilsumme. Und die
ist leer, wenn

i+my>j—mp+lej<itmy+mp—1.
Womit die Behauptung bewiesen wiére.

Alternative: indirekter Beweis

Es sei ¢;; # 0. Dann muss in der Berechnungsformel fiir
c;j mindestens ein Term von Null verschieden sein. D.h.
es gibtein k € {1,2...,n} mit agby; # 0. Also miissen

Aufgabe 3:

Bestimmen Sie,

fiir welche reellen Zahlen x € R die Ungleichung

1
1+2x§1+x

definiert und erfiillt ist.

Losung 3

Die Ungleichung ist fiir x # 1 definiert. Da der Nenner
auch negativ sein kann, muss eine Fallunterscheidung
gemacht werden.

1.Fall (x < 1): Multiplikation mit (1 —x) > 0 &ndert
die Richtung der Ungleichung nicht,

(1+2x)(1—x)=1-x24+x—x*<1+x
— —2x* <0.

Aufgabe 4:

Beweisen Sie
mittels vollstandiger Induktion:

beide Faktoren von Null verschieden sein, was nur fiir

kZi+mA & j2k+m3
= k+j>i+k+my+mp
= j>i+my+mp

moglich ist. Fiir alle Eintrage mit j < i +m4 + mp, d.h.
j<it+my+mp—1,muss c;; =0 gelten.

Losung 2 (c):

Die Menge der rechtsoberen Dreiecksmatrizen mit Null-
diagonale ist additiv abgeschlossen.

Fiir eine rechtsoberen Dreiecksmatrix A mit Nulldiago-
nale ist m4 = 1 und fiir eine beliebige Matrix B aus
dem Ring der rechtsoberen Dreiecksmatrizen ist mp > 0.
Nach Aufgabenteil (b) (der auch fiir mp = 0 ohne Ande-
rung gilt) erfiillen die Produkte AB und BA, die Bedin-

gung
k<j+4+ (my+mp)—1 = (AB)jk = (BA)]‘k =0
und daraus folgt wegen 1 < (m4 + mp)

k§j+1 - (AB)]'k: (BA)jkIO.

Das Produkt ist also wieder eine rechtsobere Dreicksma-
trix mit Nulldiagonale, daher bilden diese Matrizen ein
Ideal im angegebenen Ring.

Die letzte Ausage ist fiir alle x < 1 erfiillt.

2.Fall (x > 1): Multiplikation mit (1 —x) < 0 &ndert
die Richtung der Ungleichung,

(1+2x)1—x)=1—-x>+x—x*>14x
— —2x2>0.

In diesem Fall ist die Bedingung fiir kein x erfiillt.

Die Ungleichung ist nun fiir die Vereinigung der beiden
Losungsmengen erfiillt, also

{xeRx<1}NO={x€eRlx <1} =(—00,1).

Firalle n € N und x # 1 gilt




Losung 4

Induktionsanfang (n =1):

n—1
Y (k+1)xF = (0+1)x0 =1
k=0

1—x" nx" 1—al 1x!

(1—x)27 :(1—x)271—x:1 v

Induktionsvoraussetzung: Es gelte

1—x

n-l 1—x" nx"
k+1)xk = -

Induktionsbehauptung: Zu zeigen ist

(n+1)x"*1
1—-x

1—x"

1— xn-‘rl

n xk_ B
k;)(k+1) 12

Aufgabe 5:

Finden und beschreiben Sie
die Gestalt der Menge

{zeC‘|z—H22h—ﬂ}

Losung 5:

Sei z = x +iy. Die komplexe Norm ergibt den eukli-
dischen Abstand in der Ebene. Es wird also nach allen
Punkte gesucht, die von 1 einen mindestens doppelt so
grofien Abstand wie von i haben. Der Ubergang zu den

Aufgabe 6:

Geben Sie
die Nullstellen des Polynoms p(z) = z® +1 an.

Losung 6:

Die Nullstellen des Polynoms p(z) = z°+1 sind die
6ten Wurzeln von —1 = ¢ = cos t + isin 7. Sie sind
darstellbar mit Hilfe der Euler-Moivre-Formel als:

im 2km
Zy =e6 -e 6 k=0,1,...,5
Es ergeben sich die Zahlen

T

zg = eo zg—i—z%
3 .

21:(36 =1
5 .
7 .

S
9 )

Zyg = €6 = —1
117 .

Zg =€ 6 :@-1%

Induktionsbeweis: Fortlaufende Umformungen

n

Z(k—i—l)xk
k=0
_n n
1—x" nx"  (n+1)x" — (n+ 1)1
:(1—x)2_1—x+ 1—x
1—x" nx™  (1—x)x"  (n+1)x"!
:(1—95)271—xjL (1-x)2  1-x
_1_xn+l B (n—i—l)x”“ .
(1—x)2 1—x

Betragsquadraten liefert

z—1| > 2z — i

= |x—1+iy? >4x+iy—1)

= (-1 24+ (1)

= 0>4x> 4+ 42 — 8y +4— (X2 —2x +1+17)
=3x% +2x +3y> — 8y +3

— 02x2+%x+y2—§y+1
O U

= §(x+3)+(y—3)°

Die letzte Gleichung ist eine Kreisgleichung in Mittel-
punktsform. Die gesuchte Menge ist also eine Kreisschei-
be mit Rand in der Gaufischen Zahlenebene mit Mittel-
punkt —% + %i und Radius ¥

Alternative: Man sieht relativ leicht, dass z = +i Null-
stellen sind. Da es fiir diese komplexen Nullstellen einen
quadratischen reellen Faktor geben muss, kann z? + 1
von z% + 1 abgespalten werden,

1=+ -2 +1).

Der verbleibende biquadratische Faktor kann in zwei re-
elle Faktoren der Form z2 +az + 1 zerlegt werden, man
findet schnell

22241 = (2 4+1)?-322 = (22 +V3z+1) (22— V32 +1).

Die Nullstellen dieser zwei quadratischen Faktoren erge-
ben die vier fehlenden Nullstellen von z° + 1.



Aufgabe 7:

Bestimmen Sie zur Matrix

2110
1110
A4=1011 o
000 3

(a) das charakteristische Polynom

(Hinweis: zuldssige Zeilen- und Spaltenoperatio-
nen);

(b) die Eigenwerte 2 Pkt.

(Hinweis: Erraten ganzzahliger Losungen);

(c) eine Basis des R, 6 Pkt.

die aus Eigenvektoren von A besteht.
Losung 7:
(a) Das charakteristische Polynom ist

24 1 1 0

._ 1 1-A 1 0

x(A) :=det 0 1124 0
0 0 0 3-A

Durch Entwickeln nach der letzten Zeile, Zeilen- und
Spaltenoperationen und abschlieSend Entwicklung nach
der ersten Zeile ergibt sich

x(A) = (3— A) det (2? A1 )

0 1 1-2A
2-A 1 1
—(3—A)det(1+AA 0 )
0 1 1-A

2-A 0 1
:(3A)det(10+AA 0 )

A 1-A

1-A 0 1
= (3—A)Adet(1+/\ -1 0 )
“14A 1 1-A

— - na-nde (406 )
—(B-A)A1-A) (det(]1 1%) +det(j _11))
=(A=-3)AA-1)(A-1-2)

=(A=3*(A-1)A

(b) Es lassen sich die Eigenwerte 0,1, 3,3 einfach ablesen.

(c) Es miissen die Losungsraume (entspricht den Eigen-
raumen) der folgenden drei Gleichungssysteme gefun-
den werden.

(A=3Iv=0
(A—Dv=0
Av =0

Eine Basis kann man dann aus den Basen dieser Eigen-

rdume zusammensetzen. Der Eigenraum bzgl. A = 3
0 -3 0
wird durch (%) und (i) aufgespannt. <_(1)1> er-

-1
zeugt den Eigenraum bzgl. A = 0. ( 9

0
Eigenraum bzgl. A = 1. Da Eigenvektoren zu unter-

schiedlichen Eigenwerten linear unabhangig sind, bildet

{0-()-(0)-(3))

eine Basis von Eigenwerten.

> erzeugt den



