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Serie 1. (Abgabe: bis 3.11.04)
Aufgabe 1:

a) Bestimme ganzzahlige Vielfache von 5 und 7, welche sich nur um die Differenz 1 unterscheiden. 3 Punkte

b) Warum folgt aus der gefundenen Identität, dass die additive Gruppe (Z, +) mit der Hülle der Teil- 3 Punkte

menge {5, 7} übereinstimmt, d.h., span+,−
Z ({5, 7}) = Z?

c) Bestimme die Hülle span∗N(N100) der Teilmenge N100 = {1, 2, 3, . . . , 100} in der multiplikativen 5 Punkte

Halbgruppe (N, ∗).

d) Kann ganz (N, ∗) als Hülle span∗N(U ) einer endlichen Teilmenge U ⊂ N dargestellt werden? 4 Punkte

Aufgabe 2:

Betrachte die nichtkommutativen Ringe Z2×2 bzw. Q2×2 der 2× 2 Matrizen mit ganzzahligen bzw. ratio-

nalen Einträgen.

a) Zeige, dass die Menge R ⊂ Z2×2 der rechtsoberen Dreiecksmatrizen über Z einen Unterring von 5 Punkte

Z2×2 bildet, d.h. es gelten 0 ∈ R, 1 ∈ R sowie A, B ∈ R =⇒

A + B ∈ R, A ∗ B ∈ R, A + (−A) = 0,

wobei (−A) durch Vorzeichenwechsel aller vier Einträge entsteht.

b) Sei nun R ⊂ Q2×2 die Menge der rechtoberen Dreiecksmatrizen über Q. Zeige, dass es keinen Unter- 4 Punkte

ring R zwischen R und Q2×2 gibt, d.h.

R ⊂ U ⊂ Q2×2 =⇒ U = R ∨ U = Q2×2

Hinweis: Betrachte ein beliebiges Element A ∈ Q2×2 \ R und zeige dann, dass jedes andere Element

B ∈ Q2×2 sich darstellen läßt als

B = L1 ∗ A + L2 mit L1, L2 ∈ R

c) Betrachte in der obigen Aufgabe b) die Menge Z statt Q. Zeige, dass es in diesem Falle einen Zwi- 5 Punkte

schenring R gibt und gebe ein Beispiel an.

d) Zeige, dass die Vereinigung des Rings der rechtsoberen Dreiecksmatrizen R mit dem Ring der links- 3 Punkte

unteren Dreiecksmatrizen L = RT keinen Ring bildet.

e) Zeige, dass der Durchschnitt R∩L einen kommutativen Ring bildet, aber weder ein Körper ist noch 3 Punkte

zu einem solchen erweitert werden kann.
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