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Teil B
Lineare Algebra

Vorlaufige Gliederung

Teil A Algebraische Grundstrukturen
(i) Algebraische Grundlagen
(if) Algebraische Teilstrukturen
(iii) Algebraische Erweiterungen
(iv) Aquivalenzrelationen und Quotientenstrukturen
(v) Euklidische Ringe
(vi) Polynome
(vii) ...
Teil B Lineare Algebra
(i) Vektorraum
(i) Analytische Geometrie im R3
(iii) Basis und Dimension
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Einfiihrung

B-1 Einfiihrung

Der Grundbegriff der linearen Algebra ist der des Vektorraumes, mit
dessen Hilfe sich eine Vielzahl von mathematischen Objekten und
Anwendungsmodellen beschreiben 13Bt.
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Einfilhrung

Definition B-1.1 (Vektorraum V bzw. linearer Raum)
Ein IC-Vektorraum ist eine Menge V
(i) mit Addition +:V xV — V und

(i) skalarer Multiplikation e : KL x V — V mit Elementen des Skalarkdrpers K
(K=Q,R,C,Zy,...)

Dabei ist (V, +) eine additive Gruppe, d.h. 30 € V & Yu,v,w € V:

> (u+v)+w = u+t(v+w), Assoziativitat
» u+v = v+u, Kommutativitat
» u+0 = u, Neutrales Element
» I(—u)eV:u+(—u) = 0. Inverses Element

Die skalare Multiplikation muss mit der Multiplikation in K vertréglich sein,
d.h. VA, v e K:

Ae(yeu) = (A\y)eu sowie

v

leu=u,
Ae(u+v) = deu+ ey,
(A+7y)eu = deu+yeu.

vV v v
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Einfilhrung

Beispiel B-1.2 (Spaltenvektorraum)

Fiir jedes n € N, ist der Spaltenvektorenraum R"*1 mit
komponentenweisen Operationen auch ein R-Vektorraum.
Ein Spaltenvektor v aus n reellen Zahlen v;, i = 1,...,n, wird notiert als

v:(z/l,yg,...,z/,,)T oder v=(v;)L,.

Beispiel B-1.3 (Funktionenrdume)

Fiir je zwei reellwertige Funktionen 7, g : D — R mit gemeinsamen
Definitionsbereich D kann man die Summe h = f 4 g als die Funktion
mit den Werten

h(x) = f(x) + g(x) fir xe€D

definieren. Entsprechend erhalt man h = A e f als die Funktion mit den
Werten
h(x)=Af(x) fir xeD.
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Einfilhrung

Beispiel B-1.4 (Zahlenfolgen)

Funktionen des Typs a : N — R nennt man Zahlenfolgen und notiert
diese als a = (a,)nen, b = (bn)nen-
Addition und Multiplikation mit Skalaren werden gliedweise durchgefiihrt,

a+b=(an+bp)perr und Aea=(Aap)nen -

Die Zahlenfolgen mit diesen Operationen bilden den R-Vektorraum
(N, R).
Man kann fiir jedes k € N die eingliedrige Folge 5% = (6%,),en mit

sk 1 firk=n
" 10 sonstbei k#n

definieren.

Mittels Addition und skalarer Multiplikation lassen sich aus diesen
elementaren Folgen immer nur Folgen ¢ = (c,)nen endlicher Linge
konstruieren, d.h. es gibt immer ein K € N mit ¢, =0 fiir n > K.
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Einfilhrung

Die meisten Untersuchungen und Ergebnisse der linearen Algebra beschaftigen
sich mit Variationen der folgende Frage:

Problem B-1.5

Gegeben seien eine Familie von r Vektoren v; (i =1,...,r) und ein spezieller
Vektor w aus einem gemeinsamen Vektorraum V.

Gibt es nun eine Familie von Skalaren \i(i =1,...,r), so dass

W = \Mvi+Xovo+...+ v, = Z)\;v;
i=1

gilt? Wenn ja, wie kann man geeignete Koeffizienten \j berechnen? Sind diese
dann eindeutig bestimmt?

Unter anderem lassen sich Fragen nach Basisdarstellungen sowie die Suche
nach den Lésungen linearer Gleichungssysteme

by =aj1x1+a2xa+ -+ arnXn

by =az1x1 +azaxa+ -+ axnxn

bm =am1x1+amaxa+ -+ amnXxn

in dieser Art formulieren.
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Vektoren im Anschauungsraum

B-2 Vektoren im Anschauungsraum

Man kann Verschiebungen im Raum als Vektoren auffassen. Vektoren

v = OP und u = OQ sind dann diejenigen Verschiebungen, die den
Ursprungspunkt O nach P bzw. @ verschieben. Die Summe zweier
Verschiebungen ergibt sich alsw =u+v = 07? wobei sich der Punkt R
sowohl als Verschiebung von @ um v als auch als Verschiebung von P
um u ergibt.

P

Bildlich liegt R an der Spitze
des Pfeils v (bzw. u), wenn
dessen Anfang in den Punkt
Q@ (bzw. P) gelegt wird. Die
Beliebigkeit in der Reihenfol-
ge der Ausfiihrung der Ver-
schiebungen ist gleichbedeu-
tend mit der Kommutativitat
der Vektoraddition.
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Vektoren im Anschauungsraum

Legt man den Ursprungspunkt O fest, so lassen sich alle Raumpunkte P
mit ihren sogenannten Ortsvektoren v = O—F’> identifizieren und man
schreibt auch P = P(v).

Vereinbart man weiterhin ein System von drei rechtwinkligen
Koordinatenachsen mit geeigneter Skalierung, so lasst sich jeder Vektor v
mit Hilfe von drei Koordinaten v, 15,3 € R wie folgt darstellen:

vV = vie; + 1nes + v3e3

Hierbei verlaufen die drei Einheitsvektoren e;, e; und ez entlang der
x-, y- bzw. z-Achse. Sie bilden eine sogenannte Basis des
Anschauungsraumes und werden zuweilen auch mit 7, 7'und k bezeichnet.
Hat man sich auf ein bestimmtes Koordinatensystem festgelegt, so kann
man die Vektoren mit ihren entsprechenden Koordinatentripeln
identifizieren und schreibt dann einfach

v = (v,m,3)7 €RE.
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Vektoren im Anschauungsraum

Inbesondere erhalt man die Basisvektoren selbst als kanonische
Basisvektoren des R3,

e; =(1,0,0)", e =(0,1,007, e3=(0,0,1)".

Addition, Subtraktion und Multiplikation erfolgen nun
komponentenweise, z.B. fiir

u=(3-127 ud v = (02,47
ergibt sich
ut+v = (3,1,6)7, u—-v = (3,-3,-2)7 und 3u = (9,-3,6)7,

wobei der Faktor 3 in der letzten Gleichung die Rolle eines Skalars spielt.
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Vektoren im Anschauungsraum

A€3

€2y, V1
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Vektoren im Anschauungsraum

Lange und Richtungskosinus
Wegen der vorausgesetzten Rechtwinkligkeit der Koordinatenachsen
ergibt sich aus dem Satz des Pythagoras
Definition B-2.1 (Lange eines Vektors, Euklidische Norm)
Der Vektor v = (11,12, 3) hat die Lédnge

Il = /2 + 1B +03 dh NP =vv.

Diese nichtnegative reelle Zahl ist eine Verallgemeinerung des Betrages
von reellen oder komplexen Zahlen und wird auch die euklidische Norm
des Vektors v genannt.

Dividiert man nun einen Vektor v # 0 durch seinen Betrag, so erhalt man
einen Vektor der Lange 1, dessen Komponenten als Kosinusse von drei
Winkeln a, 8,~ € [0, 7] dargestellt werden kdnnen. Es gilt also

v ( %1 1%} V3

T
— = =, = (cosa, cos 3,cosy)"
(vl (vl [lvl” ||V||> B
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Vektoren im Anschauungsraum

V4
Ae3 v
v
B,
/o/ e Y
€e;
X

Wie aus der Zeichnung ersichtlich ist, bilden «, 3 und v die Winkel
zwischen v und den Basisvektoren ej, e, und e3. Man kann also einen
Vektor eindeutig durch diese drei Winkel und seine Lange definieren.
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Vektoren im Anschauungsraum

Konstruktion des Lotfusspunktes

Gegeben sei ein Punkt P = O 4 v und eine Gerade g = {O + tu : t € R}.
Der Punkt Q@ = O + tu auf g mit kiirzestem Abstand zu P wird
Lotfusspunkt genannt.

PQ = Q — P = tu— v. Abstand ist minimal <= Quadrat des
Abstandes ist minimal.

[tu—v|? =(tu—v) " (tu—v) = tPu"u — t(u"v4+vTu) +v'v
=t?||ul|® = 2tu"v + ||v|?

Ty 2 Ty)2
u'v (u'v)
—(ru— ) I Cll) s

[[ul [[ul]?

mit minimalem Abstand

D o u'v
Der Lotfusspunkt ergibt sich fiir t* = W
u

(u”v)?
It u = v||? = fv]? - P = IvI® = (£)?[[ul>.

167 —



Mathematik fiir Informatiker |

Vektoren im Anschauungsraum

Geometrische Interpretation
Im Dreieck AOPQ gilt der Satz des Pythagoras mit rechtem Winkel bei
Q=0+ truw

VI =llt"u = v[> + [[tu]?, d.h. [JOPI* = | PQI* + [ 0Q]* .

Deshalb kann durch cos¢ = dggh , sinp = Hg—g” der Winkel ¢ bei O
zwischen u und v bestimmt werden, wenn ¢ € [0, 7] = [0°,90°].

Allgemeiner gilt

T

cos<p:t* flu _ u'v 7
il Alulf vl
S L e R A
vl [[ul? [[vI[>

Insbesondere gilt [u"v| < [lu]| ||v]|.
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Vektoren im Anschauungsraum

Skalar- oder inneres Produkt

Neben der Norm spielte die GréBe u” v eine besondere Rolle.

Definition B-2.2 (Skalar- oder inneres Produkt)

Fiir zwei beliebige Vektoren u = (ju1, pio, #3) " und v = (v, v0,13)7
nennt man den Skalar

T

(u, v) =u’ v =1+ povs + p3vs

das Skalar- oder innere Produkt von u und v.
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Vektoren im Anschauungsraum

Lemma B-2.3 (Eigenschaften Skalarprodukt)
Es 148t sich nun leicht nachpriifen, daB fiir alle u,v,w € R3 und A € R

gilt:
(v, u) ={u, v)
Au, v) = Au, v) = (u, Av)
(u, v+w) =(u, v) + (u, w)
(u, u) =lu*>0
Weiter gilt die

Lemma B-2.4 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
[{u, v [ < [ullllv]|

Bemerkung:

Die beiden Seiten sind nur dann genau gleich, wenn ¢ = 0 oder
@ =m = 180°, d.h. v = Au oder u = Av sind fiir ein A, das auch Null

sein kann.
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Vektoren im Anschauungsraum

Interpretation inneres Produkt im Anschauungsraum

Man betrachte das Dreieck AABC mit den Kanten u = AB, v = AC und
v—u= BC.

u
7
Vv

Fiir |u — v|? gilt nach den oben aufgefiihrten Regeln

= lull? + [Iv* = 2{u, v) .
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Vektoren im Anschauungsraum

Sei ¢ der von u und v eingeschlossene Winkel. Setzt man nun
{u, v) = [lul|[lv]] cose

in diese Gleichung ein, so ergibt sich der

Lemma B-2.5 (Kosinussatz)

lu—v[* = full> + [[v[* = 2]lu [|v]| cose bzw.
|BC|> = |ABJ?> 4 |AC|> — 2|AB||AC| cos() BAC)

Hierbei haben wir natiirlich vorausgesetzt, dass weder u noch v gleich
dem Nullvektor ist.
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Vektoren im Anschauungsraum

Definition B-2.6 (Orthogonale Vektoren)

Man bezeichnet zwei Vektoren u und v als orthogonal zueinander, wenn
der von ihnen eingeschlossene Winkel 7/2 = 90° ist, oder wenn einer
von ihnen verschwindet, d.h. gleich Null ist. FormelmaBig schreibt man

ulv, falls (u,v)=0.

Beispiel B-2.7

Die Einheitsvektoren e; bilden ein Orthogonalsystem in dem Sinne, dass

(i, e) =0 falls i#j.

Es gibt aber auch noch andere Vektortripel mit dieser Eigenschaft. Das
innere Produkt Iasst sich entsprechend auf allen endlich dimensionalen
R3aumen definieren, es gibt dazu sogar mehrere Méglichkeiten.
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Vektoren im Anschauungsraum

Vektor- oder Kreuzprodukt

Dieses Produkt ist nur im dreidimensionalen Anschauungsraum eindeutig
definiert.

Definition B-2.8 (Vektor- oder Kreuzprodukt)

Zu je zwei nicht verschwindenden Vektoren u und v bezeichnet man als
Vektor- oder Kreuzprodukt den Vektor w = u X v, dessen Richtung zu
u und v orthogonal ist und dessen Linge |w| gleich der Flache des von u
und v aufgespannten Parallelogramms ist. Weiter sei, von der Spitze von
w betrachtet, v weniger als m = 180° gegen den Uhrzeigersinn von u
weggedreht.
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Vektoren im Anschauungsraum

AW = uXxyv

Fliche ist |w|
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Vektoren im Anschauungsraum

Rechtssystem
Zeigt man mit dem Daumen und dem Zeigefinger langs der Vektoren u
und v, so muss w in die Richtung des nach innen abgeknickten

Mittelfingers zeigen.
In diesem Sinne sind auch die drei Basisvektoren (e, ey, e3) rechtshindig

orientiert.
GemaiB den oben genannten Anforderungen gilt nun insbesondere:

e Xe = es3, e Xe3 = —ep
e Xe = —es3, e X e3 = e

ez X e = e, €3 X e = —e;
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Vektoren im Anschauungsraum

Es soll also gelten: u, v, w bilden ein Rechtssystem,

w
0 _ u'w _ u’ wo (P 2 s wl
0 viw vT vy 1 13 wz ’

sowie
[w(| = [[ull[|v]| |sin(¢)]
= [[ul fIv][v/1 — cos*(¢)
2
= VIl VIR = (u, v)
= ) (v — me)?
1<j<k<3

Bemerkung:

Man beachte, dass auf der letzten rechten Seite der Ausdruck unter der
Wourzel nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung nie negativ sein
kann.
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Vektoren im Anschauungsraum

Lemma B-2.9

Dieses System von Bedingungen wird vom Vektor

w1 H2V3 — U3V2
W= | w2 | = | M3V — H1V3
w3 H1V2 — H2l?2

erfiillt.

Diese Bildungsvorschrift merkt man sich am besten, indem man sie als die
(formale) Determinante einer (3 x 3) Matrix interpretiert. (Determinanten
werden in einem der nichsten Abschnitte behandelt.) Und zwar gilt

€ € e3

uxv = | 41 M2 U3
vy 2 3

Bemerkung:

Hierbei handelt es sich allerdings nicht um eine gewdhnliche Matrix, da
die drei Elemente in der ersten Zeile Vektoren, die Elemente der zweiten
und dritten Zeile aber Skalare sind.
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Vektoren im Anschauungsraum

Lemma B-2.10 (Vorzeichen des Vektorproduktes)

Werden die Vektoren u und v im Vektorprodukt vertauscht, dann dndert
sich nur das Vorzeichen des Vektorproduktes:

uxv = —(vxu)

Lemma B-2.11 (Bilinearitat)
Fiir beliebige Vektoren u,v,w und Skalare )\ gilt:

ux(v+w) = uxv4uxw
(u+v) xw UXW+VXW
Auxv) = (Au)xv = ux(Av) = —A(vxu)
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Vektoren im Anschauungsraum

Eine wichtige Anwendung des Kreuzproduktes in der Mechanik ist die
Drehung eines Korpers um eine feste Achse mit der konstanten
Winkelgeschwindigkeit w. Man beschreibt diese Rotation durch einen

dessen Lange die Winkelgeschwmdigkeit reprasentiert, so dass w = ||w/|
ist.

Vektor w, dessen Richtung —— parallel zur Rotationsachse ist und

Der Vektor w ist so orientiert, dass die Drehung beim Blicken entlang
seiner Richtung im Uhrzeigersinn erfolgt.

Ohne wesentliche Beschrankung der Allge-
meinheit nehme man nun an, daB die Dreh-
achse genau durch den Ursprung verlduft.

Dann erhdlt man den momentanen Ge-
schwindigkeitsvektor v eines Kdrperpunktes
P mit derzeitigem Ortsvektor r = OP als
V= wXr.

180 —



Mathematik fiir Informatiker |

Vektoren im Anschauungsraum

Diese Formel ergibt sich gemiB der Zeichnung aus der Beobachtung, daB
die momentane Bewegungsrichtung v/||v|| orthogonal zu w und r sein
muB und dass der Geschwindigkeitsbetrag ||v|| gleich w mal dem Abstand
von der Achse,also ||r||sin(¢), ist.

Hierbei ist ¢ der von den Vektoren w und r eingeschlossene Winkel und
die Orientierung der resultierenden Geschwindigkeit v ist so, daB w, r, v
ein rechtshindiges System bilden.

w-v=0=r-v

vl = pw = rlllsingl w] = [Irxw]
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Vektoren im Anschauungsraum

Spatprodukt
Definition B-2.12 (Spatprodukt)

Bildet man das Skalarprodukt zwischen u x v und einem dritten Vektor
w, so ergibt sich das sogenannte Spatprodukt:

[uv,w] = (uxv)-w € R.
A
uXxv //_ T _/7
— —
—~/ // /

Y
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Vektoren im Anschauungsraum

Lemma B-2.13 (Betrag Spatprodukt)
GemaB der Zeichnung ergibt der Betrag

|[u,v,w]| = (J|ul[[[v]] sin(¢)) ||wl| cos(¢)

A h

genau das Volumen des Parallelepipeds mit der Grundfliche A und der
Héhe h.

Folgerung B-2.14

Daraus sieht man unmittelbar, daB das Spatprodukt bis auf das
Vorzeichen von der Reihenfolge der Vektoren u, v, w unabhiangig ist, da
diese immer das gleiche Parallelepiped aufspannen.
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Vektoren im Anschauungsraum

Lemma B-2.15 (Vorzeichen Spatprodukt)
Fiir das Vorzeichen gilt die folgende Regel:

>0 falls (u,v,w) Rechtssystem
[u,v,w] <0 falls (u,v,w) Linkssystem
=0 falls (u,v,w) linear abhingig

Hierbei bezeichnet der Begriff linear abhangig den Zustand, dass die
drei Vektoren in einer Ebene liegen und es deshalb nicht triviale
Koeffizienten «, 3, gibt, fiir die

au+pv+yw =0 gilt.
Lemma B-2.16 (Identitdt im Anschauungsraum)

H1 o M2 M3
[uv,wl] = |11 1 13
w1 Wr w3

)

wobei w = (w1, wa,ws3) Ist.
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Abstandsnormen

B -3 Abstandsnormen

Eine ganz zentrale Rolle in der linearen Algebra und (allgemeiner der
sogenannten Funktionalanalysis) spielt der Begriff des Abstandes
zwischen zwei Vektoren (z.B. auch Funktionen ). Dadurch ergibt sich die
Mboglichkeit, ,, Kugeln“ und andere ,,Umgebungen von Vektoren zu
betrachten die ,,nahe” beieinander liegen.

Definition B-3.1 (Norm und normierter Raum)

Ein linearer Vektorraum V' heisst normiert, wenn es zu jedem u € V eine
reele Zahl ||u|| gibt, so dass fiir beliebige A € R und v € V gilt:

> [u| >0 mit |u]|=0 <<= u=0 Definitheit
> [[Au]l = [A|||u] Homogenitat
> [lu+v] < lul|+ v Dreiecksungleichung

Hier ist |A| der gewdhnliche Betrag reeller Zahlen.
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Abstandsnormen

Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt unmittelbar die
Dreiecksungleichung fiir die euklidische Norm [ju|| = /(u, u) = VuTu,

da
lu+ | = (u, u) +2 (u, v) + (v, v)
< lull> + 2| (u, v) [+ ||v]?
< lull® + 2 [[ul| []v]| + [Iv]|?
= (lu]l + [Iv]})?

Auch die Homogenitat ist gewahrleistet, da

[Aull = VAu, Au) = X[y (u, u)

Dies gilt auch fiir verallgemeinerte Skalarprodukte, deren
Hilbert-Normen |ju|| = /(u, u) ebenfalls die Normeigenschaften
erfiillen.

Man nennt den Vektorraum dann auch Hilbert-Raum.
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Abstandsnormen

In numerischen Anwendungen der Lineare Algebra werden neben der
Euklidischen Norm hiufig folgende anderen Normen benutzt:

> Fiir festes 1 < p < oo setze
VI = 1,2 va) o = [l + [val? + . |l PTHP

» Fiir p = 2 erhilt man wiederum die Euklidische Norm ||v|2 = ||v]|.
Im Grenzfall p = oo setzt man

IVllso = ll(v,v2,- . v0) "o = max{lual,[val,... [val}

» Die Menge der Vektoren u mit |julj; <1 und |Ju]lec < 1 bilden fiir

n =2 (d.h. in der Ebene) ein achsenparalleles bzw. diagonal
orientiertes Quadrat.

» Bei den Zwischenwerten 1 < p < oo und insbesondere der
Euklidischen Norm ||u||2 haben die verallgemeinerten Kugeln
{veV:||ul, <1} dagegen keine Ecken.

» Die beiden Grenzfille p =1 und p = 0o haben den Vorteil, dass die
entsprechenden Normen billig auswertbar sind.
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Abstandsnormen

Lemma B-3.2 (Weitere Normeigenschaften)

» Per Induktion ergibt sich fiir die Summe endlich vieler Vektoren
vi,i =1...m, die Ungleichung
< > il
i=1

m
D v
i=1

» Aus der Dreiecksungleichung folgt fiir alle Normen die sogenannte
umgekehrte Dreiecksungleichung

Ju = vl = [lull = vl

» Eine Norm ||v|| ist genau dann eine Hilbert-Norm, wenn sie die
folgende Parallelogrammgleichung erfiillt

Ju—vlP+u+vl® = 2(ul2+ [v]?)
Bemerkung:
Im letzteren Fall I3sst sich die ldentitat
(w,v) = L [Jutv]2 = u—v|?]

auch als Definition des Inneren Produktes interpretieren.
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Basen und Unterrdume

B-4 Basen und Unterraume

Im vorigen Abschnitt wurde festgestellt, dass im Anschauungsraum drei
Vektoren linear abhingig sind (d.h. in einer Ebene liegen), wenn ihr
Spatprodukt verschwindet.

Das Konzept der linearen Abhingigkeit bzw. Unabhangigkeit ist von
zentraler Bedeutung fiir die Untersuchung beliebiger Raume und ihrer
sogenannten Unterrdume.
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Basen und Unterrdume

Definition B-4.1 (Lineare Abhingigkeit und Unabhangigkeit)

Eine Familie ( = Menge) von Vektoren {v;}/_; C V heiBt linear
abhangig, wenn es Skalare {)\;}/_; C R gibt so daB gilt

i)\;v; =0 und i|)\,| 75 0.
i=1 i=1

Die zweite Bedingung schlieBt die Méglichkeit aus, dass alle \;
verschwinden, in welchem Falle die erste Bedingung trivialerweise fiir jede
Familie {v;}/_; C V zutrife.

Umgekehrt heiBt eine Familie {v;}/_; C V linear unabhéngig, falls

zn:/\,‘v,‘ =0 — Xn:|)\,| =0.
i=1 i=1
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Folgerung B-4.2

Man sieht leicht, daBB eine Obermenge linear abhingiger Vektoren auch
linear abhiangig ist, wihrend eine Untermenge linear unabhingiger
Vektoren auch linear unabhangig ist.

Folgerung B-4.3
Zwei Vektoren vi,vy sind genau dann linear abhangig, wenn sie parallel
sind, da

Avi+ v, = 0, A\ #0 - V] = —()\2/)\1)V2 .

Bemerkung:

Hierbei haben wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit vorausgesetzt,
dass A1 # 0. Entsprechendes gilt, wenn A, # 0, aber moglicherweise
A =0.
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Folgerung B-4.4

Zwei nicht verschwindende, zueinander orthogonale Vektoren vy 1 v,
sind auf jeden Fall linear unabhingig.

Beweis:
Um dies zu zeigen, bildet man das Skalarprodukt von v; mit beiden
Seiten der Gleichung

Avi + Xovo =0

und erhilt
A1 (v, vi) 4 Ao (vi, va) =0 = Agfvg|?

und somit A\; = 0.
Entsprechend folgt aus dem Skalarprodukt mit v, die Gleichung A, =0
und damit die behauptete lineare Unabhangigkeit von v; und v,. O

Beobachtung:

Dieselbe Schlussfolgerung kann man leicht fiir eine Familie von beliebig
vielen paarweise orthogonalen Vektoren {v;}/_; C V mit (v;, v;) =0,

vi # 0, fiir i # j durchfiihren. Deshalb sollte man Orthogonalitat als eine
besonders starke Form linearer Unabhangigkeit betrachten.
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Folgerung B-4.5 (Lineare Unabhingigkeit im R?)
Man kann zeigen, dass es im Anschauungsraum R3 jeweils maximal drei
linear unabhingige Vektoren ( wie z.B. e1, e;,e3) gibt.

Definition B-4.6 (Dimension eines Vektorraumes)

Die maximale Zahl linear unabhangiger Vektoren in einem Raum V wird
als dessen Dimension dim()) bezeichnet.

Falls es Familien linear unabhangiger Vektoren mit beliebig vielen
Elementen in einem Raum V gibt, so bezeichnet man ihn als
unendlichdimensional und setzt dim()) = co.

Beispiel B-4.7
Der Raum aller Polynome ist unendlichdimensional, da die Familie der
Monome (reine Potenzen von x)

fiir ein beliebiges n linear unabhangig ist.
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Bemerkung:

Im folgenden geht es darum nachzuweisen, dass der Dimensionsbegriff
eindeutig ist und dass jede Menge linear unabhangiger Vektoren zu einer
Basis (d.h. Menge von dimV linear unabhéngigen Vektoren) erweitert
werden kann.

Lemma B-4.8 (Eindeutige Koeffizientendarstellung)

Sei {v;}i=1..m eine Familie linear unabhangiger Vektoren irgendeines
linearen Raumes V. Dann besitzt jeder Vektor v € V, der zusammen mit
den {v;}i=1...m keine linear unabhingige Menge bildet, eine eindeutige

Darstellung
m
VvV = Z )\,’ Vi
i=1

Hierbei verschwinden alle \; genau dann wenn v = Q.
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Lemma B-4.9 (Austauschsatz)
Sei {v;}i=1...m eine Familie linear unabhingiger Vektoren irgendeines

linearen Raumes V.
Dann gilt fiir jeden nichtverschwindenden Vektor v # 0
entweder

> Die Vereinigung {v;}i=1...m+1 ist mit vy 1 = v auch linear
unabhingig.
oder
» Es gibt einen Index j < m, so dass

{Vla"'avj—lava Vj+17"'7vm}

(vj wurde durch v ersetzt) weiterhin linear unabhéngig ist.
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Bemerkung:

Wir nennen eine Familie von Vektoren maximal linear unabhdngig,
wenn die Hinzunahme irgendeines anderen Vektors die lineare
Unabhéangigkeit zerstort. Man nennt eine solche Menge dann auch Basis
des Raumes. Der folgende Satz zeigt, dass alle Basen dieselbe Anzahl
von Elementen haben: die Dimension des Raumes.

Satz B-4.10 (Eindeutigkeit der Dimension)

Seien {V;}i=1..m und {w;}i=1.., zwei maximal unabhingige Familien von
Vektoren.

Dann gilt m = n = dim(V) und fiir jeden Vektor u € V gibt es eindeutige
Koeffizienten {a;}_; C R und {5i}_; C R so dass

n n
E aivi = u = E Biw; .
P -1
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Unterraume und Linearkombinationen

Gerade in unendlichdimensionalen Raumen muss man oft praktische
Untersuchungen auf einem endlichdimensionalen Unterraum beschranken
(z.B. indem man den Grad von Polynomen mehr oder minder willkiirlich
beschrankt).

Definition B-4.11 (Unterraum)

Ein Unterraum ist eine Menge U C V), die beziiglich der Addition von
Vektoren und deren Multiplikation mit Skalaren abgeschlossen ist, d.h.
es gilt fiir alle u,v € V und A € R die Implikation

uveld == ut+veld, luel.

Beispiel B-4.12

Triviale Beispiele von Unterrdumen sind V selbst und der nur aus dem
Nullvektor bestehende Raum {0}, den man als nulldimensional
betrachtet.
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Beispiel B-4.13 (Orthogonales Komplement)

Ein interessanteres Beispiel ist das orthogonale Komplement
vt =U={uecV]| (v, u) =0}

eines fest vorgegebenen Vektors v .
Die Abgeschlossenheit und damit Unterraumeigenschaft ersieht man aus
der Tatsache, daB fiir alle u,w € i/ und A € R

(v, u)=0= (v, w) = (v, u+w)=0= (v, Au) .

Mit anderen Worten: Gehdren u und w zum orthogonalen Komplement
von v, so gilt dies auch fiir die Summe u + w und das Produkt Au.
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Satz B-4.14 (Schnittprinzip, siehe auch Lemma ?7?)
Fiir zwei Unterrdume U, VW C V bildet deren Durchschnitt

UNW = {veViiveld &veW}

einen Unterraum.

Satz B-4.15

Der Schnitt mehrerer und sogar unendlich vieler Unterrdume bildet einen
Unterraum.

Beispiel B-4.16
Fiir eine beliebige Menge von Vektoren M C V ergibt sich das
orthogonale Komplement als

Mt = va‘ = {ueV|weM:u-v=0}.
veM
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Bemerkung:

Im Gegensatz zum Durchschnitt ist die mengentheoretische Vereinigung
von zwei Unterraumen U, VW C V nur dann selbst ein Unterraum, wenn U
schon in W oder W schon in U enthalten ist (sieche Warnung in A-2).

Es gibt jedoch einen kleinsten Unterraum von V), der sowohl U als auch
W enthilt und mit U + W bezeichnet wird.

Diese Bezeichnung ist sinnvoll, denn es gilt:
U+W={u+w|uclweW}.

Man sagt dann auch, daB die Summe &/ + W von U und W aufgespannt
wird.

Natiirlich kann man auch die Summe mehrerer Unterraume bilden, was
besonders dann von Interesse ist, wenn diese jeweils eindimensional sind.
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Definition B-4.17 (Linearkombination der Vektoren)
Fiir eine Familie {v;}/_; C V bezeichnet man jeden Vektor der Form

V:Z)\,‘V,‘ AM,..., A ER
i=1

als eine Linearkombination der Vektoren v;.

Definition B-4.18 (Lineare Hiille, vergleiche 77)

Die Menge aller moglichen Linearkombinationen von Vektoren
{vi}/_; = U aus einer Teilmenge U C V bezeichnet man als deren
lineare Hiille

span(U) = {v = Z::l Aiv;

)\;ER,V;EU} .

Die lineare Hiille ist abgeschlossen. Man bezeichnet sie deshalb auch als
den von {v;}/_; =U C V aufgespannten Unterraum.
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Definition B-4.19 (Basis eines Unterraumes)
Falls die Vektoren {v;}/_, linear unabhingig sind, bezeichnet man sie als
eine Basis des von ihnen aufgespannten Unterraumes.

Folgerung B-4.20

Aus der vorausgesetzten linearen Unabhangigkeit folgt die Eindeutigkeit
der Darstellung eines beliebigen Vektors v als Linearkombination.
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Lemma B-4.21

Beziiglich einer bestimmten Basis {v;}/_, hat jeder Vektor w € V eine
eindeutige Darstellung
r
w = Z /\,'V,'
i=1

Beweis. r r
Aus Z Aivi =w = Zw;v;
i=1 i=1
erhalt man durch Abzug der rechten Seite von der linken

r r

0 = Z()\,‘V,‘ —’}/,'V,') = Z(A' _VI)Viv

i=1 i=1

so dass wegen der linearen Unabhangigkeit der Basisvektoren
notwendigerweise alle A\; — v; = 0 sind. Also sind die Koeffizienten
Ai = i von w beziiglich der gewahlten Basis eindeutig bestimmt. OJ
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n—1

Z,‘:o x| i € R}

die Menge aller Polynome mit reellen Koeffizienten vom Grade kleiner n.
Beziiglich der iiblichen Addition von Polynomen und ihrer Multiplikation
mit reellen Skalaren ist P, ein Vektorraum.

Die Monome {v; = x'~1 7, bilden eine Basis des Vektorraumes P,, der
deshalb n-dimensional ist.

Beispiel B-4.22
Es sei Pn = {

Beweisidee:
Zur linearen Unabhangigkeit: Es gebe eine nichttriviale
Linearkombination, die das Nullpolynom ergibt,

n n

P(x) = Xivi = > Nxt =0,
i=1 i=1

Einerseits kann P(x) nur maximal n — 1 Nullstellen haben, siehe
Folgerung aus Korollar ??. Im Widerspruch dazu ist jedes x € R eine
Nullstelle von P(x).

Also miissen alle Koeffizienten A; von P(x) gleich Null sein. O

204 —



Mathematik fiir Informatiker |

Basen und Unterrdume

Bemerkung:

Obwohl die Monombasis von P,, sehr natiirlich erscheint, ist sie
keineswegs fiir alle im Zusammenhang mit Polynomen auftretenden
mathematischen Aufgaben geeignet.

Allgemein kommen in linearen Riumen oftmals verschiedene Basen zur
Anwendung, je nachdem, welche Art von Berechnung oder Untersuchung
durchgefiihrt werden soll. Das Umrechnen der Koeffizienten eines Vektors
von einer Basis auf eine andere nennt man Basistransformation. Diese
verlangt normalerweise die Losung eines linearen Gleichungssystems, wie
sie im entsprechenden Abschnitt weiter unten behandelt wird.
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Bemerkung: Orthogonalitatsbedingung, orthonormale Basis

Rechnerisch besonders angenehm sind Basen, welche die
Orthogonalitdtsbedingung

1 fallsi=j
(vi, v;) = o
0 fallsi#j

erfiillen. Bei solchen orthonormalen Basen lassen sich die Koeffizienten
); eines beliebigen Vektors w leicht berechnen:

n
Aus dem Ansatz w = Z AjVj
=1

folgt durch die Bildung des inneren Produktes mit einem bestimmten
Basisvektor v; sofort

n

(viow) =D N (vi, v) = A,

j=1

da alle Summanden mit j # i verschwinden.
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Beispiel B-4.23
In einem verallgemeinerten Sinne des Basisbegriffs bilden die
trigonometrischen Funktionen

vyj = sin(jx) und wvpip1 = cos(jx) firj = 1,2,...

zusammen mit der konstanten Funktion v; = 1 eine Basis des
unendlichdimensionalen Raumes aller Funktionen f(x), die auf dem
Intervall [—m, 7] periodisch und quadratisch integrierbar sind.

Letzteres bedeutet, dass die Funktion f?(x) ein endliches Integral auf
[—7, m] hat. Das ist zum Beispiel dann der Fall, wenn f(x) bis auf endlich
viele Sprungstellen stetig ist. Das innere Produkt, beziiglich dessen die
trigonometrischen Funktionen eine orthogonale Basis bilden, ist nun das

Integral
™

(f,og)=[ f(x)g(x)dx.

—T
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Fortsetzung Beispiel

Die Orthogonalitdtseigenschaften lassen sich hier mittels wiederholter
partieller Integration oder mit Hilfe geeigneter trigonometrischer
Umformungen leicht nachweisen. Allerdings miissen die Funktionen v;
noch geeignet skaliert werden, so daB dann ||v;|| = 1 gilt.

Dies vorausgesetzt lassen sich die Koeffizienten einer beliebigen Funktion
f(x) beziiglich der Basisfunktion sin(j x) als inneres Produkt

/7T f(x)sin(j x)dx

—T

berechnen.
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Warnung:

Da sich diese Integrale im allgemeinen nicht formelmaBig auswerten
lassen, kommen hierbei in der Praxis oft Quadraturen, d.h. numerische
Integrationsverfahren, zur Anwendung.

Streng genommen besteht der Vektorraum nicht aus den Funktionen
selbst, sondern seine Elemente bilden Aquivalenzklassen von Funktionen,
die sich nur an endlich vielen Punkten unterscheiden, so dass das Integral
des Quadrates ihrer Differenz Null ergibt.

Die genauere Untersuchung und Beschreibung von Funktionenrdumen

und ihrer Basen ist der Ausgangspunkt der mathematischen Disziplin
Funktionalanalysis.
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B-5 Lineare Abbildungen
Definition B-5.1 (Lineare Abbildung)

Eine Abbildung F : V — W zwischen zwei reellen Vektorrdumen V und
W heiBt linear, falls fiir alle u,v € V und X € R gilt:

Fu+v) = F(u)+F(v) Additivitat
F(Au) = AF(u) Homogenitat
Bemerkung

Mit anderen Worten: F ist ein Vektorraumhomomorphismus im Sinne der
auf Gruppen und Ringe zugeschnittenen algebraischen Definition A-6.4.

Bemerkung
Die beiden definierenden Eigenschaften konnen auch zu der einen

F(u+ Av) = F(u) + AF(v) fiir alle u,v € V

A € R zusammengefasst werden.
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Assoziierte Unterraume

Entsprechend zum Lemma A-6.10 kann man zu einer linearen Abbildung
F :U — V als Gruppenhomomorphismus die Teilmengen

» KernF ={uecl: F(u)=0¢€V}=F1({0}) und

» BildF ={F(u) e V:uecl}=FU)
konstruieren.
Es ergeben sich folgende Aussage iiber Null, Bild und Kern.
Lemma B-5.2

(i) Jede lineare Abbildung bildet die Null von U in die Null von V ab.

(ii) Die Bildmenge F(W) C V jedes Unterraums W C U ist ein
Unterraum von W .

(iii) Der Kern von F ist ein linearer Unterraum von V.
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Beispiele

Beispiele linearer Abbildungen

Beispiel B-5.3 (Kreuzprodukt)
Im R? definiert auch das Kreuzprodukt eine lineare Abbildung K, : R® — R3 mit

3

VHKu(v):uxv:uXkaek
k=1

vi(u xe1)+ va(u x e) + v3(u X e3)

3 3
Ujvk € X e, = E E €ijkUjVic | €i

jok=1 i=1 \j,k=1

3

Die letzte Schreibweise benutzt den sog. , Epsilon-Tensor" mit den Werten

1 fiirdie geraden Permutationen (i,j, k) = (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2);
€jk = { —1 fiir die ungeraden Permutationen (i, j, k) = (3,2,1), (2,1,3), (1,3,2);
0 sonst fiir alle Nichtpermutationen.
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Beispiele

Beispiel B-5.4 (Ableitung im Polynomraum)
Betrachte den Raum U/ =V = P, der Polynome mit reellen Koeffizienten
vom Grad kleiner n = dim(P,) in einer Variablen x. Dann ist die
Differentiation d
v
= F = / = —
w (V) =v I

eine lineare Operation, deren Ergebnis wiederum ein Polynom w € Uf ist.
Mit den Koeffizientendarstellungen

n n
v = E vix' ! und w= E wix' 71
i=1 i=1

gilt w = F(v) genau dann, wenn
u},':il/,'+1 fir i=1...n—-1

und w, = 0. Ein beliebiges w € V ist also genau dann das Bildelement
F(v) fiir ein geeignetes v, wenn der hdchste Koeffizient w, verschwindet.
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Folgerung B-5.5

Wir erhalten im Wertevorrat V = P, den (n — 1)-dimensionalen
Bildbereich

wj ER} = Pp_1.

n—1 .
Bild(F) = {Z__l wix' 7

Umgekehrt fillt der Koeffizient vy der konstanten Funktion x° = 1 bei
der Differentiation weg, und wir haben den eindimensionalen Kern

Kern(F) = {11x°|v; eR} = Py .

Mit anderen Worten, die Differentiation bildet genau diejenigen
Funktionen auf die Nullfunktion ab, die konstant sind. Es gilt also

dim(Bild(F)) = n— 1 = dim(Dom(F)) — dim(Kern(F)) ,

wobei Dom(F) = U den Definitionsbereich von F bezeichnet.
Diese Dimensionsformel gilt auch im allgemeinen Fall linearer
Abbildungen.
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Lineare Unabhangigkeit

Lemma B-5.6
Linear abhangige Vektoren werden unter einer linearen Abbildung in
linear abhingige Bildvektoren transformiert.

Umkehrung:

Sind die Bildvektoren vi = F(uy),v2 = F(uz),...,vx = F(uk) linear
unabhéangig, so sind es auch die Urbildvektoren uy, uy, ..., ug.

Lemma B-5.7

Sei F:U — V linear und uq, ..., u, eine Basis von U. Dann kann aus
den Bildvektoren vi = F(uy),va = F(u2),...,v, = F(u,) eine Basis des

Bildunterraumes F(U) = Bild F ausgewahlt werden.

Folgerung:
Ist & endlichdimensional, so auch Bild F = F(U).
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Dimensionsformel

Satz B-5.8 (Dimensionsformel)
Seien U,V endlichdimensional und F : U — V linear. Dann gilt

dimU = dim Kern F + dim Bild F

Beweis

Seien by, ...,b, € V eine Basis von Bild F und ny,...,ns € U eine Basis von
KernF.

Dann gibt es a1,...,a, € Y mit by = F(a1),...,b, = F(a,).

Zu zeigen:

Das System ai,...,a,,ny,...,Nns ist eine Basis von U, d.h.

(i) es erzeugt U und
(i) es ist linear unabhingig.

Ist dies gezeigt, so folgt die Behauptung aus

diml = r+ s =dimBild F + dim Kern F .
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zu (i): Das System ai,...,ar,n1,...,Nns erzeugt Y.
Sei u € U beliebig. Dann gibt es x1,...,x, € R mit

F(u) =xby +---+xb, = F(xqa1 + - -- + x.a,).

Daher ist u — (xja; + - - - + x,a,) € Kern F und es gibt y1,...,ys € R mit

u—(xqar + -+ xa) = ying + -+ yens
= u=xja;+---+xa, + y1n1 +---+ ysns .

zu(ii): Das System ai,...,a,,ni,...,ns ist linear unabhéngig

Fiir jede Linearkombination 0 = xja; +---+x,a, + yin; +-- -+ ysng gilt
0=F0)=xby+--+xb, +0 = xx=---=x=0.

Dann ist aber

0=0 + ying + -+ ysng = y]_:-..:yS:O,

—_ 217 —



Mathematik fiir Informatiker |
LLineare Abbildungen

Dimensionsformel

Abbildungseigenschaften
Folgerung B-5.9

Eine lineare Abbildung F : U — V endlichdimensionaler Vektorrdume ist
genau dann injektiv, wenn Kern F = {0} gilt, was wiederum genau dann

der Fall ist, wenn
dimU = dim Bild F

gilt.
F ist surjektiv, wenn Bild F =V gilt, hier also genau dann, wenn

dim Bild F = dimV

gilt.
F ist also bijektiv genau dann, wenn

dimU = dim Bild F = dimV

gilt.
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Vektorgleichungen

Sei F: U — V linear und ein Vektor w € V gegeben. Dann interessiert
man sich fiir die Losungen u € U der Vektorgleichung

Fluy=w.

Diese ist genau dann lésbar, wenn w € Bild F. Fiir zwei Lésungen
up,up €U gilt

0=w-—w=F(uy) — F(u;) = Fluz —uy) ,

d.h. die Differenz zweier Losungen ist ein Kernvektor,
v =up —uj € KernF. Ist umgekehrt u eine Lésung und v € KernF, so
gilt

Flu+v)=F(u)+Fv)=w+0=w,
die Losungsmenge ist somit die um die spezielle inhomogene Lésung u
verschobene homogene Losungsmenge, wie der Kernunterraum auch
genannt wird.
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Lemma B-5.10 (Restklassen beziiglich eines Unterraums)

W C U linearer Unterraum impliziert, dass
u~w < u—-weWw < IveW:iu=w+v
eine Aquivalenzrelation ist.
Die entspechenden Aquivalenzklassen
u={wel:w~u}
bilden einen Vektorraum U /W beziiglich der Operationen

[ul+[w] = [u+w] wund Alu]=][)u].

Voneinander verschiedene Restklassen sind disjunkt. Elemente innerhalb
einer Restklasse unterscheiden sich um ein Element von W. D.h. die
Restklassen bilden eine ,Blatterung” von U in parallele Ebenen, die sich
als Parallelverschiebungen des Unterraums W ergeben.
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Folgerung B-5.11

Sei F : U — V linear. Die Restklassen von U/ Kern F entsprechen den
Urbildmengen von F, denn

u ={weld:w—uec KenF}
={weU: F(w) = F(u)} = F*({F(u)})
Daraus folgt die Isomorphie
U/ KernF ~ Bild F ,

dabei ist die Restklasse [u] eineindeutig dem Vektor F(u) zugeordnet.
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Von besonderem Interesse sind lineare Abbildungen F : U/ — V), die
reguldr sind in dem Sinne, dass Lésungen u € U von F(u) = w, wenn sie
liberhaupt existieren, eindeutig sind.

Dies ist die Eigenschaft der Injektivitat von F, was dquivalent zu
KernF = {0} ist.

Mit anderen Worten: die Losung der inhomogenen Vektorgleichung
F(v) = w ist eindeutig genau dann, wenn die entsprechende homogene
Gleichung F(u) = 0 nur die triviale Lésung u = 0 hat.

Im reguldren Falle bezeichnet man die Zuordnung des Urbildes u € U
zum gegebenen Bildvektor w = F(v) € BildF C V als die
Umkehrabbildung oder die inverse Abbildung

F~! : Bild(F) — Dom(F) .
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Falls sie iiberhaupt existiert, ist die Inverse einer linearen Abbildung auch
immer linear, d.h. es gilt fir v,w € BildF C V

Fllv+w) = F1(v)+F1(w)
F'Ow) = MF}(w).

Das Auffinden von v = F~1(w) fiir gegebenes w bezeichnet man auch als
Lésen der Vektorgleichung F(v) = w. Stellt man eine Vektorgleichung
beziiglich gewahlter Basen in U/ und V komponentenweise dar, so ergibt
sich ein System skalarer Gleichungen, ein lineares Gleichungssystem.

Das effektive und genaue Losen von linearen Gleichungssystemen bei
gleichzeitiger Untersuchung ihrer Regularitat ist nach wie vor eine
zentrale Aufgabe im ,,Wissenschaftlichen Rechnen*. Dabei werden
Ergebnisse und Methoden der Informatik und Numerischen Mathematik
eingesetzt, um Systeme mit Tausenden oder sogar Millionen von
Unbekannten zumindest ndherungsweise zu |3sen.
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Eine zweite, fiir Anwendungen sehr wichtige Aufgabe ist die Losung von
Eigenwertproblemen. Ist eine lineare Abbildung F : V — V gegeben, so
werden Vektoren v € V gesucht, deren Bildvektor zu v parallel ist. D.h.
es sind Paare aus einem Vektor v und einem Skalar A zu bestimmen mit
der Eigenschaft

F(v)=Av und v #0.

Gilt diese Gleichung, so nennt man A einen Eigenwert und v einen
Eigenvektor der linearen Abbildung F.

Die Losung des Eigenwertproblems wird dadurch erschwert, dass die
Eigenwerte komplex sein konnen und F deswegen auf einer komplexen
Erweiterung von V definiert werden muss.

Die praktische Lésung von linearen Gleichungssystemen und
Eigenwertproblemen verlangt die komponentenweise Darstellung linearer
Abbildungen mittels Matrizen.
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B-6 Matrizen und ihre Algebra
Ein Tupel a = (a1, a2,...,amn) kann als Abbildung a: J — X der
endlichen Indexmenge J = {1,2,..., m} in irgendeine Bildmenge X
definiert werden. Dabei werden die Funktionswerte im ,,alten Stil* als
aj = a(j) notiert.

Man kann beliebige endliche Mengen als Indexmengen verwenden, z.B.
auch J = {3,7,19,125,765}. Weiter kann man die Elemente der
Indexmenge mit einer Struktur versehen, z.B. indem man geordnete
Paare aus einem kartesischen Produkt J x K zweier endlicher Mengen
J und K als Indizes verwendet.

Definition B-6.1 (Matrix)

Sei X eine beliebige Menge, m, n € N. Als (m x n)-Matrix mit
Eintragen bzw. Komponenten aus X wird dann jede Abbildung

A:A{L2,...,m}x{1,2,...,n} = X

bezeichnet. Die Menge aller (m x n)-Matrizen wird mit X™*" notiert.
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Matrixnotation

Die Werte dieser als (m x n)-Matrix bezeichneten Abbildung
A:{1,2,...,m} x{1,2,...,n} — X werden Matrixeintrige oder
-komponenten genannt und als a;, = A(j, k) notiert.

Die Matrix selbst wird schematisch als

a11 412 -+ din
k=1 .n 21 @22 - a2

A= (aj)i=im =
adm1 am?2 ccc dmn

dargestellt.

R™*" bezeichnet also den Raum der (m x n)-Matrizen mit reellwertigen
Eintragen (vgl. Definition ??). In der schematischen Darstellung hat eine
solche Matrix m Zeilen und n Spalten. Der erste Index in einem Eintrag
der Matrix gibt immer die Zeile, der zweite die Spalte des Eintrages an.
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Zeilen- und Spaltenvektoren
Matrizen, die nur aus einer Spalte bestehen, z.B. Elemente von Rx1,
bezeichnet man als Spaltenvektoren der Lange n. Der Tupelraum R”
wird iiblicherweise mit dem Spaltenvektorraum R"*! identifiziert.
Analog sind Matrizen mit nur einer Zeile, z.B. aus R'*" Zeilenvektoren
der Lénge n.

Jede Matrix kann als Zeilenvektor aus Spaltenvektoren

a1 k
A= (al:m,l a:ma1 " a1:m,n) mit al:mk =
amk
oder umgekehrt als Spaltenvektor aus Zeilenvektoren
a1,1:n
A= mit aj1:n = (ajl ajp - ajm)
am,1:n

verstanden werden.
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Lemma B-6.2
Fiir alle m,n € N st der Matrixraum R™*" ein reeller Vektorraum.
Addition wie skalare Multiplikation sind komponentenweise erklart.

Aus einer reellen Zahl A € R und Matrizen A = (a )= und

B = (b )=l werden Summe und Vielfaches gebildet als

air+biy oo arn+big
A+B=| SEE
am1+bm1 amn+bmn
)\311 )\31,,
AA =

Aam1i + Aamn
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L Matrixmultiplikation

Matrixmultiplikation

Zwei Matrizen A € R™*™ und B € R™*™ heiBen (bzgl. der
Multiplikation) kompatibel, wenn die inneren Dimensionen
libereinstimmen, d.h. n; = m» gilt.

Definition B-6.3

Es seien A € R™*" und B € R"*P zwei kompatible Matrizen. Deren
Matrixprodukt C = A- B € R™*P ist dann komponentenweise definiert
als

n
Gt = E ajibie
k=1

Es werden also die Elemente des j-ten Zeilenvektors von A mit denen
des ¢-ten Spaltenvektors von B gliedweise multipliziert und dann die
Produkte aufaddiert.

Zeile mal Spalte
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L Matrixmultiplikation

Eigenschaften des Matrixprodukts

(i) Die Matrixmultiplikation ist assoziativ, d.h. fiir beliebige
kompatible reelle Matrizen A, B, C gilt

(AB)C = A(BC) .

(i) Die Matrixmultiplikation ist distributiv, d.h. mit geeignet
kompatiblen Matrizen A, B, C, D gilt

(A+ B)C =AC + BC
A(C + D) =AC + AD .

(iii) Die Matrixmultiplikation ist linear, d.h. fiir beliebige kompatible
reelle Matrizen A, B, C und reelle A € R gilt

(A+ AB)C = AC + ABC .

Folgerung B-6.4

Die reellen quadratischen (n x n)-Matrizen bilden den Matrixring R"*".
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Matrixmultiplikation

Definition B-6.5 (Identitdtsmatrix)

Beziiglich der Multiplikation von Matrizen gibt es ein neutrales Element,
namlich die Einheits- oder ldentitatsmatrix

10 -0
01 -~ 0
/:/n: .

Der die GroBe der Matrix angebende Index n kann wegfallen, wenn er sich
aus dem Zusammenhang ergibt. Es gilt nun insbesondere

InA = A= Al, fir AeR™".
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Beispiel B-6.6
Man betrachte die beiden (3 x 3) Matrizen

100
A=l0 0 1|, B=| -
010

[@ XSS
[@ XS TRS|

wobei 0 = 1//2 ist.

Beziiglich der kartesischen Basis des dreidimensionalen Anschauungs-
raumes

beschreibt A die Spiegelung aller Vektoren v = xe; + ye; + zes an der
diagonalen Flache y = z.

B beschreibt beziiglich der kartesischen Basis eine Achtel-Drehung
entgegen dem Uhrzeigersinn um die z-Achse ez (Achtung:
Rechtssystem!!).
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L Matrixmultiplikation

Fortsetzung Beispiel
Wird nun zuerst rotiert und dann reflektiert, so ergibt sich die Matrix

0 1 0 O oo 0
1 = 0 0 1 -0 o1
1 01 0 001

o 9
Q o9

)

Hier ergab sich zum Beispiel das Element in der dritten Zeile und zweiten
Spalte des Produktes als (0,1,0) - (0,0,0)" = 0-0+1-64+0:0 = o.

Tauscht man jedoch die Reihenfolge der Faktoren aus, so erhilt man die
Matrix

0 oo 0 1 0 O
-0 1 —0 o1 0 0 1
1 001 01 0

IS
o a9
Il

Diese Matrix beschreibt die Hintereinanderausfiihrung der Spiegelung und
dann der Drehung, was zu unterschiedlichen Ergebnissen fiihrt.

Wie das Beispiel zeigt, ist die Matrixmultiplikation nicht kommutativ.
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Lineare Abbildungen der Raume R”
Sei F: R" — R™ linear. Dann kann F durch die Bilder

a; = F(e1),a, = F(e2),...,a, = F(e,)
der kanonischen Basisvektoren eindeutig charakterisiert werden:
y = F(x) =F(x1e1 + x0€5 + - - - + x,€5)
:XlF(el) + X2F(ez) + 4 x,,F(e,,)
=xja; + xoas + - - - 4+ Xxpa, .
Mit ax = a1:mk = (31,k, 32k, - - - » am.k) ergibt sich fiir die j-te
Komponente von y
Yj=aj1x1+ aj2Xo + -+ 3jnXn -

Schreiben wir nun x = (x1.1, X2.1, - - -, Xn.1)" € R™*! und analog
Y=011, Y21, s Ym1)" € R™! sowie A= (ay, ay, ..., a,) € R™*",
so sind die Vektoren iiber das Matrix-Spaltenvektor-Produkt verbunden,
y = Ax.
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L Lineare Abbildungen R — RM

Lemma B-6.7

Es gibt eine eineindeutige Beziehung zwischen
der Menge Hom(R",R™) der linearen Abbildungen von R" nach R™

und
der Menge R™*" der reellen (m x n)-Matrizen.

Jeder Matrix A € R™*" wird die durch das Matrix-Vektor-Produkt
definierte lineare Abbildung A : R" — R™ zugeordnet, A(x) = Ax.

Jeder Matrix A € R™*" kann also ein Kern und ein Bild zugeordnet
werden, man nennt

Rang(A) = dim Bild(A) und Defekt(A) = dim Kern(A) .
es gilt die Dimensionsformel

n = Rang(A) + Defekt(A) .
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Lineare Abbildungen R — R™

Verkniipfung linearer Abbildungen

Ist F:R"” — R™ linear mit Matrix A € R™*" und G : R? — R" linear
mit Matrix B € R"*P, so gilt fiir deren Verkniipfung und x € RP

(F o G)(x) ZF(G er)) xo = ZF(bg)Xg

n

p
= E F(ex) brexe =
=1 r—1 k=1 (=1

Die Matrix C € R™*P der verkniipften Abbildung ergibt sich also als
Matrixprodukt C = AB.
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Basisabbildung

Sei V ein reeller Vektorraum, F : R” — V linear. Dann ist auch hier F
durch die Bilder der kanonischen Basisvektoren eindeutig bestimmt,

F(X) = F(el)Xl + -+ F(e,,)xn =Xxv] + -+ XV, -

Bilder von F sind Linearkombinationen von vy, ...,v,. F ist genau dann
> injektiv, wenn vy,...,v, linear unabhingig sind,
» surjektiv, wenn (vy,...,v,) ein Erzeugendensystem ist und
> bijektiv, wenn (vq,...,v,) eine Basis ist.

Im letzten Fall wird F Basisabbildung und die inverse Abbildung
F':V—R"

auch Koordinatenabbildung zur Basis (vi,...,v,) genannt.
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L Allgemeine lineare Abbildungen

Matrixdarstellung allgemeiner linearer Abblldungen
Seien U,V Vektorraume mit Basen by,...,b, € U und b1, ..,bp V.

Die Basisabbildungen seien mit B : R" — L{ und B:R™ -V bezeichnet.

Sei F: U — V linear. Dann ist B! o Fo B : R" — R™ ebenfalls linear
und durch eine Matrix A darstellbar. Mit dieser gilt

F=BoAoB!.

Fiir einen beliebigen Vektor u = x;b; + - - - + x,b, € U gilt

m n
vV = F(U) = XlF(bl) +--+ XnF(bn) = Z Z Bj aj k Xk

j=1 k=1

Die Koordinaten y = (y1, ..., ym) des Bildvektors v ergeben sich als
Matrix-Vektor-Produkt von A mit dem Koordinatenvektor
x = (x1,...,%,) von u,

y =Ax.
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Allgemeine lineare Abbildungen

Beispiel B-6.8

Beziiglich der monomialen Basis hat die schon im Beispiel B-5.4
erwahnte Abbildung durch Differentiation in P, fiir n =5 die
Matrix-Darstellung

01 00O
0 0200
A=10 00 3 0
0 00 0 4
0 00 0O

Diese Matrix ergibt sich fiir i = 1,....5 aus der Grundbeziehung
F(vi)=vi=(i—1)v; da vj=x"1,

wobei hier W =V und deshalb w; = v;.
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Definition B-6.9 (Transposition)

Eine einfache, aber wichtige Operation auf Matrizen ist die
Transposition, die eine (m x n) Matrix A in eine (n x m) Matrix

B = AT iiberfiihrt. Hierbei gilt 3;; = «j;, so dass in Matrixschreibweise

Q11 Q21 -t Op1
T _ | @12 Q22 - Qm2 _ j=1...m
AT = = (Bi)zin -
Q1p Q2p Omn

Bemerkung:

Nur die Diagonalelemente (a,-,-);zlmmin(mm) bleiben bei der Transposition
unverandert, die anderen Elemente tauschen den Platz mit ihrem
Gegeniiber auf der anderen Seite der Diagonalen.
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L Transposition und dyadisches Produkt

Lemma B-6.10 (Transpositionsregeln)
Man kann sich leicht davon iiberzeugen, daB3 die folgenden Regeln fiir das

Transponieren gelten:

>
>

Bemerkung:

AT + BT
AAT
BTAT

Die Transposition ist also eine lineare Abbildung von R™*" nach R"™*™

und als solche sogar ihre eigene Inverse.

Die letzte Gleichung bedeutet, dass die Transponierte eines Produktes
gleich dem Produkt der transponierten Faktoren in umgekehrter
Reihenfolge ist. Hierbei miissen wir natiirlich wieder davon ausgehen,
dass die Faktoren beziiglich der Produktbildung kompatibel sind, woraus

die Kombatibilitat der Transponierten folot
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Dyadisches Produkt

Seien a = (;)j=1..n,b = (3;)j=1...n € R" = R™*! Spaltenvektoren. Dann
ista’ = (a1,0az,...,a,) ein Zeilenvektor. Das Produkt dieses
Zeilenvektors a’ mit dem Spaltenvektor b ergibt

a'b=(a,b)=b"a=> a e R=R"",
Jj=1

Diese 1 x 1 Matrix kann man also als Skalar mit dem inneren Produkt
zwischen a und b identifizieren.

Wechselt man jedoch die Reihenfolge der Faktoren, so ergibt sich (auch
fir b € R, m # n) die Matrix

ba” = (bia)jy ;€ R

Diese nennt man das dyadische Produkt von a und b.
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L Transposition und dyadisches Produkt

Verbilligte Produkte

Normalerweise kostet fiir A € R™*" die Berechnung des Produktes Av
mit einem Vektor v € R" genau m - n skalare Multiplikationen. Ist jedoch
A =ba’ ein dyadisches Produkt, so berechnet man viel billiger

Av = (ba")v = b(a’v).

Beachte, dass b(a”v) durch Bildung des inneren Produktes a’v=a-v
und seine anschliessende Multiplikation mit b nur n + m skalare
Multiplikationen verlangt. Demgegeniiber kostet alleine die explizite
Berechnung des dyadischen Produktes ba” genau m - n Multiplikationen.

Entsprechend berechnet man das Produkt mit einer Matrix V € R"*P als
(ba”)V = b(a"V) =b(VTa)T

Die Produktbildung b(V "a)T kostet nur (m + n) - p skalare
Multiplikationen wahrend die Berechnung in der Form (ba”)V mehr als
m - n - p solche Operationen verlangt.
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L Spezielle Matrixformen

Quadratische Matrix

AeR™" = AT e R™"

Eine Matrix, deren Zeilenzahl gleich ihrer Spaltenzahl ist, heiBt
quadratisch. Alle linearen Abbildungen eines Raumes in sich selbst
werden durch quadratische Matrizen beschrieben.

Symmetrische Matrix

AT _ AER"X"

Quadratische Matrizen, die beziiglich der Transposition invariant sind,
heiBen symmetrisch. Diese bilden einen Unterraum von R"*". Dieser
Unterraum hat die Dimension n(n+ 1)/2, da man lediglich die n
Elemente in der Diagonale und entweder die n(n — 1)/2 Elemente
dariiber oder die gleiche Zahl darunter frei wahlen kann.

Matrizen der Form AT A und A+ A7 sind immer symmetrisch.
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L Spezielle Matrixformen

Schiefsymmetrische Matrix

AT:_AeRan

Quadratische Matrizen mit dieser Eigenschaft heiBen schiefsymmetrisch.

Wie wir spater sehen werden, sind alle ihre Eigenwerte rein imaginar.

Fiir jede quadratische Matrix gilt

A=3LA+AT)+ LA-AT)

symmetrisch schiefsymmetrisch

Diese additive Zerlegung ist allerdings nicht sehr niitzlich in Bezug auf
die Eigenwerte, da diese in stark nichtlinearer Weise von der Matrix
abhangen.

245 —



Mathematik fiir Informatiker |
Matrizen und ihre Algebra

Spezielle Matrixformen

Dreiecksmatrix
Falls fir A = (o) € R™"

i>j:>oz,-j=0

gilt, so dass
Q11 Q1np
0 an 0
A = ,
0 Qnn

dann nennt man A eine obere Dreiecksmatrix.

Analog definiert man auch die untere Dreiecksmatrix, deren oberhalb
der Hauptdiagonale stehenden Elemente Null sind.
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Spezielle Matrixformen

Diagonale Matrizen
A € R"™" heiBt diagonal, wenn j # j = «;; =0 gilt, also

a7 0 - 0
A 0 ayy -+ 0
0 0 Qnn

Man schreibt dann kurz A = diag(;;)i=1...n-

Insbesondere gilt
| = diag(l),-:;l,__,,.

Summen und Produkte von diagonalen Matrizen sind wiederum diagonal:

A = diag(c)i=1..n A+ B = diag(aj + Bi)i=1..n
B = diag(B;)i=1...n AB = diag(c 3i)i=1...n
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L Spezielle Matrixformen

Orthogonale Matrizen
A € R™" heiBt orthogonal, falls

ATA =1 = AAT

wobei sich zeigen 13Bt, daB die zweite Identitdt aus der ersten folgt.
Bezeichnet man mit a; = («j)i=1..., den j-ten Spaltenvektor von A, so
ist die Bedingung AT A = | Aquivalent zu

0 falls i#j
<ai> aj) - . #J
1 falls i=

Das heiBt: Die Matrix A ist genau dann orthogonal, wenn ihre
Spaltenvektoren eine orthonormale Basis von R” bilden.

Da mit A auch AT orthogonal ist, gilt dasselbe fiir die Zeilen von A, die
ja die Spalten von AT sind.
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L Spezielle Matrixformen

Produkt orthogonaler Matrizen

Fiir zwei orthogonale Matrizen A und B ist jeweils auch deren Produkt
orthogonal, da

(AB)T(AB) = (B"ATY(AB)=B"(ATA)B=B"B=1.

Die Summe von orthogonalen Matrizen hat im allgemeinen nicht diese
Eigenschaft. So ist zum Beispiel mit A auch —A orthogonal, aber deren
Summe, die Nullmatrix A — A = 0, sicherlich nicht.

Orthogonale Matrizen bilden eine Gruppe O(n) mit der Einheitsmatrix als
neutralem Element und inversen Matrizen A=1 = AT,
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Beispiel B-6.11 (Drehungen in der Ebene)

A= (o ) = A= () )

e[ o) sin(e)R  cos(@)sin(g) (1-1)) _
ATA = <sin(<p)cos(g0)-(1—1) cos(<p)2—|—sin(<p)2> =1
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Matrixschreibweise

B-7 Losung linearer Gleichungssysteme

Lineare Systeme

Fiir eine lineare Abbildung

F:V = Span{vj}j=1.n

und eine vorgegebene " Rechte Seite” w =

maneinv = .

Gleichungssystems

a11X1
a2 1X1

Qj1X1

am1X1

+
+

ai2Xe  + ...+ a1iX... + Q1pXy
Qo2X2  + ...+ Q2jXj... + Q2pXy
Q2 X + + Qjj... + QjnXp

— W = Span{w;}i=1..m

E,r'll bijw; mit b;
xjvj mit F(v) = w durch Losen des

i+ ampXn

€ R findet

by
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L Matrixschreibweise

Matrix—Vektor-Schreibweise
Aquivalenterweise ergibt sich in Matrix—Vektor—Schreibweise

11 aq Qa1
« L. Qg N 0
AX: 21 2] 2n X:b
Om1 .. Qmj ... QOmp
bei x = ( ; )T und b= (b bi,...,bm)7 sind
WODEI X = (X1, ..., Xj,...,Xp un = 1ye+e9yDjiy.eoyDm sind.

Man bezeichnet das lineare System von m Gleichungen in n Unbekannten
als

unterbestimmt wenn m <n
quadratisch wenn m=n
tiberbestimmt  wenn m > n

Im Allgemeinen haben unterbestimmte Gls. unendlich viele und
iiberbestimmte Gls. keine Lésung. Aber: Fiir spezielle Gls. wird diese
Regel verletzt, es gibt unterbestimmte Gls. ohne und iiberbestimmte Gls.
mit Losung.
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L Matrixschreibweise

Definition B-7.1 (Regularitat)
Eine Abbildung F : R” — R” und entsprechende Matrizen A heiBen

regular, falls
Ax = F(x) =0 g.d.w. x=0,

andernfalls heiBen sie singular.

Lemma B-7.2
Falls A regulir ist, dann hat Ax = b genau eine eindeutige Lésung fiir
jedes b.

Ein Kriterium, ob eine Matrix reguldr oder singulér ist, liefert die im
Abschnitt B-9 eingefiihrte Determinante det(A).

Wiinschenswerte Lésungsalgorithmen priifen die Regularitat und liefern
entweder die eindeutige Losung oder Singularitdtsbeschreibungen.
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Spezialfille

Losung Linearer Gleichungssysteme in Spezialfillen

Ist A eine Orthogonal-, Diagonal- oder Dreiecksmatrix (das sind
diejenigen, deren Struktur sich auf das Produkt iibertrégt), so lassen sich
die entsprechenden linearen Systeme Ax = b relativ leicht I6sen.

Lemma B-7.3 (Losung orthogonaler Systeme)
Falls A orthogonal ist, gilt:

Ax =b & ATAx=x=A"b

In diesem Falle kann das Gleichungssystem also einfach durch die
Multiplikation der rechten Seite b mit der Transponierten AT gelost
werden.
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Spezialfille

Lemma B-7.4 (Losung diagonaler Systeme)

Falls A = diag(«;)i=1...n eine Diagonalmatrix ist, so reduziert sich das
lineare System auf die Gleichungen «;x; = b;. Diese werden fiir beliebige
b; durch x; = b;/«; genau dann erfiillt, wenn keines der
Diagonalelemente «; gleich Null ist.

Falls diese Regularititsbedingung verletzt ist, muss b die
Konsistenzbedingung
a;=0 = b;j=0

erfiillen. Die entsprechenden Lésungskomponenten x; sind dann beliebig,
so dass das Gleichungssystem Ax = b mehrdeutig I6sbar ist.
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Spezialfille

Lemma B-7.5 (Losung von Dreieckssystemen)
Ist A eine untere Dreiecksmatrix, hat das entsprechende

Gleichungssystem Ax = b die folgende ,gestaffelte” Form:

Q11X1 =
Q1X1 + Q22X2 =

aj1X1 + aj2Xo + - -+ QX =

Qp1X1 + Qp2Xo + -+ Qp p—1Xp—1 + QppXy =

b1

— 2R —
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L Spezialfille

Vorwartssubstitution

Nun kann man zunichst aus der ersten Gleichung x; bestimmen, dann
diesen Wert in die Zweite einsetzten, um x, zu erhalten, und so weiter.
Unter der Regularitdtsbedingung aus Lemma B-7.4, dass wiederum
keines der diagonalen Elemente «;; verschwindet, hat man also

x1 = bi/oas

X2 = (bz - 0421X1)/Oé22

X3 (b3 — az1xy — azox) /a3

xi = (bi—ajxa— - —aji_1xi-1)/i;

Xn (bn_anlxl_"'_aanj_"'_annflxnfl)/ann

Man braucht n(n — 1)/2 Multiplikationen und Additionen sowie n
Divisionen.
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Spezialfille

Riickwartssubstitution

Bei einer oberen Dreiecksmatrix A ergibt sich entsprechend das Verfahren
der Riickwartssubstitution, wobei jetzt die x; fir i=n,n—1,...,1
durch die Formel

1 n
X; = b; — E ;X i=nn-—1...,1
Qjj —
j=i+1

bestimmt sind. Regularitdtsbedingung ist wiederum, dass keines der
Diagonalelemente verschwindet. Der Rechenaufwand ist auch hier von
der Ordnung n?/2 arithmetischer Operationen.

Zur Lésung allgemeiner linearer Systeme kann man die Matrix A so
modifizieren, daB sie eine der oben genannten speziellen Formen annimmt
oder das Produkt solcher spezieller Matrizen wird. Das klassische
Verfahren fiir eine solche Transformation ist die Elimination nach Carl
Friedrich GauB3 (1777 — 1855).
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L Aquivalente Umformung von Gleichungssystemen

B-8 GauB-Elimination (1850)

Die Grundlage dieses Verfahrens ist die Beobachtung, dass fiir zwei
Funktionen f(x) und g(x) eines Vektors x und jeden beliebigen Skalar A

gilt:
f(x)=0 f(x) =0
g)=0| | gx)—M(x)=0
N———’
=: g(x)

Mit anderen Worten: Die Menge {x|f(x) = g(x) = 0} der Lésungen x
des Gleichungspaares f(x) = 0 und g(x) = 0 ist genau dieselbe wie die
Losungsmenge des Gleichungspaares f(x) = 0 und g(x) = 0. Hierbei
wurde die neue zweite Gleichung g(x) = 0 durch Subtraktion eines
Vielfachen der ersten von der alten zweiten Gleichung erhalten.

Selbst wenn f(x) und g(x) nichtlinear sind, kann man gelegentlich durch
solche Umformungen ein System von zwei oder mehreren Gleichungen
sukzessive vereinfachen, bis eine explizite Losung gelingt.
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L Aquivalente Umformung von Gleichungssystemen

Lineare Systeme in zwei Variablen

Zunachst betrachten wir hier den Fall von zwei linearen Gleichungen in
zwei Unbekannten. a11X1 + a1ax0 = by

Q1X] + Qaxo = by

Ausnahmefall: a;; =0

Tauscht man die beiden Gleichungen aus, so ergibt sich das gestaffelte
Gleichungssystem

Q21X1 + 22X = by s (6411 d12> . — (ozzl ozzg) x

Il
o
Il

<~— Ax - - (b2> ,
10X = by a1 Qoo 0 o by
wobei die Komponenten der rechten Seite auch vertauscht wurden.

Damit hat die Matrix A nun Dreiecksform. Vorausgesetzt, die beiden
neuen Diagonalelemente &1 und G5 sind beide nicht Null, ergibt sich

durch Riickwirtssubstitution

Xy = 132/5[22 und X1 = (51 — 5[12X2)/5[11 .
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Aquivalente Umformung von Gleichungssystemen

Normalfall: a1; # 0

In diesem Fall 138t sich durch Abziehen des —fachen der
ersten von der zweiten Gleichung die Variable x; aus Letzterer
eliminieren.

Man erhilt also

a11xi 4+ a1 = b
(21— X1oq1) x1 4+ (w2 —X10a2) X2 = (bo— X21b1)
—_— — —
01 =0 G2 b,

Da A2 gerade so gewshlt wurde, dass do; verschwindet, hat das System
nun wieder eine gestaffelte Form und die Lésungskomponenten x, und x;
konnen durch Riickwartssubstitution berechnet werden.
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Pivotierung
Das im Nenner von Xy auftretende Diagonalelement a1 nennt man
auch das Pivotelement.

Ist es urspriinglich gleich Null, so versucht man durch Zeilenaustausch
(d.h. Umordnen der Gleichungen) ein nichtverschwindendes Pivotelement
zu erhalten. Ist dies nicht moglich, so ist das Gleichungssystem singular,
d.h. nicht reguldr. (Dieser Fall wird spater betrachtet.)

Sind alle Diagonalelemente von A von Null verschieden, dann 148t sich A
direkt durch n — 1 sukzessive Eliminationsschritte ohne Zeilenaustausch
auf Dreiecksform bringen.
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Losung von Systemen beliebiger Dimension

Wir betrachten nun ein quadratisches Gleichungssystem von n
Gleichungen mit n Unbekannten:

Q11 Q12 ... Q15 ... Qip bl
Qp1 Q22 ... Q25 ... Q2p b2
Ax = ' ' ' ' X =

Qp1 Qp2 ... Qpj ... Qpp

B
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L L ssung von linearen Systemen mit Zeilenoperationen

Erster Schritt
Eliminiere «;; mit Hilfe des nichtverschwindenden Diagonalelementes
a11. Zu diesem Zwecke wird das \;i-fache der ersten Zeile mit

/\,'1 :a,-l/all i=2...n
von allen anderen Zeilen abgezogen.
Dadurch erhalten die Elemente «;; mit i > 1 und j > 1 die neuen Werte
a,-j<—a,-j—)\,-1a1j i,j:2...n

Da die alten Werte nicht mehr gebraucht werden, kann man sie
unmittelbar mit den Neuen iiberschreiben. (Deswegen haben wir hier
nicht mehr wie im zweidimensionalen Fall die neuen Werte durch eine
Tilde ” von den Alten unterschieden.)
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LGauB»EIimination (1850)

Lésung von linearen Systemen mit Zeilenoperationen

Entsprechend werden auch die Komponenten der rechten Seite nach der
Formel
bi — bi—Ai1h i=2...n

"aufdatiert” .

AnschlieBend hat das Gleichungssystem die Form

@11 Q12 ... Q15 ... O1p bl
0 Qpp ... Qi ... Q2 b2
X = i

0 Q2 ... Q... Qi b’.

0 amp ... ap ... b
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Lésung von linearen Systemen mit Zeilenoperationen

Zwischenergebnis nach k-1 Schritten

Ax

a1

12
Q22

a1 k-1
a2 k-1

Qk—1,k—1

1k
2k

Qk—1k

Qe k

Qnk

1p by

Q2p by
Qp_1n | X= by

Ok .n

Qpp by,
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Lésung von linearen Systemen mit Zeilenoperationen

k-ter Schritt
Zur Elimination der letzten n— k Elemente in der k-ten Spalte subtrahiert
man nun fir i = k4 1,...,n das \; k—fache der k—ten Zeile mit

Aik = Oik/okk i=k+1...n

von der j-ten Zeile.

Es gilt also fiir j = k+1,..., n die Aufdatierungsformel
a,-j<—a,-j—)\,-kakj i,jZk—l—l...ﬂ
und entsprechend fiir die rechte Seite

bi « b; — \jkbx i=k+1...n.

— 267 —



Mathematik fiir Informatiker |
GauB-Elimination (1850)

L L ssung von linearen Systemen mit Zeilenoperationen

Spaltenpivotierung

Findet sich im k-ten Schritt in der Diagonale ein Element oy, das gleich
Null oder auch nur sehr klein ist, so sollte man einen Zeilenaustausch
vornehmen.

Wenn die Matrix A regular ist, dann muss mindestens eines der Elemente
a;k mit i > k ungleich Null sein und kann dann durch Austausch der
i-ten und k-ten Zeile in die Diagonale gebracht werden.

In Computerberechnungen wahlt man im allgemeinen das «;x mit dem
maximalen Betrag.

Bei Handrechnungen wahlt man oft auch , glatte” Zahlen, die die weitere
Rechnung etwas erleichtern, auch wenn das urspriingliche
Diagonalelement nicht gleich Null ist.
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L L ssung von linearen Systemen mit Zeilenoperationen

Aufwandsbetrachtung

Bei groBeren Gleichungssystemen sind oft viele Elemente der gegebenen
Matrix A gleich Null. Man kann dann bei der Pivotwahl darauf abzielen,
moglichst viele von ihnen wahrend der Aufdatierungen zu erhalten.
Dadurch lassen sich Rechenaufwand und Speicherbedarf oft dramatisch
reduzieren.

Sind alle Elemente von A ungleich Null, so betrdgt der Rechenaufwand fiir
die GauBsche Elimination in etwa n®/3 Multiplikationen und Additionen.

Es ist bemerkenswert, dass dieser Aufwand nur einem Drittel des
Aufwandes entspricht, der sich fiir die Multiplikation zweier quadratischer
Matrizen im Standardverfahren ergibt.
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L Elementarmatrizen

Zeilenoperationen mittels Elementarmatrizen
Wir betrachten das Gleichungssystem Ax = b bzw. [A, b].
Die wichtigste Operation des GauBschen Algorithmus ist es, das A-fache
der Zeile j von der Zeile k (# j) abzuziehen. Das veranderte System in
Matrixform ergibt sich durch Multiplikation beider Seiten von links mit
der elementaren (m x m)-Matrix

1 0 0 O
0 1 00
Eij(A) =Im— X e eJ-T, z.B. I4—3e4e2T: o 0 1 0
0 -3 0 1

Hat A in der ersten Spalte die Eintrige (2,1,4,3)7, so wird durch
Multiplikation mit der Beispielmatrix an der letzten Stelle eine Null
erzeugt.

Diese Elementarmatrizen lassen sich leicht invertieren, es ist
T T\ _ T T 32 T T _
(In+tXece)(Im—Aexe|) =ImtAece —Xece) —Ner(e ex)e) = I
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Elementarmatrizen

Die Vertauschung zweier Zeilen j und k # j erfolgt mittels der Matrix

Tiw=>_ ee +(cje] +ene]) = (Im— ] —eve])+(eje] +exe]) .
i#j:k

Tj .k ist zu sich selbst invers, T2, = I,,.

Die Multiplikation der Zeile j mit einem Faktor A\ # 0 erfolgt mittels einer
Diagonalmatrix

. Y
SiA) =Im+(A—1)ee = Diag(1,...,1, A ,1,...,1)

Es gilt S;(A\) - S;(A71) = I
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Interpretation als LU-Faktorisierung

Angenommen, man hat den GauBschen Algorithmus auf ein System

[A, b] angewandt und will nun ein System [A, c] mit einer neuen rechten
Seite [6sen. Weiter sei angenommen, dass der GauBsche Algorithmus
ohne Zeilenvertauschungen und Skalierungen auskam, d.h. nur Vielfache
oberer Zeilen zu unteren Zeilen hinzuaddiert wurden.

Dann kann man die erneute Reduktion von A auf Dreiecksform
vermeiden, indem man sich die Elementaroperationen merkt und diese
nur auf die neue rechte Seite ¢ wirken |3sst.

Die Operation Ej (k) erzeugt eine Null an der Stelle (j, k) unterhalb
der Diagonalen, d.h. j < k. An dieser nun freien Stelle kann der
Multiplikator A;x nun statt des urspriinglichen o« abgespeichert werden.
Auf und oberhalb der Diagonalen verbleiben die Koeffizienten der vom
GauB-Algorithmus erzeugten oberen Dreiecksmatrix.
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Vorausgesetzt, kein Zeilenaustausch war nétig, gilt fiir das urspriingliche
A und die aus der GauB-Elimination resultierende obere (engl. Upper)
Dreiecksmatrix U

A=1LU
wobei der linke Faktor L die folgende untere (engl. Lower) Dreiecksmatrix
ist:
1 0 0 ... 0
A 1 0 ... 0
L = )\31 /\32 1 ... 0
Anl A2 Apz ... 1

Zu |6sen bleibt
LUx) = Ly = ¢ mit Ux =y.

Man |6st also zundchst Ly = ¢ mittels Vorwértssubstitution und dann
Ux = y mittels Riickwartssubstitution. Der Gesamtaufwand entspricht
recht genau n® Operationen und damit einer
Matrix-Vektor-Multiplikation.
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L Definition und Beispiele

B-9 Determinante und Inverse

Fiir jede quadratische Matrix A € R"*" 148t sich ein Skalarwert
det(A) € R berechnen, fiir den gilt:

det(A) #0 <= Aregular

Eine Dreiecksmatrix ist reguldr, wenn alle ihre Diagonalelemente nicht
Null sind. Man definiert also

det(A) = ﬁ o fir A= w oder k
i=1

Verlangt man nun noch

(i) dass die Determinante konstant bleibt, wenn ein Vielfaches einer
Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte) addiert wird

(i) und daB sie lediglich das Vorzeichen wechselt, wenn zwei Zeilen
(Spalten) ausgetauscht werden,

dann ist die Determinante schon eindeutig festgelegt.
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Berechnung durch Reduktion

Wie wir im Abschnitt B-8 Gauss-Elimination gesehen haben, 148t sich
jede quadratische Matrix mittels elementarer Zeilen
(Spalten)-Operationen und Zeilen (Spalten)-Vertauschungen in
Dreiecksform iiberfiihren.

Dieses Vorgehen ist im allgemeinen auch der effizienteste Weg, eine
Determinante zu berechnen.

Beispiel B-9.1
-1 11 -1 1 1
det 3 -1 1 = det 0 2 4
-1 3 4 0 0 —
= —1.2-(-1) = 2
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Definition und Beispiele

Beispiel B-9.2

1 3 2 4 13 2 4
2 6 4 12 03 -1 -5

det 4 15 7 11 = —detl 50 o0 3
2 3 -6 1 09 —2 9
1 3 2 4 13 2 4
0 3 -1 -5 03 -1 -5

det | o o 1 2 = 00 1 22| —12
00 0 4 00 0 4

Der doppelte Vorzeichenwechsel resultiert aus den beiden
Zeilenvertauschungen.

Bemerkung
Die Betragstriche |A| stellen eine alternative Bezeichnung fiir det(A) dar.
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Entwicklungsatz

Bei kleineren Matrizen 3Bt sich die Determinante auch rekursiv nach
dem folgenden Entwicklungssatz berechnen.

Satz B-9.3

Bezeichnet man mit Aj die (n — 1) x (n — 1) Matrizen, die durch
Weglassen der i-ten Zeile und j-ten Spalte aus A € R"™*"
hervorgegangenen sind, so gilt fiir beliebiges (aber festes) i bzw. j

det(A) = ia;kdet(A;k)(fl)iJrk
k=1

Zn: akjdet(Ag ) (1Y TF = det(AT)

Man sagt auch, die Determinante det(A) wird nach der i-ten Zeile
bzw. j-ten Spalte entwickelt.
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L Laplace-Entwicklungssatz

HINWEISE

Der Satz ergibt sich ziemlich direkt aus einer auf Leibniz (Gottfried
Wilhelm L., 1646 — 1716) zuriickgehenden expliziten Formel fiir die
Determinante. Es gilt ndmlich

det(A) = Za1j1a2j2 "'anjnsgn(jlaj21"'7jn)

wobei die Spaltenindizes (ji, j2,- .., jn) alle moglichen Permutationen der
Zahlen (1,2,..., n) durchlaufen. Das jeweilige sgn(ji,j2, - - -,jn) ist
entweder +1 oder —1, je nachdem, ob die Permutation durch eine gerade
oder ungerade Zahl von Zweier-Vertauschungen aus der
Grundpermutation (1,2,..., n) gebildet werden kann.

Da die Gesamtzahl der Permutationen und damit der Summanden in der
Leibnizschen Formel n! ist, wird diese in der Praxis selten angewandt.
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Laplace-Entwicklungssatz

Beispiel B-9.4
Im folgenden wird der Entwicklungssatz zunachst auf die dritte Spalte,
die zwei Nullen enthilt (damit bleiben nur 2 Summanden iibrig),

angewendet.
;igg 12 2 12 2
— 4|36 4| —2]2 1 3
3604 01 1 3 6 4
012 1
6 4 2 2 13
=4 11’*4'3’1 1‘_2’6 4‘
2 2 2 2
+464’_6’13‘

=—4.2 +12.0 — 2(—14) + 4(—4) —6-4
= —8+28—16 — 24 = —20
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Determinante des Matrixprodukts

Determinantenprodukt

Wahrend sich die Determinante der Summe zweier Matrizen nicht leicht
berechnen 13Bt, ergibt sich fiir Matrixprodukte die folgende multiplikative
Regel:

Satz B-9.5
Sind A, B Matrizen vom Typ (n, n), so gilt:

det(AB) = det(A) - det(B)
Beweis

fii Bz ... Bin
A = (aj,az,...,a,) B = : : :

5;11 5;12 /B;m

C=AB= | Bna, Y Boai....» Bma
i—1 i—1 i=1

—_— =

Cc1 C2 Cn
— 980 —
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L Determinante des Matrixprodukts

Fortsetzung: Beweis
Wir betrachten z.B. B = (by + Aby, by,...,b,) = det(B) = det(B)

C = AB = (c1 + X\, €a,...,C,) = det(AB) = det(AB)

D.h. werden an B Spaltenoperationen B — B durchgefiihrt, die det(B)
nicht dndern, dann bleibt auch det(AB) = det(AB) unverandert.
Man kann also B schrittweise in eine Dreiecks- bzw. sogar Diagonalmatrix

D = diag(6y,...,0n)
umformen, wobei
det(AB) = det(AD), det(D) = det(B)
AD = (61a31,d2az,...,d,a,)

det(AD) = det(A H = det(A)det(D) = det(A) det(B)
- O

781 —



Mathematik fiir Informatiker |
Determinante und Inverse

Cramersche Regel

Cramersche Regel

Gabriel Cramer (1704 — 1752)
Vorbetrachtung:

det(A) = zn:(—l)i+jaijdet(Aij)

(—1)i+ja;kdet(A;j) =0
fir k#j

ok

i=1

Entwicklung nach der j—ten Spalte

An die Stelle des Spaltenvektors
a; wird aj gesetzt,
A enthilt zwei gleiche Spalten!!
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Cramersche Regel

Lineares Gleichungssystem: Ax=Db

apixi +oxo + o+ X = b [ (=1)'* det (Ar;)

geeignete
Multiplikationen,
anschlieBend

Qj1X1 + QjaXo + -+ QinXy = by | (—1)* det (A;})

' Summation
Qp1X1 + QpoXo + -+ + QppXp= bn

| (=1)"* det (An;)

X1 Z(—l)i+ja;1 det( A,'J') +-t+ X Z(—l)i+ja;j det ( A,'J') + ...
i=1 i=1

0 det(A)

n

= Z(_l)i+jbidet(Aij) = det(Aj|b)

Aj|b bedeutet Ersetzung des Spaltenvektors a; durch Vektor b
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L Cramersche Regel

Satz B-9.6 (Cramersche Regel, 1850)

Falls det(A) # 0, dann kann die eindeutige Lésung des Gleichungssystems
Ax = b nach der Cramerschen Regel bestimmt werden:

1
X = det(A) det(Aj)[b)
Dabei bedeutet Ajlb, daB in A die j-te Spalte durch b ersetzt wird.

Bemerkung

Die Cramersche Regel ist rechnerisch sehr aufwendig und deshalb
vorrangig von theoretischem Interesse. Sie wird angewandt in Fillen, wo
die Koeffizienten a;; z. B. funktionelle Ausdriicke sind oder wenn
eventuell nur eine der Unbekannten x; bendtigt wird.
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Cramersche Regel

Beispiel B-9.7
1 0 1f |x 1 1 0 1 1 -1
1 1 0| |x| = |0] = det(A) = [0 1 —1 —‘1 1’—2
0 1 1| |x3 0 0 1 1
101
x = 3010 =1
011
111 1
11 1
1 1 1
X2:§100 = 3 ':—5 X == -1
001 10 2| 1
101
11
X3=%110:%01'=%
010 J
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Inverse Matrix und Adjunkte

Anwendung der Cramerschen Regel auf die Bestimmung
der inversen Matrix A~}

(by,by,...,b,), AB = |

Bezeichnung A~! = B =
= A=l |5Bt sich schrittweise aus den

Die gesuchte Matrix B
Gleichungssystemen

Ab, = e, = (0,...,0,1,0,...,0)7 k=1,....n

4 k—te Position
berechnen:

1 ai; ... 0 ... ain
ot A
ka det(A) det( J|ek)
( )j+k mit Aj|ek =
-1 : — k
der(ay 4etAi) a1

®
... 0 ...
ai
4
(=73

Qnn
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Inverse Matrix und Adjunkte

Man beachte:
Vertauschung von Zeilen- bzw. Spaltenindex in bj, = gﬁ(%det( Axj)

ZweckmaBigerweise ergibt sich Darstellung:
1 P i=1..m\ T
AL = —( —1) det(A;))’ )
det(A) (( ) € ( J)),:l,”n

+ det(A11) — det(Agl) + det(A31)
1 — det(A12) + det(Agg) — det(A32)
= det(A) + det(A13) - det(A23) + det(A33)

Warnung:

Fiir rechteckige Matrizen 148t sich die Determinante nicht definieren.
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Inverse Matrix und Adjunkte

Beispiel B-9.8

102
A = -120 — det(A) =
314
20 -10
A= 147 8 Alo= 34
02 12
A= 14772 Axp= 34
02 12
A31: 2 0 :_4; A32: _1 0
-
. 1 8 4 -7 1
-4 -2 2

Probe: A- A™1 = |

—_
NO kO LN

‘——6
=7
=1
= 2
-8 -2 4
—4 2 2
7 1 -2
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Losung allgemeiner linearer Systeme (m # n maglich)
Die Losbarkeit eines linearen Systems

Ax = be R, xeR", AeR™"

hdngt sehr stark vom Rang der m x n Matrix A ab. Die natiirliche Zahl
Rang(A) ist gleichzeitig

>

>
>
|
>

die maximale Zahl linear unabhingiger Spalten

die maximale Zahl linear unabhangiger Zeilen

die Dimension des Bildraumes Bild(A) = {Ax : x € R"}

n — dim(kern(A)) mit kern(A) = {x e R" : Ax = 0}

die maximale GréBe einer quadratischen Untermatrix A (entsteht
durch Streichen von geeigneten Zeilen und Spalten aus A) mit

nichtverschwindender Determinante det(A) # 0.
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L Rechteckige Gleichungssysteme
Mittels der GauB-Elimination |38t sich ein beliebiges, d.h. nicht
notwendigerweise quadratisches, lineares System Ax = b immer zu
einem dquivalenten System A% = b umformen. Hierbei unterscheiden
sich die Lésungsvektoren X und x nur in der Reihenfolge ihrer Elemente,
x kann also als Permutation von X erhalten werden, wenn iiberhaupt
Spaltenvertauschungen durchgefiihrt wurden. Die Matrix A hat
Trapezform, so daB

n

_ v X R

X X ... X X X ... X X

0 x ... X X X ... X x X
. < “

0 O X X X X X _ X

m 0 0 0 x x X X
0 O 0 0 O 0 « 0 N
. o |
: | £

0O 0 ... 0 0 O 0 < 0

L 4 1x] LY

r n—r

wobei die ersten r = rang(A) Elemente der Diagonale nicht Null sind.
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L Rechteckige Gleichungssysteme

Eigenschaften der Losung x
Aus der Trapezform des linearen Systems lasst sich unmittelbar ablesen:

» die letzten m — r Komponenten von b miissen verschwinden, sonst gibt
es keine Lésungen,

> gibt es iiberhaupt L&sungen, so sind die letzten n — r Komponenten von
X beliebig.
Aus diesen beiden Beobachtungen ergeben sich fiir die entsprechenden GréBen
b und x die folgenden mdglichen Situationen (r < min(m, n) gilt immer):
n =r: Esgilt dim KernA = n — r = 0. Wenn es eine Lésung gibt, so
ist sie eindeutig.

n =r = m: A ist invertierbar, es gibt immer eine Losung.
n=r < m: Es gibt b, fiir welche das System unldsbar ist.

r < n: Esgilt dim KernA = n—r > 0. Wenn es eine Lésung x gibt, so
unendlich viele, die einen affinen Unterraum (Gerade,
Ebene,. ..) bilden.

m,n < r: Es gibt b, fiir welche das System unl&sbar ist.
n < m =r: Es gibt immer mindestens eine L&sung x.
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L Fundamentale Eigenschaften der Determinante

Fundamentale Eigenschaften der Determinante

(i) Die Determinante ist multilinear. Sind a;,3; € R", j=1,...,n und
ist a € R, so gilt

det(al, ...,aj_1,a; +aad;aj1,... ,a,,)
:det(al, ...,aj_1,aj,aj41,.. .,a,,)
+ adet(al, ce. ,aj,l,éj,ajﬂ, e ,a,,) .

(i) Die Determinante ist invariant unter Spalten-(Zeilen-)Operationen,
ist &; = ay fiir ein k # j, so gilt

det(al, ...yaj_1,aj+0ak,a41, .- ,a,,) = det(ah ceey@-1,85,@)41,. -4,

(iii) Die Determinante ist invariant unter Transposition,
det(A) = det(AT).
(iv) Die Determinante ist multiplikativ, det(AB) = det(A) det(B).
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L Komplexe Vektorriume

B-10 Eigenwerte und Eigenvektoren

Komplexe Lineare Algebra

Das charakteristische Polynom det(A — Al,) einer reellen (n x n)-Matrix
wird im allgemeinen Fall komplexe Nullstellen besitzen. Um die
zugehorige Eigenvektorgleichung Av = Av zu I6sen, miissen die
Komponenten von v auch in den komplexen Zahlen gesucht werden.
Es entsteht die Notwendigkeit, die bisher im Reellen betrachtete lineare
Algebra auf die Rdume C" der n-elementigen komplexen Vektoren a € C”
mit

a= (Oé,'),'zlm,,7 o = Re(a;)+ilm(a;) eC
zu erweitern. Zu jedem solchen Vektor a existiert der
konjugiert—komplexe Vektor

a=(ai)i=1.n, G = Re(a) —ilm(a;) € C.
Offensichtlich gilt, wie schon im skalaren Falle, fiir jeden reellen Vektor

acR"a=a.

— 203 —



Mathematik fiir Informatiker |
Eigenwerte und Eigenvektoren

L Komplexe Vektorriume

Sesquilinearform und Norm
Durch

n
(a,b)=a’b = b'a = Zah@i €C
i=1
wird nun ein inneres Produkt (oder Skalarprodukt) definiert, welches im

Gegensatz zum reellen Falle nicht symmetrisch ist, d.h. es ist von der
Reihenfolge der Faktoren abhangig:

(b,ay=b’a=a’"b={(a, b)

Da nun (a,a) immer reell und nichtnegativ ist, |48t sich damit eine Norm

lal = v{a, a) = [ZIO«Q]
i=1

definieren. Unter der Isomorphie C" ~ R?" (als reelle VR) ist dies die
euklidische Norm.
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L Komplexe Vektorriume

Es gelten die iiblichen Normeigenschaften
lall =0, [l =0 <= a=0, [}va] = [~[lall
fiir beliebiges v € C, sowie die Dreiecksungleichungen
la+ bl < lall +[bll,  [la=b] > [[a]l —[lbl]|.

Erweitert man den Korper der Skalare von R auf C, so bleiben fast alle
Definitionen und Satze giiltig. Das gilt insbesondere fiir die Begriffe

e Linearkombination e Lineare Unabhangigkeit
e Linearer Unterraum e Basis
e Dimension e Lineare Abbildung

sowie Matrizen und ihre speziellen Formen.
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L Komplexe Vektorriume

Unterschiede ergeben sich lediglich dort, wo das innere Produkt eine
wesentliche Rolle spielt:
Eine Familie von Vektoren v; € C", i = 1...r, heiBt orthogonal, wenn

v;-vj:\_/,-ijzo furi#£j,

was weiterhin lineare Unabhangigkeit impliziert. Eine quadratische Matrix

A — (au)jZIn e Cnxn

i=1...n
heiBt unitdr, wenn ihre Spalten paarweise orthogonal sind und ihre Norm
jeweils gleich 1 ist. Mittels der konjugiert transponierten Matrix

a11 ... Qpi1

AP = AT =
a1p ... Qnpn
|48t sich die Unitaritdt von A durch die Beziehungen
APA=ATA = | = AAT = AAH
beschreiben, wobei | weiterhin die Einheitsmatrix bezeichnet:

I = diag(1,1,...,1) e R™*" Cc C™".

206 —



Mathematik fiir Informatiker |
Eigenwerte und Eigenvektoren

L Komplexe Vektorriume

Abgesehen von der Orthogonalitdt erfahrt auch der Begriff der
Symmetrie bei der Erweiterung auf komplexe Matrizen eine
Veranderung. Man kann zwar eine Matrix A = (a;;) € C"™" immer
noch symmetrisch nennen, wenn aj; = «;; gilt, diese Eigenschaft ist
aber wesentlich weniger interessant als die Erfiillung der Bedingung

aji = ajj = AP = AT = A,

Solche Matrizen nennt man hermitesch und die entsprechenden linearen
Abbildungen auch selbstadjungiert, da fiir beliebige Vektoren a,b € C”

(a, Ab) = a’Ab=(ATa)"b = (A"a, b) = (Aa, b)

gilt. Fiir uns wird nur von Bedeutung sein, dass hermitesche Matrizen
(wie ihre Untermenge der reell symmetrischen Matrizen) nur reelle
Eigenwerte haben.
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L Eigenwerte und charakteristisches Polynom

Definition B-10.1 (Eigenwerte und Eigenvektoren)

Eine komplexe Zahl A € C heiBt Eigenwert einer quadratischen Matrix
A € C™" wenn es einen entsprechenden Eigenvektor v € C" gibt, so
dass gilt:

Av = v mit v#0.

Folgerung B-10.2

Daraus folgt unmittelbar, dass v eine nichttriviale Lésung des homogenen
Systems
(A=Xl)v =0

ist. Eine solche existiert genau dann, wenn der Rang von (A — \1,)
kleiner als n ist, und damit dquivalenterweise gilt

P(A\) = det(A—=X1,) = 0.
P(\) wird das charakteristische Polynom von A genannt.
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Satz B-10.3 (Polynomeigenschaft von P(\))

P()) ist ein Polynom n-ten Grades und hat die spezielle Form
P(A) = (=A)"+ Tr(A)(=A)"""+ ... +det(A),
wobei

Tr(A) = zn:oz;,'
i=1

die Spur (engl. trace) der Matrix A bezeichnet. Falls alle Elemente von A
reell sind, so gilt dies auch fiir die Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms (allerdings nicht fiir die Wurzeln).

Bemerkung:

Die spezielle Form des n—ten, (n — 1)-ten und konstanten Koeffizienten
wird hier nicht bewiesen.
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L Ejgenwerte und charakteristisches Polynom

Beweis:
Durch Induktion nach n beweisen wir die etwas allgemeinere Behauptung:

P(X) = det(A — AB) ist fiir jedes Paar von Matrizen A,B€C™" mit
B = (Bj) ein Polynom vom Grade kleiner oder gleich n.

Induktionsanfang, n = 1: det(A — AB) = ai11 — AfB11 ist offensichtlich ein
Polynom vom Grade gleich 1.
Induktionsvoraussetzung: deg(det(A — AB)) < n sei erfiillt fiir n.
Induktionsschritt, n — n+ 1:
Nach dem Entwicklungssatz gilt fiir zwei Matrizen A, B € R("Dx(n+1)

n+1

det(A—AB) = > (1)U (a1, — ABi;) det(Ar; — A Byj)

wobei A;; und By ; die durcﬁﬁVeglassen der ersten Zeile und j—ten Spalte aus A
bzw. B gebildeten n x n Matrizen darstellen. Nach Induktionsvorraussetzung
sind die Determinanten det(A;; — AB1;) Polynome vom Grade héchstens n, so
dass die Multiplikation mit den linearen Faktoren (c1; — AB1;) den Grad
hochstens auf n+ 1 erhdhen kann. O
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Algebraische Vielfachheit

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gibt es k < n verschiedene
Nullstellen \; der Vielfachheit p;, so dass das charakteristische Polynom
als

P(A) = (A1 = AP (A= )P (A — AP

k
geschrieben werden kann, es gilt >~ p; = n. Daraus folgt
j=1

k k

> piN = Tr(A), [[)7 = det(A).

Jj=1 j=1

Die Zahl p; > 0 heiBt die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes ;.
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Eigenwerte und charakteristisches Polynom

Beispiel B-10.4
Die Matrix

hat das charakteristische Polynom
-2 1
P(\) = det( 1 _)\)
= M4l =(i-)N(-i-)

Die Eigenwerte sind also A\; =i und Ay = —i, beide mit der algebraischen
Vielfachheit p; = p» = 1. Man priift leicht die ldentitaten

Tr(A) = 040 = 0 = i—i und det(A) = 1 = i(—i) = —i> = —(~1)

Dabei ist i die imaginare Einheit der komplexen Zahlen.
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Eigenvektoren und Systeme davon

Berechnung der Eigenvektoren
Die zu einem Eigenwert \; gehdrenden Eigenvektoren v; lassen sich als
Losungen des homogenen Gleichungssystems

(A=Xl)v =0
bestimmen. Sie bilden einen linearen Unterraum der Dimension
qi = dim(kern(A— X 1,)) = n—rang(A—A;1l,)

Die Zahl g; > 0 heiBt die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes );
und ist immer kleiner oder gleich der algebraischen Vielfachheit p; von A;:

q <p fir j =1...k.

Eigenwerte A\; mit g; < p; heiBen defekt.

Zum Eigenwert \; kann man immer g; linear unabhangige Vektoren
finden, die den Eigenunterraum kern(A — I)\;) aufspannen. Weiterhin
gilt die folgende Aussage beziiglich verschiedener Eigenwerte.
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Lemma B-10.5
Die zu r verschiedenen Eigenwerten )\, j =1...r, gehérenden
Eigenvektoren (v;)j = 1..., sind linear unabhéngig.

Beweis:
Induktionsanfang, r=1: v; ist wie jeder Eigenvektor definitionsgemaB
ungleich Null und deshalb linear unabhangig, d.h.y3vi = 0 kann nur mit

v1 = 0 erfiillt werden.
Induktionsvoraussetzung, r: Die Menge der Eigenvektoren (v;); = 1.,
sei linear unabhangig, d.h.

D=0 = m=--=7=0.

Jj=1

Induktionsschritt, r — r+1: Es gelte fiir geeignete Koeffizienten ~;

r+1

Z’ijj =0.
Jj=1

204 —



Mathematik fiir Informatiker |
Eigenwerte und Eigenvektoren

L Eigenvektoren und Systeme davon

Fortsetzung: Beweis
Multiplikation mit der Matrix A bzw. dem Skalar A, liefert

r+1 r+1 r
j=1 j=1 j=1
und
r+1 r
0 =\ 0 = Ay1- )Y, = DAy | AV |
Jj=1 Jj=1

Aus der Differenz dieser beiden Gleichungen fillt der letzte Term mit
V,+1 ganz heraus: r
0= %= Ay
j=1

Laut Induktionsannahme sind die v;, i = 1...r, linear unabhingig, also
miissen die zusammengesetzten Koeffizienten ~;(Aj — A,41) alle gleich
Null sein. Da die A verschieden sind, gilt A,1 —Aj #0, i =1...r. Dies
kann aber nur bedeuten, dass die Koeffizienten ~; fiir j = 1...r und
damit auch v,41 gleich Null sind. Also ist auch die um einen Eigenvektor
erweiterte Familie (v;); = 1 ,+1, linear unabhingig. O
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Eigenwertzerlegung von Matrizen

Sind nun alle Eigenwerte einfach oder zumindest nicht defekt, so kann
man einen vollen Satz von n linear unabhangigen Eigenvektoren v;
finden. Diese faBt man als Spalten zu einer quadratischen Matrix

V = |vi,vp,...,v,] € C™*"

zusammen, welche auf Grund der linearen Unabhangigkeit ihrer
Spaltenvektoren eine Inverse V! besitzt. Nun kann man die n
Vektorgleichungen Av; = \;v; mit Hilfe der Diagonalmatrix

N = diag()\;)i = 1...n zur Matrixgleichung

AV = VA

kombinieren. Multipliziert man von links bzw. von rechts mit V=1 so
erhdlt man die Darstellung

A= VIAV bzw. A= VAV,
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Eigenwerte: Operationen und spezielle Matrizen
Definition B-10.6 (Ahnlichkeitstransformation)

Gibt es fiir zwei Matrizen A, B € C"™" eine reguldre Matrix T, so dass
TA=TB unddamitauch A = TBT! bzw. B = T 'AT
gilt, so sagt man, die Matrizen A und B sind dhnlich. Die Uberfiihrung

der Matrix B in A durch TBT ! heisst Ahnlichkeitstransformation.
Daraus folgt mit det(T) det(T~1) = 1 unmittelbar:
Folgerung B-10.7 (Eigenwerte dhnlicher Matrizen)
det(A—\) = det(TBT > = \TT )
= det(T(B- AT
det(T)det(B — A1) det(T™1)
= det(B — \l)

Also haben zueinander dhnliche Matrizen genau dasselbe
charakteristische Polynom und damit auch dieselben Eigenwerte.
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Verschiebung (Shift)

Addiert man zu einer Matrix A ein Vielfaches der Einheitsmatrix, so
verschieben sich die Eigenwerte entsprechend, da

det((A+ pul) — Al) = det(A— (A= p)l),

so dass A genau dann ein Eigenwert von (A + pl) ist, wenn A — p ein
Eigenwert von A ist.

Transponierung

Selbst bei komplexen Matrizen 138t die Transponierung den
Determinantenwert unverandert, so dal

det(AT —\I) = det((A—A)T) = det(A—\).

Also haben A und AT genau dieselben Eigenwerte, wobei die
dazugehdrigen Eigenvektoren im allgemeinen allerdings verschieden sind.
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Konjugierte und symmetrische Matrizen

Da die Konjugierung von komplexen Zahlen sich auf Faktoren und
Summanden iibertragt, gilt

det(A— X) = det(A— M) = det(A— ) = det(A—N),

so dass A genau dann ein Eigenwert von A und damit auch AT ist, wenn
A ein Eigenwert von A ist.

Da fiir reelle Matrizen A = A gilt, ist fiir diese mit jedem X auch X ein
Eigenwert. Das heiBt:

Folgerung B-10.8 (Eigenwerte reeller Matrizen)

Alle Eigenwerte reeller Matrizen sind entweder reell oder treten als
konjugiert—komplexe Paare (A, \) auf.
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Hermitesche Matrizen

Fiir diese Klasse von Matrizen sind alle Eigenwerte reell und die
Eigenvektoren kdnnen sogar orthogonal zueinander gewdhlt werden. Es
gilt ndmlich

Mv, v) = vi(w) = vi(Aav) = vAPV = (Av)v = WP =X (v, v),
u HV — |V|2
nicht Null ist, gilt A = A, und der Eigenwert A\ muss deshalb reell sein.

wobei wir die Voraussetzung A" = A benutzt haben. Da nun v

Sind A1, A2 € R zwei verschiedene Eigenwerte mit Eigenvektoren
vi,vo € C", so gilt analog

)\1v5’v1 = vé’Avl = vg’AHvl = )\zvf’vQ .
Also muss 0 = (Ao — A\p)vifvy = (A2 — A1) (v1, vo) gelten, wegen

A1 # Az muss vy orthogonal zu v sein.
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Praktische Berechnung der Eigenwerte

Der offensichtliche Weg, Eigenwerte und die entsprechende Eigenvektoren
zu berechnen, fiihrt iber das charakteristische Polynom

P(\) = det(A — Al). Bei groBeren Dimensionen ist jedoch schon die
Berechnung der Koeffizienten von P(\) sehr aufwendig. Rechnet man
mit Standard-Datentypen, so erhdlt man auBerdem die Eigenwerte als
Nullstellen von P(A) mit nur geringer Genauigkeit, da sie stark durch
numerische Rundungsfehler beeintrachtigt werden.

Stattdessen fiihrt man beim sogenannten QR-Algorithmus eine Folge
von orthogonalen Ahnlichkeitstransformationen durch, die A sukzessive
auf diagonale Form reduzieren (falls A wirklich diagonalisierbar ist). Der
Gesamtaufwand dafiir ist normalerweise mindestens 5n3 skalare
Multiplikationen und damit ein Vielfaches der Kosten fiir eine LU-
Faktorisierung. Deswegen wird die Eigenwertzerlegung nur in ganz
speziellen Fallen zur Ldsung linearer Systeme Ax = b herangezogen.
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Nutzung der Diagonalisierung

Eigenwertzerlegungen spielen besonders bei der Analyse sogenannter
dynamischer Systeme eine zentrale Rolle.
Betrachtet man zum Beispiel eine lineare Evolutionsgleichung

Xneu = AXaIt +b )

so ergibt deren wiederholte Anwendung den k-ten Zustand von x
beginnend mit x = 0 als einen Ausdruck der Form Qx(A)b mit

k—1 k—1
Q(A) =D gA = VY NV = VQ ANV
j=0 j=0

Hierbei gilt das Gleichheitszeichen unter der Voraussetzung, dass
A= VAV~ mit einer Diagonalmatrix A = diag(\1,. .., \n).
Insbesondere gilt dann A = VA VL

Mit anderen Worten: Man kann V' aus dem Matrixpolynom Qx(A)

herausziehen, so dass dessen Verhalten gerade fiir groBe k durch
Qk(N) = diag(Qx(Aj))j+1...n beschrieben ist.
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Kanonische Jordanform
Einige Matrizen (wie zum Beispiel [é ﬂ) lassen sich nicht in die Form
A = VAV~! mit Diagonalmatrix A bringen. Vielmehr bleiben in A noch
einige Elemente in der Superdiagonalen zuriick, die einen sogenannten
Jordanblock bilden. Die vollsténdige Diagonalisierung gelingt hier nicht,
weil der Eigenwert (A; = 1) eine hdhere algebraische (p; = 2) als
geometrische Vielfachheit (g1 = 1) besitzt, dh. defekt ist.

Dieser Effekt ist sehr speziell, da fiir ein beliebig kleines € # 0 die
gestorte Matrix {1 1 }

0 14«

zwei unterschiedlichen Eigenwerte (1 und 1+ ¢) hat und deshalb
diagonalisierbar ist mit V = [§ ]. Allerdings ist die entsprechende
Matrix V=1 = [§ 7] dann sehr groB und explodiert, wenn man ¢
immer kleiner macht.

Zusammenfassend bleibt festzustellen, dass die Eigenwertzerlegung
A = VAV~ ein wesentlich kniffligeres Problem darstellt, als die Losung
linearer Gleichungsysteme Ax = b.
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