Humboldt-Universität zu Berlin Institut für Mathematik

Prof. PhD. A. Griewank Dr. L. Lehmann; Dipl.-Math. J. Heerda

Übungsaufgaben zur Analysis I* (WS 08/09) Serie 9 Abgabe bis 05. Januar 2009 (vor der Vorlesung)

Aufgabe 9.1: (Stetigkeit) 2 Punkte Zeigen Sie, dass alle positiv homogenen Funktionen f : R → R, d.h. solche mit der Eigenschaft f(tx) = t · f(x) ∀ t > 0 ∀ x ∈ R, stetig sind.

(Hinweis: Man betrachte die Fälle x = −1, 0, 1.)

Aufgabe 9.2: 2 Punkte Seien f und g stetige Funktionen. Zeigen Sie, dass dann auch max(f, g) und min(f, g) stetig sind, wobei

max(f, g)(x) := max(f(x), g(x)) bzw. min(f, g)(x) := min(f(x), g(x)).

Aufgabe 9.3: (Stetigkeitsuntersuchung) 4 Punkte Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Stetigkeit in ihrem Definitionsbereich: a) f(x) := lim_{n→∞}^{x2n−1}_{x2n+1} für x ∈ R;

b) f : [0, ∞[→ R definiert durch f :=

{ √_{x−1} x−1 , für x ≠ 1 1 2 , für x = 1.

Aufgabe 9.4: (Hebbare Unstetigkeitsstellen) 2 Punkte Man bestimme die Konstanten α, β sowie f(−1), f(1) derart, dass die Funktion

f(x) := x^2 − αx + β, für x < −1 (α + β)x, für − 1 < x < 1 x^2 + αx − β, für x > 1 auf der ganzen reellen Achse stetig wird.

Aufgabe 9.5: (Untersuchung auf gleichmäßige Stetigkeit) 4 Punkte Untersuchen Sie die Funktion f(x) :=^x_{1+x2} auf gleichmäßige Stetigkeit auf R.

Aufgabe 9.6: (Äquivalente Definition der gleichmäßigen Stetigkeit) 4 Punkte Sei f : D → R. Beweisen Sie die Äquivalenz der folgenden Aussagen: (1) f ist gleichmäßig stetig auf D.

(2) Für alle Folgen (x_n), (y_n) aus D mit lim_{n→∞} (x_n − y_n) = 0 gilt: lim_{n→∞} (f(x_n) − f(y_n)) = 0.

Aufgabe 9.7: (Lipschitz-Stetigkeit und gleichmäßige Stetigkeit) 2 Punkte Sei f : D → R Lipschitz-stetig auf D. Zeigen Sie, dass f dann auch gleichmäßig stetig auf D ist.

Extra-Aufgabe 9.8: (Weihnachtsaufgabe) 4 Zusatzpunkte (falls komplett richtig gelöst) Beweisen Sie folgende Aussage: Es gibt zwei Punkte auf dem Äquator, die die gleiche Temperatur haben.

(Hinweis: Geben Sie die mathematische Formulierung des Problems an: Definieren Sie auf einem geeigneten Definitionsbereich (Intervall) die Temperaturfunktion mit geeigneten Eigenschaften (Periodizität). Dabei können Sie annehmen, dass die Temperaturfunktion eine stetige Funktion ist.)

Wir wünschen frohe Feiertage und einen guten Rutsch nach 2009.