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Aufgabe 1. Sei X eine Menge, sei R C P(X) ein Ring, und sei p ein Inhalt
auf R. Zeigen Sie:

a) Durch A ~ B & u(AAB) =0, A, B € R wird eine Aquivalenzrelation
auf R definiert.

b) Die Aquivalenzklasse N der leeren Menge enthilt genau die pu-
Nullmengen in R.

c) Firalle A, B € R mit A~ Bgilt u(A) = u(B) = u(AUB) = u(ANB).

d) Sei p zusétzlich endlich und sei § : R Xx R — R gegeben durch §(A, B) :=
n(AAB). Zeigen Sie, dass 0 eine Halbmetrik auf R ist, d.h. §(A4, A) =0
fiir alle A € R, ¢ ist symmetrisch, und ¢ erfiillt die Dreiecksungleichung.
Zeigen Sie ferner, dass |pu(A) — u(B)| < 6(A, B).

(8 Punkte)

Aufgabe 2. Sei X eine nichtleere Menge.

a) Sei p: P(X) — {0,1} C R ein Inhalt mit u(X) = 1. Sei 4 := {A C
X | u(A) = 1}. Zeigen Sie:

i) 0gU

(i) AceU, ACBC X = Bel

(ili) A, BeUd = ANnBelU

iv) AcCX ==AcU Vv (X\AeclU

Eine Menge, die diese vier Eigenschaften erfiillt, heiffit Ultrafilter auf X

und sollte Thnen aus der Vorlesung Analysis 2* (Beweis des Satzes von
Tychonow) bekannt sein.

b) Sei U ein Ultrafilter auf X und sei p: P(X) — R gegeben durch

1 Ael,
pu(A) =
0 X\Ael.
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(i) Zeigen Sie, dass p ein Inhalt ist.

(ii) Zeigen Sie, dass p genau dann ein Maf ist, wenn fiir jede Folge
(A;)nen von Mengen aus U gilt:

() A #0.
n=1
(8 Punkte)

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass jeder auf einem Halbring H definierte Inhalt
eine eindeutige Fortsetzung v auf den von H erzeugten Ring R besitzt, und
dass diese Fortsetzung gegeben ist durch:

R A=|JArwobei Ay e H = v(A) =Y u(A).
k=1

k=1

(4 Punkte)

Fiir weitere Hinweise zur Bearbeitung der Ubungsbliitter siche
http://www.math.hu-berlin.de/~geomanal /analysis3.html
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