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Analyse spectrale et distributions 1. Théorie spectrale des opérateurs borné

1. Theéorie spectrale des opérateurs borné

Rappels

Soient X,Y deux espaces vectoriels normés sur K € {R,C}.

Théoréme 1.1 : Soit T : X — Y une application linéaire. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) T continue
(ii) T continue en 0

(ifi) 3¢ >0 tel que Yx e X : ||Tz| < c|z| O

Définition 1.2 : Onnote L£(X,Y) lensemble des applications linéaires continues de X dans
Y.Si X =Y, onpose L(X)=L(X,X).

Pour T'e L(X,Y) on pose

[T ||
|T|= sup ——= = sup ||Tz| = sup ||Tx|
ozzex lzll jzp<1 Izl =1

et avec cette norme (L(X,Y),|-||) est un espace vectoriel normé.

Théoréme 1.3 : SiY est un espace de Banach, alors L(X,Y) est un espace de Banach. [
Théoréme 1.4 (d’isomorphisme de Banach) : Soient X,Y deux espaces de Baanch. Si
T € L(X,Y) est bijective, alors T~! est continue.

Ce théoréme est une conséquence du théoréme de Iapplication ouverte. O

Remarque 1.5 : L(X,K) est appelé le dual de X.
Notation : X’ = £(X,K). X’ est un espace de Banach car K est complet.

Corollaire 1.6 (Conséquences de Hahn-Banach) : Soit © € X, alors il existe ¢ €
X' |lell=1 tel que ||z|| = p(x). En particulier, on a

[z]] = sup [p(x)].
peX’
lloll=1

Si p(z) =0 Vp € X', alorsz=0.
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1.1. Eléments inversibles

Définition 1.7 : Soit X un espace de Banach sur K. Soit 7' € £(X). On dit que T est
inversible s'il existe S € L(X) tel que T'S =1 = ST, ou I est I'application identité sur X.

Lorsque S existe, il est unique. On note S =T~ 1.

Remarque 1.8 : Soit T' € L(X). Pour que T soit inversible, il suffit que T" soit bijectif (d’aprés
le théoréme d’isomorphisme de Banach 1.4).

Lemme 1.9 : Soit T € L(X), |T|| <1, alors I — T est inversible et

(I-7)"t=> 1"

k>0

Démonstration. On a

(fj Tk) (I-T)=1-1"", (%)
k=0

De plus, Vk e N : |T%| < |T||*. Comme [T < 1, il suit que Z IT||* converge, donc

k
Z ||| converge et alors ZT’“ converge car £(X) est Banach®.
k>0 k>0
On sait que
n o0
<Z Tk> (I-T) == <Z Tk> (I —T).
k=0 k=0
Ensuite [ — 7" — I car HT"+1H < |7t == 0.
De l'équation (x), on obtient
o0
(Z T’“) (I-T)=1.
k=0
oo
On vérifie de la méme maniére que (I — 1) (Z Tk> =1
k=0
D'ott T—T est inversible et (1 —T)~" =) T". O

k>0

Remarque 1.10 : Plus généralement, si Z HTkH converge, alors I — T est inversible et

(I-T)'= zn:T’“.
k=0

!Dans un espace de Banach toute série absolument convergente est convergente.
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Notation : On note par Inv(L£(X)) lensemble des éléments inversibles de £(X).

Proposition 1.11 : (i) Pour tout T € Inv(L(x)) :
B(T ! ) C Tnv(£(X))
» =1y v
171

ou B <T > est la boule de centre T' et de rayon

1 1
T 1=

En particulier, Inv(L£(X)) est un ouvert.

(ii) L’application T — T~ est continue sur Inv(L(X)).
1
Démonstration. (i) Soit T € Inv(L(X)) et soit S € B <T, ||T_1||> .

S=T—(T-8)=TI-T"YT -25))
|7t = 9| < lr-fir = sl <1

= [ — T YT — 9) est inversible et donc S est inversible comme produit de deux
éléments inversibles.

(ii) Soit T € Inv(L(X)). Alors
(T+S)y ' -1 t=U+T7t) I -1

1

Soit [|S] < .
[ram

Donc (d’aprés le lemme 1.9) :

(T+8) ™ —171'= (i(—l)k(TlS)k : T1> —-7!

k=0
— <Z(1)’f(T—1S)’f-T—1>
k=1
= [@+8) =1 <3 (IT s
E>1
|T7HIST psi—o
— IS

<[l

On a donc T — T~ est continue sur Inv(L£(X)). O

1.2. Spectre et résolvante

Soit X un espace de Banach sur K.

Définition 1.12 : Soit T € L(X).
(1) L’ensemble p(T") := {\ € K, M\ —T est inversible} est appelé l'ensemble résolvant de T
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(2) L’ensemble o(T) : =K\ p(T') est appelé le spectre de T. On a

o(T) ={X € K, \XI — T est non inversible}

(3) Soit A € K. On dit que \ est valeur propre de T 8'il existe z € X,z # 0 tel que Tz = \x.

On note o,(T) lensemble des valeurs propres de T.

Proposition 1.13 : o(T) est compact et o(T) C {\ e K, |A\| <||T]}.

Démonstration. Soit || > ||T||. Alors I —% est inversible car ||| = w < 1. Donc on a

M-—T=X(I-1%) estinversible = X ¢ o(T).
Alors [\ > |T] = X ¢ o(T).

Ceci montre que o(T) C {\ € K, |A\| < ||IT||}. En particulier o(T") est borné. Pour montrer
que o(T) est compact, il suffit de montrer que o(T') est fermé ce qui est équivalent a p(T') est
ouvert.

Soit A€ o(T). Ona (A —T)— (ul —T) = (A — p)I.

1 1
Si |A—p| < 55—, alors uI-T eB ()\I - T, _) C Inv(L(X)) (d’apres
AL =T)~H| AL =T)~H]

la proposition 1.11).

Il suit w € p(7T).

1
Puisque {,u A= < } C p(T), donc p(T') est un ouvert. O
A =T)~1

Remarque 1.14: (i) A € 0,(T) <= ker(A\] —T) # {0}. Deplus A€ 0,(T) = M —-T
non inversible, d’ott 0,(T") C o(T).

(ii) Soit dimX < oo. Donc A — T inversible <= ker(A] —7T) = {0}. On a alors
op(T) = o(T).

(iii) Soit dim X = oco. En général, o,(T) # o(T).

Définition 1.15 : L’application X — (A —T)~! définie sur p(T) est appelée la résolvante
de T. On note Ry(T) = (M —T)™'.

Proposition 1.16 : L’application A — Rx(T) = (M — T)™! est analytique, c’est-a-dire
développable en série entiere, de p(T') dans L(X).

Démonstration. Soit Ao € p(T).

M—T=A\=X)+XM—T=MNI-T)((A=2)No—-T)""+1)
= (Aol = T)(I = (Mo — ARy (T))
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Si JA=Xo| |IRx (DI <1 <= A= Xo| < alors A € p(T), et on a

1
125, 11"

AT =T)7 = (= (o= N Ry) ™ Ry = > (Ao = V¥R,

k>0
d’oit A — R), est analytique sur p(7T). O
Proposition 1.17 : Y\, u € p(T), on a:
(1) BA(T)Ru(T) = Ryu(T)RA(T)
(i) R\(T) — Ru(T) = (1 — N Ru(T)RA\(T') (la formule de résolvante)

Démonstration. (i) Découle du fait que (M —T)(ul —T) = (uI —=T)N - T).
(1) BA(T)—Ry(T) = RA(T)Ru(T) (uI ~T)— Ru(T)RA(T) (M =T) = (=N Rr(T)Ry(T) O
Théoréme 1.18 : Lorsque X est complexe, o(T) est non vide.

Démonstration. Supposons que o(T) = 0, p(T) = C. Donc X +— R)(T) est analytique sur C
(cf. Proposition 1.16).

Soit ¢ € L(X). Donc l'application ¢ : X\ — @(Rx(T)) est analytique et donc holomorphe
dans C (c’est-a-dire une fonction entiére). Pour |A| > ||T'|| on a:

1 T\ ! ™
—1
R\(T)=(\-T)"' = 3 (1_ A) — ETHH
n>0

)" 1 1 1 [Al=+00
Ri( < = = 0
= [[RA(T)|| ;0 n+1 g /\|n+1 1_@ I\ — |7
n 2 Al
[A| =400
= W= lpBAD)] = llelH BT} ———0

1 est une fonction entiére bornée car ||Ry(T)| est continue sur p(T) =C et |[|[RA(T)| — 0,
donc d’aprés le théoréme de Liouville? : 1) est constante.

Comme [1p(N)] Ptee g — 1 =0. On a alors p(Rx(T")) = 0, ceci est vrai pour toutes
p € L(X) = R)(T) =0, ce qui est absurde.

Donc o(T) # 0. O

Exemple : (i) X =C([0,1]) Pespace des fonctions continues sur [0,1], | f|l, = sup |f(¢)].
te0,1
Soit T:X =X, fe=Tf ou Tf(t)=tf(t) = [M-=T)f]1t)=N\—-10)f().

On veut trouver le spectre de T.

2¢f. le cours d’analyse complexe
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e Si A¢[0,1], alors A —T est inversible et Uopérateur (A\I—T)"! : X — X avec
f (t — <L f) est bien défini = o(T) C [0,1].

e Réciproquement soit A € [0,1], [(M=T)f](t) = (A—t)f(t). Cette fonction s’annule
en A. D'ou 'image Im(A —T) C {f € X, f(A\) = 0} et il s’ensuit que A\ — T
n’est pas surjectif = A — T non inversible = X € o(T).

Dot o(T) = [0,1].
Exercice : Vérifier que o,(T) # 0.

(ii) Soit X = (*(N) = {x = (zn)nz0 € T, D |aal* < oo} et [|z] = (Z |xn|2>;.

n>0 n>0
Soit T: X — X tel que (xo,21,...)+ (x1,22,...). T € L(X) et ||T] =1.
De plus soit [A| <1 et z* = (A"),>0 € X. Alors

Z)\
T2 = (A" )50 = AN uzo = A =50 A € 0,(T)

ou o0,(T) est le spectre ponctuel. Donc

{A AL <1} Cop(T) Co(T) C{A, [A < [T}
jnad
— (AN <1}colT i A <1}

On obtient {A, |A\| <1} Co(T) C{\ [N <1} = o(T)={\ |\ <1}
Or o(T) est fermé = o(T) = {\, [N <1}

1.3. Rayon spectral

Soit X un espace de Banach sur K € {R,C}.

Définition 1.19 : Soit T € L(X). Si o(T) =0, on pose r(T) :=sup{|A|, A € o(T)} et
on appelle r(T) le rayon spectral de T.

Théoréme 1.20 : Soit T € L(X).

(1) La limite lim HT”H% existe et elle est égale & inf ||T”||% .
n—oo n—oo

(2) Si X est complexe, alors r(T) = lim HT”H%
n—oo

Démonstration. (1) Soit | = inf ||T”||% et € >0.
n

11 existe k € N* tel que ||Tk||% < I+ e. De plus, pour quelque soit n € N, ils existent
DPnsqn € N tels que n=ppk+ ¢, avec 0 < g, <k —1 (cest la division euklidienne de
n par k).
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n—o0

On a 0<q"<k —— 0 = 4= 0. Puisque 1=FkE> + 9 ona p”—>k

Donc on obtient

1 1 Pn an
8 el i i

1
= limsup||T"||% < HTk *

n—oo

1 1
= limsup ||T"H% < i%f HTkH " <liminf HT’“ §

n—oo k—o0

Alors limsup ||T"[[* = liminf [|T"|[% = inf [|T" .
n n n

(2) Soit A€ o(T). Pourn>1lona (N"I—T")= (N —=T)(T" '+ X"+ + A" ).
Car (M —T) est non inversible, il suit que (A"I —T"™) est non inversible. Alors

Aeo(T) = N < |IT" = N < ||T”\|% Vn € N*
— [\ < lim |77~
n—o0
— r(T) = sup{]A|, A€ o(T)} < lim |[T7||"

Soit maintenant |A| > ||T’||. Alors on a

1 T\ ! 1 X Tk T
— -1 —_— = PR —_ _ J—
(M -T) )\(I /\) =3 E G car ‘)\H<1
1 =Tk
— -1 - R
= (M -T) X2 Al > (|||

Soit ¢ € L(X) (le dual de £(X)) ott @((M —T)71) = Z ('D(Tk).

L’application A — @((A —T)™1) est analytique
et donc holomorphe dans p(T').

En particulier A — o((AI—T)71) est holomorphe
dans {|A| > p(T)}. Par unicité du developpement
en série de Laurent, on a

k
o1 -1y = 30 AT A > (7).
k>0
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Soit s > r(T).

2m ; . 27 k ‘
L7 (s = 1) e g — - / > P(T") —ite—nyo | 49
0

2m Jo It gh+1
E>0
— Z i o SO(Tk)e—i(k—n)@ de
o or Ght1
k>0 0

_ (1"

- Sn—l—l
car € 7 e~ k=)0 19 — 1 sik=n .

2m Jo 0 sik+#0
Donc on a
1 2w ) .
gD(Tn) _ Sn+1 L (,0((8619] _ T)—l)ez(n+1)6 46
2 0
— [p(T™)| < 5" gl sup (s — 1)1
0€[0,27)
Finalement, on obtient |77 = sup |p(T™)| < s"T1B(s) et alors
llell<1
pEL(X)
ni 5 1+ 1 . -
IT"[+ < s B(s)n = Jim [T <s s > r(T)
n—oo
= lim |77 <5 = r(T) 0
n—oo

1.4. Valeurs propres approchées

Soit X un espace de Banach sur Ket 7' € £(X).

Définition 1.21 : Soit A € K. On dit que A et une waleur propre approchée s’il existe une
suite (z,,) dans X telle que Vn €N, [|a,]| =1 [Tz, — Azy,|| —— 0.
n—oo

On note par o4,(7") l'ensemble des valeurs propres approchées de 7T'.

Remarque 1.22: (i) Ona o0,(T) C oqp(T).

En effet, soit X € 0,,(T), alorsil existe x € X\{0} : Tz = Az. Onpose zj = ﬁ Vk.
x

(i) A ¢ 0gp(T) <= Hgic]|[|1£1 Tz — Az|| >0 <= 30 >0 Vere X : [|[Tzx— Azl >d]=z].

Proposition 1.23 : 0,,(T") est un fermé contenu dans o(T).

Démonstration. Soit X ¢ o(T). Soit (x,) C X tel que ||z,|| =1 pour tout n. On a
1= ]l = [[(T = AT = AL | < ([T = A (T = A

10



Analyse spectrale et distributions 1. Théorie spectrale des opérateurs borné

Car [[(T'—A)zn|| - 0,0na X¢ oup(T).
Alors, on a obtenu A ¢ o(T) = A ¢ 04p(T), et il suit o4,(T) C o(T).

Maintenant on montre que og4,(T") est fermé.

Soit A & 04p(T). Par le remarque 1.22 (i), ona 36 Vo € X : ||[Tx — Az| > 0 ||z||. Soit p
tel que |u— A < g.

(T = pDz]| = (T = Az + (A = p) || > (T = ADz|| = A = pll ]

J
> ||| —§HIH Ve e X
Donc [[(T — pl)z|| > S|z = p ¢ 0ap(T), d'ott K\ 04p(T) est un ouvert. O

Théoréme 1.24 : Il est vrai : 0o(T) C 0qp(T).

Démonstration. Soit A\g € 0o (T) et soit & > 0. Alors, il existe A € p(T) =K\ o(T) tel que
‘)\0 — )\‘ < %

Supposons que |A — Ag| < D’aprés la proposition 1.11, on a

v
AL =T) =

1

AT =T) = QoI =) = 1A = ol < rir =77

1
— N[ -T€B <AI ~T, > C Inv(£(X))
A =T)~1
Alors, Aol — T est inversible ce qui est absurde car \g € do(T") C (7). Donc on a

2
> —.
€

‘)\—)\0‘ >

- = 1000

|A = Aol

Alors, il existe y € X, |y =1 tel que ||(AI —T)'y|| > 2.

(M —T)" Yy :
Posons # = ————— == ||z|| = 1. On obtient
(AL =T)~1y||
(Aol = T)z|| < [[(AoI = T)z — (AT = T)z| + [[(A = T)z|l
y
< o = Aol + | o= |
(AL =T)~ 1yl
1
<Xo-A+——r——<e
(AL = T) 1y
= it Qo =Thal| = = inf 0ol = T)all =0 = o € 0up(T) O

1.5. Opérateurs adjoints et opérateurs autoadjoints

Soit H un espace de Hilbert et T € L(H).

11
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Définition 1.25 : L’adjoint de T, noté T, est défini par (Tz,y) = (x,T*y) ou (-,-) est le
produit scalaire sur H.

Remarque 1.26 : Pour A€ K et 7,5 € L(H), on a les propriétés suivantes :

(AT)* = AT" (T'S)" = S°T" 1T =T
(T+8) =8 +T* (T*) =T

Proposition 1.27 : De plus, il est vrai
(1) ker T = (Im T*)*
(2) InT = (ker T*)*
(3) T est inversible si et seulement si T* I'est et on a dans ce cas (T*)"!' = (T~1)*.
Démonstration. (1) Soit x € kerT. Alors
Vye H: (Tx,y) =0 < Yye H : (x,T"y) =0 < z e (ImT")"

(2) Ona T* =T. Donc d’aprés (1), il suit

ker T* = (ImT)* = (ker T%)* = ((ImT)L)L = TmT.

(3) Soit T inversible. Alors on a T*(T~!)* = (T7'T)* =I* =1 et de méme (T~ 1)*T* =1I.
Donc T* est inversible et (T%)™1 = (T71)*.

De la méme fagon, on obtient : Si T™ est inversible, alors T** =T est inversible. [
Corollaire 1.28 : Ona o(T*) ={\, A€ a(T)}. Si M€ p(T) : Rx(T*) = R\(T—-)".
Démonstration. Puisque (A —T)* = X — T, il suit que

M — T inversible <= (M — T)* inversible <= A — T* inversible
et donc A € o(T) <= X € o(T™).
Si A€ p(T) : Ry(T*) =\ -T*) " =[A[-T)"']" = R\(T)". O
Exemple : Soit H = 2(N) ou (z,y) = an% avec = (xn), y = (Yn)-
Soient

S:H—~H (xo,x1,...) +— (0,20, 21,...)
S* H—H (xo,x1,...) — (T1,22,...).

Onavuque o(S)=D={2€C |2|] <1} et o(F)={\ A€0o(S")}=D.

12



Analyse spectrale et distributions 1. Théorie spectrale des opérateurs borné

Lemme 1.29 : Soit X un espace de Banach et T € L£(X). Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) 36 >0 tel que Vx € X : || Tx| > 6 |||

(ii) ker T = {0} et ImT est fermé.

Démonstration. ‘(i) = (i)™ On a pour tous z € X : |[Tz|| > |z .
Si Tex =0, alors ||z]]| =0 = 2z =0. Donc kerT = {0}.

Soit (T'zy,) CImT avec Tx, —y € X. Puisque 0||zy — xm| < || T2 — Txm| et (Tx,) est
une suite de Cauchy, alors (z,,) est une suite de Cauchy. Donc il existe z € X : x, — =.

On a alors Tx, -y et Tax, > Tax,dot y=Txr = y € ImT par le théoréme du graph
fermé.

‘(1) = (3)" Soit T: X — ImT avec z +— Tx. Evidemment T est bijectif. De plus X
et Im T sont des espaces de Banach. D’aprés le théoreme 1.4, il existe 77! € L(ImT, X).
Vee X : =TT = |ja|| < T[Tzl < | T~ | T
= dlz| < [T O

Définition 1.30 : Soit T € L(H) ou H est un espace de Hilbert. On dit que T' est autoadjoint
si T"=T.
Théoréme 1.31 : Soit H un espace de Hilbert et T € L(H) autoadjoint. On pose
m = inf{(T'z,x), z € H, ||z|| =1} et M :=sup{(Tz,z), v € H, ||z|| = 1}.
Alors o(T) C [m,M], en particulier o(T) C R.

Démonstration. Soit A € K, x € H \ {0}. On note d(\) := inf{|A—t|,t € [m,M]} la
distance de A au segment [m, M]. On a

=Mz, ) — Tz, x)= -t z|I?
— |(\x = Tz, 2)| > d(N) ||z
= [[((A = T)z[| > d(N) ||z (Cauchy-Schwarz)

Supposons que A ¢ [m, M] = d(\) > 0. D’aprés le lemme précédent (1.29), A\ — T est
injectif et Im(AI — T') est fermeé. On a

Im(M — T) = ker(A — T*)* = ker(A\] — T)*+ (car T =1T%)
={0}"=H
Dot Im(AMl —T) = H = Al — T inversible, donc A ¢ o(T) et on obtient l'inclusion
o(T) C [m, M]. O

Remarque 1.32 : 1l est vrai que m, M € o(T) ce qui sera démontré au théoréme 1.34.
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1.6. Opérateurs autoadjoints positifs

Soit H un espace de Hilbert sur C.

Définition 1.33 : Un opérateur autoadjoint 7' € L(H) est dit positif si (I'x,z) >0 pour
tout = € H.

Théoréme 1.34 : Soit T € L(H) autoadjoint. On pose m = inf{(Tx,z), x € H, ||z| = 1}
et M =sup{(Tz,z), x € H, x| =1}. Alors o(T) C [m,M]. De plus : m,M € o(T).

Démonstration. On a déja vu que o(T) C [m, M].3

Montrons que m € o(T'). Soit S=T —mI. Ona S =S5" On pose ®(x,y) = (Sx,y) une
forme sesquilinéaire. ¢ est positif : Pour = # 0

B(o.0) = (S2.2) = (Tarz) — mlea) = (05 Loy —m) ol 2 0
x| ||x
par définition de m. Pous le produit scalaire, on a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

|(Sz,y)|* < (Sz,2)(Sy,y)  oubien  |(Sz,y)| < ||Sz[| |yl

Par définition de m, il existe (z,) C H avec ||z,|| =1 pour tous n tel que

n—o0

(Sxp,xn) = (Txp,xn) —m —— 0.

Alors, avec 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

9 =Y 1 1 1, .9 1
1Sz, || = (Szp, Sxn) < (Sxp,xn)2(Sy,y)2 = (Sxpn,xn)2 (S Ty, STp)2
< (Stn, 20} ||| || S 2
< (S, 27 |S|12 [|Senl® [|Snl|2
< (Sn, ) ||S|12 [|Snl
= [|Szall < (Szn,z0)? |S]Z 222 0

Alors S n’est pas inversible, donc 7'— mI n’est pas inversible. 1l s’ensuit m € o (7).

Pour montrer que M € o(T'), appliquer ce qui précéde & M1 —T. O

Proposition 1.35 : Soit T € L(H) un opérateur autoadjoint. Alors T est positif si et
seulement si o(T) C R.

Démonstration. ‘=" Soit T € L(H) positif, T =T".
Ona m=inf{(Tz,z), ||z]| =1} >0 et M =sup{(Tx,z), ||z||=1} >0. D’ou

o(T) C [m, M] C [0, 00).

3¢f. théoreme 1.31
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Réciproquement, supposons que o(7") C [0,00). Ona m >0 d’apreés le théoréme 1.34 et alors

T x

vee H\ {0} : (T y>m >0 < (Tx,x) >m|z|* > 0. O

1 [l

Proposition 1.36 : Soit T € L(H) autoadjoint et positif. Alors il existe un unique S € L(H)
autoadjoint et positif, tel que T = S2. On note S = VT.

Démonstration. On a o(T) C [0,00) d’aprés la proposition 1.35. Soit f(t) = V¢, t € o(T) et
[ €C(a(T)). Onpose S= f(T) d’apreés le théoréme de calcul fontionnel pour les opérateurs
autoadjoints (théoréme 3.5). On a que S* = f(T) = f(T) =S et alors S est autoadjoint.

Il suit de o(S) =o(f(T)) = f(o(T)) C [0,00) que S est positif d’aprés la proposition 1.35 et
par définition de f, on obtient S* = f(T)f(T) = f*(T) =1T.

Il reste & montrer 'unicité. Soit R € £(H) un opérateur autoadjoint positif tel que R? = T.
Posons g(t) = 2. Alors, on a go f =id; =t. Donc

(fog)(R)=R < f(g(R)) =R <= f(R*)=R < f(I)=R = S=R. O

Remarque 1.37 : Soit 7' € L(H) un opérateur autoadjoint et positif. Soit € > 0. On peut
définir T = fo(T) ou fa(t) =1t Vt € [0,00).

Ona TP =712.75,

1.7. Opérateurs normaux
Soit H un espace de Hilbert sur C.
Définition 1.38 : Soit T € £L(H). On dit que T est normal si TT* = T*T.

Remarque 1.39 : (i) T autoadjoint = T normal.

(ii) Si T € £(C™), T normal, alors T est diagonalisable dans une base orthonormée.*

Théoréme 1.40 : Soit T € L(H) normal. Alors
(1) Ve € H : || Tx| = ||T" ||
(2) ker T =ker T* = (Im T)*
(3) Si Tex =azx, v € H, a € C, alors T"x = ax.

(4) Si a# B, alors ker(al —T) et ker(8I —T) sont orthogonaux.

Démonstration. (1) |Tz||* = (Tx, Tx) = (T*Tx,z) = (TT z,z) = (T*z, T*z) = | T*z||*.

4¢f. théoreme 2.27
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(2) Soit z € kerT . Alors

Tr=0 <= ||[Tz]| =0 < ||T"z|| =0 <= T2 =0 <= z € kerT".

(3) al —T est un opérateur normal. Donc

Tr=axr <= zcker(al —T) < z € ker((al —T)%)
< zeker(al —T") < T'z =ax.

(4) Soit z € ker(al —T) et y €ker(BI —T) ou a # p.
afz,y) = (az,y) = (Tz,y) = (@,T"y) = (z, By) = B(z.y)

= (o= B)(z,y) =0 = (z,y) =0
— ker(al —T) L ker(BI —T) O

Lemme 1.41 : Soit T' € L(H) normal et soit A\ € o(T'). Alors il existe (z,) C H avec
|zn|| =1 telle que Txy, — Axp, — 0 et Tz, — Az, — 0.

Démonstration. S =T — A et S*S ne sont pas inversibles. Donc 0 € o(S*S). Comme S*S
est autoadjoint, on a o(S*S) C R. Puisque 9o (S*S) C 04,p(S*S) et 9o (S*S) = o(S*S),5 il
suit o(S*S) = 04p(S*S) et donc 0 € 04, (S™9).

Alors, il existe (z,) C H, ||z,|| =1 telle que |S*Sz,|| — 0. II s’ensuit

HSwnHQ = (S*"Sxp, xn) < ||S*Szy|| D700 =— (T — )\I)xn”Q nooo

n—o0
O

S est normal, donc [|S* @, || = ||(T* = Ay || = (T = M)z, || —= 0.

Proposition 1.42 : Soit T € L(H) normal. Alors r(T) = ||T.

Démonstration. On fait le raisonnement en trois étapes.
Premiérement, soit (x,) une suite dans H avec |z,|| =1 telle que ||Tz,| — ||T]|. On a
\T*T|| > (T*Txp, zn)]| (Cauchy-Schwarz)
= (Txn, Tay) = || T
=2 ||| > |||
D’autre part | T*7T|| < ||T)|> = || T*T| = |T||*. Cette égalité est vraie pour quelque soit
TeL(H).

Deuxiémement, on suppose que 1" soit autoadjoint. On a d’aprés la premiére étape de cette

preuve : HT2H = ||T||*. Par récurrence on a que
I | =171 = |72 =T = i 7] = 7).
n—o0
—_————

=r(T)

Scar le spectre et réelle
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Troisiémement, on suppose T soit normal. On pose S = T*T. S est par définition autoadjoint,
1
alors r(S) = ||S|. Il Sensuit lim ||S™(|= = ||S|| = ||T*T| = ||T||* (cf. premiére étape).
n—oo

1 * 1 k 1 ES 1 2
1™ = N(TT)" || = [I(T*)" T[]~ = |(T™)" T[> = [T~

Donc, on obtient IS™" = lim |T"|* = [T = r(T)>2. O
n—oo

lim
n—oo
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2. Opérateurs compacts

2.1. Rappel : le théoréme d’Arzela-Ascoli

Soit (E,d) un espace métrique On note par C(E) I'espace des fonctions continues sur E.
Définition 2.1 : Soit H C C(E).
(1) On dit que H est équicontinue en xo € E si

Ve>030>0Vee X VfeH : dlx,z9) <d = |f(z) — f(zo)] < e.

On dit que H est équicontinue si elle est équicontinue en tout point de E.

(2) On dit que H est uniformément équicontinue si

Ve>030>0Ve,yc EVfeH : dlx,y) <d = |f(z)— f(y)] <e.

Proposition 2.2 : Supposons que E soit compact. Soit H C C(E). Alors H est équicontinue
si et seulement si ‘H est uniformément équicontinue.

Démonstration. ‘<—’: trivial

=" Soit € > 0. Pour tout z € E, il existe d, > 0 tel que

Vye EVfeH : dz,y) <oy = [f(z)— fy)| <5

Ona EF= U B(x, %z) Comme FE est compact, ils existent x1,...,x, tels que
el
" )
E = B(x, ;1) (2.1)
=1
. Oy O, .
Posons ¢ = min g >0 et solent x,y € E tels que d(z,y) <.
D’apres Iéquation (2.1), il existe i € {1,...,n} tel que d(z,x;) < 27‘. 11 s’ensuit
Oz, O,
. € €
Don Vfe H : [f(x) — f(y)l < [f(x) = fl@:)| + |f(z:) — f(y)] < 3ts=¢ [

Définition 2.3 : Soit (F,d) un espace métrique. Une partie A de E est dite précompacte si
pour tout € > 0, il existe un ensemble fini F tel que Vx € A Jy € F : d(x,y) < e.

Remarque 2.4 : A est précompacte si et seulement si A est précompacte.
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Théoréme 2.5 : Soit (E,d) un espace métrique complet et A une partie de E. Alors A est
relativement compacte® si et seulement si A est précompacte. ]

Théoréme 2.6 (d’Ascoli) : Soit (E,d) un espace métrique compacte. Une partie de C(E)
est relativement compacte si et seulement si elle est bornée et équicontinue.

Démonstration. ‘=" Soit H une partie relativement compacte de C(E). H est evidem-
ment bornée. Montrons qu’elle est équicontinue en zg € E. Soit € > 0. Par précompacité de
H (cf. le théoréme 2.5), il existe fi,..., f, € H, tels que

) g
Vien Fje{lopt s IS = fillay < 3

ot ||[lgyp est la norme sup sur E.

Par continuité de fi,..., fp, en xo, il existe d > 0 tel que

VyeEVje{l,....p}: dy,z0) <5 = |fi(y) — f;(x0)] <§.

Soit feH et j€{1,...,p} telque Vy € E : ||f—fj||sup<%, alors

d(y, z0) <0 = |f(y) = flxo)|l < |f(y) = Fi(W) + |£i(y) — fi(zo)l + |fj(x0) — f(o)]

€ € €
<S+5;+5=¢

3 3 3
D’oll f est équicontinue en xg.
=" Soit H une partie bornée et équicontinue de C(E). Comme C(E) est complet, il
suffit de montrer que H est précompact. H étant équicontinue, on a pour tous z €
€

Ve>030>0Vye EVfeH : : dy,z)<o = |fly)— flx)| < 3 (2.2)

Ona F= U B(z,6,) et comme E est compact, il existe z1,...,x, tels que
zelE

E= | B(xi,bz).

1<i<p
Soit. M = sup{||fll . f € H} et posons D ={z €C, |z| < M}. Pour f€%H, on pose
p(f) = (f(x1),..., f(zp)) € DP C CP.

L’ensemble L = {p(f), f € H} est relativement compact (et par théoréme 2.5 précompact)
et donc il existe fi,..., f; € H tels que

e U B3,

1<5<q

ou B((21,...,2p),7) = {/\ = (A1, Ap), 131;2 IAj — 2| < r}.
<f<p

SRappel : A est dite relativement compacte si A est compacte.
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Soit f € H. Il existe jo tel que p(f) € B(p(f;),§, cest-a-dire Vi€ {1,...,p} :
[f (i) = fio (@) < 5

Soit € E. 1l existe iy tel que d(x,z;) < 0z;,- D’aprés I'équation (2.2), il est vrai que

(x,x
[f(z) = i)l < 5 et [fio(x) = fio(wio)| < 5. Do
’f(w) - f]o(‘r)’ < ’f( ) f(xm)‘ + ’f(mm) - fjo(wio)‘ + ‘fjo(xio) - f]o(x)‘

<t4t4i-=
3 3 3
Donc ||f — fill, <€ etona HC U B(f;,e), alors H est précompact. ]
1<j<q

2.2. Opérateurs compacts

Soient X, Y deux espaces de Banach. On note Bx la boule unité de X.

Définition 2.7 : Soit T € L(X,Y). On dit que T est compact si T(Bx) est une partie
relativement compacte de Y.

Remarque 2.8 : Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) T est compact.
(ii) Pour toute partie bornée B de X, T'(B) est relativement compacte.

(iii) Pour toute suite bornée (x,) C X, lasuite T'(x,) admet une sous-suite extraite conver-
gente.

Exemple : (i) Un opérateur de rang fini’ est compact.

(Remarquons : Dans un espace de dimension finie, toute partie bornée est relativement
compacte.)

(ii) Soit T':C([0,1]) — C([0,1]) avec f+—Tf ou
= /I f(t)dt (Opérateur de Volterra)
0
avec t € [0,1]. Soit By la boule unité de C(]0,1]).
(Tf) ()] =
Soit fe€By. On a
Y
(Tn@ - Nl =| [ 10 < Il sl <o -l
Donc Ve > 036 = ¢ tel que |z—y| <6 = |[(Tf)(x)—(Tf)(y)| < e, douil

s’ensuit que T(Bi) est équicontinue, alors T'(Bj) est relativement compact et donc T
est compact.

/ f(t)dt‘ < el Il < Ifl = T(By) est bornée
0

“¢est-a~dire dimIm7T < oo
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Définition 2.9 : On note K(X,Y) [l'ensemble des opérateurs compacts de X ¢ Y.Si X =Y,
on note K(X)=K(X,X).

Proposition 2.10 : Soit T € L(X,Y). Si T est limite d’opérateurs compacts, alors il est
compact.

Démonstration. Soit € > 0. Alors il existe T, € K(X,Y) tel que ||[T—T.|| < §. Comme
T.(Bx) est relativement compact, 3yi,...,yp €Y tel que

T.(8x) ¢ |J Bj.5).

1<5<p

Pour z € By, il existe i € {1,...,p} tel que [|T:(z) — | <5. Ona

Tz = yill < |Tx = Tea|| + |Tex —yill < e = T(Bx)C |J By, 5).
1<5<p

donc T'(Bx) est précompact. Comme Y est complet, T'(Bx) est relativement compact et
donc T est compact par remarque 2.8. ]

Corollaire 2.11 : Si T est limite d’opérateurs de rang fini, alors T est compact.

Démonstration. T, est de rang fini = 7T,, est compact. O]

Corollaire 2.12 : K(X,Y) est un sous-espace fermé de L(X,Y).

Démonstration. Soient T1,Ty € K(X,Y) et a,f € K. On a

(T + BT2)(Bx) C oT1(Bx) + BT2(Bx) C oT1(Bx) + BT2(Bx)

ce qui est compact. Donc (o114 513)(Bx) est relativement compact et il s’ensuit que K(X,Y)
est fermé d’apreés la proposition 2.10. O

Exemple : Soit (\,) une suite bornée et soit T : £*(N) — (2(N) avec (2n)n>0 — (AnZn)n>0
'opérateur diagonal. On a T € L(¢*(N)) et on a ||T|| = sup|\n|-
neN

Soit Ty : 2(N) — £2(N) avec (z,)n>0 — (Moo, M1, ..., ATk, 0,0,...). Ty est de rang fini
et donc compact.

T—1Ty: 52(N) — EQ(N) avec (xn)nzo — (0, R ,O, )\k+1xk+1, - )

Puisque |[|[T —Tg||= sup [An|: Si A—=0: ||T—Tk|| = 0 et donc T est compact.
n>k+1

Proposition 2.13 : Soit R € L(W,X),T € L(X,Y) et S e L(Y,Z) ou W et Z sont des
espaces vectoriels normés. Si T est compact, alors STR est compact.
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Démonstration. Soit By la boule unité de W. On a
STR(Bw) c ST(Bx (0, | R]))) € S(T(Bx(0, [ E]])))

Cela est compact comme I'image d’un compact® par une application continue. Alors STR est

relativement compact, donc compact. O
Corollaire 2.14 : K(X) est un idéal fermé de L(X). O
Remarque 2.15: (i) Soit I 'application identité sur X. I est compact si et seulement si

dim X < 4o00. (Conséquence du lemme de Riesz)
(ii) Soit T € L(X,Y) inversible. Si T est compact, alors dim X et dimY sont finies.

En effet : TT7! = Iy identité sur X. Si Ix compact, alors dim X < co. De méme, si
T7'T = Iy est compact, alors dimY < oo.

Exemple : Soit T': L2([0,1]) — L2([0,1]) avec f— Tf Vopérateur de Volterra, c’est-a-dire
Th@ = [ 1o

On a déja vu que cet opérateur est compact sur C([0,1]).? Pour f € L2([0,1]) et T'f € C([0,1])
on pose S:L%([0,1]) — C([0,1]) avec f > Tf. Pour |f|li2 <1 on obtient

1
(S)(@)] = |(TF)(@)| = \/0 70 dt\ <z (/0 |f<t>|2dt) <1 — |5l <L
Donc S(Bj2) est bornée ott Bp: est la boule unité dans L2. Puisque

y e 2 )
/f(t)dt‘glx—yIQ(/ \f<t>|2dt) <lo—ylt,
x 0

on a que S(Bpz2) est équicontinue. D’aprés le théoréme d’Ascoli 2.6, S(Byz2) est relativement
compact et donc S est compact.

(SF)(z) = (SH)Y)l =

Maintenant on prend : T : L%([0,1]) — C([0,1]) — L2([0,1]) avec f A Tf A Tf ou
i:C([0,1]) = L*([0,1]). Donc T =1io S, alors T est compact.

Théoréme 2.16 : Soient X un espace de Banach, H un espace de Hilbert et T € K(X, H).
Alors T est limite d’opérateurs de rangs finis.

Démonstration. On a que T(Bx) est relativement compact. Soit ¢ > 0. Par le théoréme 2.5
ils existent yi,...,yn. € H tels que

TEx) < | Blwe). (23)

1<i<N.

8 T(Bx(0,||R||)) est compact car T est un opérateur compact.
9¢f. exemple page 20.
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Soit F; le sous-espace vectoriel de H engendré par yi,...,yn.. F: est de dimension finie. Soit
{e1,...,ep} une base orthonormée de Fy, et
P
P.:H — F. avec P.(y) = Z(y, ei)e;
i=1

la projection orthogoinale sur F.. Posons T, = P.oT. Puisque Im7. C Im P. = F_, F. est de
rang fini. Soit © € Bx. On a

(T — T2)z|| = |Tz — P-(Tz)|| = inf ||Tz -y
yeF:

< inf ||Tx—vyil <e (d’apres l'equation (2.3))
1<i<p

Alors ||T —T¢|| = sup (T —To)z| <e. O
llell<1

2.3. Opérateurs transposés (Opérateurs adjoints sur des espaces de Banach)

Soient X,Y deux espaces de Banach sur K et 7 € £(X,Y). Soit 7" :Y’ — X' lopérateur
adjoint défini par
THe): X - K  avec x> ¢(Tx)

pour tous ¢ € Y. Introduisons la notation suivante : Vo € X, 0 € X' : o(x) = (z,¢).

T? est defini par la relation : (T'z,¢) = (z,T"¢).
€Y’ (XX

On a les propriétés suivantes :
(ST)! =T'S* (S+T) =8 +T (AT)! = \T*
On a aussi ||T']| = HTtH car

HTtH = sup HTt(cp)H = sup sup ’(Ttgo)(a:)‘ = sup sup |(Ttg0)(az)’
ey’ ey’ |lz[<1 lz|<1 pey’
llell<1 llell<1 el <1

()
= sup sup |(¢T)(z)| = sup [[Tz| = [T,
lell<1 pey’ <1
lpll<1

ou 'égalité () suit du théoréme de Hahn-Banach.

Théoréme 2.17 : Soient X, Y deux espaces de Banach et T € L(X,Y). AlorsT est compact
si et seulement si T' est compact.

Démonstration. ‘=—: Supposons T compact. Soit E = T(By), E compact. Soit (p,)
une suite dans Bys. Montrons qu’il existe (ng)r / telle que (Tt(gpnk))k converge.

Posons F = {fn, n€ N} ou f,: E—K avec y+— p,(y). Pour tous n € N :

@)l = len@)| < el lyll < sup |yl = C
yelE
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ce qui est fini car E' compact. Alors || f,| . = sup|fn(y)| < C. Donc F est bornée dans C(E).
yeE

De plus
Ve,y € E ¢ |fu(x) = fa(y)] = len(z = y)| < llenll |z = yll < |z -yl

d’ou F est équicontinue. Donc d’aprés le théoréme d’Ascoli 2.6, F est relativement compact
dans C(FE). Par remarque 2.8, il existe (ng)i * telle que (fy,)r converge dans C(E) et elle
est donc une suite de Cauchy pour la norme |-, sur C(E). Clest-a-dire

Ve >0 IN VE,I>N : |fo, — fu)ll <e = sug\gonk(y)—cpnl(y)] <e.
ye

= Ve>0 3N VK, I>N : sup [(pn, —n)(T2)| < sup|(on, —on) W) <e
<1 yeE

= sup HTt(QOnk - @m)(m)H <€
= [ T"(n) = T'(em)l| <

Donc (T*(¢n,)) est une suite de Cauchy est alors converge.

=" Supposons que T* soit compact. D’aprés ce qui précéde, on a que (T9)': X" —Y”
est compact.

Soit 2: X — X" avec x+ 1, ot 12, : X' — K avec ¢ — o(x) inclusion canonique de X
dans X”. 1 est une isométrie linéaire, en effet

[zl = sup [lp(z)]| = sup |lw(p)]l = [lell -
llell<1 llell<1
peX’ peX’

De plus, on a (Tt)t or=10T, car pour p €Y' :
(T (1(9)) = u(T"(9)) = (T'p)(x) = p(T) = 17:()-

En identifiant = et 1, on peut identifier X avec +(X), le sous-espace vectoriel de X”. On
obtient : (Tt)t‘X =T, alors T est compact. O

Remarque 2.18 : Soit H un espace de Hilbert et T € L(H). Alors T est compact si et
seulement si T™ est compact.

2.4. Théorie spectrale des opérateurs compacts

Soit X un espace de Banach et K(X) l’ensemble des opérateurs compacts sur X.

Lemme 2.19 : Soit F' un sous-espace vectoriel de X de dimension finie. Alors, il existe un
sous-espace fermé M de X, tel que X = F & M.

Démonstration. Soit {e1,...,e,} une base de F et soient ej : F — X avec Z Ti€; — X;
1<i<p

une forme linéaire sur F. D’apres le théoréeme de Hahn-Banach e] se prolonge en une forme

linéaire continue sur X entier. On notera le prolongement aussi par e;.
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Soit
P e L(X) avec 1« +— Z ef(x)e; ot P2=P et ImP=F
1<i<p

et soit M =ker F ce qui est un sous-espace fermé'® de X. Donc pour z € X, on a

r=P(x)+(xz—P) = X=F+M.
—_— —
er €ker P
Maintenant soit y € F N M. Donc d’un coté y = P(z) et P(y) = P?(x) = P(x), de Pautre
Py)=0 = P(z)=0 = y=0 = FNM={0}. Doa X =F M. 0

Lemme 2.20 : Soit G un sous-espace fermé de X, G C X. Alors il existe z € X avec
2] =1 tel que Yy € G : |z —y| > 1.

Démonstration. Soit ¢ € X', |l¢]| =1 et ¢ =0 sur G ce qui existe comme conséquence du
théoréme de Hahn-Banach. Il existe z € X avec |z[| =1 tel que |p(z)] > 1.

Alors, ona Yy € G+ |lz =yl = |¢(z — y)| = [o(2)] — lo(y)] > 3. O

Théoréme 2.21 : Soient T € K(X) et A #0. Alors
(1) Vn>1: ker(A —T)" est de dimensions finie.
(2) Vn>1: Im(A —T)" est fermé.

(3) 3ng >1 tel que Vk >0 : Im(A —T)™ = Im(\ — T)"tk,

Démonstration. (1) (M —=T)" = Z (Z) (=) FARTR = AT 4 TA avec A € L£(X). Sur
k=0
ker(A\l —T)" on a

1

MN-T)"=0 = NI+TA=0 = [ = )\nTA
1
- I|ker(/\IfT)" = _ETA ‘ker()\IfT)"
——

compact
Donc dimker(A —T)" < oo par la remarque 2.15.
(2) Soit n = 1. D’aprés le lemme 2.19, il existe M sous-espace vectoriel fermé de X tel que
X =ker(Al =T)@® M. On aque (Al — T)|M est injectif et de plus
M -T)(X)= W\ -T)(M).
Montrons qu’il existe § > 0 tel que Vo € M : |[(M —T)zx| > 6|z .

Par I’absurde, supposons que cela ne soit pas le cas. Alors il existe (z,) C M avec

|zn|| =1 telle que (M —T)xy, 2720 0. Posons yp = Aty — Tz Ona yn — 0.

0en tant que I'image réciproque du fermé {0} sous une application continue

25



Analyse spectrale et distributions 2. Opérateurs compacts

Puisque T est compact, il existe (ny) ' telle que T'(xy,) converge. Soit y = lim Tz, .

k—o00
Alors
Tny = %(ynk —Tan,) Ao, %y
Comme T est continue, on a aussi T'x,, — T(¥). On obtient y =T'(¥). Il s’ensuit d'un
part Ay —Ty =0 = y € ker(A[ —T). D’autre part ona w,, — { et Vk : xz, € M
ce qui est fermé, donc y € M.

Alors y € ker(AIl =T)NM = y=0. Or pour tous k : |z, || =1 et z, — ¥, donc

H%H =1 ce qui est absurde.
Donc il existe § > 0 tel que |[(M —T)z| > ¢ ||z|| pour tous x € M. Alors (A —T)(M)
est fermé.

Soit n > k. On fait ensuite en raisonnement par récurrence. On écrit
(AL = T)"(X) = (AT = T) (M — T)"}(X))

et on applique le cas précédent a (A — T)‘(,\[—T)nfl(x)'

(3) On a pour tous n: Guy1 C G, avec G, =Im(\ —T)".

Supposons que Gp11 # G, pour tous n. D’aprés lemme 2.20, on a Vn Jz, € G,, avec
|2nll =1 tel que Yy € Gpp1 @ ||zn —y|| > 3. Pour k> 1, on pose

Zng = 2n — Znak — ¥(M = T) (2 — Znt)-

On a: zyk € Gk C Gryr et 2 — 24k € G = ()‘I - T)(Zn - Zn—i—k) € Gny1.
Donc |[znxll = 20 —yll > & ot y = zpik + (A = T) (20 — 2ntk) € G-

Or zpp = %(zn — Zntk) = ||Tzn — Tzngil = | A2nil > %", donc aucune sous-suite

extraite de (T'z,) n’est de Cauchy, et alors (T'z,) n’a pas de sous-suite convergente ce
qui contredit ’hypothése de T' compact et (z,) bornée.

Donc il existe ng tel que Gry = Gnor1 <= Im(A\ —T)" = Im(\ — T)"*!. Puisque
()‘I - T)(Gno) = ()‘I - T)(Gno-H) = Gnot1 = Grg+2
on obtient le résultat par récurrence. O

Définition 2.22 : (i) Si FC X : FL:={pec X', o(z)=0 Vo € F}.
i) Si WcC X' : tW:={zecX, o)=0VYoe W}

Lemme 2.23 : Soient X,Y deux espaces de Banach et T € L(X,Y). Alors kerT" =
(ImT)% et kerT =1(ImT?).

Démonstration. ¢ € kerT' <= Tlp =0 <= Vo e X : (T'o)(z) =0 < Vrec X :
o(Tx) =0 <= ¢ c (ImT)*.

ret(ImT!) < Yy eImT : (x) =0 < VoY : THp)(z)=0 < VYoeVY':
o(Tz) =0 <= Tr=0 < zckerT. O
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Théoréme 2.24 : Soient X un espace de Banach, T € K(X) et X\ # 0. Alors
Im(A —T) = X <= ker(A[ —T) = {0}.

Démonstration. ‘<= Supposons ker(Al —T') = {0}. On a vu qu'il existe ng tel que
Im(\ — T)™ = Im(\ — 7)™ (cf. théoreme 2.21).
Donc Vy € X 3z € X tel que (A —T)"y = (A —T)™ g,
Onsait : Si A —T injectif, alors (A —T)" injectif. On obtient donc y = (Al —T)z d’ou
Im(\ — T) = X.
‘=" Suppsons que A — T surjectif. On a T € K(X') et

ker(\I — T") = ker (A — T)") = Im(\ — T)* = X+ = {0}.
D’aprés la premiére implication, on a Im(A —7"%) = X’ (car T compact et A # 0. On a donc

ker(\[ — T) = L Im(\ — T*) = X' = {0}. O

Remarque 2.25: (i) Si T € K(X), A#0 :

(M —T) injectif <= (M —T) surjectif <= (A —T) inversible.

(ii) (Alternative de Fredholm)

Soit T € K(X), A # 0. Alors, soit Az —Tx =0 admet une infinité de solutions, soit
Vye X : Ax —Tx =y admet une unique solution.

Théoréme 2.26 : Soit T € K(X).
(1) Si A€ o(T)\ {0}, alors A est une valeur propre de T' et dimker(Al —T') < oo.
(2) Si dim X = oo, alors 0 € o(T).

(3) o(T') est au plus dénombrable. Si o(T) n’est pas fini, alors o(T)\ {0} = {\,, n € N}

ot (Ap)n est une suite convergente vers 0.

Démonstration. (1) Soit A € o(T) \ {0}. On a A — T n’est pas inversible et il suit que
ker(AI—T) # {0}, et donc A € 0,(T"). D’apres le théoréme 2.21 : dimker(AM —T") < oo.

(2) On a déja vu que si dimX = oo et T est compact, alors T n’est pas inversible (cf.
remarque 2.15). Donc 0 € o(T).

(3) 1l suffit de montrer que V6 > 0 : o(T) N {A, |A| > d} est fini. Alors supposons le
contraire : 36 >0 : o(T)N{A\, |[A\| >} est infini.

Soit (\,) une suite dans o(T) N {A, |\ > d} avec Vn # m : A\, # A\n. Pour tout
n : Ap est une valeur propre de T' (d’aprés (1)) et donc il existe e, € X, e, # 0 tel que
Te, = Apen. La famille {e,}, est par hypothése une famille libre. En effet, on montre
par récurrence sur p que {e,, n < p} est libre :
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p=0: {eg} est libre.

p > 0: On veux montrer que agpep+ -+ apriepr1 =0 = ag=---=apy1 = 0.
Alors soit
apey + -+ apyiepr1 =0 (2.4)
<~ Oéo>\p+1€() + -+ ap+1)\p+1ep+1 =0 (25)

En appliquant 7" a I’équation (2.4), on obtient
aghoeo + -+ + Oép+1/\p+16p+1 = 0. (2.6)
et on soustrait (2.6) de (2.5) ce qu’il méne a

aO()\p—O—l — )\0)60 + 041(/\p+1 — /\1)61 + -+ ap()\p+1 — )\p)ep =0

Par hypothése a;(Apy1 —Xi) =0 = ap=a; =--- =, =0. Donc ap41 =0.
On a obtenu que {e,} est une famille libre. Soit FE,, = span{eg,...,e,} la sous-espace
vectoriel de X engendré par {eg,...,en}.

On a E, C E,y1 ou E, est fermé et T(E,) C E,. De plus (A —T)(E,) = En—1.
Comme E,_1 C E,, il existe z, € E,, ||zs)| =1 tel que Vx € E,—1 : ||z — 2| > %
(d’apres lemme 2.20).

Pour n > m :, on pose znm = 2n — )%Tzn + %sz. On a
n m

1 1
Znom = —()\n[ — T)Zn + —Tzy = Zn,m € En—1.
’ An Am
— N
EEnfl eEmcE”nfl

1 1 z z 1
Dol 2 = [kt 23 = [ (32) - (32)] =5
1 1

= — < -,
[An| =0

Zn

D’autre part on a Vn :
An

Donc il s’ensuit que (T
(

o) bornée. 0

<f\—z>> n’admet pas de sous-suite extraite convergente ce qui
contredit 7" compact et (5)

Exemple : Soit T : L2([0,1]) — L%([0,1]) avec f s Tf ou (Tf)(x) :/ f(t)dt l'opéra-
0

teur de Volterra. On a déja vue que T est compact.!!

Soit A #0 et f € L%([0,1]) telle que Tf = Af. Il suit Vo € [0,1] : / ft)dt = Af(x).
0

Comme Tf est continue, f est continue et donc T'f € C1([0,1]). On dérive

flx) =Af'(2)
f(0)=0

Comme T est compact : o(T)\ {0} = 0,(T)\ {0} =0 et puisque L?([0,1]) est du dimension
infinie, il suit 0 € o(T) (cf. théoréeme 2.26). Donc o(T) = {0}.

}fEO = SiA#0: A¢o,(T).

Hef. page 22
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2.5. Diagonalisation d’un opérateur normal et compact

Soit H un espace de Hilbert sur C.

Théoréme 2.27 : Soit T € L(H) compact et normal. Alors H posséde une base orthonormeée,
formée des vecteurs propres de T

Démonstration. Si H # {0}, alors il existe A € 0,(T) tel que |A| =T :

D’aprés la proposition précédente (1.42) on a r(T) = ||T|| et il existe A € o(T) tel que
Al = r(T) = ||T|| (par définition du rayon spectral et du fait que le spectre est fermé). Si
T #0, A€ o(T)\ {0} et T compact, alors A € op(T). Si T =0, alors A = 0 est valeur
propre de T.

Maintenant, on pose Ey\ = ker(AI —T). On a vu que les E) sont deux & deux orthogornaux!2.

Posons
1
E= P Ex
Aeo(T)

ce qui est invariant par T et T%. En effet tous les FE) sont déja invariant par T et T™ : Soit
x € Ey. Alors

M -T)YTx=TW\N —T)x=0 = Tz € E)
M —T)T*z =T*M —~ T)z =0 = T*z € E)

Donc E invariant par T et T*. Il suit EL est aussi invariant par T et T* : Soit z € E*+, y € E.
Alors (Tz,y) = (x,T*y) =0 car T*y € E. Donc Tx € EL. De méme, on a T*(E*) = E+.

On a
(T‘El) :T*}Ei

et T‘ L est normal et compact. T‘ gL Da pas de valeur propre :

Si pour z € E*+ : T‘ELJT = Az, alors z € E\ et z € EY = 2 = 0. Donc, d’apres la
premiére partie de cette preuve, on a E+ = {0} et donc E est dense dans H.
Pour A € 0,(T) soit (el)ies, une base orthonormée de Ey. Comme les E) sont deux 2

deux orthogonaux, {(e)icr,, A € 0,(T)} est une famille orthonormée. Comme E est dense
dans H, span{(e})icr,, A € 0,(T)} est dense dans H.'3

Donc (e) Ao, (T) €st une base orthonormée de H. O
i€l

12¢f. théoréme 1.40
18 L(e})iery, A € 0p(T)} s’appelle une famille totale.
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3. Calcul fonctionnel

3.1. Calcul fonctionnel polynémial et rationnel

n
Soit E un espace de Banach sur C et T € £(X). Soit P € C[X] avec P = Zaka.
k=0

n
On pose P(T) = Zaka.
k=0

Proposition 3.1 : L’application ®7 : C[X]| — L(E) avec P — P(T) est un morphisme
d’algébres unitaires, c’est-a-dire

(i) (1) =1€ L(E).
(ii) @7 est linéaire.

(iii) ®7(PQ) = @7 (P)®7r(Q).
De plus, on a pour tout P € C[X] : o(P(T))=P(c(T)) :={P(\), A€ o(T)}.

Démonstration. ®7 est un morphisme d’algébres unitaires (trivial).
Soit P € C[X]. Montrons que o(P(T)) = P(co(T)).
e Soit A e C.
P(X)—PAN)=(X-MNQ(X)eClX] = P(T)—PNI=(T-X)Q(T) € LIE).
Si P(T) — P(A)I est inversible, alors (T'— AI) est inversible.
Donc si A € o(T), alors P(A) € o(P(T)). D'ou P(o(T)) C o(P(T)).
e Soit p € o(P(T)). On a
PX)—p=aX - ) (X=X) = PT)—pl=a(T+MI)---(T+NJI).
P(T) — ul non inversible = i tel que ' — A\;I non inversible = 3i tel que

A €0(T). Ona p=P(\)€C[X] = pe P(o(T)). Dot o(P(T)) C P(o(T)). O

Remarque 3.2 : On note par R,(7) l'ensemble des fractions rationnelles dont les poles sont
dans C\ o(T). Alors pour f € Ry(r), [ = g ou P,Q € C[X], on a que @ ne s’annule pas
sur o(T).

Puisque Q(o(T)) = o(Q(T)), on obtient si 0 ¢ o(Q(T)), alors Q(T) inversible.

P,
On pose f(T) = P(T)Q(T)™!, ce qui est bien défini : Soit f = Q—l avec P1,Q1 € CIX] et
1

@1 ne s’annule pas sur o(7"). Alors on a

g: 511 — PQ1=PQ = P(T)Qi(T) = P(T)Q(T)
— P(T)Q(T)™! = P(T)Q(T) "
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parce que les opérateurs commutent.

Proposition 3.3 : On a les propriétés suivantes
(i) L’application R,y — L(E) avec f > f(T)
(ii) Pour tout f,q€ Ry ona (fg)(T) = f(T)g(T).
(iii) Pour tout f € Ry ona o(f(T)) = f(a(T)).

est linéaire.

Démonstration. (iii) Soit A € o(T), f = g ot ) ne s’annule par sur o(7).

_ Plx) PR _ QUP(x) - P)Q(x)
Qlx) QM) QNQ()
_ (= MR(X)
= OO R € C[X]
= f(T) = fNI = (T = M)R(T)Q(T)™"
)I non inversible et donc pour A € o(T) :

)
(Me(T
Si (T — AI) non inversible, alors f(T) — f(\
fN) €o(f(T)) = f(o(T)) Co(f(T).

Réciproquement, soit u € o(f(T)).

@) —p=

= f(T)—pl =a(T - \I)--- (T - \T)Q(T)™*

(
Alors, si f(T) — pI non inversible, alors il existe ¢ tel que (7' — A\;I) non inversible. Il
suit pour p = f(Ai) € f(o(T) = o(f(T)) C f(a(T)). O

3.2. Calcul fonctionnel continu pour les opérateurs autoadjoints

Soit H un espace de Hilbert sur C et soit T' € L(H). Soit P € C[X] avec P(X) = Z ap X",

on a .
n n
T)* = (Z aka> = ap(T)"
k=0 k=0
Dong, si T normal, alors P(7") normal.

Lemme 3.4 : Soit T € L(H) normal. Alors pour P € C[X], ona ||P(T)||= sup |P(}))]|.
Xeo(T)

Démonstration. Soit P(T) normal. Alors

IP(D)|| = r(P(T)) = |[P(T)| = sup fuw|.
wea(P(T))
Or, on avu que o(P(T))=P(o(T)) = ||P(T)| = /\Sugp) |P(\)] .14 O

Hef proposition 3.1
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Théoréme 3.5 (de calcul fonctionnel pour les opérateurs autoadjoints) : Soit H un
espace de Hilbert sur C et soit T € L(H) un opérateur autoadjoint. Alors, il existe un unique
morphisme continu d’algébres unitaires

Op : C(o(T)) — L(H) tel que Or(igry) =T

ot i) est lidentité sur o(T).

Pour f eC(o(T)), on pose f(T)=Pr(f). On a les propriétés suivantes :
(i) &7 est isométrique de (C(o(T)),||||l) dans L(H), ou |||, est la norme sup sur
o(T).

(ii) Pour toutes f € C(o(T)), ona f(T) = f(T) et f(T) normal.
(iii) Si Se L(H) et ST =TS, alors Sf(T)= f(T)S.
(iv) Pour toutes f € C(c(T)), ona o(f(T)) = f(c(T)).
(v) Si feC(a(T)) avec f réelle et si g € C(f(o(T)), alors (go f)(T) = g(f(T)).
Démonstration. T autoadjoint, donc o(T) C R. Soit
Po(r) = {P|,py = o(T) = C, PeC[X]}

Pensemble des polynémes de o(T) dans C. D’apreés le théoréme de Stone-Weierstral, Po()

est dense dans C(co(7")) pour la norme |[f|,, = sup |f(z)].
z€o(T)

Posons (PT(P‘O'(T)) = P(T). ce qui ne dépend que de P}O_(T) car si P‘O_(T) = Q‘O_(T), on a

I1P(T) = Q(T)ll = P [P =Ql=0 = P(T)=Q(T).

Remarquons : Si o(7") est infini, alors P’U(T) = Q’U(T) = P=Q.
&y P ‘U(T) — L(H) est une application linéaire isométrique (cf. ci-dessous), en particulier
®r est continue. Comme P‘J(T) est dense dans C(o(T")), ®r se prolonge en une application

linéaire isométrique de C(o(T)) dans L(H). On notéra ce prolongement par P :

n—oo

Soit f € C(o(T)), alors il existe (FP,) C C[X] tel que ||P, — f|,, —— 0 sur o(7). On a
1P (T) = Pn(T)|| = [P = Pl »

et donc (P,(T)) est une suite de Cauchy et alors converge. On obtient f(7') = lim P, (7).
n—oo

(i) Isométrie : (|07 (f)|| = [[f (D) = lim [[Po(T)]| = lim | Po| o = [[flloc
Montrons que pour f,g € C(a(T)) : ®7r(fg) = @7 (f)Pr(9).
Alors pour f,g € C(o(T)) 3P,,Qn € C[X] tel que pour n — o0 : ||P, — f|l.o = 0 et
1@n = glloc =0
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(iii)

Ona f(T)=1mP,(T), g(T) =limQu(T) et (fg)(T) = lim(P,Q,)(T). Donc on ob-
tient (fg)(T) = lim(P,Qy)(T) = lim P, (T)Qn(T) = f(T)g(T) et alors ®p est linéaire.
On a aussi ®7(1) = 1.

Maintenant, on montre 'unicité : Soit ¥ : C(o(7T)) — L(H) un deuxiéme morphisme
continu d’algebres unitaires tel que W(iyp)) =T.

Soit P(X) =Y axX", P| =" axilq. Alors
k=0

P’U Zak\If Zak\I/ Zaka
= ¥ P|U(T) = (I)T P’a(T)
Comme les deux morphismes sont continus et conincident sur un ensemble dense, on a
U =op.
Soit f € C(o(T)). Alors il existe une suite (1), telle que [ f — Fll, — 0 et donc
17 = Pull
N

Soit Pn—Zaka = Pn—Zaka pour z € o(T) C R.
k=0

Puisque T'=T", on a

On obtient finalement : f(T) = lim P, (T) = lim P,,(T)* = f(T)*.

F(T) est normal car f(T)f*(T) = f(T)f(T) = (fF)(T) = (F/)(T) = f{(T)f(T).
)

Soit S € L(H) avec ST =TS et soit f e C(o(T)). Alors il existe (P,) C C[X] telle
que ||P, — fllo, — 0. Alors

n—oo

SPu(T) = Pa(T)S SF(T) = f(T)S.

Soit f € C(o(T)). On veux montrer que o(f(T)) = f(o(T)).
Premiérement, soit u ¢ f(o(T)). Soit g = ﬁ € C(a(T)) ce qui est bien définie car
f — p ne s’annule pas sur o(T'). Puisque

(f=mg=9(f —p) =1 = (f(T) = pD)g(T) = g(T)(f(T) = puI) = 1,

alors (f(T) — pl) inversible et il s’ensuit p ¢ o(f(T)) = o(f(T)) C f(o(T)).
Réciproquement, soit A € o(T) et P € C[X]. Alors il suit d’aprés proposition 3.1 que
P(\) € P(o(T)) =0(P(T)). On a

I(F(T) = FOD) = (P(T) = P = [I(f = F(N) = (P = P(A)) [l oo

(3.1)
<|f =Pl +1fN) = PN <2|f = Pl
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Supposons que f(T") — f(A)I soit inversible. Comme Inv(L(H)) est un ouvert, il existe
e > 0 tel que
B(F(T) - F(\1,2) € Tv(L(H)).

En outre, il existe P € C[X] tel que [|f — P||,, < §. D’aprés 'équation (3.1), on a
IF(T) = FOV — (P(T) — POVI)| €25 = = P(T) — PO C B(f(T) — fN12)
et alors P(T') — P(\)I est inversible en contradiction & P(\) € o(P(T)).

Donc f(T) — f(A)I n’est pas inversible et alors f(\) € o(f(T)).

Do f(o(T))  o(f(T)).

(v) Soit f : o(T) — R continue et réelle. On a f(T)* = f(T) = f(T) et donc f(T)
autoadjoint. Donc, pour g € C(f(o(T))) on peut définir g(f(7T)) :

Soit x : C(f(a(T))) = C(o(T)) avec g go f etsoit ®pqy @ C(f(o(T))) — L(H)
avec g+ g(f(H)). Alors on pose ®rox : C(f(o(T))) — L(H), ou ®pp) et ®roX
sont deux morphismes d’algébres unitaires. On a

(@7 0 X)(io(1)) = @7(f) = f(T) = Prox=Ppn)

et donc l'unicité et on en déduit pour toutes g € C(f(o(T))) :

(@7 0X)(9) = Pyr)(9) = (90 /)T) = g(f(T)). =

Exemple : Soit ¢ : [0,1] = R une fonction continue et définissons
M, : L*([0,1]) — L*([0,1]) avec  frof
Popérateur de multiplication par ¢.
On a M, € L(L*([0,1])) et ||M,| = SSJF‘QO’. M, est autoadjoint : Car ¢ est réelle, on a
(My)" = Mg = M,. |
Exercice : (M) = ¢([0,1]).
Soit f € C(0), 0 € ¢([0,1]). On définit f(M,) d’aprés le théoréme 3.5. Soit (P,) une suite

n—oo n—oo

de polynome telle que sup|P, — f| —— 0. On a ||[P,(My) — f(My)|| —— 0 d’apres le

théoréme de Stone-Weierstralk.
N A N N

Or,si P=> a;X', ona P(My) = axMl=> apMy = M, 0 = Mo,
k=0 k=0 k=0

D’une part
[ M0 = f(Mp)|| = [|[Pa(My) — f(Mg)|| = 0.
D’autre part

[M0p = Myopll = [[M(f,00- fop|| = sup |Bnop = fopll=sup|Pn—~f] 0.

Par unicité de la limite, on obtient f(M,) = Mjo.
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3.3. Calcul fonctionnel continu pour les opérateurs normaux

Soit H un espace de Hilbert sur C et soit 7' € L£(H) normal. On rappelle que ||[Tx| = ||T™x||
pour x € H.

Lemme 3.6 : Soit T € L(H) autoadjoint et non inversible. Alors, ils existent f,g € C(o(T))
telles que g(T) # 0, f(t)g(t) =0 et ||f(T)—T| <e. En particulier, ker f(T) # {0}.

Démonstration. Fixons € > 0. Soit g : R — R continue telle que g = 0 sur R\ [—¢,¢]
et g(0) = 1. T est autoadjoint, alors o(7) C R et puisque 7" non inversible, on a 0 € o(7T).
Donc, on a pour g : ||g|l,, = sup|g| > g(0) = 1.

o(T)

Soit f : R — R continue telle que f =0 sur [—¢,¢] 1
et |f(t) —t] <e ailleurs. On obtient g(y\
If(T) =T| = sup [f(t)—t|<e ) )
teo(T)
lg(T)l = sup |g(t)| = g(0) > 1 = ¢(T) #0 I
teo(T) _
. J)y=t—¢
et alors fg=0 = (fg)(T)=0 = f(T)g9(T)=0. f(t):”/g :
Ona ¢g(T)#0 = Jz #0 tel que ¢g(T)x # 0. Mais puisque f(7T)(g(T)z) =0, il suit que
ker f(T') # {0}. O
Proposition 3.7 : Soit P(z) = Z amz*z'. Pour T € L(H) normal, on pose
0<k<N
0<ISN

P(T)= > auTHT")"
0<k<N
0<IKN
Alors, on a o(P(T)) ={P(\), A€ o(T)} = P(o(T)).

Démonstration. ‘O Soit A € o(T). D’apres le lemme 1.41, il existe (z,) C H, ||z,]| =1
n—oo n—oo

telle que Tz, — Az, —= 0 et T*z, — Az, —— 0. On en déduit que

n—oo

TRy, — NNz, 225 0.

n—oo

On obtient P(T)x, — P(A\)z,, —— 0 = P(T') — P(A\)I est non inversible et donc P(\) €
o(P(T)).

‘c Soit p € o(P(T)). Posons S = (P(T)" — al)(P(T) — uI). On a S*S et S non
inversible. Soit € > 0 fixé. D’aprés le lemme 3.6, il existe f € C(o(S)) avec ||f(S)— S| <e
et ker f(S) # 0.

Posons Hy := ker f(S). Parce que T commute avec S, alors T' commute avec f(S) et donc
Hy et invariant par 7.
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On a 0(T|HO) # (0. Soit \ € O‘(T‘HO) C O'ap(T‘HO). Alors, il existe (x,) C Hp, |lzn|| =1

n—oo n—oo n—oo

telle que Tz, — Az, —=0 et T*x, —Ar, ——= 0. On obtient P(T)z, — P(\)z, — 0.
Comme ||S — f(9)]| <e, ona |[Sz,| = HS:Bn — f(S)xzy H <e. 1l Sensuit :
=0
[(P(T)* — GI)(P(T) — pl)@n, 2n)| < |Szal <& = |(P(T) — pI)(zn)|]* <&
et alors

= PN)| = llpan — P(T)xn + P(T)zn — P(A)za||

< Jpan = P(T)an || + |[P(T)zn — P(N)an||
<VE ey

<ve
Donc dist(u, {P(N\), A € o(T)}) < v/e pour tous e = dist(u, {P(\), A € o(T)}) = 0.
Il suit que p € {P(\), Aeo(T)}. O

Théoréme 3.8 : Soit T € L(H) normal. Alors il existe un unique morphisme d’algébres
unitaires &7 : C(o(T)) — L(H) tel que ®r(i) =T et ®p(i) =T" oi

i: o(T)—C et i: o(T)—C
Zrrz Z > Z.
Op est isométrique, c’est-a-dire sup |f| = || f|lo = |2 ()|l
o(T)

Pour f € C(o(T)), on pose f(T):=®r(f). On a les propriétés suivantes :
(i) VfeC(a(T)) : [(T)" = f(T).
(i) Si S commute avec T et T*, alors S commute avec f(T) pour tout f € C(o(T)).
(iii) Vf € C(a(T)) = o(f(T)) = f(o(T)).
(iv) Vf € C(a(T)) Vg € C(f(o(T))) : (go IT) = g(f(T)).

Démonstration. Soit P = {P‘U(T), P € Clz, Z]} .

P= > afd = P|,(T) = P(T) = > ap THT)
0<Ek<N 0<k<N
0<I<KN 0<IKN

P(T) est normal, donc ||P(T)||=r(P(T))= sup |u|= sup |[P(N)|.'°
pea(P(T)) Aeo(T)

P(T) ne dépend que P‘U(T) : En effet, si P‘U(T) = Q‘U(T) pour P,Q € C|z,z], on a

I1P(T) = QD) = [(P =Q)(T)|| = sup [(P=Q)N)|=0 = P(T)=Q(T).

A€o (T)

15 car o(P(T)) = {P(\), \ € o(T)}
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L’application P‘U(T) — L(H) avec P — P(T) est une isométrie linéaire. Donc, elle se

prolonge en une isométrie linéaire de P}U(T)H‘H"" dans L(H), qu’on notera ®p. Avec |||
la norme sup sur o(7), on a d’aprés le théoréme de Stone-Weierstralk que P!U(T) est dense
dans C(o(T)).1

On vérifie que ®@7(fg) = @r(f)Pr(g), c'est-a-dire Vf,g € C(o(T)) : (f9)(T) = f(T)g(T).
De plus @7 (i) =T et &p(i) =T".

Unicité : Soit ¥ : C(o(T)) — L(H) un morphisme d’algébres unitaires tel que V(i) =T
et U(i) = T*. Soit

P(Z): Z aklzkil et P = Z akﬂ’ﬁl.

0<k<N 0<k<N
0<I<N 0<I<N

Alors ¥(P|, ) = > ap (i) =) ag () UE) =) anTHT) = O7(P|,)-

La preuve est similaire a la preuve du théoréme sur le calcul fonctionnel pour les opérateurs
autoadjoints 3.5. 0

Définition 3.9 : Soit T € L(H). Alors T est appelé unitaire si T°T =TT* = I.

Corollaire 3.10 (du théoréme 3.8) : Soient H un espace de Hilbert sur C, T € L(H)
normal et f € C(o(T)). Alors

(i) Si f(o(T)) C R, alors f(T) est autoadjoint.
(i) Si f(o(T)
(iii) Si f(o(T)

) C Ry, alors f(T) est autoadjoint positif.
)C{z€C, |z| =1}, alors f(T) est unitaire.

Démonstration. (i) f € C(a(T)) est f réelle. Il sensuit f(T)* = f(T) = f(T), est alors
f(T) est autoadjoint.

(il) f(T) est autoadjoint d’aprés (i). Puisque o(f(T)) = f(o(T)) C [0,00), donc f(T)
positif.
(iii) Soit f(o(T)) contenu dans le cercle d’unicité de C.

Ona ff=ff=1 = (FND)=FHT) =1 = FOFT) = FDOFT) =TI et
alors F(T)f(T)" = f(T) f(T) = I. O

1530it f € C(o(T)) et (Pn) C Clz,2] une suite qui converge uniformément vers f sur o(T). Alors f(T) =
O (f) = lim P,(T).
n—o0o
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4. Distributions

4.1. Fonctions tests

Notations : Soit p € N, p = (p1,...,pq). On note |p| = p1 + -+ pg et p! = p1!---pal.
Pour 1 <i<d, on pose

0 olpl
= et DP =D, DV —

D; __ 9
Pl Pd
ory' - Oxy

avec DY Didentité.

Formule de Leibniz  Soit Q ¢ R? un ouvert et f, g deux fonctions de classe C" sur Q. Alors
pour p € N% Ip| <n, on a

D(fg) =Y (g) DP9 Dig

qeNd

d

! .

ol <p> :'17-':1—[(]91) et ¢ <p signifie ¢1 <p1,...,q9q < pg.
¢/ dp-9' 3 \a

Définition 4.1 : Soit Q C R? ouvert et K C 2 un compact.
e Pour une fonction ¢, on définit le support de ¢ par supp(y) := {z, ¢(x) # 0}.

e On note par Dg () l'ensemble des fonctions de classe C> sur Q a support contenu
dans K, c’est-a-dire ¢ € Dg(Q) si ¢ € C(Q) et supp(p) C K.

De plus, on note D(Q2) = U Dk (92).

KcQ
K compact

Une fonction dans D(Q2) est appelée fonction test.

Définition 4.2 : Soit K C Q compact et n € N. Si ¢ est de classe C"(Q2), supp(p) C K,
on pose

olrl
Nin(p) := sup sup [DPp(z)| = sup sup W_@apd z
peRd €K peRd zeK | 0] L
lp|<n Ip|<n
De plus, si ¢ € C"(Q) a support compact dans 2, on pose N,(¢) := sup sup |DPp(z)]|.
peR z€Q
Ip|<n

Définition 4.3 : Une suite (¢,) d’éléments de D(Q) est dite convergente dans D(Q2) wvers
une fonction ¢ € D(Q) il existe un compact K C Q et ng € N tel que

e pour tout n >ng : supp(p,) C K, de plus supp(p) C K,

n—oo

e pour tout m € N : Ng p(on — @) — 0.
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4.2. Distributions

Définition 4.4 : Une distribution sur £ est une application linéaire T : D(Q2) — C telle

que : Si (@) C D(Q) est une suite qui converge dans D() vers la fonction nulle, alors
n—oo

T(pn) —— 0.

Remarque 4.5 : On note

(i) D'(2) 'ensemble des distributions sur Q muni d’une structure d’espace vectoriel.
(i) T(p) par (T,e).

Proposition 4.6 : Soit T : D(Q) — C une application linéaire. Alors T est une distri-
bution si et seulement si pour tout K C €} compact, ils existent cx > 0 et mg € N tels
que

Vo € Dr(Q2) : [T, ¢)| < cx Ny ().

Démonstration. ‘<= Soit (¢n) — 0 dans D(Q2). Alors il existe K C ) compact tel que
supp(pn) C K pour n >ng. On a

n—o0

(T, on)| < e Ny, (on) —— 0 = (T, n) = 0.

D’ou T est une distribution.

‘=" Supposons qu’il existe K C 2 compact tel que

Veg >0 Ymg € N 3p € D () © (T, )| > ck Ny (9)-

Pn

nNp(on)
N () 22225 0. 11 sensuit que (¢,) converge dans D(Q) vers 0.

On pose 1, = Soit n € N. Pour m < n, on a Np(¢¥,) < Nu(t,) = %, alors

D’autre part, on a

Tl = |(F 2] > 1.

D’ou (T,1,) - 0 est donc T n’est pas une distribution. O

Définition 4.7 : Une distribution T sur 2 est dite d’ordre fini s’il existe un entier m qui
vérifie: Pour tout K C 2 compact, il existe cx > 0 tel que

Vo € Di(Q) : [T, 9)| < ecxNm(p).

L’ordre de T est le pus petit entier m qui satisfait cette condition.

4.3. Exemples fondamentaux
4.3.1. Fonctions localement intégrables

Soit f une fonction mésurable sur Q C R? ouvert.
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Définition 4.8 : On dit que f est localement intégrable si pour tout K C ) compact,
1xf € LY(Q) ot 1x est la fonction indicatrice de K.

On note par L. (Q) P’ensemble des fonctions localement intégrable sur Q.

On a pour tout 1 <p<oo: LP(Q) CLL.(Q). Soit f €Lk (Q). Pour ¢ € D(Q), on pose

(), o) = /Q f(@)p(x) dx

avec le mesure de Lebesgue, ou [f] définit une distribution sur € d’ordre 0 :

Soit K un compact et soit ¢ € Di(¢). On a

o < [ 17@)]dx-suplel < ( / \f(x)\dX> No(g).

<00
Donc [f] est bien une distribution d’ordre 0.
4.3.2. Suite régularisante

Pyt s, 2>0
0, <0

67%, x>0
0, z<0

Soit f(x) = { Alors feC®(R) et f™(z)= {

ol P est un polynéme de degré n. Pour x € R?, on pose

wol(x) = f(1— ||=[|3) ou [lx|; =af + -+
_ ®o()
et x(z) = ng o(@) dx”

On a alors que x est de classe C*°(R%,R), x >0, suppy = B(0,1) et / x(z)dx = 1.
Rd

Définition 4.9 : La suite (x,) définie par y,(z) = ndx(nz) avec z € R%, n € N* s’appelle
une suite régularisante.

n

On a les propriétes : xn € C°(RL,R), xn >0, supp xn = B(0,1) et / Xn(z)dx = 1.
Rd

Théoréme 4.10 : Soit f € LY(R?) et (xn)n une suite régularisante. On pose

(F#xn)(@) = /]Rd Fy)xn(z —y)dy = /Rd f@ —y)xn(y)dy (Convolution)
Pour tout n € N*, on a f % xn € C®(R?) et |[f *xu — fllps gy~ 0. 0
Proposition 4.11 : Soit f,g € L. Alors [f] = [g] si et seulement si f = g presque

partout.
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Démonstration. ‘<. Si f =g presque partout, alors [f] = [g].
‘=" Il suffit de montrer que si [f] =0, alors f =0 presque partout.

Alors, soit K C € un compact et fx = 1xf. En la prolongeant par 0 hors de K, on a
fx € LY(R?). Ona

(e <)@ = [ T@nale = 9)dy.
Posons ¢n2(y) = xn(z —y). Alors, ¢, , est de classe C* et son support est égal a B(z, %)

Soit x € K. Alors, pour n assez grand, supp ¢y, est dans Q puisque % < dist(K, R\ Q).
Donc, pour x € K et n assez grand, on a

(f #xn)(@) = ([f],na) =0 car  [f]=0.

De plus, on sait du cours d’intégration que si || fx * xn — fx|1 — 0, alors il existe (ng) *
telle que fx * xn, — fx presque partout. Alors

fk*xn, =0 sur K = fg=0 = f=0 npresque partout sur K.

Ceci est vrai pour tout K C € compact et donc f =0 presque partout sur €2, car

Q=J K., on Kn:{x, dist(x,Rd\Q)zn%rl}ﬂB(O,l). O
neN

Remarque 4.12 : En identifiant f et [f], on peut considérer L _.(Q) comme sous-espace de
D'(Q).

4.3.3. Les mesures

Soit Q ouvert de R,

Définition 4.13 : Soit g une mesure positive sur 2. On dit que p est une mesure de Radon
si u(K) < +o0o pour tout K C Q compact.

Remarque 4.14 : Toute mesure de Radon complexe = pui —my +i(ug — py) ou ui, us
sont des mesures de Radon positives, définit une distribution sur € par la formule

Wee) = [ @it @) = [ ola)dur @) +i ( | @@~ [ ol duz_(x)) .
[1] est une forme linéaire sur D(2). Si K C Q est un compact et ¢ € Dg(Q), alors
(1], )] < (i (K) + py (K) + p3 (K) + pg (K)) sup [l

D’ou [u] est une distribution d’ordre 0.

Théoréme 4.15 (de représentation (Riesz-Markov)) : Soit D°(§2) I’espace de fonctions
continues sur §) a support compact dans Q. On le note aussi C.(Q2).

Soit T : D°(Q) — R une application linéaire telle que
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e Vo>0: (T,p)>0

o VK C Q compact, il existe cx >0 tel que Yo € Dr(Q) : (T, )| < crxsuply|.
Q

Alors, il existe une unique mesure de Radon positive telle que T = [pu]. ]

Exemple : Soit a € Q, p € N et T : D(Q) — C avec ¢ — DPp(a). Alors T est une
distribution d’ordre m = [p|.

) Dol
Démonstration. Rappel :  p= (p1,...,pn) et DPyp(a) = fom a
1 n
Soit K C © un compact et ¢ € D (Q).
T(p)| = |DPp(a)] < Nm(p) o m=|p|.
Alors T est une distribution d’ordre &k < m.
Exercice : ordre(T) = m.
Indication : Soit ¥ € D(RY), 1(0) = 1, suppt = B(0,1). Poser

r—a

(67

@a(x):(x—a)p¢< ) pour a > 0

ou (z—a)’ = (1 —a)P* - (xg — aq)P?.
Soit ¢ € N? avec ¢ < |m|. Vérifier qu’il n’existe pas ¢ >0 tel que

T (¢a)] <c sup sup |D%y(z)| avec K = B(0,1). O

lg|<m—-1zeK

Valeur principale (Cauchy)

Rappel : La fonction z — % n’est pas localement intégrable sur R.

Proposition 4.16 : Pour tout ¢ € D(R) la limite

(T, o) = lim @dt
e—=+0 {|z|>e} t

existe. L’application T définit une distribution d’ordre 1 sur R, notée vp(%).

Démonstration. Soit K un compact, a >0 tel que K C [—a,a] et ¢ € Dg(R).

o) g [T g [Ty [ =) [ et = (0)
/{|x|>€}dt/ tdt+/5 tdt/ tdt+/5 LT dt.

t u —a ¢

La fonction ¢+~

o(t) — ¢(0)
t

se prolonge par continuité en 0. Alors

o(t) . eso O () — »(0) “o(t) —e(0) . [ e(t) = (0)
/{M dt / : dt+/0 dt—/ o) = 2(0) 4y

t t

—a
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/" p(t) = #(0) o
t

—a

Donc [(T, )| = < 2a sup ‘ap'(t)‘ par le théoréme des accroissements

te[—a,al

finis. Il s’ensuit que 7" est une distribution d’ordre < 1. On note T = vp(1).

Vérifions que Vp(%) est d’ordre 1: Soit j € N*. Il existe ¢; € D(Q) tel que ¢ =1 sur
[5,1] et supp(p;) = [552]-

2 1
1 ((p]) dt .
1 N\ — ~TJ7 dt > — =] .
<Vp(z)780j> /Qlj + _/1 : 0ogJ

On a pour tout j : supy; =1 et il n’existe pas de constante ¢ > 0 telle que

logj < [(vp(2),¢5)| <c- S%p(cpj) =c
1

car le logarithme n’a pas de limite et donc vp(1) >1 = vp(2) =1. O

4.3.4. La fonction de Heaviside

1 >0
Soit y = 1g,, y(z) = {0’ v = 0 la fonction de Heaviside. Pour toute ¢ € D(2) la limite
. oz <
B = p(@)
(T, @) = 81_1}5:0 </€ . dx +¢(0) log E)

existe. T est une distribution sur R, appelée partie finie de @ et notée Pf(y—x)). 777

T

4.4. Régularisation

Soit (xn) la suite régularisante qu’on a déja définie :17

Xn € C®(RY), Xn > 0, supp x» = B(0,1), /Xn =1
Soit m € N. On note D™(2) = {p € C"™ (), tel que supp¢ est un compact dans Q} .

Proposition 4.17 : Soit m € N, ¢ € D™(R?). Alors pour tout n, on a

n—o0

Y *Xn € D(Rd) et Nip(@ % xn — ) —— 0.

Démonstration. On a (p*x,)(z) = / oz —y)xn(y)dy = / oY) xn(x—1y)dy. Le support
R4 R4

supp( * Xn) C SUPP ¢ + supp xn C supp ¢ + B(0, ).

17¢f. paragraphe 4.3.2
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De plus, ¢ € C™(R?) et pour tout p € N4 : DP(pxx,) = DP(p)*xn avec |p| < m. Puisque
Xn = 1, il suit
R4

DP(p < x)(w) = DPpla) = [ (D"l =) = D7) o) dy

R
— sup [P xa)la) - Do) < swp |DPple ~ p)D"e(@)| [ xalw)dy "0
z€RY zERY B(0,%)
yeB(0,2) ~
car DPp uniformément continue sur R O

Remarque 4.18 : Soit ¢ € D™ (). En prolongeant ¢ en 0 en dehors de €, on peut considérer
© € D™(RY).

Pour n assez grand: supp(y * x,,) C supp(y) + B(0, %) et alors supp(¢ * xn) C Q est un
compact.

Partition de l'unité

Lemme 4.19 : Soit K un compact de R% et Qy,...,Q, C R? des ouverts tels que K C

n
U Q;. Alors ils existent des fonctions continues réelles hq,...,h, telles que
i=1

o Vic{l,....,n}: 0<h; <0, supp(h;) C ©; compact
eVzeK : Y hi(x)=1
i=1

Démonstration. Soit x € K. On choisit i, tel que = € ;,. Comme €; ouvert, il existe
r(z) >0 tel que B(z,r(x)) C .

Ona K C U B(x, T(;)). Comme K est compact, ils existent z1,...,7; € K tels que
zeEK

KCOB(:%T(;"))

J=1

Soit K; = U B (a:j, T(;J)) On a K; C Q; compact et K = U K;. On prend
{4, €4}

1<n

B dist(z, R?\ K?)
- dist(z, K) + >, dist(z, R\ K?)

ott d(z,K)+ Y dx, R\ K;)#0 car K C K.

1<n
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Alors pour tout ¢ : h; continue, supp(h;) C K;, 0 < hy <1 et pour tout x € K :

"L dist(z, R\ K?)
hi(x) = L =1 O
Z (z) ; sup dist(z, R?\ K?)

Théoréme 4.20 (Partition de 'unité) : Soit K un compact de R? et Qi,...,Q, des
n

ouverts tels que K C U Q;. Alors ils existent ¢1,...,pn € D(Rd) telles que
i=1
o Vic{l,....n}: 0<¢<1 et supp(p;) C

n
o E ¢; =1 sur un voisinage de K.
i=1

Démonstration. Posons ) = UQZ et r:=dist(K, R*\ Q) > 0.

Soit K := {y e RY, dist(y, K) < 5} ce qui est compact et K C K°. D’apreés le lemme 4.19,
ils existent des fonctions hq,...,h, telles que

e Vic{l,....n} : 0<h; <1 et supp(h;) est un compact de ;

n
eVzeK : ) hix)=1.
i=1
On pose § = dist(K, R?\ K°), 6; = dist(supp(hs), R*\ Q) et ¢ = $min{d,é1,...,0,} ou
€ > 0. De plus, soient ©w = x, pour n > é et xn la suite régularisante.

Ona u € DRY), u>0, suppu = B(0,1) et /u(x) dx =1.

On pose ; = h;*u ce qui appartient & C>(R%). De plus supp(y;) C supp h; + B(0, %) C
et supp(y;) est compact. Donc pour tout i : ¢; € D(RY).

1
n

Maintenant on prend z tel que dist(z, K) <e et y € B(0,=). Alors x—y € K. Celaimplique

hilz—y) =1 = > hi(z—y)uly) = u(y)
i=1 i

Alors Zul =1 pour dist(z, K) < e. O

i<n

Corollaire 4.21 (fonctions plateaux) : Soit K un compact de R? et O un ouvert de R
tel que K C O. Alors il existe ¢ € D(O) tel que ¢ =1 sur un voisinage de K. O
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4.5. Support d'une distribution

Définition 4.22 : Soit Q un ouvert de R% et 7' € D'(Q). Soit O C Q un ouvert. On dit que
T est nulle dans O si pour tout ¢ € D(O) : (T, ¢) = 0.

Définition 4.23 : On appelle support de T' (noté supp7’) le complémentaire de ['union de
tous les ouverts O dans lesquels T est nulle.

Proposition 4.24 : Le support de T est égal au complémentaire du plus grand ouvert dans
lequel T est nulle.

Démonstration. Soit (O;);ez la famille des ouverts dans lesquels 7" est nulle. Montrons que 7'
est nulle dans U O;.

i€l
Soit ¢ € D(2) avec suppy C U ©;. Comme supp ¢ est compact, il existe J C Z fini tel que

supp ¢ C U O;. D’apres le théoréme 4.20 (sur la partition de 'unité) il existe (y;)ics C D(Q)
ied
telle que

e pour tout i € J : suppy; C O;

° Z p; =1 au voisinage de supp ¢

i€
Alors (T,¢) = (T, (Y wi)¢) = D(Toip) = 0 car puisque supp(piw) C O; on a
ieJ ieJ
(T, pip) = 0. O

Exemple : Soit © C R? un ouvert, a € Q avec (d,,¢) = ¢(a) ou ¢ € D(Q). Alors
supp(dy) = a.
4.6. Opérateurs sur les distributions

4.6.1. Restriction

Soit 2 C R? ouvert et € C Q ouvert. Soit T € D'(€). On peut restreindre T a Q) en posant

(T‘ﬁ,@ = (T, ) pour tout ¢ € D(Q). (D(2) Cc D())

4.6.2. Localisation

Soit T € D'(Q), K C Q compact et O C K ouvert. Soit x € D(Q) tel que x =1 sur un

voisinage de K et supp x C O. On pose (T, p) = (T, xp) avec ¢ € D(Q).
Alors T € D'(9), supp(T) C O et T coincide avec T sur un voisinage de K.
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4.6.3. Convergence dans D'(Q)

Définition 4.25 : Une suite de distributions (7},)neny € D'(R2) est dite convergente vers
T € D'(Q) sipour tout ¢ € D(Q) : (Tp, ) — (T, ).

18

Exemple : Soit T;, = [fn], fn = cosnz. Donc (T,), converge vers 0 dans D'(R) :

Soit ¢ € D(R) tel que suppy C [—a,a]. On a

(T = [ costnaloto) ax = |0 aa - [ ) ax

—a n —a n

_ 1 / " sin(na)y(¢) dx

nJ—a
1

— (Tl < [ |@)]dx =20,

IN

n
N————

<oo

Remarque 4.26 : Soit (f,)n C Li.(Q) et f € LL.(Q). Si pour tout K C © compact, on a
que / \fo— fI 2222500, alors [f] 2= [f] dans D'().
K

/Kfnso—/Kfcp‘Ss;l{p!w\/K\fn—f\%()J

(Si © € D(N) et que K =suppyp, alors

4.6.4. Multiplication par une fonction C*
Soit T € D'(Q) et fe€C>®(N).

Lemme 4.27 : Soit (¢p), une suite dans D(Q). Si (¢n)n converge vers 0 dans D(),
alors (fen) converge vers 0 dans D(2).

Démonstration. Supposons que ¢, —— 0 dans D(Q). Alors il existe K C ) compact tel
que pour tout n : supp(e,) C K). On a

n—oo

e Vme N : Np(pn,) ——0

e Vpe N : DP(fp,)(z) = Z (5) DP™af(x)Dp,(x). (formule de Leibniz)
q<p
geNd

"®Rappelons que pour tout 7, fn € Ligo(R) : [fn] est bien définie.
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Alors, on obtient

LSIEIEDS @ sup | (D711)(w)| sup [ D ()

a<p rzeK
geNd
< (Z <p) sup |(Dpiqf) (I)O N\p|(90n) TH—O% 0 O
q<p q) xeK
geNd

constante finie

Remarque 4.28 : On pose (fT,¢) := (T, fe) pour tout ¢ € D(Q). Grace au lemme précé-
dent, on a fT € D'(Q).

Exemple : Soit @ =R. Ona zvp(:)=1=[1]. En effet, soit ¢ € D(R):

_ to(t)
1) ot — tvo(L).mah — 1 B 4
<l’ Vp(x>7 ()0> <Vp($)’ .T(,O> E—1>I-I‘r10 {|z|>e} t

= tim [ e [ewa= ..

Proposition 4.29 : Il est vrai: supp(f7T) C supp f NsuppT.

Démonstration. supp(fT) Csupp f : Pour ¢ € D(Q) : suppy C Q\ supp f.
= (fT,¢) = <T,gig> =0 = supp fT C supp f.
supp(f7T') C supp(T') : Soit ¢ € D(Q) et suppy C 2\ suppT.
= (fT,9) =(T,pf)=0 car supp fo C Q\suppT == supp fT Csupp7. O

4.7. Dérivation
Définition 4.30 : Soit Q c R? ouvert et pE N, L’opérateur de dérivation d’ordre p sur
D'(Q) est défini par :

VT € D'(Q) Yo € D(Q) : (DPT, ) := (—1)P(T, DPy).

Autrement dit :
Hlrl

alrl

— (—1)l»l

Remarque 4.31 : Comparer avec l'intégration par parties pour f € Llloc, peD):
[rwewa= 1" - [ro@a=- [ros0a
0

d’ont le « (—=1)Pl'» dans la définition.
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Proposition 4.32 : DPT est une distribution sur Q.

Démonstration. 1l est facile de montrer que DPT est linéaire.

Soit (¢n)n C D(2) une suite qui converge vers zéro dans D(Q2). Alors, il existe un compact

K cCQ,tel que Yne N : supp(pn) CK et VmeN : Ny(pn) 7.

Ona VYneN : supp(DPy,) C K et

VYm : Np(DPg,) = sup sup |DY(DPp,)(z)] = sup sup ’Dqﬂ”gpn(:v)}
lg|<m z€ lg|<m z€f

n—oo

< Nyt ppl(n) —— 0.

Donc DPyp, 2220 dans D(Q) : (DPT, ) = (—1)P(T, DPp,) 2225 0. O

Remarque 4.33 : Si T est d’ordre m, alors DPT est d’ordre m + |p|.

Proposition 4.34 : Soit f € C'(Q). Alors pour tout j € {1,...,d} : o é)f} .

Ox; 1= [Gacj
Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose que j = 1.

Premiére étape : Soit ¢ € D(Q).

Alors il existe [a1,b1] X -+ X [ag,bq] C Q tel que suppe C [a1,b1] X -+ X [ag, byg]. Alors

(o lfloh = (1] 2

dp
= - fx1,...,xq) 57—
/[alvbl]x'“x[adybd] dx1

0
[a2,ba] X - X[aq,bq] [a1,b1] T

par Fubini. L’intégration par parties nous donne

0 af
—[f], ) = — —(x1,..., Yo d dxg---d
<8x1[ } <P> /[%bg]xmx[ad’bd] </[a1,b1} o1 (1 rq)p(x1 Zq) X1> X9 Xd

0
:_/[ b] [ b]8.51(x17“.’xd)gp(xl""7xd)dX1"'dXd
a1,b1|X--X|aq,bq

(]

Deuxiéme étape (cas général): Vz € supp p, il existe [ai(x),bi(x)] X -+ X [ag(x),bg(x)] C Q
tel que x € U(x) ou U(z) = (ai1(x),bi1(x)) x -+ X (aq(x),ba(x)).

(x1,...,2q)dxy - -dxq

Comme le support de ¢ est compact, ils existent x1,...,z, € supp p, tels que K = U Ul(x;).

7
D’apres le théoréme 4.20 (sur la partition de 'unité), ils existent ¢1,...,¢, € D(Q) telles que
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pour tout j € {1,...,n} : 0<¢; <1, suppy; C U(x;) et ngj =1 sur un voisinage du
Jj=21
support de . Il s’ensuit

9% (r)dx = O (S o | (@) ax
| rergE@ax= [ fwgn Dese | @)a

j=1"9
~ [ Of [
—Zl/gaxlm( w0 @ax=- [ 2 wypwax
o, [of
don Tﬁ[f]_ [8:61] O

Corollaire 4.35 : Soit m € N et pe N% Si f est de classe C™, alors DP[f] = [DPf] pour
Ip| < m.

Démonstration. Par récurrence sur |p|. D’aprés la proposition précédente (4.34), ceci est vrai
pour |p| = 1.

Supposons que le corollaire soit vrai pour p avec |p| =k — 1.

ol o olrl—1
0 glpl=1 ;

ol
- laxpl'--axpdf]
1 d

par la proposition précédente. O

Exemple : (1) Soit a € Q et J, la distribution de Dirac en a. Pour tout ¢ € D(2) on a
(das ) = pla). Alors, (D34, 0) = (=1)/P (84, DPip) = (=1)" DPip(a).
(2) Soit @ =R, y = 1g, la fonction de Heaviside. On a pour tout ¢ € D(R) :

W) ¢) = — (&) = - /R (2) dx = 9(0) = (60, 0) =[] = bo.

Raisonnement : 1l existe a tel que suppp C [—a,a] et on a ¢(a) = 0.

(3) Soit f(z) =log|z| pour = € R. Alors f € L, et donc [f] est bien une distribution.
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Soit ¢ € D(R).

W1 0) = —(1f).¢) = - /R f(2)¢! () dx

= — lim flx)¢ (z)dx
=70 Jjal>e}

— lim < ; f(z)¢ (z) dx + / @)e @) dx>

e—0
ot a>0 tel que suppyp C [—a,al.

—&

= — lim <[f(x)g0(x)} [ f(x)p(x) dx

e—0

+ [f@p@)] —/ I'(@)e(a) dx)

=l (UOg g)p(—¢) — (loge)p(e) — /| $lz) dx)

zl-<e T

Par Taylor, on obtient :

p(e) = ¢(0) + ¢'(0)e + o(1)
p(—e) = ¢(0) — ¢'(0)e — co(1)

— p(—¢) — () = —2¢'(0)e + e0(1) = log(e)(p(—¢) — ¢(e

— ([f]¢) = lim ( /{ o p(z) dx> — (vp(1), )

e—0

ll“
o
s}

Proposition 4.36 : Soit p € N%. Alors
(i) VT € D'(Q) : supp(DPT) C suppT
(ii) Si (T,)n converge vers T dans D'(Q), alors (DPT,), converge vers DPT dans

D'(Q).
Démonstration. (i) Immédiat.
(i) Soit ¢ € D().
Alors (DPTy,, ) = (—1)Pl(T,,, DPy)

n—o0

Proposition 4.37 (Formule de Leibniz) : Soit T € D'(Q) et f € C®(Q). Alors

DT =Y <p> DP9 £ DIT pe N

lg|<|p
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Démonstration. Cette preuve se fait par récurrence sur |p|.

d
Soit p=1. DP = — pourun j € {1,...,d}. Soit ¢ € D(Q).

(91']'
0 0y 0 of
2 (fT T, T, T, -2 (fp) — oL
(5 UT).9) = ~UT 52 = ~(T.152) = (T 5 (9) — o3
6 of or of
— (T, 7 02
( ,axj(ftp)>+< 5) = (g 1)+ (5T )
oT of oT 3f
= (fo iy o SRR
g+ (GoTo0) = (g + 5o T.)
0 oT 8f
= aij(f )= f@ch 87J
On continue de la méme maniére la preuve par récurrence. O
Lemme 4.38 : Soit ¢ € D(R?) telle que P(x)dx =
R4
N d oY
Alors, ils existent 1,...,1%q € D(R?) telles que ¢ = Z v
j=1 7
Démonstration. Par récurrence sur la dimension d.
Soit d = 1 et soit 1 € D(R?Y) telle que /w dx = 0. La fonction q(x / P(t)
convient et ; € D(R).
Supposons que le lemme soit vrai a l'ordre d. Soit ¢ € D(RH1) telle que Y(x)dx = 0.
Ra+1
Posons ¢(r1,...,x /wxl,.. ,zg,t)dt. Ona ¢ e DRY) et

/Rd o) dx = /RM () dx = 0.

0
Par récurrence, ils existent ¢1,...,¢q € D(R) telles que ¢ = Z 8%
Lj

Soit 6 € D(R) telle que / 6(t)dt = 0. On pose
R

Yoy () = /+ (... zat) — ol za)0(0)] dt

—Oo
On obtient

Oay1

a ( ) :w(xlv"'vxdaxd+1) _H(xd+1)§0(x1,...,xd)
Td+1

d
= (w1, 2411) — 0(Ta11 Z (1,0, 22q)
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d+1

0
On pose ¥j(x1,...,2T4+1) = 0(xar1)pj(x1,...,2q) et il s’ensuit ¢ = Z 9%

81’]

Théoréme 4.39 : Soit T € D'(RY) telle que 377; = 0 pour tout j € {1,...

T =[] oit c € R est une constante.

Démonstration. Soit 6 € D(R?) telle que / f(z)dx =1. On pose c= (T.6).

Rd

SmeeDﬁﬁ.Onp%ew@ﬁ:¢@ﬁ—(A;¢@ﬁk>ﬂ@.

Ona 1 € D(RY) et Y(x)dx =
Rd

D’aprés le lemme 4.38, ils existent 1, ...,1%4 € D(RY) telles que 1) = Z

4.8. Formule des sauts

Onavuque [y’ =48 on y=1g, ."*

82/)] .

,d}. Alors

Théoréme 4.40 : Soit Q un ouvert de R et f une fonction sur € telle qu’ils existent

T < T9 < -+ < xpy € Q) vérifiants les propriétés suivantes :

(1) feCH\ {x1,...,2zq})
(2) Pour tout j € {1,...,n} les limités a droit et & gauche

flzj+) = lim f(z) flaz;=) = lim f(z)
J J
T>T; r<x;
existent.
(3) La dérivée f' définie sur Q\ {x1,...,24} est localement intégrable sur Q.

19¢f exemple page 50
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Alors [f] =[f'] + Z ( (xj+) — j—))(swj.
Démonstration. Soit Q un intervalle (a,b). Soit ¢ € D(Q).

(U7, 0) = / S

Tj41
= _Z/ ’ f(x)¢ (z)dx avec Top =a, Tpt1 =0

= f(epn-Yelayn) = fayHolay) - [ P a)pla) dx

i
avec f(Tnt+1—)p(Tnt1) = f(xo+)p(ro) =0 par convention car fip =0 au voisinage de a et b

n

— () = = 3 [farm-deter) - fabela)] + 3 [ @) dx
n n b
== > flapa-Yelan) + Y S et + [ F el dx
A 2 i
(o) = S SNl + 3 S )ela)
=1 =1

T, ) +i (f(xﬁ) - f(%—)) o(x;)
j=1

D’ot1 le résultat pour €2 un intervalle.

Si Q CR quelconque, on écrit ) = U Q;, ou €; sont les composantes connexes de € et on
i

applique le cas précédent dans chaque §2;. O

Corollaire 4.41 (formule des sauts en cas général) : Soit Q@ C R un ouvert et f une
fonction sur Q telle qu’ils existent x1 < xo < --- < x4y € R vérifiants

(i) f e @\ {ar,....,)
(ii) Pour tout j € {1,...,n} et pour tout k € {0,...,p — 1} les limités a droit et a gauche

fO () = Jim [0 () fO ;=) = lim f®(z)
T>Tj T<Tj
existent.
(iii) La dérivée f®) définie sur Q\ {z1,..., x4} est localement intégrable sur Q.
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n p—1
Alors (10 = (1] + 3257 (#9ar) = ey o0,
j=1 k=0
Démonstration. Par récurrence. =

4.9. Distributions a support compact

Soit 2 c R? et £(Q) I'ensemble des distributions a support compact.

Proposition 4.42 : Soit T € D'(2) a support compact K C Q. Alors, il existe T € D'(RY)
de support égal a K telle que la restriction de T a () coincide avec T.

Démonstration. Soit p une fonction plateau de classe C™ telle que supp(p) C Q et p =1
sur un voisinage de K.

Pour tout ¢ € D(R?), on pose (T,¢) = (T, pp). T est bien définie car pp € D(). De plus
T est bien une distribution : Si (¢,), — 0 dans D(RY), alors (ppn)n — 0 dans D(1).

T coincide avec T sur € : Soit ¢ € D(Q). On a pp = ¢ sur un voisinage de K et donc
pp — @ =0 sur un voisinage de K

= (T,pp—¢) =0 <= (T, pp) = (T, ).

Soit ¢ € D(R?) telle que suppp N K =@. On a aussi supp(pp) N K = ()

= (T, ) = (T, pp) =0 = supp(T) C K.

Omn a suppf:K. O

Proposition 4.43 : Soit T € D'(Q), K C Q compact et 0 < g < dist(K, R?\ Q). Alors
suppT C K si et seulement s’il existe m tel que pour tout ¢ € (0,e9], il existe c. > 0,
vérifiant

Vo e D) : (T,p)| <ce sup sup |DPo(x)]
Ip|<m z€K,

ou K. ={zeQ, dist(z, K) <e}.

Démonstration. Supposons que suppl C K. K., est compact dans ). Par définition d’une
distribution??, ils existent m € N et co > 0 tels que pour tout 9 € Dr., ()

(T, ¥)] < coNm(¥).

Soit e € (0,e0] et p. une fonction plateau telle que supp p. C K. et p. =1 sur un voisinage
de K. On a ¢ = p-p sur un voisinage de K et donc (T, ) = (T, p.p) car suppT C K.

On a

(T, )| = (T, pep)| < co sup sup |DP(pep)(r)| < cc sup sup |DP(¢)(x)|
Ip|<m z€Ke Ip|<m z€K-

20¢f. proposition 4.6
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car les dérivées de p. sont bornées et supp(p:p) C K. C K.

Pour la réciproque, on suppose que pour tout ¢ € (0,g¢], il existe ¢. > 0 tel que

(T, ) < ce sup sup |DPo(x)].
Ip|<m z€K,

Soit ¢ € D(Q) telle que supppNK =0 = 32> 0 tel que supppNKz=10. On a

(T, ¢)| < cz sup sup |[DPp(z)| =0 = (T,¢) =0
[p|<m xeKe

d’ot suppT C K. O
Corollaire 4.44 : SiT est a support compact, alors T' est d’ordre fini.

Théoréme 4.45 : Soit T € D'(Q) avec suppT C {a} pour a € Q. Alors, il existe m tel que

T = Z cpDPé,

Ip|<m

ot les ¢, sont des constantes.

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose que a = 0.%!

Soient m l'ordre de T" et ¢ € D(2). On a par la formule de Taylor

p(r) = Z ngp(o)mp—i-/o wwm“(ﬁm) (r,z,...,z)do

p! m!
[p|<m m-+1 fois
DPp(0
= 3 P s ute)
plm D

avec 1 € C* dans un voisinage de 0.

Soit p une fonction plateau (de classe C*°) égale a 1 dans B(0,3) tel que suppp C B(0,1).

On pose p-(x) = p(%), pe € C> et suppp. C B(0,¢).

(T’ )| < sup sup|DP(peip)()]

|p|<m z€Q
p _
<cswswp 3 (1) (0710 o) 1070t
T S
- <a
< ¢ sup sup Z (p> c1 HmH;nJrlf'q‘ <cste-e 2% 0
Ipl<m =€2 g1 <y

Soit g9 > 0 tel que B(0,e9) C Q. On a pour tout € > ¢q :

(T, peyt0) = (T, (pey — pe)¥) + (T, pt)) car supp((pe, — pe)y) N {0} =0,
—_——— ——

=0 e—0

—0

210On se raméne A ce cas par une translation.
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d’ou (T, psy¥) = 0.

Il s’ensuit
DPp(0 T, pe, TP
<T7 90> = <T7 p80¢> = <T7 Peo Z '( )xp + Pao¢> = Z @ _DpQD(O) .
D . Nt
p|<m lpl<m =(DPbo,p)
D'oa T = Z cpDPdy avec ¢p = I%!(T, PeoxP) (ot pgyaf 1w pg,(x)xP). O

lpl<m
Exercice : Dans D'(R) trouver les distributions T telles que z™T =0 pour m € N*.

4.10. Solutions fondamentales

Soit P € C[Xy,...,Xq], P(X1,...,Xg) = Y _ apXP" .- XT.

Ip|<m

olpl
Définition 4.46 : On pose P(D) = Z a,DP = Z ] DVopérateur différentiel.
pl<m plem  OT1 T

Définition 4.47 : On appelle solution fondamentale de Popérateur différentiel P(D) toute
distribution E € D'(R) telle que P(D)E =y ou dp est la distribution de Dirac en zéro.

1
Remarque 4.48 : La fonction z +— W est localement intégrable sur R? si et seulement si
Zll2
a<d.
1 1 d
En effet : Tzl < . - pour z € [—1,1]% et donc
Zilo |x1|3...’$d‘3
/ 1 </ 1 d q Fugini </1 dt>d<
T o > — 1 4X1 - dXg > e o
e lellz ™ e (a4 Jagle i td
si g <Ll

Exemple : Ona [y]' =6y ou y=1g,.

Opérateur de Cauchy-Riemann On identifie R? avec C par (z,y) — z + iy. L’opérateur
de Cauchy-Riemann est définie par

o _1(o . .0
0z 2\ 0z Z@y ’

1 0
Proposition 4.49 : Dans D'(R?), [] est une solution fondamentale de 5
Tz z
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1
Démonstration. z — — est localement intégrable sur C. Soit ¢ € D(R?).
Tz

Par la formule de Cauchy-Pompeiu, on a

1 cp(()dc 1/ 874,0(274_1 )dXdy

= 5. — - — Yy .
29 |z|=R C T J|z|<R 0z T4y

©(0)

Pour R assez grand, tel que suppp C B(0, R), on obtient

1 Op . dxdy
0)=—— (e + v
o) =~ [ G

On a alors

d
. 0?
Le Laplacien A = E 92 = P(D) pour P=a%+-- 422
X~
=1

Soit d = 1. Soit E = [\%I} . Alors

1 iz>0
E' = [h] zwech:{Q1 s?x_
—5 sinon
E" = 6.
0? 0?
Soit d = 2. A= —+—.
o Ox? * Ox3

Rappel de la formule de Green : Soit © C R? un ouvert a frontiere de classe C' et soient
u,v € C*(Q). Alors

/Q (uAv — vAu) dx = /6 ) (ma?}@ - ”(5)8;J(vi)> do(€)

ol do est la mesure de Lebesgue sur 9€1 et N est le vecteur normal unitaire au { de 0fQ.
De plus

Ou _ . wl€+ANg) —u(§)

ONe — A5 )

NI

Proposition 4.50 : Soit E = [% logr], r= (x% + .ZU%) . Alors E est solution fondamentale

de A.

Démonstration. Soit f(z) = 5= log ((ac% + x%)%> =logr. Ona fcLY(R?) car
1 [ g 1
/ |f(m)|dx=/ / 7"|10g7“|d9:/ rlog L dr < oo.
e, <1 2 Jo Jo 0
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Soit ¢ € D(R?) et 0 <& < R. On a par la formule de Green

B dp 3f> ( dp 3f>
Ap — pAf)dx = - dr — b
/{a<||a:|2<R} (FBe—paf)dx /{x||2R} <f37“ o /{nxze} Tor = %or

=0 pour R assez grand

Ona Af =0 sur R?\ {0}. On obtient alors

/ fApd /27r [ ! log(e )aw(scose esin @) ! (rcosf,rsi 9)} edd
pax = — Py . ,esinb) — —p(r , T Sin
{lally=<} 0 or 2me

2T
1 o 8 1 27
_ _tloee S0(5005(9 esm0)d0—/ p(ecost,esing)df.
2 0 Oe 2m 0
%0 )

Ona f €Ll (R? etdonc fAyp est intégrable. I suit

/ ngodxﬂ/ fApdx.
{ll=ll;<e} R?

Finalement, on obtient en faisant tendre ¢ — 0 :

/ FApdx = p(0),
c’est-a-dire ([f], Ap) = ¢(0) = L) = ¢(0) = A[f] = do. O
Soit d > 3. Soit E = [f] ou f(z) = Wrdl 5, = |lz]|; ou Vg est le volume de la

boule unité de R2. Alors, on a AE = ¢.

Exercice : L’opérateur de la chaleur. On se place dans R4

d 52 _ =13
. a e 4ct

“dert

Alors C(T') = 4.
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5. Convolution des distributions

5.1. Produit tensoriel

Soient O C R et Qy € R deux ouverts. On pose Q= Q; x Q.

Définition 5.1 : Pour ¢ définie sur €1 et v définie sur o, on note
(e @ ¥)(z,y) == p(x)¥(y), (z,y) € Q.

Proposition 5.2 : Soit T € D'(21), ¢ € D(Q). Alors I'application 1 : Qs — C avec
Q

y— (T(-),d(-,y)) appartient & D(Qs) et
lq| lq|
ST ot) = (Lot aene

oldl oldl
il oyl oyl

ou

Démonstration. lls existent deux compacts K; C Qp, Ko C Qg tels que supp¢ C K; x Ks.
On a supp®y C Ko. Montrons que ¥ est continue. Soit (y,), une suite dans 2 qui converge
vers y € (g, et soient ¢y, = ¢(-,yn) et @y, = ¢(-,y). Ona

e Vn : suppypy, C K1 et suppy, C K

olp! olpl olrl olrl
d . — .
o Vp € N : el Py, = By |p\¢( Yn) — el o(y) = oy Pl uniformément car les
ol
fonctions Byl Pl sont uniformément continues.

Comme T € D'(Q) : (T, py,) = (T,p,) et donc ¢ est continue.
Soit e; = (O0,... ’O’Tl" 0...,0) € R D’apres le théoréeme des accroissements finis, on a

J

— o —(@,y)| < sup |o=(z,y + sej) — —(z,y)|.
t dy; se[0, | 9Y;j ’ dy;

Comme % est uniformément continue, (b(.’ y+ tej) — d)(.’ y) 0¢ ( y) =0
8yj 13 ay]

ment sur €.

—— 0 uniformeé-

(-, y +tey) —d(,y) 0

Les fonctions " — 8—(, y) ont toutes leur support inclus dans K;. Quand
Yj
0
t — 0 les fonctions convergent vers 8—¢(, y) dans D(;). D’ou
Yj
9 : o(y +tej) — ¢(y) 99

— ({T.d(-.y:))) =1 T = (T, —/—(- .

- (T 00 )) = fim (7 t ) = T gt
Donc I'application est C! et on continue la preuve par récurrence sur |q|. O

60



Analyse spectrale et distributions 5. Convolution des distributions

Lemme 5.3 : Soient ¢,1) € D(RY). Pour ¢ >0 et x € R?% on pose

ge(z) = &4 Z o(x —ev)p(ev).

vezZd

Alors g- € D(Rd), supp g C supp ¢ + suppy et g. 20, @ *1 dans D(Rd).

Démonstration. Le support de 1 est compact et donc g. = &% Z o(x —ev)Y(ev) € D(RY) ou
vel
I CZ% est un ensemble fini.

Pour tout v : Dapplication x — p(xz—ev)(er) est a support contenu dans supp ¢ +supp ¢
et il s’ensuit supp(g.) C supp ¢ + supp .

Soit p € N©. On a DPg.(x) = Z DPp(x — ev)ip(ev) ce qui est une somme finie. Par le

veZd
théoréme des accroissements finis, il existe une constante ¢ > 0 telle que
| DPo(x — y)t(y) — DPo(z —y W) < clly -] - ()
d
On pose Q5 = H levj,e(vj+1)] avec v = (v1,...,14). On a
j=1

(DPy % )() = / Doz —yb(y)dy = Y /me—y)w(y)dy

QE
[lloo<E+17 7

ot N = max || . Alors, il suit avec £ = dy
TESUpp Y Qs

(DPp x¢)(x) = DPge(x)] < ) DPy(z — y)p(y) dy —e"DPp(z — ev)ip(ev)| dy

o< 41170
< Y |DPp(z — y)t(y) — DPo(x — ev)(ev)| dy
Il <X 4179
<c Z |y — e dy (par (x))
]l <E+1

<cE41) 1),

Donc DPg. — DPy % 1) uniformément. Car supp(DPge) C K et supp(DPy x 1)) C K ou
K = supp ¢ + supp v, il suit g. 20, @ *1 dans D(Rd). O

Remarque 5.4 : Soit © € R? ouvert et K C Q compact. Pour o, € D(2), on pose

d(p, ) = Z 27" min{N,,(¢ — ¢), 1}. J est une distance sur Dg ().
k>0

Soit (n)n C D(N), ¢ € D(N). Alors ¢, — ¢ dans D(Q) si et seulement s'il existe K C 2
compact tel que
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Analyse spectrale et distributions 5. Convolution des distributions

e Vn : suppy, C K et suppp C K

® J(pn,p) =0

Théoréme 5.5 : Soient 0y un ouvert de R™ et Qs un ouvert de R*®. On pose

E = span{p1 ® g2, 1 € D(1), p2 € D(Q2)}.

Alors E est dense dans D(Qq x Q9), c’est-a-dire pour toute ¢ € D(Q; x g), il existe une
suite (¢n)n C E telle que ¢, — ¢ dans D(Qq x Qa).

Démonstration. Soit (x1), une suite régularisante dans R et (x2), une suite régularisante
dans R%. Alors (x. ® x2), est une suite régularisante dans R%792,

Soit ¢ € D(Qq x Q9). Ils existent K3 C Qq, Ky C Qo compacts tels que suppy C K7 x Ko.
De plus, ils existent K] C 1, K C Q9 compacts tels que K; C Ki° et Ky C KY.

Pour N assez grand et n > N, on a K +supp(x}) C K] et Ko+ supp(x2) C Kb.

Soit 7 > 0. Donc il existe n > N tel que d(¢* (xh ® X2), ) < L car ¢+* (x, ®x2) — ¢ dans
D().22 D’aprés le lemme 5.3, il existe £ > 0 tel que J (g, * (xh ® X2)) < 1 ot

g-(x,y) = Y xulz —ev)xa(y — eva)ol(en, er))

V1 €z% cE
Vo 7%

(ce qui est une somme finie.) Or §(ge, ) < 0.

Alors, on vient de montrer que pour tout n > 0, il existe h € E telle que supph C K| x K}
et 0(h,p) <n. O

Théoréme 5.6 : Soient Ty € D'(Qy) et Ty € D'(Qg). Alors, il existe une unique distribution
Ty @ Ty € D'(1 x Qo) telle que pour toute o1 € D(21) et pour toute ps € D(y) :

(T1 @ Ta, 1 ® p2) = (T1, 1) (T2, p2).
De plus, pour tout ¢ € D(21 x Q9) :
(Th @ Ts, ) = (T1(z), (T2(y), o(z, ) = (T2(y), (T1(x), ¢(z,y)))
ot on note (Ty(y), p(x,y)) = (Tz, o(z, y))-
Démonstration. (Unicité) Ty ® T est définie d’une fagon unique sur
E = span{y1 ® p2, @1 € D(§21), @2 € D(§22)}.
Comme E est dense dans D(2; x Q9) (selon le théoreme 5.5), T7 ® T est unique.

(Existence) Soit L : ¢~ (Ix(y), (T1(x), p(z,y))) définie sur D(2q x Q2). Montrons que
L est une distribution sur €7 x Qs.

22¢f. paragraphe 4.3.2

62



Analyse spectrale et distributions 5. Convolution des distributions

On a vu dans la proposition 5.2 que la fonction y +— (T1(z),p(x,y)) appartient & D(Qs),
donc elle est bien définie.

Soit K C 1 x Q9 un compact. Alors, ils existent deux compacts K1 C 1 et Ko C o tels
que K C K; x Ko. Par définition des distributions T et T3

Imy >0 Jey tels que Vo1 € D, (1) = [(T1,01)| < 1Ny (01)
dmg >0 e tels que Vo € Dg,(Q2) : [(T2, v2)| < calNp, (02)

(T2(y), (T (@), (@, )] < 2Ny ((Ti(2), ()

oldl

52 (@), o(,y))

< cosup sup D
Y

Y |gl<me

oldl
< cysup sup <T1($),87yq¢(957y)>

Y |gl<me

alrl ldl

< cycisupj sup sup @quﬁﬂ(lﬁy)

7Y q|<maz |p|<ma

S C2C1 Sup Nm1+m2 (SO)
z,y

Donc L est une distribution bien définie. Il est vrai que

(Lyp1 ® p2) = (T2(y), (T1(2), p1(x)p2(y))) = (T2(v), p2(y){T1, 1)) = (T1, 1) (T2, p2).

On vérifie de la méme facon que L’ est une distribution sur Q7 x Qs et que

(L', 01 ® @2) = (T1(y), (Ta(x), 1(x)p2(y))) = (T1, p1)(T2; 2).

Par unicité, on a que L = L'. O
Remarque 5.7 : Si Q1 = Q9 et si o(z,y) = p(y,z), ona (Th @Te,¢) = (To @ T1,¥).

Proposition 5.8 : Soit T} € D'(1) et Ty € Qy. Alors

(i) supp(Ty ® Tz) = supp(T1) x supp(72)

olpl+lal olp! oldl
. dq da . - I
(11) Vp € N* Vq € N2 . 8xp8yq (T1 &® TQ) = p T ® ayq Ts.
Démonstration. (i) ‘C: Supposons que pour toute ¢ € D(Q; x Q9), il soit vrai que

supp N (supp 71 x Q2) = 0. On a (T1 @ Ty, ) = (T2(y), (T1 (), p(z,y)))-

Pour tout y € Q : suppp(-,y) N suppT; =@ et alors (T1(x),p(x,y)) = 0. Il suit que
(T1 @ Ty, ) = 0. Donc supp(T1 @ T) C supp Ty X Qo.

On a de méme supp(71 ® Tz) C Q1 x supp Ty et on obtient finalement

supp(Th ® Ty) C supp 11 x supp T».
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‘D% Soit (x,y) € supp(711) x supp(T2) \supp(T1 ®T»). Soit O C Q un ouvert tel que
(x,y) € O et ONsupp(T1®@Ts) = 0. Alors ils existent deux ouverts O C Qy, Oz C Qo
avec € 01 et y€ Oy tels que O C O1 x Oy et (01 x Oz) N supp(Th @ Tz) = 0.

Ils existent alors 1 € D(Q1) et @2 € D(Qs) telles que

(Th, 1) #0 et (T2, p2) # 0.

On obtient (Th®T%, p1Rp2) = (T1, ¢1)(Ta, p2) # 0 ce quiimplique que (z,y) appartient
a supp(71 ® Ta). Ceci est une contradiction.

(ii) Soient @1 € D(Q1) et @2 € D(Q2). On a

olpl+lal ipl+ld] olpl oldl
W(TI ®Ty) = (—1) (Th ® T», 9L ® 87y‘1(p2>
olrl 9ldl
= (—1)lPlHlay 2 N, S
(1) (T1, 55 Q,ayq<p2>
olpl Hlal
<8 pTla(P1><a -T2, 02)
olpl oldl
<WT1 ® ay 712,91 ® @2)
glpl+lal olpl 9ldl
Donc on a 0ar oy (Th @ Th) = WTl ® ay T b sur F ce qui implique ’égalité sur
D(Ql X Qg) OJ

5.2. Convolution des distributions

Définition 5.9 : (i) Soit 7 € D'(Q) une distribution & support compact. On note &()
l’ensemble des fonctions de classe C™ sur §).

(ii) Soit (¢n)n une suite dans E(Q2). Elle converge dans E(Q) wvers ¢ € (), si pour tout
n—oo

K C Q et pour tout pe N? : DPy, 2= DPy uniformément sur K.

Remarque 5.10 : (i) Soient 7' € D'(Q2) une distribution & support compact et p € D()
avec p =1 sur un voisinage de suppT.

Alors, pour toute ¢ € £(Q2), l'application £(2) — C avec ¢ — (T, pp) est continue.
En effet :

Si ¢, — ¢ dans £(Q) : ppn — pp dans D(Q) et donc (T, ppn) — (T, pp).

(ii) Cette application est une forme linéaire continue sur £(Q) et on note &'(Q) le dual
topologique de E(Q). &'(Q) s'identifie avec I'ensemble des distributions & support com-
pact :

Si T € &'(Q2), on écrira pour toute ¢ € E(Q) : (T,¢) := (T, pp) ou p € D(Q) avec
p =1 sur un voisinage de suppT.
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Proposition 5.11 : Soit Q C R un ouvert, T € D'(Q), ¢ € E(Q) telle que supp T Nsupp ¢
est compact. De plus, soit p € D(2), p =1 sur un voisinage de supp T N supp .

Alors (T, pyp) est indépendante de p. De plus, si ¢ € D(Q), on a (T,pp) = (T,¢) et on
notera (T, ) := (T, pp).

Démonstration. Premiérement, prenons v € D(Q) telle que v = 0 sur un voisinage de
suppT Nsupp . Alors, on a

supp(vy¢) C supp ¢ Nsuppy C supp ¢ N (Rd \ (supp 7" N supp gp))
C supp e N (Rd \ suppT) c R\ suppT
= (T,7¢) =0.

Soient maintenant pi, p2 € D(Q) telles que p; = p2 sur un voisinage de supp ¢ N supp 7.
Alors p; — po = 0 sur un voisinage de supp Nsupp 7. D’aprés la premiére partie de cette
preuve il suit que (T, (p1 — p2)p) =0 pour toute ¢ € D(Q). Alors (T, p1p) = (T, p2ip).

De plus, pour toute ¢ € D(2), on a
(T, ¢) = (T, pp) + (T, (1 = p)p) = (T, py)
—— —
=0
car (1 —p) =0 sur un voisinage de suppT Nsupp . D’ou le résultat. O

Définition 5.12 : Soient 17,15 € D'(Rd). On dit que 17 et T3 sont convolables si pour tout
K compact de R? Densemble

K = {(z,y) CsuppTy x suppTs, v +y € K }

est une partie compact de R? x R?.

Lorsque 17 est T sont convolables, on peut définir la convolée de Ty et 15, notée T7 xTh par
Vo € D(RY) 1 (T1 Ty, ) i= (Ta(x) @ Ta(y), p(x +y))-

(Th = Ty, @) est bien définie car pour K = supp, on a

supp(T1 ® T») Nsupp(p”) = (suppT1 x supp T») Nsupp(p=) C K

compact

ot p*(x,y) = p(x +y).
Proposition 5.13 : Soient T}, Ty € D'(RY) convolables. Alors Ty x Ty € D'(R?).

Démonstration. Pour ¢ € D(R?), on pose o™ (x,y) = p(z + y).
Soit K un compact de R? et ¢ € Di(R?). On a

supp(T1 @ Ty) Nsupp ¢ = (supp T x supp Tz) Nsupp 9= C K
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avec K = {(z,y) € suppTy x supp Ty, z+y € K}. Alors, il suit que supp(T; ® T5) Nsupp >
compact.

Ona (T} ® Ty, @) = (T1(z) ® Ta(y), p(z,y)e(z +y)) ot p=1 dans un voisinage de K. De
plus, ils existent m = mg, ¢ = cx tels que

(Ty+ o, 0)| = (Ti(2) ® Ta(y), ple,y) - 9= (,y))

alrl gl
Scx sup o osup oo (0 (3,y)
(z,y)ERIXRE p, gend |OLT Y
Ipl+g|<m

(car Ty ® Ty est une distribution)

< ¢ sup sup chp(:v)’ .
zeK |eNd
[lI<m
D’ou Tj % T5 est une distribution. O
Remarque 5.14 : (i) Si suppTi ou supp Ty est compact, alors T et T sont convolables.

En effet : Supposons que ce soit supp 77 qui est compact. Soit K C R? un compact.

K = {(x,y) esuppTy xsuppTs, x+y € K} CsuppTi x (K —suppTh)

compact compact

(i) Soient T7,T> € D'(R). Ty et T sont convolables si I'une des conditions suivantes est
satisfaite :

a) Ja €R tel que suppTi C [a,0), supp T C [a,0).

b) JbeR tel que suppTi C (—o0,b], suppTs C (—o0,b].
En particulier : Si supp 71 C [0,00), supp 7> C [0,00), alors T1 et T sont convolables.

En effet : Soient suppTi C Ry, suppTs C Ry et K C R compact. Alors

K c[0,7] x [0,7] ol r =max K = K compact.

Remarque 5.15 : Soient T; € £'(RY) et Ty € D'(R).2> On a pour toute ¢ € D(R?)

(T + Ta, @) = (T1(x), (Ta(y), p(z + y))) = (T2(y), (T1(x), o(z + y)))

et donc (T (x ) (Ty(y), p(x + y))) est bien défini car la fonction z — (Tx(y), p(z +y)) ap-
partient & E(RY) est Ty € £'(RY) ainsi que <T2( ), (T1(x), o(x 4+ y))) est bien défini car la
fonction y +— (Ty(x), p(x +y)) appartient a D(R?).

Théoréme 5.16 : Soient T1,Th € D'(RY) convolables. Alors

230n a vu qu'ils sont convolables, cf. exemples ci-dessus.
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(i) Ty x Ty =To Ty (commutativité)
(ii) supp(Ty * Ty) C supp 11 + supp Th
(iii) ¥p € N : DP(Ty x Ty) = DPTy * Ty = T} * DPT.
Soit T € D'(RY), pe N4 Alors dgxT =T 6y =T et DPSo+T =T s DP8y = DPT.

Démonstration. (i) Soit ¢ € D(RY) et p e D(RY x RY) avec p =1 sur un voisinage de
K = {(z,y) € suppT1 xsuppTs, z+y € K}.

)
)
) ot p(y, =) = p(z,y)
)

(ii) On va d’abord montrer que suppTj + supp Ty est un fermé.
Soit (zp,yn) € supp 11 x supp Ty telle que x, + yn 7 2 e R

Soient K = {zn + yn, ¥n € N} U {2z} et K = {(x,y) € suppT} x suppTh, z+y € K}
ce qui sont deux compacts.

On a (zn,yn) € K. Alors, il existe (ny) 7 telle que (@ny> Yny) = (z,y). Donc

Tny, + Ynyp — 2
== z=x+Y.

Puisque suppli est fermé: z € suppTi et puisque suppTs est fermé: y € suppTs.
Dot z=a+y € suppT1 + supp 1s.

Soit maintenant ¢ € D(RY) avec suppp C R4\ {supp T1 + supp Tg} Soit K = supp .
Donc, K = 0. 1l sensuit (supp 71 x suppTs) Nsupp ™ =0 ot ¢°(z,y) = o(z + )

— supp(T1 ® Ty) Nsuppp™ = — (11 @ T, ") =0 = (Ty * Ty, ) = 0.
D’ou supp(7T} * T3) = supp 11 + supp T5.
(iii) Soit p € N On a
(DP(T1 + Ta), ) = (=1)PU(T1 # Ty, DPg) = (—1)P{Ti(2) @ To(y), DPp(x +y))

Ipl
= (-1)PiTy(2) @ Ta(y), g p¥

- %(Tl( 7) & To(y) ol + )

p(r+y))

—— (11 Ta), p(z +y)) = (DPTy + T, )
= (DP(T1 xTs),p) = (DpTl * Ty, )
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De méme, DP(Ty xTy) =Ty x DPT5.
De plus, on a
(00 T',0) = (T(y), (bo(x), o(z +y))) = (T(y), e(y)) = (T, ¥),
dott dgxT =T =T * 6.
Donc, DP(T) = DP(5g % T) = DPoy T =T * DPd. O

Remarque 5.17 : (i) distributivité Si Ty et Ty, respectif Ty et T3 sont convolables, alors
T, et Ty + T3 sont convolables et on a Ty * (T + 13) =Ty « Ty + T + T5.

(ii) On a dans R avec y = 1g, :

([1]%30) #[y] =0 et [1] = (3 = [y]) = [1],
=0 =30

donc on n’a en général pas d’associativité.

iii) Soient fi,fo € Li (R%). On suppose que fi; ou fo soit a support borné. Pour toute
loc
pE D(Rd), on a

(] = [fo] ﬁ(/ﬁ (e +y) dy)

_/Rfl /f2 ol +y)dy ) dx
:/Rfl /fgu—a: u)du) dx
_ /]R o(u) /R fi(a) ol — ) dx ) du (Fubini)
= [ o) s ) du = (£ 5 fl. )
= [Al*[fo] = [f1 * f2]

Proposition 5.18 : Soient 11,715,715 € D/(Rd) dont au moins deux sont a support compact.
Alors (Ty xTo) x T3 =Ty x (Ty x T3).

Démonstration. Soient sans perte de généralite Ty, Tz € £'(R?) et soit ¢ € D(RY).
(T * (To x T3), ) = (T1(2), (T2 * T3)(y), (2 + 9)))

ot @+ ((To*T3)(y), p(z +y)) € D(R?) (cf. proposition 5.2)

= (Ti(z), (T2(2), (T3(y), p(z + y + 2)))) ot T3 € £'(RY)
= ((T1 * Ta)(u), (T5(y), p(y + u)))
= ((T1 * Tz) * T3, @) u

Proposition 5.19 : Soit (T},), une suite dans D'(R?) telle que
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e il existe K C R compact tel que suppT, C K pour tous n
o T, = T € D'(RY) dans D'(RY).
Alors pour toute S € D'(RY) : T, %S — T % 8S.

Démonstration. Soit ¢ € D(RY). On a

(T * S, ) = (Tn(z), (S(y), o(x +y))) = (Tn(x), p(2)(S(Y), p(x +¥)))

pour p € D(RY), p=1 sur un voisinage de K. Il s’ensuit

(T 5, 0) = (T'(x), p()(S(y), p(x +y)))

car suppT C K. (Si suppp NK =0 : (Th,0) =0—= (T, ) :0.) O

Théoréme 5.20 : Soit P(D) un opérateur differentiel a coefficients constants, E la solution
fondamentale de P(D) et S € &'(R?). Alors Ty = E xS satisfait P(D)Ty = S.

De plus, Iensemble des solutions T € D'(RY) de I'équation P(D)Ty =S est égale a
{T=Ty+U, UeDRY telle que P(D)U = 0}.
Démonstration. On a P(D)E = ¢y par définition. Donc
P(D)Ip =P(D)(ExS)=P(D)ExS=0%S5S=2S5.

D’autre part P(D)T' =S <= PD)U=0 ou U=T—-FExS. O
<
=T,

Exemple : Soit P(D) =agp+a1D + -+ a, D™ avec a,, # 0. Soit f une solution sur R?
de I’équation différentielle

P(D)f =aof +arf' + -+ amfT™ =0
0) == f(m—Q)(O) -0

Soit E = iy f = C%mluhf. E est solution fondamentale de P(D) (car P(D)E = §p par
la formule de sauts).

Soit S € D'(R) avec suppS C Ry. Ona P(D)(E*S)=S.
5.3. Convolution d’une distribution et d'une fonction

Proposition 5.21 : Soient f € D(RY) c ERY) et T € D'(RY). Si T € &'(RY), alors
[f] T € &'RY), cest-a-dire [f]*T =[g] avec g € E(RY).
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Démonstration. Supposons que supp T soit compact, f € E(R?) et soient ¢ € DRY) et
pE ’D(Rd) avec p =1 sur un voisinage de supp7. On a

([f1 % T, ) = (T'( [f1(z), p(z +9)))
Ty/f (@ + y)p(y) dx)

= (T, [ Ju=y)elu)ply) dw

/ F(—u—y)p(—u)p(y)d)  paru s —u
/ f u~+ y)@(u) du) ol B(x) = h(—x)
= (T(y), p(y){[#] (), f(U+y)>>
— (@ +T, f> o [+ T € £'(RY)
— (@) (). (T(v), Flu+ 1))
- / B(u)3i(u) du avee §(u) = (T(y), Fu+1))
— [ elugu)du par w i —u

et donc [f]*T = [g]. O

Théoréme 5.22 : Soit Q C R? un ouvert. Alors, D(Q) est dense dans D'(R), ¢’est-a-dire
toute distribution sur 2 est limite dans D'()) d’une suite de D(Q) :

n—oo

VT € D'(Q) I(pn) C D(Q) telle que [on] — T dans D'(Q).

Démonstration. Sot (K,), une suite exhaustive de compacts de Q # R? avec

K, =B(0,n) N {z € RY, dist(z, R"\ Q) > 1}.
Soit pn € D(Q) avec p, = 1 sur K,, (xn), une suite régularisante de R? et x,, une
sous-suite telle que supp p, + supp x,, C L.

Soit T € D'(Q). Le support de p,T est compact dans Q. D’aprés la proposition 5.21
pnT * [Xp,] = [n] avec oy € E(Rd). Comme supp(pnT * [x,,]) est compact, supp, est
compact. Donc 9, € D(1).

Montrons que [¢p,] — T dans D'(R?Y). Soit ¢ € D(Q) On a

([¥nl, 0) = (onT * [Xp, ], )
= ((pnT)(@), ([Xp.)(¥): (2 + 9)))

— (T(x), pulz) / o (80 + 1) dy)
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— (T(2), pu(2). / xon (—9)0(z — ) dy)
= (T(x), pla) (% Tpn) (@) avec pn () = Xpu (2)

Pour n assez grand on a supp(y * X,,) C K ou K C § compact tel que suppy C K, et
supp(¢ * Xp,) C K. Comme p=1 sur Ky, ona pn(@*Xp,) = ¢ * Xp, pour n assez grand.

Donc ([tn], ©) = (T, % Xn) pour n assez grand. Or ¢ * X, —— ¢ dans D(Q) puisque Xn
est une suite régularisante. Donc

(Wnl, 0) = (T, ) = [a] =T  dans D'(Q). 0
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6. Distributions tempérées
6.1. Espace de Schwartz S(R?)

Définition 6.1 : S(RY) est 'ensemble des fonctions ¢ € E(RY) telle que

Vp, g € N4 : sup |29DPp(z)| < .
rER

Un élément de S(R?) est une fonction infiniment différentiable & croissance rapide ainsi que
ses dérivées.

olpl
R 1. 29DP — A
appel: z9DPyp(z) = ] Ly o2t -+ axsd p(x)

Exemple : Premiérement, on a D(R?) ¢ S(RY) c E(RY).
q 4d

Deuxiémement, soient ai,...,aq € Ry, ¢ € N? et o(z) = xft-xl
g€ SRY) et e ol ¢ SRY).

—awc%—-n—adacz

e Donc

Remarque 6.2 : (i) Si ¢ € S(R?), alors pour tout g € N% : 29p € S(RY).
(i) Si ¢ € S(R?Y), alors pour tout p e N : DPp € S(R?).

(iii) Pour m,k € N et ¢ € £(RY), on pose

k
el m = sup sup (1+[lzlly )" [DPp(x)].
2€RT [p|<m

On a ¢ € S(RY) si et seulement si pour tous k,m € N : el g, < 00

Définition 6.3 (Convergence dans S(R?)) : Soit (¢,), une suite dans S(R?). On dit
que (@n)n converge dans S(RY) vers une fonction ¢ € S(R?) si pour tous k,m € N :

n—o0

len = ¢l —0.

Théoréme 6.4 : D(R?) est un sous-espace dense de S(RY), ¢’est-a-dire pour toute ¢ € S(R?)
il existe une suite (¢n)n, C D(RY) telle que @, — ¢ dans S(R?).

Démonstration. Soit x € D(R?) avec y =1 sur B(0,1). On pose Vn € N* : y,(z) = xX(5).
On a
e VneN: x, € D(RY)

e VneN": x,—1=0 sur B(0,n)

e sup sup |Dxy(x)| < sup |DPx(x)|.
n  gcRd z€R4
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Soit ¢ € S(RY). Posons ¢, = xnp. Alors pour tout n: ¢, € D(R?). Montrons que ¢, — ¢
dans S(R?) :

DP(SO - @n) = Z (p> Dp_q(l - Xn)Dq(p'

q
lal<|p|

Ona 1—x,=0 sur B(0,n). Donc

k
I = @nllpn = sup sup (1+ [lzlly)" [DP(e — ¢n)(2)]
|p|<m zeRd

n—o0

k
<csup sup (L+[lefly)" D7) 222 0 =
[p|<m ||z|,,2n

6.2. Distributions tempérées
Soit T : S(RY) — C, ¢+ (T, ).

Définition 6.5 : On dit que T est continue (pour la topologie associé a la semi norme 1 m)
n—o0

si pour toute suite (¢n)n C S(RY) qui converge vers zéro dans S(R%), on a (T, @) == 0.

On note par S'(RY) l’ensemble des formes linéaires continues sur S(R?) (au sens ci-dessus).

Proposition 6.6 : Soit T : S(RY) — C une application linéaire. Alors T est continue si

Je>0 3k €N ImeN tels que Vo € S(RY) + (T, 0)] < cllelm-

Démonstration. Si la condition est satisfaite, alors T' est evidemment continue.

Supposons alors que la condition ne soit pas satisfaite. Donc pour tout n, il existe ¢, € S(Rd)
telle que [(T,¢n)| >n HgoHnn

On pose 9, = _Pn e S(R%). Donc on a pour tous k,m € N :
n el
1ll¥ 1
[l = 2 Wnllen 1 nooo,
nlenlly, —
pour n assez grand. Donc (¢,) ——=% 0 dans S(R?). D’autre coté [(T,10,)| > 1 et donc T
n’est pas continue. O

Remarque 6.7 : Soit T € S'(RY). Alors T = TV|D(Rd) e D'(RY).

Démonstration. Soit (¢n), C D(RY) avec ¢, — 0 dans D(RY). Alors, il existe K tel que
supp pn, C K et pour tout p € N DPy, 272 0 uniformément. On a

k k
sup (1+ [[z]ly)" [DPpn(x)| = sup (14 [|z[ly )" [ DPn(x)| < csup [DPp(x)| 2= 0,
z€R4 zeK zeK
ot (@n)n =250 dans S(RY) et (T, ) = (T, ¢n) ——2% 0. O
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Définition 6.8 : On dit qu'une distribution 7' € D'(RY) est une distribution tempérée si elle
est la restriction a D(RY) d’un élément T € S'(RY).

Corollaire 6.9 : Soit T € D'(RY). Alors T est une distribution tempérée si et seulement s'ils
existent ¢ >0, ke N, m € N tels que pour toute ¢ € D(RY) : |(T,¢)| < cllellm -

Démonstration. Si T est une distribution tempéreée, il existe T € S(RY) telle que T = T‘D(Rd)
et donc la propriété decoule de la proposition précédente (6.6).

Si la propriété est satisfaite et ¢ € S(RY), alors il existe (@n)n C D(RY) telle que @, — ¢
dans S(R?). On a

(T on) = (T on)| = (T on — on)| < ¢llon = onllg m

et il s’ensuit que ((T,@n))n est une suite de Cauchy et donc converge dans C. On note
(T, ) == lim (T, pn).
n—oo

On vérifie que (T, @) ne dépend pas de (p,) et

n—oo

(T, on)| < cllenllym —— KT )| < cllellgm -

Alors T € S'(RY) et on a f‘D(Rd) =T.

S'(R%) s'injecte dans D'(R?) et on peut identifier S'(R%) avec I'espace des distributions tem-

pérées sur R? en identifiant T avec f‘D(Rd)' O

Remarque 6.10 : (i) Une distribution 7' € D'(RY) a support compact est une distribution
tempérées.

(i) On a D(RY) c S(RY) c £(RY) = &'(RY) c S'(RY) ¢ D'(RY).

|/ ()]
(1 + [ll5)*

(iv) Soit 0 <7 < +oo. Alors LI _(RY) s’injecte dans S'(R%).

(iii) Soit f € Li.(R?) telle que / dx < co avec k € N. Alors [f] € S'(RY).

Démonstration. (i) Soit T € Sl(Rd) et soit K un compact tel que suppT C K°. Ils existent
m e N? 3¢ > 0 tels que pour toute ¢ € D(RY) :

(T, )| < c sup sup |DPo(z)| < cll¢llom - (cf. proposition 4.43)
lp|<m z€K 7

D’aprés le corollaire 6.9, T' est une distribution tempérée.
(ii) On a d’aprés le premier item &'(RY) ¢ S'(RY).
(iii) Soit ¢ € D(RY). Alors

()l = ' [ @

o[ @l
ou ¢ /(1+||$||2)k < 0.

k
<esup (14 [zlly)" [p(2)] < cllello
rER4
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(iv) Soit f e LI .(R%). Pour 1 <7 < oo, ona

1
T

/(1|—{Hx\ </ 7z |dX>i</Rd(1+lllﬂc!)d’"’dx>r

1
(1 flf)

ol %—i— 7—1, = 1. On a de plus d < dr’ et donc / dx < oo. D’apreés le

troisiéme item, on obtient [f] € S'(RY).

Proposition 6.11 : Soit T € S'(R%). Alors
(i) Pour tout a € N : 2°T € S'(R%).
(ii) Pour tout e N : DPT e §'(RY).
Démonstration. Soit T € S’(Rd). Alors ils existent ¢ > 0, k € N, m € N tels que pour toute
b € DRY) = (T, 9) < cll¥llm-
(i) Avec % : x+— z%(x), on a
(2T, )| = (T, 2%¢)| < cllz®elly m,

k
< ¢ sup sup (1+ [lz]|)" [DP(z%p)(x)|
[p|<m zeRd

< sup sup (1+ |z||)
lpl<m z€R?

k-i—oz (x)

car |zt 2t < (L4 =)t Alors 2T € S'(RY).
(i)
‘(DET ‘_‘ |5|<T DB >‘

<c HD’B(,OH = sup sup (1 + ||z )k ‘DPJF’BSO(QU)‘
|p|<m z€R4

< cllellymeis

dot DPT e 8'(RY). O

Remarque 6.12 : Afin de montrer la derniére proposition, on peut aussi remarquer que si
on 22250 € S(RY), alors 2%, — 0 € S(RY) et DAy, — 0 € S(RY).

6.3. Transformation de Fourier

6.3.1. Rappel : Transformation de Fourier dans L} (R?)

Soit f € Ll(Rd). La transformée de Fourier de f est définie sur R? par

fy=F(p) = | faermrax= | pajemtan g s,
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On a les propriétés suivantes :
(1) Soit f e LY(R%). Alors

(i) f est continue et |f] < 1l ey -

7 [[w]| =00

(i) f(w) ——=0 (Propriété de Riemann-Lebesgue)
(iii) Théoréme d’inversion: Si fe Ll(Rd), alors on a presque partout
@) = gz [, Fw)e=
(2m)d '

(iv) La transformée de Fourier est unique: Si f: 0, alors f=0.

(2) Soient f, g€ LY(R?). Alors

J/c\(m)g(@ dx = f(z)g(x) dx. (Théoréme de transfert)
Rd

(3) Soit f e LY(RY).
Si VpeN% |p| <m : 2Pf € LYRY), alors f e C™RY) et DPF(f) = F ((—iz)Pf).
(4) Si feC™RY) avec DPf e LYRY) pour tout p € N, |p| <m, alors DPf = (iw)’f.

Produit de convolution : Soient f,g € L'(R?%). Alors

(o)) = [ fa—natdy = | fgta -

(f % g)(x) existe pour presque tout = et on a f* g € LI(R?), m = f g et

I|f QHLI(Rd) < HfHLl(Rd) HgHLl(Rd) :

6.3.2. Rappel : Transformation de Fourier dans L (R%)

Soit f € L2(R%). On pose fi = 1_j paf. Alors

~

Fi(w) = /[k J@eas.

~

(fk)k converge pour a norme |||, vers une fonction de L?*(R?) qu’on notera f ou F(f).

De plus, on pose
1

Fol@) = g /{W Fla)ei™ dvw

(fi)x converge dans L2(R%) vers une fonction qu’on notera F~'(f).
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Théoréme 6.13 (Formule de Plancherel) : La transformation de Fourier sur L*(R%) est
une transformation unitaire a une constante prés. On a pour toute f € LQ(Rd) :

1F1le2(ray = (20)% | £l (gay

et

L 1’2X: A.’I)2X
i [ f@Pax= [ [f@)ax.

L’application réciproque de F et F~' et on a FYF(f) = FF(f).

6.3.3. Transformation de Fourier dans S(R?)

Théoréme 6.14 : La transformation de Fourier est un isomorphisme de S(R?) dont I’appli-
cation réciproque est F 1.

Démonstration. Soit ¢ € S(RY) et soit p, ¢ € N%. On a

Lol — ol
iw)? 8wf = (lw)!(—iz)Pp = Hpa (1 )
Il suit que
ol olal .
sup wqu(w) < sup %((—Z@p@)(w)
9ldl .
< @((—W)p@)
L1(R9)
oldl _
S/ Dd (—iz)Pp) (x)| dx
1 dy1| 0l
(J (1+||||)d> B

< cste - sup (1 + ||zl )d+1+|p| |Dip(z)|
Ip|<lql|

< cste - H‘PHdJrlHPHQ\

Donc @ € S(RY). De plus, si (¢,) — 0 € S(RY), ona ($,) — 0 € S(RY). Alors F est

continue.
De méme, on obtient pour toute ¢ € S(RY) : Fly € S(R?) et F~! est continue.

Puisque F 'y est intégrable, on a ¢ = F '@ presque partout. Comme ¢ est F~ '@ sont
continues, on a ¢ = F1@. Donc, il suit que F1F = FF 1 =1Id sur S(RY). O
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6.3.4. Transformation de Fourier dans S'(R%)
La formule de transfert

@@ = [ @i i o € LI (RY)
suggére la définition suivante.

Définition 6.15 : Soit T € S'(R?). La transformée de Fourier F(T) est définie pour toute
p € D(RY) par (F(T),) := (T, F(p)).

On définit de méme F~1(T) par (F~H(T), ) := (T, F1(p)).
Remarque 6.16 : (i) Cette définition a bien un sens car pour toute ¢ € D(RY), on a que
F(p) € SRY) et F(p) € S(RY).2
(i) Si feLY(RY) ou fe L*RY), alors

(FLf)0) = (), F(o)) = / F(2)3() dx = / F)e(@) = (F(). ¢,

dou F[f] = [F(f)]-
La transformation de Fourier dans S’(R%) prolonge la transformation de Fourier dans L!'(R%)

et L2(RY).

Théoréme 6.17 : La transformation de Fourier F est un homéomorphisme de S'(RY) dans
Iui-méme dont Iapplication réciproque est F 1.

Démonstration. Soient T € S'(RY) et ¢, — ¢ dans S(RY). On a déja montré dans le théo-
réme 6.14 que F(pn) — F(p) dans S(RY). Alors

(F(T), pn) = (T, F(¢n)) R (T, F(p)) = (F(T), %),
d'ou F(T) € S'(RY).
On a de méme F1(T) € S'(RY). Tl s’ensuit
(FFUT), ) = (T, FF}(g)) = (T, ¢)

et donc FF YT)=T et de méme F 'F(T)=T.

Si T, — T dans S'(RY), cest-a-dire (T),,¢) — (T,¢) pour toute ¢ € S(R?), alors
(F(Tn), ) = (F(T), ). ]

Exeaple: o (F(o). ) = (0. F(0)) = F)O0) = [ pl@)dx= ((1].¢)

e De méme, on a [F(6,)] = [fa] ot fo(w) = e @,

24¢f. le théoréeme 6.14
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e Avec peN¢ ona
(F(D60), ) = (Do), F() = (=DM (6o, DPF ()
= ()P0, F((-iz)0))
— [Goret) dx =[]0

Exercice :  F () = ?

6.3.5. Transformation de Fourier des distributions a support compact

Définition 6.18 : Soit f une fonction continue sur R%. On dira que f est & croissance lente
$ils existent ¢ >0 3k € N tels que |f(z)] <e(1+ HxHQ)k

Théoréme 6.19 : Soit T une distribution & support compact, c’est-a-dire T' € El(Rd). On
a F(T) = [fr] ou fr(w) = (T(x),e”™"). La fonction fr est de classe C™ et elle est a
croissance lente ainsi que toutes ses dérivées.

Démonstration. D’abord, remarquons que fr est bien définie car T' € E'(RY) et la fonction
T e T est dans E(RY).

Soit ¢ € D(R?). On a

et fr(z) = (T(w),e %) = (T(w), y(w)e ™) ou v € D(RY) avec v = 1 sur un voisinage
de suppT.

Soit maintenant 7 > 0 et & € D(R?) avec § = 1 sur B(0,r). On a
8(x) fr(z) = (T(w), d(z)y(w)e ™).
La fonction (z,w) — 8(z)y(w)e @™ € D(R? x RY). D’aprés la proposition 5.2, on a

olp| olpl »
SfreC® et oo(0fr) = (T(w). 5o (3@)y(@e ™).

Comme ¢ = 1 sur B(0,r), onobtient 0 fpr = fp sur B(0,r). Donc fr € C*(B(0,r)). Comme
T e 5'(Rd), ils existe un compact K et m € N tels que

(T, 9)] < ¢ sup sup |[DP(z)] .

[p|<m z€K
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Finalement, on obtient

, olp! .
|fr(z)] = [(T(w),e™™™)| < ¢ sup sup |7— (e7)
pl<m vk | OWP
< ¢ sup sup |(—iz)Pe™| < (1 +|z],)"
lp|<m z€K
On montre de méme que les dérivées de fr sont & croissance lente. O

Proposition 6.20 : Soient Ti,T; € £'(RY) deux distributions a support compact. Alors
F(Ty *T) = F(Th) - F(Tz) au sens des fonctions.

Démonstration. T1 T est une distribution a support compact. D’aprés le théoréme précédent
(6.19), on a

F(Th +Ta) = [f] ou f(w) = (T} x Tp)(z), e~ =v)
(Th(u) @ Ta(v), y1(u)y2 (v)efi(U+v)-w>

= (T (), 71 (w)e™ ") (T2 (0), 32 (v)e ™)

= fr(w) fr,(w)
avec 1, 72 € D(Rd) ou -1 =1 sur un voisinage de supp 77 et 2 = 1 sur un voisinage de
supp 15.

Alors, on a d’apres le théoréme précédent (6.19) que F(T1) = [fr,] et F(T2) = [fn,] et donc
[frim] = [fr fr). O

Proposition 6.21 : Soient T € £'(RY) et S € S'(RY). Alors T+ S € S'(RY) et on a
F(TxS)= frF(S) ou fr(w)= (T(x),e ™").

Démonstration. Car fr € E(RY), fpF(S) est bien définie comme produit d’une distribution
et d’une fonction de classe C*°.
On laisse T * S € S'(R?) comme exercice.
(F(T%S5),0) =(T*5,0) = (5y), (T(x), oz +y)))
On a que

(T(x),p(x +y)) = 0y x T, ) = (F(6y * T), )
= ([w = e ¥V fp(w)], @) (d’apres la proposition 6.20)

- /R e fr(w)p(w) dw
= fre(y)
et donc il s’ensuit
F(T+8) = (S, fro) = (F(S), fro) = (frF(S), ).
D’ou le résultat. O
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6.4. Solutions fondamentales tempérées d'un opérateur différentiel

Soit P(D) = Z ap,DP un opérateur differentiel & coefficients constants.
lp|<m

Supposons que P(D) admette une solution fondamentale E € S'(R?). Donc, P(D)E = d.
(F(P(D)E), ) = (P(D)E, F(¢))
= (B, Y (-1)Vla,F((~iz)"0))

et donc P(iz)F(E) = 1.
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7. Espace de Sobolev

Introduction

Définition 7.1 : Soit © € R? un ouvert et m € N. L’espace de Sobolev H™ () est défini par

H™(Q) = {fELQ(Q), ¥p e N [p| <m DpfeLz(Q)}.

Remarque 7.2 : DPf est la dérivation au sens de distribution lorsqu’on identifie f et [f],
cest-a-dire DPf € L2(Q) : DPf =[g] ou g€ L?(Q).

Pour f,g € H™(Q2), on pose

(f,9)um() = Y_ (D"f, DPg)i2q)

[p|<m

olt (-,-)r2(q) est le produit scalaire dans L2(Q), c’est-a-dire (fs 9120 = /f(:c)g(a:) dx
Q
pour f,g € L3(Q).

) Yym est un produit scalaire sur H™(€2) et on définit par
<7 >’H () P p

N |=

1 Fllameey = | D IDPFll20

Ip|<m

une norme sur H™(Q).

Proposition 7.3 : H™(Q) muni de la norme ||-||3mq) est complet et donc un espace de
Hilbert.

Démonstration. Soit (f,), une suite de Cauchy dans H™(Q). Pour tout p € N, [p| < m,
on a

HDpfn - DpmeLQ(Q) < an ’ meHm(Q) :

Donc (DPf,), est une suite de Cauchy dans L2(Q). Or, L*(Q) est complet, donc il existe

gp € L7(Q) tel que [|DPfr = gpllp2(g) > 0.

Soit f=go. Onaque f, — f dans L*(Q) et il suit que [f,] — [f] dans D'(Q). En effet,
on a pour toute ¢ € D(N) :

(= 11l =| [ (o) = S0t x

Donc f, — f dans D'() et il s’ensuit que DPf, — DPf dans D'(Q).

n—oo

< e = fliez) lellz@ — 0

D’autre part, on a que DFf, — g, dans L%(Q) et alors DFf, — g, dans D'(Q), d’ou
DPf =g, Alors fe #H™(Q). Finalement

1= Fl3mey = D D" fn = DPflItay = Y ID"fn = gpllizq) “— 0.
(@)

Ip|<m lp|<m
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Dot fn, — f pour la norme ||:l3mq - -

Remarque 7.4 : Soit » > 1. On définit
Wr(Q) = {f e L'(Q), VpeN? |p|<m: DPfelL’(Q)}.

W™(Q) muni de la norme

[ fllyym.r == (Z Dpfir(m)

Ip|<m

est complet et donc un espace de Banach.  De plus, W™2(Q) = H™(Q).

Cas ou ) =R¢
Proposition 7.5 : Soit m € N. On a
H™(RY) = {T e S'(RY), wPF(T) € LQ(Rd)}
—{res®), (1+|w})*FT) e LARY}.

De plus, on a

ey = g L, (1 Tl IF () )

Démonstration. Soit f € H™(R?).
Ona feS'(RY etdonc DPf e L3(RY). Alors F(DPf) € L2(RY) et (iw)PF(f) € L*(RY).
Soient f,g € H™(R?). On a

(£, gmmay =Y (DPf, DPg)ia(may = (271r)d > (F(DPf), F(DPg))12ray

Ip|<m

1

= @t 2 P F), () Flg)a

[pI<m

1

g X [0 F @G dw

[p|<m

=y (Z w?p) F()(w)Flg)(w) dw

Ip|<m
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Or, on a par récurrence que Z w? = (1+ [wll3 )"
[p|<m

(1 + l[wll3) " F(f) (w)F(g) (w) dw

™o
N | =
=
S—

= (f, @) pmmra) = iy

1+ [wll3)™ |F(F) (w)]* dw

Il
™o
N | =
=
\

R
e [+ )

I3

2
F(Hw)]

L2Rd

Soit maintenant T € S'(R?) avec wPF(T) € L?(Q) pour tout p € N¢, |p| < m. Donc

(iw)’F(T) = F(D’T) = DP = F ' (F(DP(T))) € L*(R%)
€L2(R%)

et alors T € H™(R?). O
Définition 7.6 : Soit s € R% On définit #5(RY) par
HRY = {T e S®Y, (1+ull})F(T) e L@}
Pour T,S € H*(R%). On pose
(T S)een) = gz [, (1 [l ) ) FEw)
et

F(T)(w)FS) )| dw.

2 _ 1 2\s
I ey = gz [, |1+ 1)

Proposition 7.7 : H*(R?) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Utiliser le fait que L*(RY) est complet. O

Remarque 7.8 : Lorsque s =m € N, 'espace H™(R?) défini au debut du chapitre (définition
7.1) coincide avec H*(R?) obtenu ci-dessus (définition 7.6).

Proposition 7.9 : Soient s,t € R.
(i) Si s <t,alors H' (R?) c H¥(RY) et 17135 ray < 1T [logt ey pour tout T € HE(RY).
(i) Vs >0 : H*(RY) c L2(RY) ¢ H5(RY)

(iii) S(R?) est dense dans H*(R?).

(iv) L’opérateur de dérivation DP est continu de H*(R?) dans H*~PI(R%).
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(v) Pour T € H*(RY), on définit
Ly : HRY) = C

1 -
S W/Rd F(S)(w)F(T)(w)dw .

Alors, Papplication L : T +— Lp est un isomorphisme anti-linéaire isométrique de
H*(RY) dans (H®)'.

Démonstration. (i) ITmmédiat.
(ii) Découle de (i) et du fait que H(R?) = L2(RY).
(iii) On sait que D(RY) est dense dans L2(R?). Soit T € H*(RY).
On pose g = (1+ Hng)%}"(T) € L2(R?). Par densité, il existe (gn)n € D(R?) telle
que ||gn — gllpe =% 0. De plus, on a (1+ [ wl|3 )7% e D(RY). On pose

fo=F((1+ wl) o) € S®?

ce qui est bien définie car F est un isomorphisme de S (]Rd) dans lui-méme. Donc, on
obtient

=Tl = g [, (1 1013) 17 0) = F () )P

1 S _3 _s 2
:W/Rd (14 lwl2)* (1 + [[w]|2) "2 gn(w) — (1 + [[w]|?) gg(w)‘ dw
1 n
= W lgn — 9”%,2(1[@) 7%

pour tout n, f, € S(RY). Donc S(R?) est dense dans H*(R%).
(iv) Soit p e N¢ et T € #*(RY). On a
(14 wll3)* F(T) € L2 ®RY) et F(D'T) = (iw)" F(T).

Alors

s—|p| s—|pl

(1 lwl3) * FOT) )| = | (1+ lwl3)

(iw)" F(T) (w)|

s—|p|

<|(1+lwl3) * F@)w)

d’ott [[DP(T)|lygs-1vlmay < 11T 345 may -
(v) D’apres le théoréme de représentation de Riesz (4.15), 'application
A HA(RY) = (HERY)
T — Ar ou Ar 1 HY(RY) = C
S — <S, T>'HS(Rd)
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est un isomorphisme anti-lincaire de H*(R%) dans (H*(R%))".
Or, l’application
A HR)SHOERY)  avee  ToF (14 |yw||§)5f(T))
est un isomorphisme isométrique. (Exercice)
On a
F(1+l3) 7)) =T = (1+1wl) FT) = F(T)
= F(1) = (1+wlf) " F(@)
= T =r"! <(1 + kug)_sf(f))
Finalement, pour toute T € H_S(Rd), on obtient

An-1(1)(5) < “HT))ags (ra)

1+ Hsz CF(S) () FATIT) (w) dw

d

d

L wl2)” FS) ) (1+ o)) F T w) dw

d

%\%\%\

F(S)(w)F(T)(w) dw

d

Q.

Théoréme d’injection de Sobolev

Pour k € N, on pose

BERY) = {f € C*(RY), vpe N, |p| <k : D'feCo(Rh)}

ot Co(RY) = {gEC(]Rd) lim g(z) = o}.

[l]| =00

Théoréme 7.10 : Soit k € N et s > %—i— k. H*(RY) s’injecte continiment dans Bf(RY).
On a précisément : Pour toute f € H*(RY), il existe f € BE(R?) telle que f = fy presque
partout.

De plus, il existe une constante C(d, k, s) telle que

sup sup |D? fo(x)| < C(d, k, s) Hf“HS(Rd) :
Ip|<k z€Rd

Démonstration. Soit p € N et f € H*(RY). On a

|2l El
F(DP f(w)) = iPlwlP F(f)(w) = ———— (14 w|2)* F(f)(w)
(1+ [w]2)? ( )
L2(R%)
€L1(R4)
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1Pl qplpl
et LQE e LY(R?) parce que
(1 + fwllz )
il [P 1+ w]2)”
| < s < 7% €L'RY
1+ Jw2)?] — @+ lwlz)” ™ 1+ w]?)

car |p| <k et d < 2(s—k) par hypothése. On obtient F(DPf(w)) € LY(R?).
Maintenant, on a aussi

(2717)d /R M E(DPf) () d

€Co(RY)

DPf(x) = F~H(F(DPf))(x) =

presque partout par Riemann-Lebesgue.??

Soit fo = F L(F(f)), dou f = fy presque partout. Donc
1 -
fo(x)zw/Rdew F(F)(w) dw.

Puisque pour tout p € N, [p| <k, on a /|wp]-'(f)(w)| dw < 400, il gensuit fo € CF(RY).

D’ou

Do) = 5z [ (e () )

1 wp 2 =
< - (1+Hw|| )2]-"(f) (Cauchy-Schwarz)
d s 2
o @+ 1wl3)? [l 2gga H L2(R)
1
<l Wl m
(T+fwlz) * lleway
=C(d,k,s)

%5¢f. paragraphe 6.3.1
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A. Résumeé

A.1. Chapitre 1
I. Opérateurs inversible

Soit X un espace de Banach sur K € {R,C}. On note par Inv(£(X)) l’ensemble des éléments
inversible de L£(X).

Lemme : Soit T € L(X). Si |T|| <1, alors I —T est inversible et (I —T)"" = ZTk.
k>0

Proposition : (1) Soit T € Inv(L(X)). Alors B(T,ﬁ) C Inv(£(X)) ou B(T,”;TH)

est la boule dans £(X) de centre T et de rayon ﬁ

En particulier, Inv(£(X)) est un ouvert.
(2) Lapplication T — T~ est continue sur Inv(L£(X)).
Il. Spectre et Résolvante

Définition : Soit T € L(X).
(1) L’ensemble p(T') := {\ € K, A\I — T est inversible} est appelé ensemble résolvant de 7.
(2) Lensemble o(T) =K\ p(T) est appelé le spectre de T
(3) On dit A € K est une valeur propre de T s’il existe z € X, z #0 tel que Tz = Az.

Remarque : On a o,(T) C o(T). Si X est de dimension finie, alors o,(T) = o(T).
Proposition : Soit T € L(X). Alors o(T) est compact et o(T) C{Ae K : |X <|T]}.

Définition : Soit T € £(X). L'application A\ — Ry(T) := (\[ —T)™!, definie sur p(7T),
est appelé la résolvante de 7.

Proposition : Soit T € L(X). Pour A\, p€ p(T), ona Ry(T)R,(T) = R, (T)Rx\(T) et on
a la formule de la résolvante :

RA(T) = Ru(T) = (= A)Ru(T)RA(T).
Proposition : Soit T € L£(X). L’application X — R)\(T') est analytique sur p(T).

Théoréme : Lorsque K=C : o(T) est non vide.
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I1l. Rayon spectral

Définition : Soit T € L(X). Si o(T) est non vide, on pose r(T) = sup{|\|, A € o(T)}.
On appelle r(T') le rayon spectral de 7.

Remarque : Comme o(7T') est compact, on peut remplacer le sup dans la définition de r(7")
par max. Notons o(T) # () lorsque K= C.

1 1
Théoréme : On a, que la limite lim ||T"||» existe et elle est égale & inf | T"|| .
n— 00 n>1

Lorsque K=C, ona r(T)= lim ||Tn||%
n—oo

IV. Valeurs propres approchés

Définition : Soit T € L(X) et A € K. On dit que A est une valeur propre approchée de T
¢'il existe une suite (z,) C X avec ||z,| =1 telle que [Tz, — Ay ~—= 0. On note par

0ap(T) T'ensemble des valeurs propres approchées de T

Remarque : On a que 0,(T) C 0qp(T). De plus
ANgo(T) — ”iﬂlfl [Tz —Az|| >0 <= I >0Vere X : ||[Tz—Az|| >d]z].
xll=
Proposition : Soit T € L(X). Alors 0qy(T) est un fermé et oq,(T) C o(T).

Théoréme : On a 00(T) C 04y(T), ot do(T) est le bord de o(T).

V. L’'adjoint d’un opérateur; Opérateurs autoadjoints

Soit H un espace de Hibert et T € L£(X). Soit T lopérateur adjoint de T' ce qui est défini
par la formule Va,y € H : (Tz,y) = (x, T"y).

Proposition : Soit L(H). On a kerT* = Im(T)* et ImT = (kerT*)*. De plus T est
inversible si et seulement si T I'est aussi.

Corollaire : Soit T € L(H). Alors o(T) ={\ A€ o(T)} et Rx(T*) = R\(T)".

Lemme : Soit X un espace de Banach et T € L(X). Les assertions sont équivalentes :

(1) 1l existe § >0 tel que pour tout x € X : ||[Tz| > 4§ |z].

(2) ker(T') = {0} et ImT est fermé.

Théoréme : Soit T € L(H) autoadjoint, c’est-a-dire T =T*. Alors o(T) C [m, M], ou
m = inf{(Tz,x), x € H, ||z|| =1} et M =sup{(T'z,z), z € H, ||z| = 1}.

89



Analyse spectrale et distributions B. Exercices

B. Exercices

B.1. Feuillen® 1

Exercice B.1 : (1) Soit T un opérateur borné agissant sur un espace de Banach X.

Démontrer que pour tout |\ > ||T]|, on a

1

A =T)7!| < =T

(2) Soit S un autre opérateur borné sur X. On suppose que X\ € p(S) N p(T). Montrer que

A=) t—A=8t=A-T)" YT -8 (A-=5)"L.

Exercice B.2 : Soit X := (N muni de la norme ||||,. Soit f € X. On définit I'opérateur
de shift a gauche par

(Tgf)(k) = fk+1), pour tout k € N

et Popérateur de shift & droite par

(taf)(k) == f(k—1), pour tout k € N* et (taf)(0) = 0.
(1) Montrer que ||74|| = ||7al| = 1.
(2) Déduire que X € p(74) N p(14), si |A| > 1.

(3) Trouver les valeurs propres de 1, et de 74.

(4) Montrer que o(1y) = B(0,1) et que o(rq) = {0}.
(5) Mémes questions pour X = (P(N), avec p € [1,00].

Exercice B.3 : Soit X = C([0,1],R) muni de la norme infini. Soit f € C([0,1],R) et pour
tout g € X, on définit Popérateur de multiplication par f : (Trg)(x) := f(x)g(z).

(1) Montrer que Ty est un opérateur borné et calculer sa norme.

(2) Déduire que si |\ > || f]] alors X\ € p(Ty).

o0 !

(3) Montrer que X est une valeur propre de Ty si et seulement si f~'({\}) est d’intérieur
non vide.

4) Montrer que A dans le spectre approché de Ty si et seulement si f~1({\}) est non vide.
f

Exercice B.4 : Soient E et F' deux espace métriques et (f,) une suite de fonctions continues
uniformément convergentes vers f. Montrer que {f, n € N} est équicontinue.
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