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Aufgabe 1[aus der Vorlesung]

Gegeben sei ein Kettenkomplex (C,,, 0,) freier abelscher Gruppen: 0, : C,, — C,41. Bezeichne
Zn = Kerd, und B,, = Im0,,_1. Betrachte die kurze exakte Sequenz 0 — Z,, — C,, — B,,_1 der
Kettenkomplexe, wobei die erste Abbildung durch die Inklusion und die zweite durch 9, gegeben
wird. Betrachte das Dual 0 «— Z} «— C"™ «— B} « 0 wobei wir mit A* := Hom(A;G) und
mit C" := Hom(C); G) bezeichnen. Das ist wieder eine kurze exakte Sequenz (warum?). Zeigen
Sie, dass der Verbindungshomomorphismus der zugehotrigen langen exakten Sequenz durch die
Einschrénkungsabbildung B} «— Z* gegeben ist, d.h. dem Dual der Inklusion.

Aufgabe 2

Wir definieren das Tensorprodukt iiber einem abelschen Ring mit 1, M®gN , zweier R-Module M, N
wie folgt: Sei RIMXN) := {f : MxN — R | |f~1(R\{0}| < oo} der von der Menge MxN frei erzeug-
te R-Modul. Bezeichne 0,, ,, das Element darin, dass (m,n) € MxN entspricht, d.h. 6, »(z,y) =1
fiir (z,y) = (m,n) und 0 sonst. Sei nun mit Tr(M, N) das Untermodul von R(MxN) bezeichnet,
dass erzeugt wird durch die Teilmenge {(dm+m’.n—0m.n—0m'n); Om.mntn —Omn—0mn’); (Ormn—
0mn); Omrn—"0mn) | m,m' € M,n,n’ € N,r € R}. Dann sei M®gN := R(MxN)/Tr(M,N).

Zeigen Sie folgende Eigenschaften:

(1) (MOM') xgp N 2 MQrN & M'@rN

(2) Sei f: MxN — W eine R-bilineare Abbildung. Dann gibt es genau eine R-lineare Abbildung
f' i M®rN — W, sodass f'o(plyxn) = f wobei p: R(MxN) — M®gN die natiirliche Projektion
bezeichne.

(3) M®pgN ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt durch die Eigenschaft (2).

(4) (M®pN)®orK = M@r(NQRrK).

(5) M@rR = M, M®g0 = 0, wobei 0 das triviale R-Modul bezeichne.

Berechnen Sie:

(5) Z/mZ @z Z/nZ,
(6) Z/2Z ®27,42 7/ 2Z,
(7) Q®z Z/mZ.

Bitte wenden...



Aufgabe 3

(1) Sei0 - A — B — C — 0 eine kurze exakte Sequenz von freien (d.h. frei erzeugten) abel-
schen Gruppen und G eine beliebige abelsche Gruppe. Zeigen Sie, dass dann 0 «— Hom(A4,G) «—
Hom(B,G) «— Hom(C, @) < 0 ebenfalls eine kurze exakte Sequenz ist. Zusatz: Zeigen Sie dasselbe
fir0 = A®G—-BG—-C®G —0.

(2) Zeigen Sie weiterhin: Ist A — B — C — 0 exakt und A, B freie abelsche Gruppen, so sind
Hom(A,G) — Hom(B,G) — Hom(C,G) —0und AQ G — B®G — C®G — 0 exakt.

(3) Zeigen Sie: Jede abelsche Gruppe C besitzt eine freie Auflosung 0 — F, — F; — C — 0.

Definieren jetzt Fxt(C; G) := Coker(Hom(A,G) «— Hom(B,G)) und Tor(C,G) := Ker(AQG —
B®G).

Zeigen Sie:
( ) Tor(A,B) 2 Tor(B, A),
(©idi, B) = &;Tor(A;, B),
Tor(A, B) =0, falls A oder B torsionsfrei,
Tor(A,B) =Tor(T(A), B), mit T(A) C A die Torsionsuntergruppe von A,
Tor(Z/nZ A) = Ker(a € A—na € A),
Ist 0 = A — B — C — 0 exakt, so gibt es eine lange exakte Sequenz 0 — Tor(A,G) —
Tor(B,G) = Tor(C,G) = A®G—-BG—-C®G— 0.

Berechnen Sie:
(10) Tor(Z/mZ;Z/nZ),
(11) Ext(Q;Z).



