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Kapitel 1

Diffusionsgleichung

Vorlesung am 15.10.2008

Gegeben sind:

1.1

Medium Q =)0, L[

Zeitintervall [0,T]
Diffusionskoeffizient k > 0
Anfangsbedingungen ug € L£2(Q)
Randbedingungen, z.B.

— Dirichlet: Vt € [0,T] : u(0,t) =0 =u(L
— Neumann: ¥Vt € [0,T] : %(O,t =0=24(L)

Mathematisches Modell

Definition (L&sung eines Diffusions- Anfangswertproblems)
Eine Funktion u : Q x [0, 7] — R heiit Lisung des Diffusions- Anfangswertproblems, wenn:

1.

2.
3.

Die Ableitungen u; und u,, existieren fiir fast alle Argumente in @ = Qx]0,T|. Fiir jedes
dieser Argumente gilt u; = Kz,

Die Anfangsbedingung u(z,0) = uo(z) gilt fiir fast alle z € Q.
Die Randbedingung gilt fiir fast alle ¢ €]0, T'.

Bemerkung

1.

Konsistente Anfangs- und Randbedingungen ermdglichen glatte Losungen, z.B. ug glatt mit
u0(0,0) = 0 = ug(L,0). Dies ist im Einzelfall zu priifen.
Es gilt das Maximumsprinzip:

u nimmt das Maximum (oder Minimum) auf 9@ an.

Fourierzerlegung der Anfangsdaten:

Das Losen der Probleme mit den Randwerten ug(x) = sin (%x) bzw. ug(z) = cos (E2x)

erlaubt eine Reihendarstellung der Losung w.
7



1.2. DIFFERENZENQUOTIENTEN KAPITEL 1. DIFFUSIONSGLEICHUNG

1.2 Differenzenquotienten

Aus der Taylorentwicklung fiir ein Zeitinkrement 0 < At < 1

(At)?
u(z, t + At) = u(z, t) + Atug(z, t) + 5 uge(z,t) + ...
folgt die Darstellung durch Vorwdrtsdifferenzen:
u(z,t+ At) —u(z,t) At At)?
’U,t(l‘,t): ( Ai ( ) —7utt(x,t)— ( 6) uttt(x,t)—...

Analog erhalten wir mittels zentraler Differenzen im Ort fiir ein Ortsinkrement 0 < Az < 1:

oz + A, t) — 2u(z,t) + u(z — Az,t)  (Az)?
Uz (T, 1) = (Ax)? 1 Upgoa(T,t) + O ((Ax)4)

Aus u; = Kug, folgt an der Stelle (x,t) fiir eine exakte Losung w:

u(z,t + At) —u(z,t)  k(u(x + Az, t) — 2u(x,t) + u(x — Az, t))

At (At)?
Atug(x, t) n (At)2ugge (0, t) B K(AT) Upzrr (2, 1)
2 6 12

+0((Az)* + (At)?)

Eine Approximation U wird durch die Differenzengleichung

Ulz,t +At) —U(x,t) &
A7 = (an? (U(x + Az, t) — 2U(z,t) + u(x — Az, t))

charakterisiert, die auf einem Gitter zu den Schrittweiten (Ax, At) gilt.

Definition (Uniformes Gitter)

Ein uniformes Gitter (m,tm)n=o,....n ist definiert vermoge x,, = mAz, Az = % und ¢, = nAt,
m=0,....M
_T
At = .

Damit erhalten wir ein diskretes Problem: Man berechne (Up, ,,) € RMADX(N+1) it
1. Differenzgleichung
Um,n—i—l - Um,n K

At - (AfE)Q (Um+1,n _2Um,n+Um—1,n)7m = 1;---7M_ Ln: 1)"'7N_ 1

2. Randbedingungen Uy, =0=Upp,n=1,..., N
3. Anfangsbedingungen Uy, 0 = uo(zm),m=1,..., M — 1

Mit Hilfe der Differenzgleichung lésst sich Uy, n41 aus Up41,n, Um,n und Up,—1,, berechnen.
Hierzu kann man das explizite Eulerverfahren verwenden:

oo [0 ym € {0, M}
LT Unn + ki Umstn = 2Umn + Unern) om=1,..,M — 1

Vorlesung am 20.10.2008



KAPITEL 1. DIFFUSIONSGLEICHUNG 1.3. KONVERGENZ

Bemerkung
Vorwirtsdifferenzen in der Zeit fithren auf das explizite Euler-Verfahren mit Symbol
Riickwiirtsdifferenzen bei t,, fithren auf implizite Euler-Verfahren (backward Euler, implicit Euler).

Um,n - Um,n—l _ K:Um+1,n - 2U’m,n + Um—l,n
At B (Az)?
Dies fiihrt auf das Symbol fir alle m = 1,2,..., M — 1 zuziiglich der Randbedingungen
Uo,n =0 = Ups,n. Damit ergibt sich das Gleichungssystem

-v 1-2v —v 0 . 0
Uon Ui n-1

0 _ :

: . 0 Unmon Um—1,n-1
0 0O —-v 1—-2v —v

mit v = H(AA—;)Q.
1—-2v —v 0 -1
(UW) » Uy
' I Um—1,n—1
0 —v 1—-2v

Crank-Nicolsen: CN = 1 +
Allgemeine 9¥-Mittelpunktsformeln (fiir ¢ € [0,1]): (1 —4) - I +9 '_I_‘

Um,n,+1 - Um,n - V(l - ﬁ)(Um+1,n - 2Um,n + Um—l,n) + Vﬁ(Um+1,n+1 - 2Um,n+1 + Um—l,n+1)

Symbol: E

e ) = 0 = explizites Euler-Verfahren
e ¥ =1 = implizites Euler-Verfahren

0192%:>CN

1.3 Konvergenz

Konsistenzfehler: Einsetzen der exakten glatten Losung u in die Differenzenformel liefert einen
Restterm. Die Taylor-Entwicklung bei x,,, und t,4+9 = (n + 9)At zeigt

(1 —0)*(At)?

Um,nJrl ~ u(xmy thrl) = u(xm, tn+19) + (]- - '&)Atut(xmy tn+19) + utt(xmy tn+19)

2!
mnt1 = Ui At
Bl U ) + (1= 0)F = 0) St tr)
At)?
+ ((1 — 19)3 — 193)( 3') uttt(xm, tn_,_lg) + ...



1.3. KONVERGENZ KAPITEL 1. DIFFUSIONSGLEICHUNG

Analog:
. Um+1,n — 2um,n + Um—1,n 2
Um4+1,n+1 — 2um,n+1 + Um—1,n+1
urr(xm; tn—i—l) - (A{E)Q + O((AZ‘)Q)
Zusammen:
Um.nt1 — Um.n kU 1-9
: — — m n -2 m,m m—1,n A N\ m n - 2 m,n m—1,n
A (A7)’ (Um+1,n+1 = 2Um,m+1 + Um—1, +1)+H(A$)2 (Um+1,n = 2Um,n + Um—1,n)

= (1-9)?2-— ﬁ%%utt(xm, tnto) + O((A)? + (Ax)?)

CN hat Konsistenzordnung 2, alle anderen J-Mittelpunktsformeln haben Konsistenzordnung 1.

Satz 1.1. Konvergenzsatz
Wenn u € C*(Q) und /{(AA—I"’)z < %, dann ist das explizite Euler-Verfahren konvergent und es gilt:

max W@, tn) — Ul = O (At + (Az)?)
m=0, ..., M
n=0, ..., N

Beweis:
Es sei emn = Umn — Unin-
Die Taylor-Entwicklung wie oben zeigt nun fir -1 < ©,,, <1und 0 < ¥,,, < 1:

Um,n 1 — Umm K
+At N (Ax)? Un+1,n = 2Unnk + Un—1,n)
Um,n+1 — Um,n K
I = (= 2 1)
Az)? At
+ ( 12) uwwxw(xm =+ @m,nAx’ t”) + 7utt(xm’ tn + um’"At)
€m,n+1 — Em,n K
B = et = 2ok + i)
Az)? At
+ ( ].32:) Ugzzx (xm + @mvnAx’ tn) + 7utt (Z‘m, t'"' + u'mvnAt)

=Mm,n

Es gilt |Mpyn| <C (At + (Ax)Q) fir C, denn |ug| + |Ugzee| nimmt sein Maximum auf Q an.

En = maX]V[ |em,n|a EO = Oa €n,0 = 0= €n,M

m=0,...,

Aus

em,n,+1| S R€m+41,n + (1 _1201/)6m,n + Hem—l,n| + Mm,n



KAPITEL 1. DIFFUSIONSGLEICHUNG 1.4. STABILITAT

folgt:

Eni1 < (2v + |1 = 2v|)E, + AtC(At + (Az)?)
Fiir 0 < v < 1 ist der Faktor vor E,, genau 1 und daher E,_; — E,, < AtC(At+(Az)?). Summation
firn=0,...,J zeigt
E; < JAIC(At + (Az)?) < TC (At + (Az)?)
O

Konvergenzsitze
Fiir u € C*(C) sind iE und CN (ohne Bedingungen an v) konvergent mit O(At + (Az)?) bzw.
O ((At)? + (Ax)?)

1.4 Stabilitét

Definition (Stabilitit)

Ein Differenzenverfahren AU,, + BU,,—1 = fn, n=1,...., N fiir Lésungen U,, = (Uo,n,- ., Un,n),
fn € RM+1 ynd A, B € RIMTDX(M+1) gowie Randbedingungen Uon = 0 = Unr,p, heiBt stabil,
wenn:

(2, M 5(2,..., M . : ; A
e A=A <2,...,M) ,B=DB <2,...,M> (wir entfernen den Rand der Matrizen A und B)

o A ist regulir

e Fiir alle g € RM~1 bleibt die Folge (e,,) mit Ae, + Be,_1 = 0,n = 1,..., N unabhiingig von
N beschrankt.

Satz 1.2. (Lax-Aquivalenzsatz) Stablilitdt und Konsistenz sind dquivalent zur Konvergenz.
(ohne Beweis)

Satz 1.3. (Matrix-Methode) Wenn der Spektralradius von A~1B kleiner oder gleich 1 ist und
die geometrische Vielfachheit eines Figenwertes vom Betrag 1 hichstens 1 ist, dann ist das Diffe-
renzenverfahren stabil.

Beweisidee: Jordanblécke diskutieren!

Beispiele
Expliziter Euler:

1-2v v 0
A=1,B=| "
. . v
0 v 1-2v
Esgilt/\j:1—21/—}—21/(:03(%),]':1,...,M—1.

Kritisch: |1 —4v| <1l e v < %

Von-Neumann-Methode (Fourier-Reihen-Methode)

Separationsansatz: u(x,t) = > 72 a;(t) exp(ijma) zur Losung von u; = ug, in Q =]0,1[x]0, 7|
suggeriert diskretes Analogon Uy, , = Zj]\/i() a;j(n)exp(irAzjm),m =0,...,.M,n=0,...,N.
Einsetzen von Differenzengleichungen in Matrixform

11



1.4. STABILITAT KAPITEL 1. DIFFUSIONSGLEICHUNG

M
Z (Am,lUl,n + Bm,lUl,n—l) = 0; m = 0; ceey M,?’l = Oa EREE) N
=0

liefert

M M M M
Z a;(n) <Z A exp(iwalj)) + Z a;(n—1) <Z By exp(iwalj)) =0
j=0 =0

1=0 =0
Hinreichend dafiir ist:

M M
) Vji=0,...,M:a;(n) Z/Alml exp(irAzxlj) + aj(n —1) ZB"” exp(imrAxlj) =0
1=0 1=0

Sofern sogar dieses gilt, folgt

aj(n) S, Buaexpl(itAslj)
q; = A

_aj(n -1) Zﬁo m,i exp(iTAxlyj)
und hinreichend fiir Stabilitdt ist |g;| <1 fiir alle j.

O-Mittelpunktsformel: }

1
-0 [ 1+200 —vO
A . -0
. -0
-0 14200 | —vO
1
0
v(1-0)|1-201-0)r v(1-0©)
B— v(l—0)
v(l—0)
r1-0) 1-201-0) |v(l-0)
0

Mit ag(n) = ap(n) = 0 als Randbedingung folgt in (*) fir m=1,..., M — 1:

a5(n) (—©) expli(m — 1))
+ (1 —2v0) exp(irAzmyj) — vO exp(imtAx(m + 1)j)
+aj(n—1)(v(1 —-0)(v(l—0)explirAz(m — 1)j)
+ (1 -(1-0)2v)exp(irAzm;) + v(1 — O) exp(irAz(m + 1)7)
=exp(irAzmj)(a;(n)(1 + 200 — vO exp(—inAzj) + exp(itAzyj))
+aj(n—1)1—-(1-0)2v+r(l — 0O)(exp(—irAxj) + exp(irAxj)))
=exp(irAzmj)(a;(n)(1+ 200 — 200 cos(rAxj))
+aj(n—1)(1—-(1-0)2v+2v(l — O)cos(rAzj)))
=exp(irAzmj) (a;(n)(1 4+ 2v0(1 — cos(rAzxj))) + a;j(n — 1)(1 — 2v(1 — O©)(1 — cos(rAxj))))

ist fur jedes m nach aj(n) auflésbar und so folgt tatsachlich (*)

12



KAPITEL 1. DIFFUSIONSGLEICHUNG 1.4. STABILITAT

Wann gilt nun die folgende Ungleichung?

= lg;| =

aj(n) ‘ _ ’1 —2v(1 — ©)(1 — cos(rAxj))
a;j(n—1) 1+ 2v0(1 — cos(rAxy))

Darstellung von |¢;:

1= 2v(1 — ©)(1 — cos(rAzj))|
1+ 2v0(1 — cos(mAxj))

1200 -0) (1 - cos (§))|

1+200 (1 —cos (£))

lg;| =

Mit

cos(2z) = (cosx)? — (sinz)? =1 — 2(sinx)?, s = vsin JT
2M
erhalten wir also
g;] = 1-2(1-0)- 25
U T 200 (1— cos ()
Stabilitdt gilt also genau dann, wenn |1 — 4s(1 — ©)] < 14 40s. Das ist fir 4s(1 — 0) < 1 (und
© € [0,1]) immer richtig und fiir 4s(1 —©) > 1 ist dies 4s(1 —0) -1 < 1+40s < 2s(1 —20) < 1.

Da s Werte zwischen 0 und v annehmen kann, ist insgesamt Stabilitdt gegeben fiir % <O <L 1. Fiir
0<O< % muss s < m (oder auch v < M) gelten.

Bemerkung

Stabilitiat fiir ©-Mittelpunktsformel mit von-Neumann in praxi

Ansatz: Up, ., = A" exp (m]%) fuiraeC,j=0,...,M.

Einsetzen in FD-Formel und Division durch A" exp (iﬂ'j %) liefert eine transzendente Gleichung
fiir A, ndmlich:

(1 - 2V@)Um,n+1 - V@(Um+1,n+1 + Um—l,n—i—l) = (1 - (1 - @)Z)V)U’m,n +V(1 - @)(Um+1,n+Um—1,n)

)
)

.

T

.

= (1-2v0)\ —vOA <exp <%> + exp <—

<|

<.
.

s

<|

(- (1-0)2))+v(1-0) <exp (%) + exp <_

=2 cos(%)

liefert

[1—-2v(1-0) (1 — cos (%)) |

A = :
Al 1+ 200 (1 — 2cos (’T—N}))

13
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Kapitel 2

Wellengleichung

2.1 Mathematisches Modell
Vorlesung am 22.10.2008
In den obigen Bezeichnungen von Q =]0, L[ und Q = 2x]0,T] seien ¢ > 0 und ug, u; Funktionen

auf Q. Dann lautet das Anfangsrandwertproblem (ARWP):
Man finde u : @ — R (geniigend glatt) mit

o Uy = gy in Q (pDgl - partielle Differentialgleichung)

e u(-,0) =ug,u(-,0) =1 in Q (ABdg - Anfangsbedingungen)

e u(0,)=0=wu(L,)in |0, T (RBdg - Randbedingung)
Bemerkung

Eine glatte Losung u € C%(Q) erfordert konsistente (Ausgangs-)Daten.

2.2 Zentrale Differenzen

Bemerkung
Historisch zur Herleitung des ARWPs zuerst aufgestellt (Bernoulli)

u(z, t + At) — 2u(z, t) + u(x, t — At)
(At)?

Zentrale Differenz in der Zeit plus derselben im Ort motiviert FDM:

+ 0 ((At)?)

Ut (.23, t) =

Um,n 1— 2Um,n + Um,nf 02
. (At)Q : = (AJ?)Q (Uerl,n - 2Um,n + Umfl,n)

Symbol:

(ar)?

(A7) liefert

Mit p? = ¢?

Um,n+1 = N2(Um+1,n + Um—l,n) - Um,n—l + 2(1 - /J)Umn

einen expliziten Algorithmus sofern U,, , und Uy, ,— fiir alle m =0, ..., M gegeben sind.
Fiir n = 2 miissen wir also Uy,,1,m =1,..., M — 1 aus den Anfangswerten bestimmen:

Aus W = ui(zy,) folgt Up 1 = uo(Tm) + Atug (z,).
15



2.3. STABILITAT KAPITEL 2. WELLENGLEICHUNG

2.3 Stabilitit

Der Fourier-Ansatz

U = A"exp (iwj%) ,m=0,...M,n=0,...N

eingesetzt in FD-Formel und Division durch A\*~! exp (iwj%) zeigt:

A= pA (exp (%) + exp (—%)) —14+2(1—pA

=2cos 0422(1—2 sin(%))

fir a = ”—]V} und A =1 — 2u?sin 5 € R ist dies dquivalent zu

AN 4+24X+1=0

=4 )\1/2=—A:|:\/A2—1

Stabilitdt impliziert |Aq], [A2| < 1.
Priifen fiir

e —1<A<I= |\ =1
e A>1= || >1
s A< —1=|M|>1

= |A| <1

=1-2u>>-1

= pu? <1 oder At < cAzx

(CFL-Bedingung (Courant-Friedrich-Levy))

Interpretation: % ist die exakte Informationsgeschwindigkeit und % die diskrete Informationsge-
schwindigkeit. Die exakte Informationsgeschwindigkeit darf héchstens so grof} sein wie die diskrete.

16



Kapitel 3

Partielle Differentialgleichungen
erster Ordnung

3.1 Charakteristiken

Partielle Differentialgleichung fiir einen (1D-) Transportvorgang:
u + a(x, t)u, =0 *)

Definition (Charakteristik)
Jede Losung Y der gewohnlichen Differentialgleichung

Y
Sr(0) = a(Y (),

heiflit Charakteristik von (*).

Bemerkung
Jede Losung u von (*) ist konstant ldngs der Charakteristik Y, denn

ou oY
a(Y(t),t) =u (Y (¢),t) + um(Y(t),t)E(t) = (us + aug)(Y(t),t) =0

Beispiel

1. a(z,t) = a ist unabhingig von x und t.

= Charakteristiken sind Geraden der Steigung % = % und somit lassen sich Losungen (teil-

weise) aus Anfangsbedingungn konstruieren. Wenn Randbedingungen gegeben sind, kénnen
auch diese verwendet werden.

2. Gegeben sei g € Cl[a,b] streng monoton mit g[a,b] = [~1,1] und eine Umkehrfunktion
f:[-1,1] = [a,b]. Wir setzen u— = f(—1) und us = f(1).

Aufgabe: Man konstruiere eine Losung der partiellen Differentialgleichung

mit Anfangsdaten

uy x>0

u(iC,O):i u_ <0
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(Ort Q =] — 1, 1], Zeit [0,T7)

Die Losung lautet

U_ < —t
u(z,t) =4 f(%) |=| <t
Ut x>t

denn

wossta =1 (5)-(B)+ o ()7 () -0

Vorlesung am 27.10.2008

3.2 Finite Differenzen & Courant Friedrichs Levy (FD &
CFL)

Vorwiértsdifferenz
Vorwiértsdifferenz zu us + a(z, t)u, = 0 lautet

Um.n,+1 - Um.n Um n Um—l.n
—mantl — mn b)) R —
A Tt TR
=0m,n

Symbol: ._I
Der Konsistenzfehler ist O(At + Ax).

Stabilitidtsansatz: Uy, , = A" exp(iwj%) fir m =0, ..., M und Konstanten a = a,, . Einsetzen in

FD-Formel zeigt
At iy
A—l—i—aE <1—exp<—ﬁ)> =
-~

=u

Dann ist [A| < 1 dquivalent zu |1 — ap (1 — exp (—%)H < 1. Notwendig fiir j = M ist |1—2au| < 2,
d.h. =1 <1—2ap <1, also 0 < 2au < 1. Das ist die CFL-Bedingung.

Die geometrische Veranschaulichung der CFL-Bedingung fiir a > b und Charakteristik
Y (t) = at + Konst. von u; + aug = 0:

tl At " %arakteristik
n n+1

Tm
l@> Hl> Die CFL-Bedingung a% < 1 bedeutet, dass S zwi-
< schen z,,_1 und x,, liegt, d.h. die Information ldngs
der Charakteristik kénnen auf dem uniformen Gitter
S transportiert werden. Dies ist nicht erfiillt, wenn der
/ Anstieg a zu grofl oder negativ ist.
Tm-1T™

18
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Upwind-Schema
Mit @y, = a(Tm, tn, Um.n, ...) definiert man

A t
U (]- - A_;am,n) Um,n + am,n%Umfl,n CLm,n > 0 '_I
m,n+1 =

(1 + %am,n) Um,n - am,n%Um—Q—l,n Am,n <0 I_‘

Bemerkung
Die CFL-Bedingung ist fiir ‘am,n%| < 1 erfiillt.

Bemerkung
Der Konsistenzfehler ist O(At + Ax).

3.3 Lax-Wendroff

In der Taylor-Entwicklung

(A1)?

W( Ty by + AL) = w(Xip, b)) + Atug (T, tn) + Ut (Tyn,y tn) + O ((At)s)

einer glatten exakten Losung u der Differentialgleichung u; = —au, (a konstant) werden die Zeita-
bleitungen durch Ortsableitungen ersetzt:

Ut (Tn, tm) = —aUz (T, )
U = (—aug )t = —augr = —a(ug)y = —a(—auy), = gy
Damit folgt:
a?(At)?

W( Ty b + AL) = w(Xm, tr) — Atatg (Tm, ty) + Uga (Tm, ) + O ((A)%)

2
Mit s = a% ergibt sich die Lex-Wendroff-FDM:

82

S
Um,nJrl = Um,n - §(Um+1,n - Umfl,n) + E(Uerl,n - 2Um,n + Umfl,n)

mit Konsistenzfehler O ((At)? + (Az)?) und CFL fiir |s| < 1.

3.4 Systeme partieller Differentialgleichungen erster Ord-
nung
Fir F € C'(R",R") sei u : Q@ — R" eine glatte exakte Losung von u; + (F(u)), = 0 mit

Anfangsbedingungen bei ¢t = 0. Schreibweise: f = F'(u).
Taylor-Entwicklung:

t)Q’U,tt(J?m, tn) + O ((At)g)

A
W( Ty by + AL) = w(Xim, tr) + Atuy + (
Mit der Zeitalbeitung
Uy = _fa:yutt = _f:rt = _fta: = _(ft)w = _(Df(u) ut):r = (Afx)w
~——

=A

erhilt man:

19



3.4. SYSTEMPIPERBIEPARR IBIHRER Y FIRESG T CALUBIGHV KRENFHRORER URGNUNG

2
U(J)m,tn + At) = U(xmﬂfn) - Atfm(xmvtn) + @(Af})i”(xm) tn) + (@ ((At)3)

Mit @, 1 = 2n + 22 folgt:

f(xm-i-la tn) - f(xmvtn)

fm(xm+%7tn) = +0 ((Ax)Q)

Az
fw(xmféytn) _ f(xm, tn) _Ai‘(xm—l, tn) + 1) ((A{E)Q)
(Afa)o(Em ) = a(xm+1,tn)A—xOé(wm;,tn) ) ((Aw)2) 7 o= Af,

Mit

Oé(l‘m_i_%,tn) — DF (U(]}m, tn) +2U(xm+1; tn)) . f(xm+1; tni; f(xm, tn) 4 O ((A]})Q)
Oé(xm,%,tn) — DF (u(xm—htn);' U(xmﬂfn)) . f(xmﬂfn) - f(xm—la tn) T O ((A]})Q)

Az

und p = % folgt schliellich

I

U(Tm, tng1) = U(Tm, tn) — §(F(u(xm+1’tn)) — Fu(zm-1,tn)))
2 U(Tm+1,Tln U(Tm,yln
+ 1 (Ut e ) ) ((u41,0,)) = Pluti, )
2 U Tm, Un U(Tm—1,1n
- o (M ta ) ) (4 0,)) = Flu(nor, )

fiir ausreichend glatte Funktionen F' und u.

Lax-Wendroff
Mit

Um:l:%,n + Um,n )

ergibt sich:

2
Um,nJrl - Um,n - %(Ferl,n - mel,n) + %(Am+%7n(Fm+l,n - Fm,n) + Am_%m,(Fm,n - mfl,n))

Vorlesung am 29.10.2008
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KAPITEL 3. PARTIELLE DIFFERENYIWENIHIOHES GESNER FTHRVORIININGE EICHUNG
3.5 Lax-Wendroff-Schema fiir Wellengleichung

e(n)=(4 ) (o)

filhrt mit u = <Zl> = <Zf> auf
2 x

Dies ist dquivalent zu
(u)e = (u1)e A (u1)e = a > (uz)s

Wenn u die Wellengleichung uy = a?uy, 16st, dann ist u = (uy, u,) Losung von u, + F(u), = 0
und kann mit Lax-Wendroff approximiert werden.
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Kapitel 4

Elliptische und parabolische
Probleme in mehrdimensionalen
Gebieten

4.1 Laplace-Gleichung
Fir
e einen Quader Q =laq, b1[x]asz, ba[X...X]ag, b4

fec®)

o I'p = 00 abgeschlossen mit positivem Oberflichenmafl (D - Dirichlet)

up € C(PD)

Iy =092\ Tp (N - Neumann)
geC(Tn)
ist eine Funktion u € C2(Q2) N C(Q) gesucht mit

e f+Au=0inQ
(Dabei bezeichnet Au = Zd 24 den Laplace-Operator.)

e u=up auf I'p

e g+%=0

(g—z ist die Normalenableitung) auf 'y

4.2 FDM
— bi—a;

Mit My, ..., Mg € N5y und Az; = ~5~ > 0 wird ddeu(x) approximiert durch
J hatv}

u(r — Azxje;) — 2u(x) + u(z + Azje;)
(Az;)?

wobei e; der j-te kanonische Einheitsvektor im R? ist.
Fir die Approximationen Up,, ... m,, mj =0,...,Mj;,j =0, ...,d von u(a + miAxy, ..., aq+mqAzq)
folgt:
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4.2. FDM KAPITEL 4. ELLIPTISCHE UND PARABOLISCHE PROBLEME

d
_ Uml,...,mjfl,...,md - 2Um1,...,md + Uml,...,ijrl,...,md _ f(al + mlAﬂfl ag + mdAl'd)
E = s ey
J=1

(Az;)?

Demnach erhalten wir H?:I(Mj —1) (fir j=1,...,d und m; =1,..., M; — 1) Unbekannte.
Wir verwenden Randbedingungen fiir m; = 0 oder m; = M; mit
X = (a1 + mAxy,...,aq + mgAzy) € 0N
1. Fal: z €T'p
= u(z) = up(z) = Upn,,... m, (bekannt)

2. Fall: x e 'y
= v(z) ist eindeutig und gleich +e;.

ou P ou

(¥ = o) = Py (@)

Beispiel:

ou
%(al, ag + molAxa,...) = —u(a1, az + maAxo, ...) + ula; + Az, a2 + ma + Axo, ....) + O(Axq)
1

Ui,my,...;my—Uo,my
Aa:l

m

'a  Das fithrt auf die weitere

d.h. man ersetzt Uy pm,, .. .m, vermoge —g(x) =
Unbekannte Ug m,,....,m, und weitere Gleichungen.

Bemerkungen
1. Damit wird der Konsistenzfehler von bisher O (3 (Axz;)?) auf O (Azy + > (Awzg)?) ver-
grofert!
Besser: Hohere Differenzenquotienten verwenden, um quadratische Approximation zu gewéahr-

leisten.
2. Bei nicht geraden Réndern treten zusétzliche Approximationsfehler auf.
Beispiel

Es seien d = 2,Q =]0,1[*,h = Azy = Azy = 7, M € N5;,I'p = 00 mit lexikographischer
Nummerierung der Unbekannten, d.h. Uy,1,Ui,2,...,U1,p-1,U2,1,. ... Dann ist

T —I 0
1| -1
A, = —
n 2
h Lo g
0 I T

4 -1 0

. =1
0 14
und den Nebendiagonaleintriigen —I, wobei I die Einheitsmatrix im R(M—1x(M=1) jgt
24



KAPITEL 4. ELLIPTISCHE UND PARABOLISCHE PROB3.EPARABOLISCHE PROBLEME

4.3 Parabolische Probleme

Instationdre Warmeleitungsgleichung:
e  =lay,bi[x...x]ag,bq]| wie zuvor
e u; =Auin Q = 0Qx]0, T
o u =0 auf 90x]0,T]|
o u(-,0) =up € Q

Ansatz: Diskretisierung der Zeit wie in 1.2 und im Ort wie in 4.2 fiir f = u; bzw. Zeitapproximation
dazu.

TODO
Stimmen die Labels so?

Beispiel (Explizites Eulerverfahren)

U+l — gn 1
- AU
At (Az)? v

mit der Koeffizientenmatrix A fiir die Orstdiskretisierung

Beispiel (CN)
Aus v = (AA%)Q folgt

(1+ %A)U”“ =(1— gA)AU"

Bemerkungen

1. Das explizite Eulerverfahren ist stabil fiir » <  und konvergent wie O (At + (Az)?).

Das implizite Eulerverfahren, bzw. CN, ist immer stabil und konvergent wie O (At + (Ax)Q),
bzw. O ((At)? + (Az)?).

2. Die Stabilitdtsanalyse erfolgt mit dem Ansatz (fiir d = 2)

Un = N"exp(imAz1jimi) exp(inAzgjomsz)

m1,ma2

3. ADI - Alternating Direction Implicit:
Aus CN erhélt man

(1= 502, = SO2)U"" = (L4 562, + 202)U"
- (1= 580U = (L4 562, +v82,)U"

und (1 — gagz)mﬂ —(1+ g&iz +vo2, Ut

Vorlesung am 03.11.2008
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Teil 11

FEM - Finite Elemente Methoden
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Kapitel 5
Bilinearformen

Seien X,Y K-Banach-Ridume (K = R oder K = C) mit algebraisch-topologischen Dualriumen
X* Y™

A: X — Y™ sel linear und stetig mit dualem Operator A* : Y** — X* und A*(F') = F o A.
(Dh.Vxe e X :VF e Y** : (A*F)(z) = F(Ax)

Das ist in Dualitdtsklammern: (A*F,x) = (F, Az))

Wir definieren

Z = *(ker A*) = ﬂ kerA C Y™

A€ker A*
und
0<a= inf  sup [(Az)(y)] < [AlLxy
reX yeY
lzl=1" jyj=1
—_———
=[lAz|ly« <[ AllL(x,v*)
Satz 5.1.

1. B: X — Z,xz— Az ist genau dann ein Isomorphismus, wenn o > 0.
2. A ist genau dann ein Isomorphismus, wenn o > 0 und ker A* = {0}.

3. a>0=||B Y zx) =1

Bemerkung
1. a > 0 heif}t inf-sup-Bedingung oder LBB-Bedingung nach Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi.
2. dim X +dimY < oo = « ist kleinster Singuldrwert der Matrix zu A.

3. ker A* = {0} bedeutet VF € Y**\ {0} : 3z € X : 0 # (A*F)(x). Falls zusétzlich Y reflexiv
(d.h. Y =Y™*), bedeutet dies Vy € Y\ {0} : 3z € X : (Ax)(y) # 0.

4. Z=1mA

Beweise

1. Beweis der 4. Bemerkung:

ﬂ kerA=Z=imA
A€Eker A*
29



KAPITEL 5. BILINEARFORMEN

(a) ,C*
Sei f€Y*\imA.
Der Hahn-Banach-Trennungssatz fiir den Punkt f und abgeschlossenen linearen Unter-
raum im A besagt:

R

3G € Y™ : Re(G(f)) < Re(G(im A)) = { {0}

(G(im A) ist Untervektorraum von K)
= G(im A) = {0}
=imA CkerG
= G €kerA* (denn A*G=GoA=0)
Da f ¢ ker G folgt f & (\xcker o~ Ker A.
= feY*\ tkerA*) =Y*\ Z.
(b) 772“
Sei feimA, dh. dxz € X : f = Azx. Fiir A € ker A* folgt:

0= (A*A)(z) = (Ao A)(z) = A(f)

= f €kerA

Da A € ker A* beliebig war, gilt f € [, cyer 4~ Ker A.

Also ist im A C *(ker A*) abgeschlossen.

= im A C *(ker A*) O

2. Beweis der 1. Hélfte des Satzes: a > 0= B : X — Z isomorph.
A und B sind injektiv (denn Az =0 # = = o <0).
Also C: X — im A,z — Ax ist eine lineare und stetige Bijektion.
Lipschitz-Stetigkeit: fiir alle f € im A (dh. z € X, f = Ax) gilt: oflz]|x < ||Az]
r=C71f und Ax = f.
Also |[C7 | Lima,x) < 1. Da C71im A — X stetig ist mit X auch im A vollsténdig, also
abgeschlossen, d.h. i mA =imA = Z.

Y * mit

Also sind A und C Isomorphismen. O

3. Fiir abgeschlossenes im A ist A genau dann surjektiv, wenn A* injektiv ist, d.h.

A ist surjektiv < L (ker A*) = Y*.

(a) , <"
Wenn A* injektiv ist, dann gilt ﬂAEkerA*:{O} ker A = Y*, also ist A surjektiv.
(b) =

Wenn A surjektiv ist, gilt

VF € ker A*\ {0} :

=3dgeY*:F(g) #0,dh. g ker F

= g & Nackor a- ket A = ~(ker A*) # Y* (Widerspruch, da A surjektiv ist!)

Also muss ker A* = {0} gelten. O

4. Wenn B isomorph auf Z ist, dann gilt a = || B~z x) > 0.
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KAPITEL 5. BILINEARFORMEN

1B~ 2z,x) = blﬁp” 1B~ gllz im A ist dicht in Z
g€im A,||g|ly+=1

= sup lzflx
rzeX
|Az|ly«=1
_ lllx

vex || Azy-
Ax#0

1
= Azl -
1nfm€X,m;£0 Tellx
1
[0

Notation
X und Y seien reflexive, reelle Banachrdume und a : X x Y — R sei bilinear und stetig mit

dM = sup sup a(X,Y)< o0
rzeX, yey
llzll x=11lylly=1

Definition
A X - Y 2 alx,-)
AQ Y — X*vy = a('ay)
0<a = inf sup  a(z,y) <M
zeX,|zllx=1yev,|y|y=1
0<ay= inf sup  a(zr,y) <M
yeYillylly=1zeX,|z||x=1
Vorlesung am 05.11.2008
Satz 5.2.

1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) VFeY*: 3z e X :a(x,)=F
(b)) vVGe X*:NyeY:al,y) =G
(¢) a1 >0 undVy € Y\ {0}:3x € X :a(z,y) #0
(d) ag >0 undVere X\{0}:FyeY :alz,y) #0
2. Ay = A5, Ay = Af und jede der Aussagen (a) bis (d) impliziert

1
AT iy )= — = — = || AT .
AT oy x) o o 145 Il x=v)

Beweis:

1. Der vorhergehende Satz (5.1) besagt:
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KAPITEL 5. BILINEARFORMEN

Aj Isomorphismus < a; > 0 Aker A7 = {0}

Damit folgt (a)<(c) und (b)<(d).

2. Zum Beweis von A} = Ay selen z € X und y € Y. Zu zeigen ist nun A7 (y)(x) = A2(y)(x).
Dann gilt fiir (A*, y)(x) mit dy € Y**, d.h. §, : Y* — R linear und stetig.

(A% y)(2) = (A1, 0y)(2) = Oy 0 A1)(z) = Oy (A, 2) = by (a(, ) = a(z,y) = (A2y)(z)

und so folgt A} = As. (Analog fiir A5 = A4;.)

Als Aufgabe: (A7)~! = (A7')* fiir den Isomorphismus A;, i = 1,2 und Dualnorm eines
Operators und seines dualen Operators ist gleich.

O

Bemerkung

Eine Folgerung ist ein verallgemeinertes Lax-Milgram-Lemma in reflexiven Banachriaumen:

Fiir a : X x X — R, bilinear, stetig und X-elliptisch (das heifit: 3o > 0Vz € X : af|z||% < a(z,z))
mit reflexivem Banachraum X gilt VF € X*3z € X : a(z,-) = F.

Fiir X als Hilbertraum ist dies das Lax-Milgram-Lemma und falls a sogar symmetrisch ist, ist das
der Riefische Darstellungssatz.

Beispiel (Poisson-Problem)
Sei 2 ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet im R™. a(u,v) = [, Vu(z) - Vo(z) dz fir u,v € V = Hg(Q)
definiert die stetige Bilinearform a : V' x V' — R die symmetrisch und V-elliptisch ist (denn es gilt

diam(Q
die Friedrichs-Ungleichung ||V||z2(q) < diam($)) [ Dvl| 120 filr alle v € V = Hi(12)).
™

———
—Cr
a beschreibt die schwache Form des Poisson-Problems: Gesucht ist u sodass

Ve L?(Q): e HY(Q): f+Au=0

im schwachen Sinn gilt.

Mit p = Du € L?(U,R") gilt f + divp = 0 und p = Vu. Eine schwache Formulierung zu die-
sen beiden partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung ( Primale Gemischte Formulierungdes
Poisson-Problems) lautet

Vfe L?(Q): (u,p) € V x LA(U,R") = L:Yv € V,q € L gilt
/pqu—/undsz (P)
Q Q

—/vada:z—/fvda:
Q Q

(das war die Primale Gemischte Formulierungdes Poisson-Problems)
Dies ist dquivalent zu:
Gesucht sind (p,u) € L?(U,R"™) x V sodass fiir alle ¢,v € L*(U,R") x V gilt:

A((p, u), (q,v)) =/Q(pq—un—va)dx=F(q,v) = —/vadaf

Aufgabe: Fiir jedes (p,u) € L x V konstruiere man (q,v) € L X V mit
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KAPITEL 5. BILINEARFORMEN

A((p, u), (¢,v)) = éll(n u)llx[l(g; v)llx

d.h. X-Elliptische Konstanten > %.

Beispiel (Lineare Elastizititstheorie / Navier-Lamé-Gleichungen)

Fiir n = 2,3 definieren wir v € V = H}(Q,R") mit Q € R” und Dv € L?*(Q,R™ ") sowie
g(v) = sym(Dv) = M € LQ(Q,RZJTS) = L.

Die Kornsche Ungleichung zeigt dass ||e(v)||z2(q) = ||[v]|#1(o) und ist trivial, falls v = 0 auf dem
ganzen Rand 0f2 gilt: z.B. wenn n = 2 und

8’01 8@2 2

2
= |lvi2—wv
8332 8331 || 1,2 2;1||L2(Q)

L2(Q

= /(ng —v21)(v1,2 —vg,1)dx  fur v e D(Q)"
Q

= — / (v (ULQQ - 02,12) - 'U2(U1,21 —U2711)) da
Q ~—~ ~—

=v2,21 =v1,12
012 = v21ll72(0) = 01,2 + v2,1[1720) = —4/ v1,202,1 T = 4/ v1,1102,2 dx
Q Q

< 2(lvrall® + [lvz2l*  (Cauchy)

1
= [lasym(Dv)||72q) = o1z = vzl 12(0)

IN

[v1,2 +v21ll72(0) + 011101 72(0) + lv2,2]72(0)

= lle@)lZ20)

Damit folgt

le(@)lz2@) < I1Dv]lz2(0) < V2]le(®)llL2(0)

Lineares isotropes elastisches Materialverhalten wird modelliert vermoge
o CA=XMrA1+2uA
e A RN, tr(A) = A1 +...+ A, und 1 € R™*” als Einheitsmatrix.
e Lamé-Parametern A\, > 0
e Spannungen o € L als Funktion der Greenschen Verzerrungen e(u) via o = Ce(u)

Bei n =2 und ESZ oder EV Z ist Vorsicht geboten!
Die Navier-Lamé-Differentialgleichungen lauten dann f + divCe(u) = 0. Da C elliptisch ist, folgt
schlieSlich, dass die dazugehorige Bilinearform a durch

o a(u,v) = [,e(u): Ce(v) da

o u,v € HYQ,R") =V
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KAPITEL 5. BILINEARFORMEN

e (A:B)= szzl A; Bk, A, B € R™*" V-elliptisch
gegeben ist.
Vorlesung am 10.11.2008
Wir betrachten:
e X, C X Y, CY: endlich-dimensionale Teilrdiume der normierten linearen Rdume X und Y

e a: X xY — R stetige Bilinearform, d.h.

sup sup a(z,y) =M < oo
reX yey
lzllx=1lylly=1

o FeY* Fy=Fly, €Y} ar = a|x,xv, : X¢ X Yy — R stetige Bilinearform

Diskretes Problem:

(P)
Finde z;, € X, mit a¢(xy, ) = Fy in Yy, sodass:
0<a;= inf sup a(xe,ye) <M (LBB)
e €Xe g€y,
lellx =1 |jy, ||y =1
Vye € Yo\ {0} 3z € Xy 2 ap(we,ye) # 0 (ND)

Satz 5.3.

1. Das diskrete Problem (P;) ist genau dann fiir jede rechte Seite losbar, wenn in (LBB) ay > 0
und (ND) gilt. Dann sind diskrete Losungen eindeutig.

2. Sofert zusdtzlich x € X mit F = a(x,-) € Y* ist, folgt fiir die diskrete Lisung x¢ in X, die
quasioptimale a priori Fehlerabschdtzung:

M
dist. LX) < ||z — <(1+=) inf _
it (2, Xe) < ||z erx_< +a€)zﬂ}gxk|x zel x
—
:diSt“.Hx(m,Xg)

Beweis:
1. Analysis von Satz 5.1 auf X = X, und Y = Y, anwenden.

2. a(x — xy¢,-)|y, = 0, denn fiir y, € Yy folgt

a(r — x,y0) = a(z,ye) — alze, ye) = F(ye) — Fe(ye) =0
Galerkin-Eigenschaft konformer Diskretisierungen: Fiir 0 < € < ap und z; € X\ {z,} existiert
mit (LBB) ein y, € Yy mit ||lye]ly =1 und (ap —¢) < ay <| L2

7
[ze—zell x

,yg). Mit a(z — xe,ye) =0
folgt daraus

(g —e)llwe — 2ellx < ae(we — 20,y0) = alx — 2, y0) < M|z — 26l x [|yelly
——
=1

Da e beliebig klein sein kann, folgt die Stabilitét

M
lze = zellx < T-lle = 2llx
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Bemerkung

Wenn ay > a > 0 fiir alle I € Ny und eine Folge (X; x Y¢)ien,, mit X, C Xyiq von endlich
dimensionalen Unterrdumen von X x Y, dann || — a¢||x =~ dist(z, X;) und man sagt (x¢) — =
quasioptimal. Mit der Dreiecks-Ungleichung folgt

M
e — zellx < 1o — zallx + e — 26X < (1 T a—e) e — zellx
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Kapitel 6

Sattelpunktprobleme und
gemischte Formulierungen

Wir betrachten
e X und Y R-Banachraume
e Fe X* GeY™

e a: X x X — R bilinear, stetig, symmetrisch und positiv semidefinit (d.h. a(x,z) > 0 fiir alle
z e X)

e b: X XY — R bilinear und stetig

e J: X =R,z ta(z,z) — F(z) (Energiefunktional)

K={veX | b(v,-)= G} abgeschlossener Unterraum von X (Nebenbedingungen)

L: X xY — R quadratisch, definiert vermége L(z,y) = J(z) + b(x,y) — G(y) (Lagrange-
Funktional)
Satz 6.1. ((S) & (G) = (M)) Fir (u,v) € X xY sind (S) und (G) dquivalent und implizieren
(M):
(S) Ve e XMy €Y : L(u,y) < L(u,v) < L(x,v) (d.h. (u,v) ist ein Sattelpunkt)
(Links ist keine echte Ungleichung mdglich, da auch y = v sein kann und damit L(u,y) =
L(u,v) gilt.)
(G) a(u,-) +b(-,v) = F und b(u,-) =G
(M) J(u) = mingeg J(x)

Beweis:

1. (9) = (G)
FirteR,y €Y ist L{u,v + ty) < L(u,v).
< b(u,v+ty) — Glu,v+ty) < b(u,v) — G(v)
< th(u,v) < tG(y)

Mit ¢t = £1 folgt b(u,y) = G(y). Also u € K, d.h. (G2) (die zweite Gleichung von (G)) ist
erfiillt.

Fir z € X,t € Rist L(u,v) < L(u+ tz,v).
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o %a(u, w) — F(u) + b(u, v) — Gv)

< %a(u, u) + ta(z,u) + ga(az, x) — F(u+tx) + b(u + tx,v) — G(v)
2
o 0< %a(m,x) +t(al, u) + bz, v) — F(x))
——
>0

Da t beliebig folgt 0 < sgn(t)(a(z,u) + b(z,v) — F(z)). sgn(t) = £1 zeigt (G1).

. (5) 9 ()

Fiir alle z € K ist J(u) = L(u,v) < L(z,v) = J(x) also ist u Minimalstelle von J| k.

Lluy) = J(u)+blu,y) - Gly) = J(u) + bu,v) — G(v)
=0 nach (Gz2) =0
= L(u,v)= % a(u,u) —F(u) + b(u,v) — G(v)
——

=a(z,z)+a(u—z,u+tzx)

= J(x)—|—F(x—u)—|—b(u,v)—l—a(u,u—x)—%a(u—x,u—x)—G(v)

=0 nach (G1)

= L(z,v) —%a(u —z,u—z) < L(z,v)

<0

Zusatz
Wenn a symmetrisch positiv definit (SPD) ist, so hat J héchstens eine Minimalstelle auf konvexen
und abgeschlossenen Mengen, denn fiir u, z € K, u # z gilt w > J(“T*Z)

Satz 6.2. (Hauptsatz fiir gemischte Probleme) Es scien:

X und Y reflexive R-Banachrdume

a:XxX—>Rb: X xY — R bilinear und stetig. (a muss weder symmetrisch noch nicht
negativ sein.)

V=kerB; ={z € X|b(z,)=0inY}
L: X XY = X*x Y, L(x,y)(u,v) = (a(z,u) + b(u, y), bz, v))

0<a=inf ev sup yev a(z,y)<|al
llzllx=1 llylly=1

0 <3 =inf yeYy Sup zex a(a:,y) < ”b”
llylly=1 llzllx=1

L ist genau dann ein Isomorphismus, wenn o, 3 > 0 und Yy € V : a(-,y)|v # 0. |[L™| hdngt von

lall,

[}

1 1
und 3 ab.
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Vorlesung am 12.11.2008

Beweis:

1. Vorbemerkungen

(a) X und Y sind reflexiv, also ist wegen (X x Y)* &~ X* x Y* auch X x Y reflexiv und es
gilt

(L(X,Y))(u,v) = (a(z,u) + bu,y), b(z,v)) = a(z,y) + b(u,y) + b(z,v)

(b) Infima und Suprema in «, 3 sind Minima bzw. Maxima (mit dem Satz von Banach-
Alaoglu (Beschrinkte Folgen haben in reflexiven Rdumen schwach konvergente Teil-
folgen (bzw. schwache Hiaufungspunkte)) und der schwachen Unterhalbstetigkeit der
Normen).

2. ="
Sei B : X/V — Y* definiert durch x + V + b(z, ). Damit ist B injektiv, linear und stetig.

Norm in X/V: ||z + V|| x v = dist|. (,V). Weil L ein Isomorphismus ist, ist B surjektiv,
d.h. B ist ein Isomorphismus zwischen reflexiven Banachridumen.

Aus Satz 5.1 in FEM folgt 5 > 0.
Sei Ag : V — V*| definiert durch u — a(u, )|y .

Zum Beweis der Surjektivitdt von Ay sei f € V*. Mit dem Fortsetzungssatz von Hahn-
Banach existiert F' € X* mit f = F|y. Da L isomorph existiert genau ein (z,y) € X x Y
mit L(z,y) = (F,0).

=z €V und a(x, ) —|—b(,y) = _F'7 bzw. a(x’ )|V +b(ay)|V — F|V
=0
= on = a(xv') = f

Zum Beweis der Injektivitit von Ag sei z € V und Apxz = 0. Damit gilt a(z, ) € X*.
= a(z,-) € (X/V)*
Mit B ist auch B*: Y — (X/V)* isomorph.
Also existiert genau ein y € Y mit —a(z, ) = b(-, y).
Folglich L(x,y) = 0 und so (z,y) = 0. Satz 5.1 in FEM zeigt @ > 0 und dass Ay nicht entartet
ist.
3. ,&"
Fir € X folgt aus b(z,-) = 0:
zeV,dh.a+V=V=0eX/V,
alsoVz +V € (X/V)\{V}3y €Y : b(x,y) # 0.

Da zusétzlich 8 > 0 folgt B: X/V — Y*, 2+ V s b(z,-) ist linear, stetig und isomorph nach
dem Satz 5.1. Zur inf-sup-Abschitzung von L sei (z,y) € X x Y mit |z|x + ||y]ly =1 und
xr1 € V.

= ||z — x1]|x = dist(z, V), 20 =2 — 21

Mit « > 0 folgt die Existenz von uy € V' \ {0} mit oz || x|luillx < a(x1,uq).
Mit 3 > 0 folgt die Existenz von up € X \ {0} mit Bly|ly [[uz + V[ x/v < b(uz,y).
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Weiterhin existiert w € Y\ {0} mit B|lwl|y||ze + V| x/v < b(w2, w).

Weil u1, ue und w jeweils von 0 verschieden sind, kénnen ihre Léngen beliebig variiert werden.
Seien

t = |xz2flx = diSt”.”X(x,V)
s = |=llx
ro= lzllx =1=1llylv

Demnach gilt 0 < r,s,t, 7 < 1und r < s+t

Nun skaliert man |luz|ly = B¢, [Ju1||x = max{0, as — ¢t||a||} und berechnet fiir u = ug + ua:

(a(x1 + w2, u1 + ug) + b(ur + uz,y), b(x1 + 22, w))
= (a(z1 4 w2, u1 + u2) + b(uz,y), b(x2, w))

(L(z, ) (u, w)

> olzillxlluillx = llalllz2ll - fullx  —lallllz[luzll + Bllylly [lull x
~——
Slluall+lluzl|

+Bllwly [lz2l x
> max{0,as — t|lal|}(as — [la]|t)

+max{0, 5(1 =) — (t + s)lal}(=[lall(t + s) + (1 = 7)B) + (5t)*
= (as—[lall)i + (B(L =7) = llall(t + )% + (B)%, ()% = max{0, }”
> min{f(r,s,t)|r,s,t>0,r <s+t,r<1}=f>0

Es gilt f > 0, denn f(r,s,t) = 0 impliziert t = 0,s = 0 und 1 = r < s +¢ = 0, was einen
Widerspruch darstellt. Das Minimum existiert, wird auf der kompakten Menge

B+ llall
«

{(r,s,t)}OStSl,OSsS ,0§r§1}

angenommen und so hingt 4 > f nur von «, 3 und ||al| ab. Aus

ullx + [[wlly < [lwlly + [lual[x + [luzllx = (62) + (as + llal|t)+ + (B(1 —7) —[lall(s + 1))+
folgt
(L(x,9))(uw,w) 2 (Bt + (as + [allt) 4 + (B0 = 7)all(s +)1) f2

Zlullx +lwlly

> (lullx + [Jwlly)f?

Vorlesung am 17.11.2008
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Beweis der Nichtentartung von L:

Sei (u,v) € X x Y mit (L(z,y))(u,v) =0 fiir alle (z,y) € X x Y.
Also: b(-,v) =0 und G > 0 zeigt 0 = ||b(-,v)||x+ > B||v|lx, d.h. v=0.
Weiter folgt a(x,u) 4+ b(u,y) = 0 fiir alle z,y, d.h. a(-,u) = b(u,-) = 0.
=suckerB; =v

Da a nicht entartet auf V ist, folgt a(u, )|y # 0 = u = 0, also insgesamt u = 0 = v.
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Kapitel 7
Beispiele

Satz 7.1. (Helmholtz-Zerlegung)
L*(Q)? = VH{(Q) @ Curl H'(Q)/R
Fiir ein beschrdnktes, einfach zusammenhdngendes Lipschitz-Gebiet Q gilt:

Vfe L*(Q,R?) :3ac HYQ) : M e HY(Q)/R: f = Va+ Curlb
(2.B. b durch [, b(x)dx =0 eindeutig)

ob ob
Curlb = <8x2,—8x1>J_Vb
0g1 . 0g2 1
divg =5~ + 5, 9€H (€)
_ 092 _ 99 1
curlg = peall et € H(Q)

Fiir alle a € HE () und b € HY(Q) gilt:
/ Va-Curlbdx =0
Q
d.h.
VHYQ) L Curl HY(Q)

Beweisideen

1. divf € H~Y(Q) im Sinne von

—/fD- dr: H}(Q) — R, v»—>—/ f(z)Dv(z) dx
Q Q

Da A : Hj () — H~'(Q) Isomorphismus existiert ein eindeutiges a € H}(Q) mit Aa = divf
im Sinne von
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/DaVvda:z—/vadx
Q Q
fiir alle v € H ().

2. Also ist g = f — Aa = f — Va divergenzfrei im Sinne von g 1 2o VH ().

Eine glatte Funktioin g mit divg = 0 ist von der Form Curlbd fiir ein b in Analogie zu
yeurl(ge, —g1) = 0 impliziert die Existenz eines b mit (g2, —g1) = Vb*.

Klassischer Potentialsatz: rotationsfreie Vektorfelder haben ein Potential.

Gegeben () und einen Ausgangspunkt A, definieren wir b eindeutig als Wegintegral

Ow

/G@@»@@m8= G(x) - (x)dsa

Sei 7 der Tangentenvektor an v und v orthogonal zu 7.

TODO
Bild
=7 = (Tl,’TQ) und v = (1/1,V2), mit 74 = —vy und 7 = v, d.h. v L 7.
Wegen
9g

G(IE) T(:E) = (927 _91) : (—1/2, Vl) =—-Vg-v= _8_7

folgt
[ c@ise =~ [ Glas=— [ aivgar =0

Also ist die Definition von b eindeutig in einfach zusammenhéngenden Gebieten.

In der Potentialtheorie zeigt man, dass dieses auch fiir schwach differenzierbare Funktionen
moglich ist und g = Vb fiir genau ein b € H'(Q)/R existiert.

3. Fiir a € H () (eigentlich sogar: a € D(2), d.h. Testfunktion), b € H'(Q) gilt

da Ob da Ob
. 1 — - = 2= 22
/QVa Curlbdz /Q (5251 025 92, 8x1> dx

Oa Oa 9%a 9%a
B /aQ b (5$ - 1V2 B 3—5521/1) ds = /Q b (&Tlaxg B &Tgé)xl) du

= 0 (Satz von Schwarz)

Also Curlb L VD(Q). Fiir a € Hj(Q2) = D() existiert a; € D(Q) mit [|a — a; g1 (o) — 0.
= 0= [,CurlbVa,dz — [ CurlbVadz

= CurlbVa O
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Satz 7.2. (div) Sei Q ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet im R™.

1.
2.

div: HY(Q,R") — L%(Q) ist linear, stetig und surjektiv.

Bei Nullranddaten:

div(Hg (Q,R™)) = L3(Q) = {v € L*(Q)

/ v(x)dr = 0} =L*(Q)/R
Q
und
diV|Hé(Q,R") : H& (Q,Rn) — Lg(Q)
ist linear, stetig und surjektiv. Weiterhin gilt
Je(Q) > 0: Vo € LE(Q)Iq € Hy (2, R™)
mit divg = v und ||q|| g ) < c(Q)[v]L2(0)
div' = =V : L3(Q) — HY(Q,R") ist linear, stetig und injektiv, mit abgeschlossenem Bild
Fe(Q) > 0: Vo € LF(Q) : vl r2) < c(Q)Vo|li-1(a)
ker div = {Curl |p € H*(Q)} N H3(Q,R™)

Bemerkung: Fir n # 2 wird ein anderer Curl verwendet. Wir verwenden glatten Rand Of)
oder konvezes .

Es gilt:
b:L3(Q) x HY(QR") —R, (v,q) — / v(z)divg(z) dz
Q

ist bilinear und stetig. Die inf-sup-Bedinung entfallt.

Beweisideen:

1.

Fiir alle f € L3(Q) gilt:

€ HY(Q) : f = Au, f = divp

Sofern € konvex ist oder einen C2-Rand hat, dann ist das Poisson-Problem H?-regulir und
es gilt p € HY(Q,R?).

. Fiir ¢ € Hy C H{(Q,R") gilt [, divgdx = [, gyds = 0, d.h. divg € L§(Q).

Zuw € L3(Q) sei p € H}(Q) eine Losung von f = Auw.

g:= g—x = Vulogq -7 € Hz(89Q) (Spuren von Funktionen in H(2), hier: 9 glatt)

Zu g existiert G € H?2 (9) mit g = %—f.

Eindeutigkeit in einfach zusammenhéngenden Gebieten, denn

/ g(x)ds = ? ds Grubscher Int'satz / divVu dz = / fdr=20
LY) a0 OV, Q “’—:Au Q

=q-v
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Zu Cauchy-Daten (G,0) € H?(9Q) x Hz(99Q) existiert ¢ € H2(Q) : ¥|po = G und g—f =
(nach Fortsetzungssitzen fiir Sobolev-Funktionen).

Daumenregel (Sobolev-Glattheiten): || - [|loq : H*(Q) — H*~2(9Q) ist (fiir s > 1) stetig und
besitzt eine stetige Inverse. Hier:

< < < <
1 llzr20) ~ H(G O 18 gy ird o) ~ 19053 0y ~ N1ullrzi) ~ £l z2qa)

Mit ¢ = Vu — Curly € H(Q,R") gilt auf 992

0
q-v= gu Curly-v =0
ov N——
=y =Ver=3=g
und
0
q-T:—u—Curlw-T:O
Jds N——
=+Vyr
= q € H}(Q,R?)
Weiter ist divg = Au — div Curly = f.
——
=0
= div ist surjektiv und es gilt die Normabschétzung (Necas-Lemma). O

Vorlesung am 24.11.2008

Vorabbemerkung

Evans, S.292, Aufgabe 17

fewhtr(Q),Q C R"™ offen und beschrinkt, 1 < p < oo

= |f| € WHP(Q) und Df =0 auf {f =0} = {z € Q|f(z) = 0} bzw.:

{f* =0} ={z € Q|f*(z) = 0} mit f*(z) = { gmw Toesynn fW)dy  falls existent

, sonst

DIf| = sign(f)Df

7.1 Stokes-Gleichungen

Das Geschwindigkeitsfeld u € H}(Q,R") und Druck p € L3(Q) zéher Fluide wird modelliert
vermoge Au + Vp = —f (Kriftegleichgewicht, auch: div(Du + pI) = —f, I Einheitsmatrix) und
divu = 0 (Inkompressibilitét) fiir Volumenkraft f in €.

Schwache Form ist ein gemischtes Problem (P)

Vu,v € X = Hy(Q,R") g€ Y = L3(Q) :

a(u,v) = / Du : Dvdz,
Q
b(v,q) = —/ qdivuvdz,
Q

F(v) = /Q fvdx,G(q) =0
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Da a X-elliptisch und b die inf-sup-Bedingung erfiillt, hat (P) genau eine Losung (u,p) € X x Y.
Diskretisierung: Zunéchst zwei instabile Ansétze:

P,-Py-FEM fiir Stokes (n = 2 und polygonal berandetes Q) : 7y regulidre Triangulierung
von ) in Dreiecke (z.B. U7y = Q, V11, To € Tg,Th #To : T1 N'Te € (UM UE,.

P.(T) = {veC>™(T):v|r ist Polynom von totalen Grad < k}
Py(Ty) = {vel®QNT eTy:vre P(T)}
X, = PU(T)?’NX = {v € C(QR)|vg|gy = 0AVT € Ty, vg|r affine Funktion auf T'}

Yo = P(T)nY

Wenn |7;| > 2, dann ist inf-sup-Bedingung nicht erfiillt, d.h. 8, = 0.
Beweis:
Euler-Formel:

Te| = 2|Ke + N\ Q] —2,Ke = NN Q
~—~ ——  N——
=dim Yy +1 dim X, >4

= dimY; > dim X,

Dann hat die Koeffizientenmatrix By € RIm Xexdim¥e 541 digkreten Bilinearform B |x,xv, einen
Rang < dim X, < dim Yy, d.h. B, hat nicht maximalen Spaltenrang, d.h. 3¢, € Yz \ {0} : ||gel| 2 =
1, b(-, Qg)X[ =0.

= Be < [b(,q0)|x; =0 O

Q1-Po-FEM fiir Stokes (n = 2 und polygonal berandetes (2, Vereinigung von Quadraten)

e 7, regulire Triangulierung von € in achsenparallele Rechtecke
e Q(T) = {Polynome vom partiellen Grad < k aufgefasst als Funktionen auf 7'}

o Qu(Ty) ={ve L=(QNT € Ty : v|r € Qu(T)}

(z.B. v(z,y) = a+ bz + cy + dry gehort zu Q1(T) \ Pi(T) fiir d # 0. (Btw.: Qo = Fo)
Basisfunktionen auf Referenzquadrat |0, 1[%: zy, (1 — x),2(1 — y), (1 — 2)(1 — y).)

o X, = Pl(Tg)Q nx
« Vo= R(T)NY

fiihrt auf Schachbrett-Instabilitdt fiir uniformes Gitter auf Q =]0,1[* mit Schrittweite h = =,
N =4,6,8,10,... obwohl dim X; = 2(N —1)2 > N2 — 1 = dim Y.

Wir definieren fiir jede Zelle der Diskretisierung ein Vorzeichen (41, in Form eines Schachbrettmu-
sters), d.h. z.B. py = (—1)7+% € Po(Tp) auf |54, L[x| 5L, £ fir j k= 1,..., N.

Dann ist b(-, p¢)|x, = 0 und damit gilt fiir die inf-sup-Konstante G, = 0.

Beweis:

Fiir jede Basisfunktion ¢ in (h, k) in erster Komponente gilt

TODO

beweis

TODO
bild
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KAPITEL 7. BEISPIELE

Satz 7.3. (Fortin-Kriterium) Seien

a X -elliptisch

Dann sind dquivalent:

Xy x Yy abgeschlossene Unterrdume von reflexiven R-Banachriumen X XY

a: X xX—Rb: X xY — R stetige Linearformen

b erfillt inf-sup-Bedingung mit Konstante 3 > 0

1. inf-sup-Bedingung fiir b|x,xy, mit 3¢ >0

O

2. Existenz eines (Fortin-)Operators Iy : X — Xy linear und stetig mit Yy C ker b(z — Iy, )

fiir alle x € X.

By
X——Y*

Bi,

Xy —— Y,;
b(z, )|y, = b(Ilez, )|y,

Beweis:
”<:((
Fiir y, € Yy gilt

Bllyelly < 116G ye)llx-

= inf-sup mit G, > I\Til\ >0

“
7 :>

IN

IN

Firr z € X : A(xp,y¢) € Xy X Yy

a‘(xf? ')|X£ + b(a y4)|Xﬂ,

Vorlesung am 26.11.2008

sup b(z,ye)
ceX, ol x=1 “~—~—

=b(Iex,yr)
b(ILyw, ye) ([T x
sup = ——— ST TR
cex. a0 ||| x ]l x
<|ITLe|
(1L, || sup b(we, ye) = [Tl - [[0(-, yo) I, x)~

€ (X),||ze|l x =1
[TLe[l[[b(-, Ye) |l x;

a(z,-)|x, € X¢

b(we, )y, = bz,")ly, €Y/

Dann erfiillt IIyx = z, alle Bedingungen, insbesondere

11
Mol < € (Jall o), 2. 5 ) el

B
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7.1.1 MINI-Element

e 7;: reguldre Triangulierung in Dreiecke
e P-FE-Raum S1(7) = P1(7;) N H}(Q)

Fir T € 7, mit den nodalen Basisfunktionen @1, @2, w3 zu den drei Ecken Py, Py, P3 von T sei
br = 2710203 € HE(T) (,cubic bubble function“). Es gilt:

0 <br <1,Vb = 27(p192Vs + 0103V + pap3Vr)

[Vi;| = gj_l, 0; ist die Hohe zum Punkt P;

T ist nicht degeneriert, d.h. 0 < a < Z(T') < @ < 7 fiir universale Konstanten 0 < a <@ <7
0j = hp = diam(T)

Also || Vbr||pee(r) & hy'

B3(Ty) = span{br € H}(Q)|T € T}
Xe = (S1(Te) ® Bs(Tr))* € Hy (2, R?)
Y, = Si(Te) NL§(Q)

Satz 7.4. MINI erfillt inf-sup fiir Stokes (fir Q konvex, Ty quasiuniform).

Beweis:
Konstruktion von Il : H& (2, R?) — X, fiir das Fortin-Kriterium in drei Etappen:
———

=:X

1. Galerkin-Projektion Gy : HE(Q) — S1(7¢), d.h. fiir u € H} () ist Gou € S1(7;) der diskrete
Riesz-Reprasentant zu

!
(Du, D) 10y ls, (1) = (DGew, D-)|s,(7,)

Dann gilt

IVGeul| 2y < [[Vul L2

und

||U _ G€U||L2(Q) < ClbmaT”quLz(Q)

Aubin-Nitsche Dualitdtsargument: e = u — Gyu als rechte Seite in der Laplace-Gleichung;:
ANz € HH(Q) N H2(Q) mit —Az = e in Q mit [|2]| g20) ~ [|e]|z2(0)-
(denn Laplace-Gleichung ist H?2-regulir auf konvexem ()

Es folgt

He||2L2(Q) z—/eAzdxz/Ve-Vzdxz/Ve-V(z—zg)dx
Q Q Q

fiir zp = Iyz € S1(7y), denn

/Ve-Vzgdx:/Vu-
4

Vzedr — /VGgu -Vzpdzr =0
9
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per Definition von Gyu mit modalem Interpolanten Iz und

IV (2 = Ie2) | L2 (@) = hmasl| D2l 12(0)

<
= H6||2L2(Q) V(2 = ze)|l2(0) ~ ||ve||L2(Q)||DQZHL2(Q)

<
<
~ hmazllell 2@ Vel L2

2. Py : L*(Q) — Bs(7;) definiert vermége [.(v — Ppv)de = 0 fiir v € L*(Q) und T € Ty, d.h.

Jy v(x)dx) .

P =
ool ( [ brda

Dann gilt

VP p2(q) < 5!
0¢

L2(Q)

mit gy als kleinsten Innenkreisradius in 7y & hpqz, denn:

HU||L1(T)

HVPZUHL2 T
™ b7l L2 ()

IN

IVbr| L2(r)
—_———
<3 (kleinste Héhe)

|T|%hma1 1
”UHLQ(T)T|T| 2

3. Hg = (pg,Pg) X — Xg fiir

Iy := Gy + Py(id — Gy) - Hy(Q) — SY(To) @ B3(Ty)

Dann

ITTev| g1y < [Ge — Wy + |1Pe(id — Go)ll 11 ()

5||”HHl(sz) Shamba |0 — Gg’UHLz(Q)
——
Shmaz vl g1 g,

und w € X, qp €Yy

b(w — Ipw, q¢) / g  div(w — ITyw)dz
0 =~ ——

€H(Q)/R €HL(Q)?

- —/(wg—ng)Dqum
Q

= > — Dulr -/(wj — Gow; — Po(w; — Gow;))j=1 2dx
TeT, ' T

konst auf T =v =v

=(0,0) per def in (2.)

a0



KAPITEL 7. BEISPIELE 7.2. TAYLOR-HOOD-FE FUR STOKES

7.2 Taylor-Hood-FE fiir Stokes

Xo=DP(T)’NnX

Yy = S1(Te) N L§(Q)

erfiillt diskrete inf-sup-Bedingung. Dies ist aufwendiger als MINI-FE, hat aber eine bessere Druck-
Approximation.

Vorlesung am 01.12.2008

7.3 FE-Riaume in H(div)
Sei O C R™. Dann ist X = H(div,Q) = {g € L*(Q;R")|divg € L?(Q2)}, wobei divg € L*(2) meint,

dass ein w € L?(1)) existiert mit

Yo € D(Q) : / qDpdr = — | divgedr
Q Q~~

=w

Bemerkungen

1. Warnung: ¢ € H(div, ) meint nicht, dass 3;11 als L2-Funktion existiert fiir ein j,k = 1,...,n.
2. HY(Q,R"™) C H(div, ), insbesondere ist divg die klassische Divergenz, falls ¢ glatt ist.

3.
(P, @) H(aiv,2) = (P, @) r2(Q,rn) + (divp, dive) 12(q)

ist Skalarprodukt auf dem Hilbert-Raum

. Al i, :
H(div,2) = DET " gl saivy = 1 Talay + [divalEaqe,
Ho(div, Q) = W”'”H(div,ﬂ)
5. div : H(div, Q) — L?(Q) ist linear, stetig und surjektiv.
6. Fiir p € H(div,) und

H=(09) = {yv := v|ga|v € HY(Q)}

ist

YWpi=p-VE H_%(GQ) = (H%(aﬁ))*

mit Norm

10l 13 ey = loll s

inf
veEH(Q),w=v|an

(wp) (Vo) = / v(p-v)ds = /(p - Dv + vdivp) dz, fiir v e H'Y(Q)
e e o0 Q

eH™ 3 (90) €H(09)

Warnung: Fiir p € L'(T), T Dreieck mit Kante(nstiick) E existiert [, pvg ds i.a. nicht. (Ex.
z.B. fiir p € HY(T) und p € H(div,T) N L"(T,R") fiir r grof.)

[Denn v mit v|g =1 und v|g\ g = 0 existiert nicht in H*(T') fiir n = 1,2.]
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7. Ho(div,Q) = kery, = {q € H(div,Q)|q- v = 0}
8. H = {q € Hy(div,Q)|divg = 0} und H+ = VH(Q) erfiillen L?(Q)" = H ® H*+.

9. Analog definiert man

H(curl, Q) = {q € L*(Q")|curl ¢ € L*(Q,R™)} fiir (n,m) € {(2,1),(3,3)}

Lemma 7.1. Sei T eine Partition von § in endlich viele Lipschitz-Gebiete in dem Sinne von
T'NTy =0T NITs fir Th, T2 € T,T1 # T und Jper T = Q (2.B. T Triangulierung) und

g€ HY(T,R") = {q € L*(Q,R")|q|r € H'(T,R") fiir alle T € T}
(,broken H1-Fkns“ ,gebrochene Sobolev-Riume*)
Dann gilt ¢ € H(div,Q) < [q-v] = 0 fir fast alle Punkte auf 0T = Jpc, OT. Dabei ist fiir
TiNT; € € der Sprung durch [p|r,r, = plor, — plor, gegeben.
(Beweis als Ubungsaufgabe)

Definition (RT})
Fiir eine regulire Triangulierung 7 von Q C R? (polygonal berandet) in lauter Dreiecke bezeichne

RTH(T) = {(x,y) - (plgx,y)) t () (5)

D2 xvy)

P1,P2,P3 € Pk(T)} C Pk+1(T)2
fir ke Nog,TeT.

RTW(T) = {q€ H(div,Q)|VT' €T : p|r € RT\(T)}
= {q € LQ(Q)2|VT € TaP'T € RTk(T) AVE € Ernnenkante [p]EVE = 0}

~ Raviart-Thomas-Raum k-ten Grades mit Y, = Py(7;) CY = L*(Q).

Beispiel
Sei k = 0.

T = conv{ Py, Py, P3} (Dreieck), p|r(z,y) = (g) — (2) fir a, 8,7y € R

Uy (z,y) = L ((x) - P1> fiir Hohe o1 von Py auf Fy, d.h. |Eq1|o1 = 2|T.

Q1 y
P
VE2 E2 El VEl
P1 E3 P2
VE3
0 entlang F; fir j =2,3
Vivlg, =9 1 ((*) _p vp, =2 =1 entlang F,

Q1 Y 01
Die Basisfunktionen in RTy(7Z;) sind stiickweise +W; und global den Kanten zugeordnet: VE € &
Bemerkung: [plvg = p|r,vr, +plr_vr_, vE = V§§|E (=ve=-vr_|g)
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Satz 7.5.

b: H(div,Q) x L*(Q) = R, (q,v) — / vdivp dz
N—_——— N~ Q
=X =Y

erfillt inf-sup-Bedingung auf X x Yy, = RTy(7;) x Po(T).

Beweis:

mit Fortin-Kriterium

Globale inf-sup-Bedingung folgt mit den obigen Aussagen iiber divH!(Q)" — L%(Q).
Naiver Ansatz fiir Operator I1 : X — X, wire:

(Ilqvg|g = konst = ][ qvg ds
E

denn dann wire

/ ((Tgp) — p)vis ds = 0
E

also

b(ILep — p, Vi) = Erer,vlr / (ILep — p)v ds
oT

und [, (Igp — p) ds = 0.
Dieser Ansatz ist unmdoglich fiir allgemeines p € H(div, 2), gilt aber fiir H'-Funktionen.

Vorlesung am 03.12.2008

Satz 7.6. (Verallgemeinertes Fortin-Kriterium) Es seien:

e X undY reflexive R-Banachriume

XexY, CXxY

o W R-Banachraum mit W — X

e S R-Banachraum mit SNY, CY und | -|s Halbnorm auf S
e b: X xY — R stetige Bilinearform

o I, : W — X stetig und linear

o (W) C X,

o VweW, s, € SNYy:blw—Tyw,sp) =0

e inf,csny, sup wew blw,sp) =a >0
[se]=1 lwllw=1

Dann gilt

inf b(ze, 5¢) > a

n sup Ty, 8¢) > ——
80€SNYy 4,eX, ’ ”HZ”L(W;X)
Isels=1 ||z,|x=1
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Beweis:
Fiir s € SNYp mit |sg|lg =1 gilt

b(ITyw, s¢)

b(- « > ||b(- « = S _

20l 2 G sl = 4 Sy
w

ITewl]x < TLe |-l w b(Iew, s¢)
2 Sup
wew\{oy [[Hellllw][w

b(w—Tlew,)|[sny,=0 { b(w, Se)

su
”HZH weW\{0} ”wHW
= Tl 7B so)llx; > 1]~ e

Zuriick zum Beweis von Satz 7.5:

Mit diesem verallgemeinerten Fortin-Kriterium folgt die LBB-Bedingung mit Faktor C||TL||~1,
denn mit Ne¢as-Lemma ist o > 0 unabhingig von [. Es bleibt fiir w € W = H'(Q,R?) die Norm
von II; zu berechnen.

(ILyw)vg = §, wvds = konstant entlang E € &. Mit Spuransatz ist

— 1 —
|(Wew)vp| < [BI7H|wllz) < BT wlliae) S w2z + wlmay, ECT €T,

Jor (Mew)vds
——~
|][ divII,w dx|
div 11 =Jr
[div ILew |21 |T|*%
€RTo(T)
—_——
EPo(T)

/(ng)VEds:/ wrds
E T
| S

=/, wvEds

Ec&(T)

:/divwd:rg [ diveo|| L1y < |T|2 ||dive|| 2z
T

Also
D ldiv(lw)l|Zs iy < D lldive|Facr)
T T
Damit folgt
[divITew][2(0) < [[divw|[z2q)
Auf T ist

Myw|r = Z <][ wuds) Vg
E ~—~

Ee&y(T) 54 RTy—Basis— Funktion



KAPITEL 7. BEISPIELE 7.3. FE-RAUME IN H(DIV)

mit Up(z) = E=L) fir o € T = conv(E U {Pg}). Also
OFE

h 1 1
VEe|lL2r = —T|T|§ ~ |T|;
OFE
d.h.

1 _
ewll 2y < - 1T1E (h! = lwll2ery + [wl oy = wll oy
Ec&(T)
3
<
ITLew]| 27y ~ ([l g o7

Eigentlich gilt sogar
TTew]| 20y ~ [[w]l @) + [he Vol L7(€)

Crouzeix-Raviart-FEM

CRy(Te) = {ve € Pu(Te)}

VE € {& InnenkanteUE[w]ds = O}, wobei entlang £ = 0Ty N OT- fir Ty € Ty, Ty # T— gilt
[ve] := (velz, )2 — (vel 7 )| -

Aquivalent CRy(7;) = P1(7) N C({mid(E)}|E € &}, mid(F) als Mittelpunkt von E.

Die Kantenbasisfunktion ¢ einer Kante F ist 1 auf der Kante und —1 auf den gegeniiberliegenden

Ecken:
PE

Ty

g ist definiert fiir jede Kante E € &;.

or € Clwp) N Pi(Ty)

o supppp =wg =T, UT_

CR1(T;) = span{pg|E € &}

Satz 7.7. (Marini (1974)) Zu f € L?(Q) und regulire Triangulierung T, seien:

o fo € Po(Ty) stickweises Integralmittel von f

o ucp € Vor := {’Ug € CR(Ty)|VE € &, E C 0Q,Vy(mid(E)) = 0}
erfille [, ViucrVovede = [, feoeda fir alle vy € Vog.

e pcr = Voucr € Po(Ty)? stiickweiser Gradient Vy von ucp
Dann folgt, dass die Raviart-Thomas-FE-Lésung ugpr € RTy(7;) C H(div,2) mit fo+ divprr =0
auf T € Ty mit Schwerpunkt mid(T)
1 . ..
prr(T) = por(x) — i(x —mid(T))fe flcx e T €Ty
erfillt.

Laz notiert: prr = por — 5(- — mid(Ty))
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Beweis:
wp sei Kantenbasisfunktion von F in Vopg.

:>/[pCR]'VEQOEdSZ/[QOEpCR]VEdSZ/ lpEDPCR]VE, ds
E E Ué&e

Z /8T(¢EPCR)VTds

TeT,

=[rdiv(¢epcr) de=[. Vipr-pcr

Z/pCR'VMde:/fstEdw
Q Q

Vorlesung am 08.12.2008

Fir E € &, T € Ty, E = 0T+ NIT_ erhalten wir:

/[pCR]VESDE ds:/ (pcrYE)vr, ds+/ (peryE)vr. ds
E oT, T

= / dive(pEpCcRr) dx
Q %/_/

porDepr+er diveDor

[ vz ds = vl Bl = [ prlpevr)ds

= /Qfggoe dx — % /8T+ (x —mid(Ty))vr, ¢E fode — % /a:r_(x —mid(T-))vr_pgfode

1 .
- / fepedz— 3 | fola —mid(T) Deppfrdr— | foppda
Q Wg Wg

=0
=0

= pe € H(div, Q)

= pe € RTy(Ty), divpe = divepe = — fo

Es bleibt die Existenz eines @y € Py(7¢) mit [, peqe dx = — [ Tedivge dx fiir alle ¢p € RTp(Q2) zu
zeigen (siehe (P)).

Die Bedingung ist dquivalent zu ¢, = ¢ + se(xz — mid(7;)) € RTo(Ty) fiir v € Py(7y, R?) und
s¢ € Py(7y) mit divge = divege = s¢ und

Oz/pgrg—/ugwdx—i—/ ﬂ(;U—77”Lz‘al(72))pgdac
Q Q Q2

7.3.1 Zusatvorlesung statt Ubung

Raviart-Thomas-FEM (7.3 - FE-Réume in H (div, 2)):
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Gegeben: regulire Triangulierung 7 von Q C R2.

VT € T : RTy(T) = {@) - (2) e (:;)

RTV(T) = {qe€ H(div,Q)VT €T : Pl € RTy(T)}
= {q:Q— QFconstr : @ - QVT € T : #constr(T) =1}
—_——

Maéchtigkeit

Cc1,C2,C3 € R}

und

1
qc {constg + 5( — midr) - diveq}

#(5) e (g) momir () 3 (() -t () - )

Crouzeix-Raviart-FEM
Basisfunktionen: ®¢7

d.h.

Beweiserginzung
Pr = Py aus dem Beweis

1. Schritt:
Pr € H(div, )
Pr € RT) (T), divPr = divy Pr = — fr
mit f7 = fy aus dem Beweis.

2. Es blieb zu zeigen, dass

Fur € Po(T) : Vg € RTo(T) : —/

urdivgdr = / Prqdx
Q Q

Wir definieren Fr : RTp(7) — R vermoge ¢q +— fQ Prqr dx. Diese Funktion ist linear und
stetig.

Zy :={q € RTy(T)|divg = 0} = {q € RTH(T)|VT € T : #q(T) = 1} = Py(T)?

# - Machtigkeit

Wir zeigen:

(a) Zy Cker Fr
(b) Jar ...

o7
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(a)

Es sei q € Z, = Py(T)?.

1 .
= Fr(q) = / Pr.gdx = / gD71ucr dx——/ q(x — mid7(x)) fr dx
Q Q 2 Ja ~~
konst. auf jedem Dreieck
fgz(m_‘T):O

=0

In jedem T € 7T gilt:

/ qgDrucrdr = / queR - VEds — / ucp - divg dx
T U E(T) T
| S ——

=0
Wegen ucr € H(div, Q) folgt Fr(¢q) = 0.
Definieren b : RTy(T) x Po(7) — R durch (q,v) — [, vdivg d.
B; : RTy(T) — Po(7)*, definiert durch g — b(q,-), erfiillt inf-sup-Bedingung, d.h. By
ist surjektiv.
B:=Bi|z; : Z} — Py(To)* ist bijektiv.
B* sei die zu B duale Abbildung, d.h. B* : Py(7) = Py(7)*™ — (Z})* und fiir alle
u € Py(T),q € Z ist B*(u)(q) = B(q)(u) = b(q,u). B* ist ebenfalls bijektiv.
FT|Z1,% S (ZZL)*, definiere s = (B*)_l(FT|ZKL)-
Damit ist fiir alle ¢ € Z;":

Fy(q) = B*(ur)(q) = b(q,r) = /Q r - divgda

Fiir g € Zy ist Fy(q) = 0= [, U7 - divgdx wegen Z; C ker Fy. D.h. fiir alle g € RTy(7T ) :
Fi(q) = [,ur - divgdzr, da wir ¢ durch ¢ = qz, + 4z mit gz, € Zy und 4z € zt
zerlegen konnen. 4 )

7.3.2 Elastizitidtsgleichungen mit Navier-Lamé-Gleichungen

u e Hj(Q,R"),0 € L*(Q,RZX")
f+dive=0
o = Ce(u)

e(u) = symDu = 3 (Du + (Du)")
E e RXn

sym

, A: Lamé-Parameter

CE=A+trE -1,y + 2uE

Schwache Form und P;-FEM mit V; = P;(7,,R™) NV C V, Energienorm:

IC% (e(u = we) 20y = IC72 (0 = 00) 720

- /Q(g —0¢) : C Yo — 0y) dz, 0y = Cpe(uy)
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Die Norm héngt von A ab und Fehleranalyse zeigt

IC72 (0 = oo)[ L2y < CON) - [ hellFoe e

Der Exponent e > 0 hiingt von 2 ab, aber C'(A) auch von A — oo und von der Querkontraktionszahl
v — % fiir fast inkompressibles Material.

(Locking-Effekt: Fiir v nahe § ist der Fehler auch fiir sehr feine Gitter noch sehr grofi. Damit sind
P,-FEM fiir grofie A praktisch unbrauchbar.)

Satz 7.8. Der Operator A: L xV — (L x V)*, definiert fiir

(U7u); (7', U) cLxV= {(p c L2 (Q Ran)

sym

/ tro(z) de = O} x Hy(9: R™)
Q
durch

(A(o,u))(1,v) = /QT (Clo —e(u)) dr — / o:e(v)dx

Q

zur isotropen homogenen linearen FElastitizititstheorie ist stetig, linear und bijektiv mit Operator-
normen ||All, |[A71|, die von X — oo unabhiingig sind.

Beweisidee:

1 A

71 _ _
= 2,uT 2u(nA + 2u)
—_————

tr(7) - lnxn

Zum Beweis der A\-Unabhingigkeit von ||A7!|| geniigt es zu zeigen, dass o von A unabhéingig ist.
Sei Z =ker By = {r € L|divr = 0}. Aufgabe 7.1 zeigt fiir

7€ LN H(div,Q,R"™™),  |7llr2() S |divr|le2) + | dive |22

—~—
=0 fir 7€Z
divr(z) < \/2u|devC™ 2 7(z)| < [IC™ i (z)|
Also
1
I7llL20) S ||d€UT||L2(Q) SNCE7| (e
d.h. die Bilinearform a mit a(o,7) fQ : C™lrdx ist Z-elliptisch mit Konstante o ~ 1 un-

abhéngig von A — oco.

7.3.3 MFEM
Arnold-Winter-MFEM in H (div, Q, RZX") x L*(Q,R™).
Fiir n = 2:

Auf Dreieck T' mit oy|7 € {7p € P-(T,Ry;})|divr € Pi(T,R")} und w|r € P (T : R") und einer
30 x 30 STEMA.
7.3.4 PEERS
=Plane Elasticity Element (with) Reduced Symmetrie
o 7 € H(div,R™*") (i.a. unsymmetrisch)
e a(o,7) = [0 :C 7

Rnxn _ {7_ c Rnxnh_ — —TT}

skew T
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ol c LQ(QJRnxn)

skew

b(m;v,7) = [o(divr + 0 : v) dz mit v € L*(Q,R™)

Xy = RTo(7e) ® Bs(T)

Yo = Po(7, R™) x P1(Th, REEL)

skew

Vorlesung am 10.12.2008
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Kapitel 8

Vertretungszeit

8.1 Definition eines Finiten Elementes nach Ciarlet

Definition (Finites Element)
Das Tripel (T, P, N) heifit Finites Element (auch kurz FE), wenn

1. (FE1) T C R ist ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet.
2. (FE2) P ist ein endlich dimensionaler Funktionenraum auf 7.

3. (FE3) N ist eine Basis fiir den dualen Vektorraum P* = {F : P — R, F linear}.

Bemerkung

1. Spéter nehmen wir an, dass sich die Funktionale aus N auf gewisse Sobolev-Riume fortsetzen
lassen.

2. dim P = dim P*
3. Da P endlich dimensional ist, sind alle F' € P* stetig.
Definition (nodale Basis)

Wenn (T, P,N) ein Finites Element mit A" = (N, ..., N,;) ist, dann heilt ® = (1, ..., om) nodale
Basis von (T, P,N), falls

o Ni(pr) =0k 1<jk<m

erfiillt sind.

Bemerkung

Bei Angabe eines Tripels (T, P, ) ist oft sofort klar, dass (FE1) und (FE2) erfiillt sind. Um (FE3)
zu iiberpriifen, kann fir (Ny, ..., N,,) und eine Basis (¢1, ..., ¢m) von P die Vandermonde-Matrix
(N;j(0k))jk=1,....,m € R™™ auf Regularitdt untersuchen. (FE3) ist hinreichend fiir die Existenz
einer nodalen Basis.
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Beispiel
1. P-FE
e T ist ein nichtentartetes Dreieck (bzw. Tetraeder)
T = conv(P1, ..., Pat1)
o P = Pl(T),dzmpl(T) =d+1
o N'=(Ny, ..., Nay1) mit Nj(p) = o(F;)

= (T,P,N) ist FE.

Die nodale Basis (1, ..., pat1) ist durch
* @; € Pi(T)
* ;(P) =1
o 0i(P) =0 fiir j # &

gegeben. (~ Hutfunktion)

2. Q,-FE

o T = conv(Py, Ps, P5, Py) ist ein nichtentartetes konvexes Viereck.
o N = (Ny,..., Ny) ist die Punktauswertung in Py, ..., Py.

e P = span(n,...,n4) mit n; = ¢; o ®~1, wobei ® die bilineare Abbildung von ]0, 1[* auf
T ist. ¢; sind die Funktionen auf ]0,1[%, welche in einer Ecke 1 und in allen anderen

Ecken 0 sind, z.B. p1(z1,%2) = %“(1_”)

= (T,P,N) ist FE.
Diese Funktionen bilden auch gleich die nodale Basis.
3. PNC-FE
o T = conv(Py, Py, Ps) ist ein nichtentartetes Dreieck.
o P =P (T)
e N = (N1, N2, N3), Ni(p) = @(M;), wobei M; die Kantenmitten sind.

Schematische Darstellung
Skizze des Gebiets T, Punkte fiir die Stellen der Punktauswertung in N’

1. P-FE

2. Q1-FE

3. PNC_FE
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8.2 Interpolation

Definition (Interpolant (lokal))
Fiir ein FE (T,P,N) mit nodaler Basis (g1, ..., ¢m) und einer Funktion v : T — R, fiir die N;v
definiert sind, definieren wir den lokalen Interpolanten Ipv geméf3

m

Irv =Y (Njv)p;

j=1

Bemerkung
Es gilt ITp = ¢ fiir alle ¢ € P.

Definition (Interpolant (global))
Gegeben sei eine Triangulierung 7 des beschrinkten Lipschitz-Gebietes Q C R%. Wir setzen wei-

terhin voraus, dass zu jedem T' € 7 sowohl Pr als auch Nr so existieren, dass (T, Pr,NT) ein
FE ist. Wenn fiir v € C*(Q) und jedes T € 7T der lokale Interpotant Irv existiert, dann heift
Iv:Q — R mit

(I’U)|T =Irv,T€ T
globaler Interpolant von v.
Beispiel
Fiir Pp,Qq, P)C hatten wir eine nodale Basis (1,,2z € K) bestimmt. In dieser Form definiert

Iv =3, v(z)n. fiir v e C(Q) den globalen Interpolanten, der nodaler Interpolant genannt wird.
Spéter werden wir ihn als Z schreiben.

Bemerkung
Nodale Interpolanten sind nur fiir stetige Funktionen definiert. Der Definitionsbereich der IV; ist
zu beachten.

Beispiel
Es gibt FE, die keine Punktauswertungen benétigen:
e 7 sei ein Dreieck
o P=P(T)
e N = (Ny, Na, N3)
— Nilp) = 7y Jppde
— Na(p) = ﬁ S o1 dx
~ Ny(g) = b fyp paade

mit z = (x1,x2)

Diese Funktionale sind fiir ¢ € LY(T) definiert.
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8.3 Diskreter Raum

Definition (Diskreter Raum)

Es sei T eine Triangulierung. Fiir jedes T € 7 sei (T, Pr,Nr) ein FE. Weiterhin sei k € Ny
kleinstmoglich, sodass Iv fiir alle v € C*(Q) definiert ist.

Dann heifit S = im(I) C L>®°(Q) diskreter Raum (oder auch Finite-Elemente-Raum, bzw. FE-
Raum) zu Elementierung ((T, Pr,Nt),T € T).

Man sagt, der diskrete Raum S oder der (globale) Interpolant Iv ist C™-konform, wenn S C C™ (£2)
gilt.

Bemerkung

P,-FE und Q;-FE sind C°-konform. PN® ist nicht C°-konform, da der Interpolant im Allgemeinen
unstetig ist.

Da v immer stiickweise analytisch ist, gilt S C H™T1(Q) < S ist C™-konform.

Fiir S C HY(Q) benstigen wir C%-konforme Riume.

8.4 Weitere FE

1. Lagrange-Elemente auf Dreiecken

P,—FE P,—FE P,—FE
Fiir P, erhalten wir also 15 Punktauswertungen, d.h. dim P, = (4J2r2) = 15.

Wir zerlegen dabei jede Kante in gleich groie Teilstiicke und konstruieren daraus eine Un-
tertriangulierung von T'. Die Ecken der Untertriangulierung sind die Punkte zum Auswerten
der Funktionale.

An den Kanten erhalten wir jedoch weiterhin nur C°-Konformitiit.

2. Hermite-Elemente auf Dreiecken

Neben Punktauswertungen kommen nun auch die Auswertungen von Ableitungen als Funk-
tional N; hinzu.

Kubisches Hermite-FE

© ist der Funktionswert und die ersten beiden Ableitungen.
Wir erhalten 10 Funktionale und damit die Dimension 10.

= (CY-konform

3. Argyris-Element (C'-konform)
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T ist ein Dreieck

Funktionale:

e Funktionswerte in den Ecken (3 Werte)
e 1. Ableitung in den Ecken (6 Werte)
e 2. Ableitungen in den Ecken (9 Werte)

e Normalenableitungen in den Kantenmitten (3 Werte)

~—

4. Tensor-Produkt-Elemente auf Rechtecken (C°-konform

Analog zu den Lagrange-Elementen, nur mit Rechtecken statt Dreiecken

Vorlesung am 15.12.2008

8.5 Bramble-Hilbert-Lemma

Lemma 8.1. (Deny-Lions) Sei P.(T) der Raum der Polynome vom Grad < r. Dann existiert
eine positive Konstante C' = C(T,r) sodass

qeglrfm v+ allwr+rory < C(T, r)olwrere(r)

fiir alle v € WTHLP(T) erfiillt ist.

Beweis:

Seien n = dimP,(T), T € R? und o € N¢ ein Multiindex mit |a| < r. N, : WHLP(T) — R,
definiert durch v — [ D*vdz, sind lineare stetige Funktionale.

Fiir ¢ € P-(T) gilt N,(q) = 0 (fiir alle @ mit |a| < r) genau dann, wenn ¢ = 0.

Wir setzen || - |11 = || - lwrtre(r) bzw. |- [r41,p = | - [wr+1p(7) und wollen zeigen, dass

() Mollrsrp < C (Pl + Y [Na(v)]

laf<r

Annahme:
Diese Ungleichung gilt nicht, d.h. es gibt eine Folge (v;);>1 € WL (T) mit ||vg|ls41,, = 1 und

() tim {ferlrsnp+ D2 INa(oe)] | =0

jal<r

Da (vg);>1 in W"HLP(T) beschriinkt ist, gibt es auf Grund der kompakten Einbettung

W' HLP(T) — WP (T)

eine Teilfolge (W )m>1 C (v¢)e>1, die in WP(T') gegen ein Grenzelement w € WP (T') konvergiert.
Nach (**) gilt limy,— oo [Wim|r+1,p = 0. Damit ist (w,,) eine Cauchy-Folge in W"+1P(T). Wegen der
Vollsténdigkeit hat diese Folge das Grenzelement w. Fiir w gilt |w|y41,, = 0.
=w € P(T)
Andererseits gilt N, (w) = 0 fiir alle a mit |o| < r nach (**).
sw=0
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Dies stellt jedoch einen Widerspruch zu |w||,+1,, = 1 dar. Damit muss (*) gelten.

Zu jedem v € W"+LP(T) kann durch geeignete Wahl der Koeffizienten ein Polynom ¢ € P,.(T') mit
No(q) = =Ny (v) gewihlt werden. Dann gilt:

qeglf(T) [v+dllr+1p < Nlv+3llrs1p SC | |0+ qlrtrp+ Z [Na(v+q)| = Clv|r41,p
" —_——— —_————
=|v|r41,p lol<r =0 nach Wahl von ¢

O

Lemma 8.2. (Bramble-Hilbert) Sei F eine lineare Abbildung von W"+LP(T') in einen Banach-
raum Y mit Norm || - ||y . Es gelte:

1 ||F(u)|ly < Cillullps1,p fir alle w € WrHLP(T)
(d.h. F ist stetig)

2. Vg € Po(T) : F(q) =0

Dann gibt es zwei Konstanten C' und C mit

Yu € WHP(T) : |[F(u)] < C  in
qe

P,rf(T) [|lu+ QHH-L;D < C|U|1’+1,P

Beweis:
Aus F(p) =0 fiir p € P.(T) folgt:

[Fu)lly <C1 in
q

f < CiC .
EPo(F) ||U + qu+1,p > 0102 |u|1+1,p

=C

8.6 Transformationssatz

Satz 8.1. (Trafo-Satz) Eine affine Abbildung F : R? — R?, definiert vermdge x — Bx + y,
B € R ynd y € R? bilde das beschrinkte Lipschitz-Gebiet Q1 auf das beschrinkte Lipschitz-
Gebiet Qo ab. Dann gilt fiir alle m € Ng und u € H™(Qg):

m -1 m m
D™ (wo F)l[L2q,) < [det BI7Z - [[B|[F - [[D™u]| L2(qy)
Dabei bezeichnet ||B||lp = Z;{k:l B?k die Frobenius-Norm der Matriz B.

(ohne Beweis)

8.6.1 Bemerkungen

Affin-Aquivalente FE
Zwei FE (T, Pr,N7) und (K, Pk, Nk) heiflen affin-dquivalent, wenn es eine invertierbare affine
Abbildung F : R4 — R? mit # — Bz + b gibt, sodass:

1. F(K)=T
2. Pr={v:T—=Rv=woF ' we Px}

3. Ngp ={N:Pr - R|N(v) = N(wo F),N € Nx}
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Isoparametrische FE
Wir lassen nicht nur affine Abbildungen, sondern z.B. P>-Abbildungen zu.

8.7 Approximationssatz

Vu — VU] 12q) < C{/nelg [Vu —VV| 2

Wir wihlen nun ein konkretes V, néimlich die nodale Interpolante Zu = Y ;- u(z)n(z),u € C(£).
Wir betrachten nun P;-FE bzw. @1-FE auf Parallelogrammen.

Sei hy = diam(T) = max { ||z — y|\2|x,y € T} der Durchmesser von 7' und D% f(z¢) die element-
weise Matrix aller partiellen Ableitungen der Ordnung k& im Punkt 2o € T

Satz 8.2. (Approximationssatz) (Gilt fir P, und Q, auf Parallelogrammen, sowie PNC.)
Es existiert eine Konstante C' > 0, die nur von der Form der Elemente in T, aber nicht von ihrer
Anzahl |T| oder dem Durchmesser diam(T') abhdingig ist und folgendes erfiillt:

2
Yu € HQ(Q),k =0,1,2: ||Dk(u —IU)”LZ(Q) <C <Z h§(2_k)|D2u”%2(T)>
TeT

Beweis:

Wir beweisen die Abschitzung || D¥ (u—Zu)|| 2¢1) < C’hgkaDQUHLz(T) elementweise fiir alle T € 7.
Die vollstédndige Aussage wird dann durch Quadrieren und Addition der einzelnen Ungleichungen
gezeigt.

Seien:

o To; = conv((0,0),(0,1),(1,0))
[ ] (P : Eef — T
o Lup(uog) = (Iru)o @

o L =id— Iy : H2(Tref) — Hk(Tref),k = 0,1,2, wobei id die formale Identitéit zwischen
H*(Tyer) und H*(T}cyr) bezeichnet.

Dann gilt L(g) = 0 fur alle ¢ € P(T}cs). AuBlerdem ist L ein linearer, stetiger Operator.
Aus Bramble-Hilbert folgt nun

1(id = Liep )0l (1,0 ) < CregID*0l2(x, )

Es folgt eine Anwendung des Transformationssatzes mit 3y = T, Qo = Tref, F = d—! und
¢~ l(x) =B 1z - B 1y

Sei w = (u—Zu) o ®. Dann gilt w € H*(Tyef) und w =uo ® — Lcp(uo ).

su—Tu=wod!

|D*(u— Iruw)||r2ry = [ID"(wo @ 1)||r2r)
< [det B 72| B~ D w2, )
= |det B2 B7Y% DM (wo @ — Lrep(uo @)l 12r,. )
=l|uo®—Trcs (uo®)ll sk,
< |det BT 72| BT 5Cres | D* (w0 @) L2,
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Erneute Anwendung des Trafo-Satzes mit 1 = Trep, Q22 =T und F = @ liefert:

_1
ID*(wo @) r2cr,.,) < |det BI72||B|Zl|I D%l L2r)

1 — 1
= |D*(u—Iru)|rzry < Crer|det B™'72| B[] det B2 || BII%: | D*ul 2 cr

2—k
=ChZ

Mit det B~! = de%B’ IBllr < V2hr, |1B~r < g_\/f’ hr als Kantenldnge und o7 als Hohe iiber

dieser Kante ergibt sich:

. (hp\*F e\ "
|BIZ| B = 21+ (Q—i) h%’“s4(g—§) 2k

<c
O

Vorlesung am 17.12.2008

8.8 Aubin-Nitsche-Technik (Dualitiit)

Bisher: Abschitzung in der Energienorm (d.h. | - ;)
Jetzt: L2-Fehlerabschitzung

e a stetige elliptische Bilinearform auf H = H},(Q)

o b stetiges lineares Funktional auf H (d.h. b € H*)

Definition (H?2-Regularitit)
Durch a ist ein H?-regulires Problem gegeben, falls fiir jede rechte Seite b mit b(v) = [, f(z)v(z) dz
und f € L?(Q) die Losung v in H}(Q) N H?(Q) liegt und der Abschétzung

lull g2y < Cll fllz2)

mit einer Konstanten C' > 0 unabhéngig von f geniigt.

Duales Problem

Finde w € H} () mit Yo € H},(Q) : a(v,w) = b(v). (D.h. die Losung steht hier im 2. Argument.)
Seien S C H} () der FE-Raum mit der Galerkin-Lésung U als Approximation an v und e = u—U.
Da a elliptisch auf H},(Q) ist, gibt es genau ein w € H}(£2) mit

Yo € H5(Q) : a(v,w) = / evdx
Q

Aus der H?-Regularitiit folgt ||wl| g2(q) < Calle|| L2
Voraussetzung:

&/Ilé% Hw — WHHl(Q) S C3h|\D2wHL2(Q)
Satz 8.3. (Aubin-Nitsche-Lemma) Unter den obigen Voraussetzungen gilt

lu=Ullza) < llalCoCshllu = Ullm ) < lallC2C3Csh* | D2ul|2(q)

(konforme Py, Q1-Elemente)
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Beweis:
Galerkin-Orthogonalitét

YW e S :ale,WW) =alu,W)—a(UW)=0
—_—— —
=b(W) =b(W)

Mit v = e folgt:

YW e S: ||6H%2(Q) = / eedr = ale,w) = ale,w — W)
Q

= He||2L2(Q) = $g}s ale,w— W)
< . i _
<l el gin o = Wl
Appr. 9
< all - lel| 1 Csh|| D7 wl| L2 (q)
H2—Reg.
< all - lell 1 CshCallell L2y
= llellz2() < lallC2Cshllell m(a)

Cea
lellzr = llu = Ul < Cy %é%”u— W) < CsCah||D?ull 120

= lell2 < [lal|C2C5Csh? || D% 12

8.9 A priori Fehlerabschitzung fiir P)'°-FEM
o div(KVu) = fin Q
e u=0aufI'p

o Vil Ku= gauf I'y

PDDFN:Q),FDUFN:PzaQ

K € LOO(Q,REJT?L) mit positiven und gleichméfliig von 0 weg beschriinkten Eigenwerten,
Lipschitz-stetig

o feL?Q),ge L*(Ty)

Schwache Formulierung
Finde u € H}(Q) mit

o Vv e HL(Q) : a(u,v) = b(v)
e a(u,v) = [, Vul KVvdx

o b(v) = [ fode+ [ gvdy
69



8.9. A PRIORI FEHLERABSCHATZUNG FUR PNC-FEMAPITEL 8. VERTRETUNGSZEIT

S: FE-Raum mit PNC-FE, S ¢ HL(Q)
= ||lu — Ul|g1(q) ist nicht definiert.

T: Triangulierung von Q C R¢
H*(T) :={we LYQ) : w|y € H*(intT), T € T},k € Ny

auf H*(T) definieren wir

ar (u,v) = Z / Vul KV dx
T

TeT
Diskrete Energienorm
[0]lay = az(v,v)2,v € H(T)
Diskrete Sobolev-Norm

=

ol () = <||v|%2(g> +y IIVvlliz(m)

TeT
e Vo,w e HY(Q) : a(v,w) = ar(v,w)
e Vv € HI(Q) . HUHHl(Q) = ||UHH1(T)
e VkeNy: S CHNT)
Finde U € S:VV € S:ar(U,V) = b(V) (diskretes Problem).

Im Allgemeinen gilt: a7 (u, V) # b(V) wegen V € S  H},(2). Daher haben wir in der Regel keine
Galerkin-Orthogonalitét.

ar(u, V) —0b(V)

Z/VUTKVde—Z/dex—/ gVdry
T T 'n

TeT TeT

-3 /T(f+div(KVu))Vda:+ > /{ijF (Vul Kn — g)Vdy

TeT TeT

=0, wegen DGL =0, wegen R—Bdg.

+ / (VuT Kn)Vdy + / (Vul Kn)Vdy
7;— OTNI'p 7;— oTNQ

Die Terme der vierten Summe treten genau zweimal auf, da es sich um die Kanten zwischen zwei

Elementen handelt. Wegen n1 = —ns ist das Integral fiir jede Kante
[ (VT ) VI, < Vi)
E %/_/
=J(V)
Kantenspriinge:

E € & sei eine Kante von 7.
ng sei ein fester Normaleneinheitsvektor, der fiir die Randkanten mit der d&ufleren Normalen iiber-
einstimmt. Wir definieren nun J:

J:Hl(T)—>{<p: U EHR}
Ee&
70
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1. E € & ist eine Kante in Q. Dann existieren 7 und 7_ aus 7 mit £ = 9T+ N 9T-.

JV)(@) := (Vlr,)(@) = (V]r_)(z)
2. Randkante E:

- { J© EET

=ar(u,V)—-0bV) = Z / (VuT Kng)J(V)dy = ar(u,V) — ar (U, V) = ar(e,V)
Eee’E

ar(e,e) =ar(e,u—V)+ Z (Vul Kug)J(U — V)dy
Bee'F

mit e =u—U, V =Zu:ar(e,u—V) < clle| m2(r)h|| D?ul 12(0)
Satz 8.4. Es gibt eine Konstante C > 0, die nur von der Elementform und dem kleinsten Eigenwert
von K(x) abhingt, sodass:

lu = Ul 2y < Ch(|D?u] 20 + IV (K VW) 20

Beweis:

wp = J{T € T||[ENJT| > 0}

Es gilt [, J(U)dy =0, da J(U) eine lineare Funktion mit Wert 0 im Mittelpunkt von E ist.
Sei U =Vul'Kng, 7= ﬁ fE Udry.

/E Iy = /E WI(U)dy + 7 / J(U)dy

E
—_——

=0

= / (U —7)J(U — a)dv, a € R beliebig
E

IN

1V =7l L2e) | J(U = @)l 2| T (U = @) || L2 ()

Einschub (Spurgleichung)
Fiir w € HY(T) und E C 9T gilt

1
|wllr2(my < Chg® (he|wlm ) + |wlL2er))
Ende des Einschubs

_1
= [V =7ll2ey < Chg®(hpl¥ — 7w ) + W — 7| L2(1) )
—_——— ——
<Chr|¥|g1(r) Bramble—Hilbert

< Ch2 ||V p2p)
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a = ﬁ/E(U—u)dv

T(u)=0

||J(U_O‘)HL2(E) ||J(U_u_0‘)HL2(E)

< Uy —u— a2 + U= —u—al 2 g
< ChE(|Us —ulmer,y + U= —ulgir )
Spursatz, Bramble — Hilbert

S Ch%|U_u|H1(wE)
= Ch?| Vel L2ug)

= /EVuTKnEJ(U)dfy < Chz ||V\I/||L1(U)E)h% Vel L2 (we)

=Y [V Knps)dy < VYD olellmiry
= B

Wir erhalten also [[u — Ul|g1(7) < Ch(...u...).

Bemerkung
Méglich ist durch einen Dualititsansatz auch ||u — Ul|2(q) < Ch*(...u...).

Vorlesung am 05.01.2009
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Kapitel 9

A posteriori Fehlerkontrolle

9.1 Fehler und Residuen

Es seien

e b: X xY — R stetige Bilinearform fiir reflexive R-Banachriume
e r € X Losung von b(z,-) = F € Y*

Fiir konforme FE-Approximation seien X; x Y; C X x Y abgeschlossene Teilrdume mit z, € Xy :
Vye € Yo b(e, ye) = F(ye).

Das kontinuierliche Problem sei wohlgestellt, d.h. B : X — Y™ =+ b(z,-) ist ein Isomorphismus.
Insbesondere ist = B~ F eindeutig bestimmt. Uber das diskrete Problem wird nur vorausgesetzt,
dass xy € X mit b(xy,-) = F auf Yy existiert.

Der Fehler sei e =  — zy und das Residuum R = F — b(xy, ) € Y*. Es gilt Yy C ker R.

Satz 9.1. Es gilt |le||x = |R]|y=-

Beweis:
lellx = IIB7'R|x < |IB7Y-||R]y- , denn R =b(e,-), dh.e=b"'R
IRIly = llbe,)lly= < [[bl] - [lel| x

Modellbeispiel

Wir betrachten das Poisson-Problem mit:

e —Au=fin

u|39 = O

b(u,v) = [, Vu-Vudz

F(v) = [ fodz

feL?)),uveV = H&(Q)
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Bemerkung
Im Hilbert-Raum X = V =Y sei || - |x = b(-,-)2 durch das Skalaprodukt b induziert. Dann gilt
llellx = [|R||x+ vermoge des Rief-Isomorphismus.

Satz 9.2. Im Hilbert-Raum X mit ||| - ||| = b(-,)% gilt firy € X =Y mit |||yl|| = 1 fir den
relativen Fehler von R(y) als Approzimation von |||e]|| # 0:
elll = R(y) _ 1H|y— ° |2
ell] 2 lllell]
Beweis:

llelll = B(y)  _ - lllelll = bley) _y (e
el Iell] : b(lllelll’y>

1 e e 1
= _b( ) )_b< ay)+_b(y7y)
2 \lelll” llell] [llell] 2=
~—_———

=1

=1
T
= —_ y—
21~ e

I?

Bemerkung

Der Satz besagt, dass R(y) genau dann eine gute Approximation von |||e||| > 0 ist, falls y- |||e]|| eine
gute Approximation zu e ist. Also ist die Losung der Maximierungsaufgabe zur Berechnung von
IR|ly+ gleichwertig zur Berechnung von z selbst. Anstatt | R||y+ exakt zu berechnen, nutzt man
diverse Techniken, um obere und untere Abschitzungen mit vertretbarem Aufwand zu erhalten.

9.1.1 Untere Schranken im Modellbeispiel

Sei V=X =H}Q) DVy = P(Ty) NV fiir P,-FEMm beziiglich einer reguléiren Triangulierung 7;
von 2 C R? in Dreiecke. Die FEM-Lésung u; € V; definiert:

Py =Vuy € P,_1(T,R?)

mit Spriingen

[Pele = (Pelr) e — (Pl )6
fiir eine Innenkante F = 9Ty N 9T- € & und Kanten-Patch wg = int(Ty UT-).
Auf E gilt
(Ple-ve = (Pilr,) v, + (P|T-)g — (P|T-)E

Ry = f +divePy € L?(Q) mit Ty-stiickweiser Divergenz divy.
Re € L2(|J &) definiert vermoge Re|p = Rg = —[Pi|g - ve € Pi_1(E)

Satz 9.3. (Residuendarstellungsformel) Firv eV ist

R(v)z/RTvdx—i— Z / Rguds
Q E

Ecé,
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KAPITEL 9. A POSTERIORI FEHLERKONTROLLE 9.1. FEHLER UND RESIDUEN

Beweis:

R(w) = F(v)—blug,v) Z/ (fv) — P, - Vo) dx

TeT,
= Z(f—l—leTgvdx—Z/ (Re - ve)d
TeT, TeT,
= /RTvda:— Z / P)|gveds
Ee&

Nichtkonforme und gemischte FEM
Im Posson-Problem ist

a((p,u), (q,v)) :z/ﬂpqu—/Qvadx—/Qundx

fir (p,u),(q,v) € L xV =: X,L = L*(Q,R?) eine stetige Bilinearform auf X, die die inf-sup-
Bedingung erfiillt, sodass A : X — X* (q,v) — ((g,v),-) ein Isomorphismus ist.

Also existiert = (p, ) mit a((p, u), (¢,v)) = F(v) fiir alle (¢,v) € X. (Das fiirht auf [, pVu dz =
—F(v) fiir alle v, d.h. f + divp = 0 sowie fq(p — Vu)dzr = 0 fur alle ¢, d.h. p=—Vu.)

Fiir bekannte Approximation Py € L und u, € L%(Q)) mit i.a. up ¢ V sowie @, € V gilt fiir den
“Fehler” (p — pe,u — @) und den Residuen

R(q,v) = F(v) — a((pe, ), (q,v)) = — /Q(fv —pe— Vv)dr — /Q q- (pe — Viig) dx

=Ry (V) =Rr(q)

gilt
1P = pell + lu—tellv = |Ryv |lv + [ Rz
Man beachte: Ry gleicht den Residuum fiir das konforme Modell-Poisson-Problem und erlaubt eine
analoge Residuendarstellungsformel und L = L* impliziert || Rr|[z = ||pe — Viie|| z2(0)-
Vorlesung am 07.01.2009

Recall:

(pe,ug) some FE approximations and i, arbitrary in V = H}(Q) to approximate p, = Va + Curlb
for some a € V and b € H'(Q)/R. a is the unique solution of —divp, = Aa in Q and a/9Q = 0.
(p,u) is the exact solution and it holds with %y = a and || - || = || - [ L2(0):

Ip = pell + [[Vu = Vg | = | Ry |

ve + [[pe — V]|

Beispiel (P-FEM)
pe = Vuy for uy € VZC CV,a=up,b=0
llu — ue||| = ||Rv||v+ for Ry := F — a(uy, -)

Beispiel (CR; — FEM)
pe = Vguév for uév S VZN C V,a, b from Helmholtz decomposition with b # 0, i.g.
= w" |le == [ Ve(u = ug) || = || Rv|

for Ry (V) := F(V) — [, Vu) =Vvdz forveV
75

v+ + || Curld||



9.1. FEHLER UND RESIDUEN KAPITEL 9. A POSTERIORI FEHLERKONTROLLE

Beispiel (RTo-FEM)
pe € RTo(7;) and u}! € Py(7;) € V (in general), a,b from Helmholtz decomposition of py

1P = pell + IVu — Vi || = || Ry |

v+ + || Curld||

but now:

R(v) ::/vadx—/ﬂpg-Vvdwz/ﬂ(f—i—(iivg;g)vdx

R(v) = / (f — fo)(v —Tg) da
for any vy € Po(7Zp)

R(v) < Jhe(f = foO |1y (v = ve)|

=osc(f,7¢) <1|wy|

Poincare inequality on each T € 7.
Hence, HRV| % < lOSC(f, 72)

i

Bemerkung
Residual from residual representation formula satisfies

o Pi&CR;: VF C ker Ry

o RTy: |Rylly. < =402

Application to Elasticity

Given g € L?(Q)%, w € V := H (2, R?)

o:=C e(u) €L:=L*QRY") etc. from linear elasticity define
~~

sym

=sym Du
A: X — X" by (A(o,u))(7,v) :z/oz(Cflex—/oze(v)dx—/rza(u)dx
Q Q Q

for (o,u),(t,0) e X =L xV
One proves that A is linear, bounded isomorphic and ||A|| + ||[A~}|| bounded as A oo for the
Lamé parameters A, 4 in C [BCR] and so

llo = oell + lle(w = ae)| = | Rollv- + |C™ 0w — e(a)|

for some FE discrete solution oy, uy and “~” is robust in A ' co.
Recall that R,(V) := [, g(x) - v(z)dx — [,0 —1: e(v)dx allows for some residual representation
formular. It holds

Vy:= P (Ty;R*) NV C ker Ry

for all conforming and non conforming FEM.
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Application to Stokes Equations
Same notation as in linear elasticity but o = 2ue(u)—p1 for velocity field u € V, pressure p € L3(£2)
and discrete analogs oy = 2ue(ug) — pel € L. It holds

v+ + |le(te) — devee(ue)||

with dev() := (-) — 2tr()1 and Resy (v) := [ —Q(gv — 0¢ : (v)) da.
Notice:

lo = oell + llu— v ~ [|Resv|

. . 1, ..
lle(tie) — devee(ue)||* = ||dev(eq(iie — ue))||* + EHleWH2

g¢:=sym Dy

9.2 Residuals and Discrete Testfunctions

e 7, regular triangulation into triangles and parallelograms, n = 2

V, := PL(Ty) NV C= H(Q)

N¢ set of nodes = vertices in 7y

K¢ set of free nodes = Ay N Q

&y set of interior edges

(¢2)zek, nodal basis of V4

Triangulation is shape regular, i.g.. hg = |E| ~ diam(T) = |T|2, E € E(T), T € Ty, etc.

Definition (Edge-bubble-function)
E=0T_nNnaT} € & for some T, T_ €Ty
wgp =int(Ty NT-)

fE Ypds =1

Definition (Cell bubble function)
T € Ty, ¢r cell bubble function, iff ¢ € W, (T and frrde =1.

Bemerkung
If {¢pr|M € Ty U&p} is known one can w.l.o.g. assume that fT Ypdr=0forallT € Tyand F € &
by taking

new .__ jold
— ¥YE

E —apPr, —a_Pr.

for £ =0Ty NOT- and ay,a_ with ar = fTi YE dxr and we suppose a4 =~ 1.

Beispiel
1. After Verfiirth for E = conv{a, b} for a,b € Ny. ¥ := papp
flas=33=1

U = @apppe for N(T) = {a,b,c} € Ny

7
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TODO

mehr Linien?

Recall:

lﬂl |
a B ,de:2T a:oly:

Remark: Modify ¥ = 60,08

2. After Dorfler for E = 07 N 97— by refinement as shown:

TODO
Bild

such that mid(E) is a new node in the refined triangulation 7;11 and Y = 2¢mqE) is a
multiple of a related nodal basis function in Vj41 = pe(Z141) NV

Definition
For f € L2(),w € Q open and connected define osc(f,w) = |w|? I f = follL2 for fu = £, f(x)dx,
os¢(Rg, F) etc. defined simillarly.

Satz 9.4. Given (Ry|M € 14U T) € [Tpree,ur, L2 (M) define:

ReV* by R(v) = Z/RTvdx—i— Z/REvds
T E

TeT, Ee&
Given discrete functions (Yar|M € E¢ U Ty) as above it holds for T € Ty and E € &

R 1
pr = O Ryl e = nr © tose(Re, T)
Tzl
R(vYE) <

pe = oo S B |Rpllas) +ose(Rr., T4) + osc(Rr-, T-)
——

=NE

3 —
pE ~ pg + osc(Rr,,Ty) + osc(Rr_,T-) + osc(Rg, E) || RE — REl|12(p) for Rg = ][ Rgds
—_— E

=|E|

Vorlesung am 12.01.2009

Beweis:
|R(Yr)| = ‘/ Ry dz| < 67| 2 1Rl 2¢ry =~ |T12 | Rell p2cry
T —_—
nr
[e%e] — 1
|7l L (r) & 1,907 € Wo ™ (D), [r|m (1) ~ bt IT]7 ~ 1
For T € 7,.
Hence pyr = 7&'%2‘) < nr.
R(YEp) = / YeRpds = YeRy, dv + YRy dx
E T, T
[ —

:fT+ ¢E(RT+ 7§T+) dz, for any constant RT+
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E=0T,NT_
/ Y de = 0,|[Yp] = ~ 1 < B} |Relp2m) = 1o
T+

Yp(Rr, — Rr,)de < el 1R, = Rr,  llrery < osc(Rr, , Ty)
Ty —_—— —~
~IT |2 =fr, Br, dz

pe S |B|2 | Ril| 12 () +osc(Rr, , Ty) + osc(Rr_, T-)
N—————
1g

Proof of converse:

ET |T| Z/RTCZ$=/ETwTd$=/(ET—RT)¢Td$+/R%de
A T T T T
E/_/

o d
Jrpr de Rr ()

= |R(r) — [T|Br]| < \ [ (Be~Repor da

<Nz llL2¢ry | R — Rl L2y = osc(Ry, T)

Hence
- - [R(r)l \?
W = |T|- IRy = Rellfacr) + ITIIRrl 72 ~ ose(Rr, T) + <7
—_———— |¢T|H1(T)
=(IT||Rr|)?
since |7 |g1(7) ~ 1. Same arguments for
N =Bl |Rp — Rplli2g) + |B| - [RelZ2 k)
—_————
~osc(Rg,E)? §\fE(§E—R)wEdS|2+‘fE Y Rpds|?
/(RE—RWEdS + / YpRpds| ~ose(Rp, E)+RWe)’+ || ¢w(Rr, - Rr,)de|®
E E T,

. — 2
§osc(RT+,T+)2+‘jT7 ¢p(Rr_ —Rr ) dm‘

O

Bemerkung
If R(v) = a(e,v) as in the Poisson model problem, then

g ~ le| 1 (wp) +0sc(RE, E) 4 osc(Rr, , T) + osc(Rr_,T-)

~osc(f{T+,T-}) for Pr—FEM

and pr N le|g1(ry for error e = u — uy. Since (wg)rpeg, have finite overlapp, this amounts to

ey e ~ lel a1 (o) + osc(f, 7e) (Efficiency) where

Ne = ZTI%E—I—ZTI%

Eec& TeT,
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uez\/Zu?ﬁZM%

Ee&, TeT,
osc(f,7p) = Z osc(f,T)?
TeT,

Satz 9.5. (|R|/(v,+w)- = pe) On reference triangle T,cy = conv{(0,0),(1,0),(0,1)} there exist
w;;f, E € E(Treyf) and wref bubble functions with above properties. For any T in reqular triangu-
lation Ty there exists affine diffeomorphism ® : T — T,y with Yg|p = \I';f‘f o® for all E € &,
some F € E(Tyey) and W := \I/Tef od.
— .
Fy

\_/ F,
Then, W = span{¥g|E € &} @ span{¥|T € Ty} and R € V* with V; C ker R satisfy

He = ||R||(VIZ€BW)* ~ || Rl[w~

Beweis:

1. T = Tyey with (¢, ..., U3) := (\I/Ti{f,\I/”f Uil W) for E(Tye) = {E1, Ba, B3}, ® = id.

W(T) = span{¥y,..., U3}, dim W(T) =

(they are lin. independent since Z?:o ajV; =0o0nT =T, for ag,...,as € R implies

:/T<Z%“I’j) de=ao|T|+a1-0+...=alT|

Hence, ag = 0.

3
OZ/ ZO&j\I’j dtZO&k/ \I/kdx:ozk|Ek|
Ex B,

=ap=0fork=1,2,3
Define three different seminorms on P1(T) @ W(T'), P(T) = span{e1,..., @3} with

3 3
>, +) " Brpw € PLT) @ W(T)
Jj=0 K01
——

vanishes on all 3 vertices of T

and (ag, ..,a3) € R, (B, .., 33) € R3.
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3
> o

Ql(ao,...,ag) =

J=0 HY(T)

3
02(a0, .. a8) = > |al|]

j=0

3
QQ, ..., Q = min — ;| HYT

03(ao 3) ePr () ) jz:% J*g (T)

Those are seminorms on R*. (And indeed norms!)

02(ap, ..., a3) = [(@o, - . ., a3)|e (e
All three norms are equivalent: g1 ~ g2 ~ g3

2. T = o Y(T,.s) € Ty (arbitrary)
Up =07 0 and

DU =DV o DO
=B€R2%2 const

Transformation of norms shows

3
ag,...,03) = a;V; R ail ~ min ‘ a; U, — ‘
ai(a0 ?) Z 7 Z%| /| gr€P1(T) Z 7RI HY(T)

my(T) T

3. Completing the proof is left as an exercise.

Vorlesung am 14.01.2009

Step 11
T €T, ®:T — Ty affine, T = conv{P1, P, P3},

& Yz,y) =P+ (P, — P, P — P) (;)

=:B=D®-1
Py (0,1)
\_/
@71
P (0,0) (1,0)

Py

Bl = 7 0 d € HI(T),j=0,...,3
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3
re _ _ re T
1Y a5 Ve P=)] ajak/ Vi BT BTV (D(x))dg
=0 ~ 4.k=0 T

3
> aan [ VOOV () do
3,k=0 Tres
for C = (det B)YB~!B~T ¢ R?*2,
dx
= = Do =

2

3
> o) of
=0 L2(Trey)

= / vektor(z)T - C - vektor(xz) dx
T7~ef

<Amaz (C)-Jvektor(z)|2S|vektor(z)|?

2
3
> ove
j=0

because the Eigenvalues of C' are positive and of order 1 (*)

Q

L2(Tyey)

From our convention follows det B = 2|T| > 0, hence | det B| = det B.
Proof of (*): Eigenvalues of C~1 = ﬁBTB.

—1 hr ~
C S~
. o |Bw\2
xC—1x = ST

min  |Bz|* ~ h3
z€R?,|z|=1

with equivalence constants, which depend on interior angles only and which degenerate for angles

N\, 0 and 7 7.

The minimum angle condition is, that the smalles inner angles stays away from 0. The maximum
angle condition is, that the largest inner angles stays away from .

The last one is sufficient.

Step III

e 2, || el

For
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KAPITEL 9. A POSTERIORI FEHLERKORHEHOLIML.S AND DISCRETE TESTFUNCTIONS

wp = Z apyyy €W

Me&E,UTy
R(¥
Re(we) =] Y M|\I’M|H1(Q)0‘
e Walm o
e& U7y

=KUMOM

for opr = sign(R(¥ ) € {£1}

1
2
2 2
E Haroar
M

=ihe z|zlu a'me\/I|H1

1

2

IN

1Yot Wnlin g
M

()

Because for each T € 7; with E(T') = {F1, Es, Es}:

(Welon oy = Z amValr
Me{T,E,E2,Es}

~ Y ayWuling
Me{T}UE(T)

HY(T)

= e 2 || Rellw

Step IV

Rg(\:[f )O’M

2 m

My = § | IM| Hm,
Me&,UTy | ,

=KUMm
= RE(WE) < [ Rellw= [Wel ()
Om MM
eW
Z |‘I’M|H1(Q) Y

S [ Rellw e

since

|W€|%{1(Q) ~ Za?ﬂ‘l’m%{l(ﬂ) ~ g

— 2
=Hir

Step V: |[Rellw+ = || Rell(v,ow)-
Under extra condition V; C ker R,.

We have to proove
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Yweg € W : |w ~ min |w, — v

¢ lwe| g1 () wew' 0 — Vel ()
> is obvious. We will only proove <.

This follows from

|wg|H1(T) ~ Igréle || Dw, — AHL2(T) < ||Dw¢ — DWHHl(T)
(“~" follows from Steps I and II.)
forall T € 7, and vy € V. O

Bemerkung
Poisson model problem
Vier = Ve ® W and | Reflv,

o = Mwern = uell]-

9.3 Approximation Operators

7 regular triangulation of Q@ C R™ in shape regular n-simplices (e.g. min-angle-condition) with
set of faces Fy and I'p = |JFi;,p C 99 is closed, nonvoid subset of 902 matched by some faces
Fi.p ={F € Fi|F CTp}. Ny set of nodes, Ky = Ny \ I'p free nodes.

(¢.|z € Ny) nodal basis of P;(7;) N C(Q) and

Ve = span{y.|z € K}
={v € P\(Ty) N C(Q)|Vy = 0 along I'p}
CV:=Hp(Q) ={ve H(Q)=0alongTp} =P () NV =V (Ty)

Aim: Operator J : V' — V with stability & approximation property, not true for nodal interpolation
because V' C C(2).
J: approzimation operator also called weak interpolation operator.

Oswald approximation operator (missleadingly too often also called Clemént interpolation opera-
tor):

(Ju)(2) := £, v(x)dx for v € V, z € Ky with patch w, = int( Z¢(2)), Te(2) = {T € Tu|z € N(t)},
N(T) = set of n + 1 vertices of T

Vorlesung am 19.01.2009

Clemént interpolation operator

Given v € V = H}(Q) define Jyv € V; := Pi(Ty) NV via (Jov)(z) := v,(z) for 2 € K =N \Tp and
v, € Pr(w;) with [|v —v.||12(e,) = miny,, e p, (w.) [V — W2 12(w.)-

NB: generalisation to Py, Qx-FEM is immediate. Replace P;(w.) by Py(w,) to obtain Oswald.

Weighted-approximation-operator

(2|2 € N) is partition of unity, but, i.g., (¢.|2z € K¢) is not, because all those nodal basis functions
vanish near I'p. For simplicity, suppose that each element domain T' € 7y has at least one vertex z
in ICp. Hence, for all z € Ny there exists ((z) € K¢ and T € Ty with {z,¢(2)} CN(T). Let {(2) = =
for all z € KCp. Set I(2) = {y € N¢[¢(y) = =}, \I’ZS?L Eyel(z) 0y, Q. = {p. >0} Dw, forall z € ;.
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Moreover,

1. Q. is conntected, open and interior of [ J 7 (£2,).
2. 1 <Card(I(z)) = #1(2) = 1 for z € K, and shape regular triangulation. Hence, |7 (£2.)| =~ 1.
3. Y.k, o =1inQ

4. If z € Ky satisfies ¢, £ ¥, then Q, :=J w, has at least one edge E € £ on 002, N T'p.

y€l(z)

Given v € V = H}(Q) define Jov € Vy := Py (T) NV via (Jpv)(2) := %
JQ z

and v, € Py(w.) with [[v —v.|[12(w.) = Miny,_ecp, (w.) |V — w2 £2(w,)-

forze K=N\Tp

Bemerkung

The technical condition that VI' € 7 : N(T) N Ky # 0 can be dropped, but then the constants
in the approximation & stability estimates below shall depend in some complicated form on 7.
Those constants depend on 7y but not on mesh-sizes.

A
T ¢(4)
I'p =09

Excluded here, but generalisation is possible.

A <) 7
7

Refine 7y as shown here or apply bisecs(7)

Scott-Zang-Approximation-Operator
(Prethinking about 2D and edge E which is an affine image of unit interval [0, 1].
Consider ¥(z) = a+ fz for 0<z <1 and parameters «, 3 € R with fol U(r)der=1& fol Y(z)rde=

0.
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Hence,oz—|—§:1and%+§=0,i.e.a=4andﬁ:—6.
= U(x) =4 — 6x)
Given z € K; choose edge E, € £(z) = {F € &|z € N(F)} and define ¢,(z) =4 — G‘Z‘ET‘.

Forv eV, z € K¢, (Jov)( fE x)ds,.
(NB Jyvp = vy for all v, € Vg )

L?-Projection
Given v € V let Jyv be defined in V; by

lv—vellL2) = Uf?eil‘}[ lv —wel| 22 ()

This L?-Projection is global but a second-order projection and H' stable for adaptive meshes in
2D under mild refinement conditions

Local L?-Projection
Givenv €V, z € K¢, T(2) :={T € Ty|z € N(T)} define

Vilw, == {w. € C(@.) N P1(Te(2))|lw. =0T — a.e. along I'p N Ow.} = {vg|u,

ngVz}

...........................................

Generalisations
Special approximation properties may require a particular design of Jyv. Known examples include
averaging over subdomains e.g. (Jev)(2) = f5. (= (x) dz over ball Bs(z) around x with maximal

radius § s.t. Bs(z) C w,. But dlfﬁcultleb for convex corners.

TODO

2 Bilder
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Approximation & Stability Analysis
On Jg V- Vg
Locality: Vz € Kyde, > 0: 3Q, C Q open and connected, w, C .

Vo eV =Hp(Q): Y hp'llv—(J0)@)7zm) < c:lIDvlliz,,  (A)
TeT(z)

(recal Ty((2) = {k € To|z e N(k)})

Bemerkung
(A) holds for all examples above (except global L2-Projection) for Q, = w..

Proof for Oswald
Poincaré inequality:

[v = (Jo) () L2(wz) S diam(w:)[|Dz]| L2(w.)

Since diam(w,) = hy for all T' € Ty(z). O

Bemerkung
Forze NNTp:3c;:0: Yo eV

(B) > ()hrlollizer) < e lDollp2on)
TeT,

By Friedrich’s inequality

vl r2(w.) S 1DVl L2(w.)

for v € H'(w,) with v|r,now, = 0.

Vorlesung am 21.01.2009

Satz 9.6. (Approximation & stability property) Under the preceeding assumptions and

Op = U Q, for T €T,
2EN(T)NK,

it holds for all v € v:

1
hptlo = Jullay + Y hg?llv = Jolle) + [Jvla @) S ola @
Be&(T)

Bemerkung

1. For w € HY(T), E € £(T) holds

_1 B
Hp 2 ||wll 2y S llwllz2emhe ' + [wlm ()

2. Because of finite overlapp of (Qr|T € Tp),

Ihg (0 = Jo)[ + o = Joll[ + [ D hEtllv = Jol3s g S 0]l
Eecé&,

forveV.
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Proof of approximation property

(Ju)(z) :=0for z € N(I'p)

1=ngz

zENg

implies

0= ZD@Z

zENy
v—Jv= Z (v—(Jv)(2)p, on T € Ty
2eN(T)
—DJv = Z (v —Jv(z)Dey,
2eN(T)
= h' o= Jollzy + [Tolmy S D | B2l = (J0)(2) = llezery + (0 = (Jo)(©) Dz || 2(r)
zeN(T) 0<-<1 o=l
- = ~tr
(A) for z€K,,(B) for zEN)\K, 1
Sht =) 2 o) T T o

A

|U|H1(QT)

Bemerkung

Some operators (like Scott-Zhang, symmetric Midpoints, L2-Projection) are of second order in the
sense that

h;QHU - JUHL2(T) + h;1|v - JU|H1(T) S |U|H2(QT)

Satz 9.7. (Orthogonality property of weighted approximation operator) Let be f €
L*(Q), g€V =HL(Q) and

Sosc (£, {Q:]z € K7}) - |9l (o)

/Q flg — Jg)dz

Then, there holds

ose (f {Qlz € Ke})? = Y ose(f, 22)% ose(f, w) = diam(w)||f — full2(0)

zEK,

for f € L*(w) with f, = f, f(x)dzx.
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Beweis:

/fz .9 — (Jo)(2) dx_z/ (f — fo) (=g — (Jg)(:)p-) da

z€K, z€K,

U.gd
since / <\I/Zg J V=g x(pz) dr =0
Q f%pz
<Y f = faullzen 19%: = (J9)(2)e:l 2 o)

z€K,

=osc(f,Q.)h; " (1)
S ose(f, {2z € Ke}) [llgll]

=:o0sc(f,K¢)

@
Case 1: 0, =V, <1: (1) < |lg— (Jg)(2)llL2(0.) S helglmr (o)
Case 2: ., # 1. : 1) < g — @)l g = (J9)(2)llz20.)

<SS yenirp) 19lE2ew,)
Cy)=z "

< hT‘g‘Hl(wy)

Satz 9.8. (Reliability of 7, := explicit residual-based error estimator)

Ne(Ee U Te) == /ne(Ee) ne(Te)? > nFE)+ Y n3(T)

Ee€&y TeT,

where Ry € L*(T) for all T € Ty and Rp € L*(E) for all E € & := set of edges/faces inside Q or
on Ty :=0Q\I'p.

Z / Rguds

/ Rrvdx +
TeT Eec&,

forveV =HALQ).

ne(F) := hE||RE||L2 y for B € &
ng(T) = hT||RTHL2(T) for T € ﬂ

Provided V; C ker Ry.

Beweis:
For v € V and w = v — Jv with some approximation operator J. Then,
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ROl = r@i< Y| [Aeal X

/ REguvds
E

TeT, S———— EeE, S————
<|lhr Rel|L2(z) Il 2y b <ne(E)hp? il 2,
—_————
=:ng(T)
2
< ne(To) ||k (v = J0) | 20) +1e(Ee) <Z hig'llv — J’U||2L2(E)>
Ee&y
Sl
el
< (T U &)l
O
Bemerkung
P;-FEM based on triangulation with right isosceles triangles with interior angle 7, 7, %77 of

the 2D polygonal domain 2.
Then for the Poisson model problem holds

Helll < ne(Ze) + ne(Er)with constant < 1

(C-Funken 99, computer-based proof)

In practise, this implies overestimation often by a factor 10.
Satz 9.9. (Reliability of 7,(&) — oscy)

[ Re

ve Sne(Ee) + ose(Rr, {Q.]z € K¢})
for Ry € L?3(Q) defined by Rr|r := Ry on T € Ty.
Bemerkung

For P;-FEM in Poisson model problem, Ry = f — Ayup may be smooth and so
——

=0

oscy < Hh%VfHL?(Q)

(by Poincaré inequality)

Proof 1 - By R. Roudriguez ’94
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/ Ry, dzx| = Z/Rﬂpzdm = Z / Rpyp.ds
Wz TeT /T geg, ' B
_1 1
< ezl IRellzim < D hg® Bl e(E) = ne(E(2))
Eg%; z€EEE,

E(z) :={E € &z e N(E)}

E::][ Ry, (z)dxr € R
Q.

/T&pz dx| < / ¢.(R— Ry,)dz + / v R, dx
Q Q. Q.
—_———
<llezlln2a.) IB=R1,ll 2,y Rosc(RT, ,Q2) Sne(Ee(2))
IheRT 7200y = h2 | R7, — Rl 720y + IRIZ20.)
—_———

~osc(RT1,,0:)? ~| [ Re- dz|Sosc(Rr, ,2:)+ne(Ee(2))

Hence volume contribution in previous reliability result < osc plus side contributions.

Proof 2 with weighted approximation operator
With arguments of previous reliability proofs,

R(v) = R(w) = /Q R (v — Jv)ds ..
Sosc(RT,,{Q:]2€K})|l|v]|| orthogonality property
O
Bemerkung
I1R|lv+ S R|vy . + osc(Rr,, {Q.]z € K¢}) + osc(Re, |Er)

2+1

follows from reliability of 7, plus equivalence to .

Vorlesung am 26.01.2009

9.4 Averaging A Posteriori Error Estimator

History: Zienkiewicz-Zhu:

Gradient recovery

Given py € Py(7y,R™) compute Ap, € Pi(Z, R™) N C(Q,R™) via (Ape)(z) = £, pe(x) dx for node
z € Ny with patch w, similar to Oswald approximation. :

TODO
Bild

Then define

= —A > min — =:
na = |pe — Apell 2 () *gqfeQerg Qellr2 () =



9.4. AVERAGING A POSTERIORI ERRARIEFTIMAX@PROSTERIORI FEHLERKONTROLLE

Here, Py is flux (not gradient) or stress (not strain). Justification by numerical experiments only or
via superconvergence (for very smooth solutions far away from boundary and very special meshes).
Let

R(v) := / fodx — / pe - Dvda:—i—/ guds, v€V =Hp(Q)
Q Q I'n
for data f € L?(Q), g € L*(T'n), pe € Pi(Ty;R™), Ty shape regular triangulation of €.

Vo= P(Ty) NV Cker R,Q, := {¢, > 0}, from weighted approximation operator

Satz 9.10. (All averaging is reliable) For g € H(div,Q) N P(7¢,R™) it holds

1
|R|lv+ < [lpe — qellr2gn) + osc(f — divepe, {Q:]2 € K¢}) + Hha (9—qe- V)‘ L)
N

Beweis:
For v € V und vy := Jyv € Vp with first-order approximation stability and orthogonality property

R(v) = R(v — vp)

=w

:/(f+dinPz)wdx+/ (q¢ — pe - Dwdx
Q I'n

(1)
+ / (ge — pe) - Dw dw—/ qe - Dwdx — / divpevw dx —|—/ (ge - v)wds
Q Q Q Iy
(2) (3)
(1) = / (f +dive)(v — jev) do S osc(f + divpe, {Q:]z € Ke})|[v]| 1)
Q

1 1
- — J)d Hh —q- ’ Hh*%—JU‘
R A CICERTOTRY TRl N el
SIVollL2q)
Trace Inequality for E € &(T), E C Tn:
_1 —
hg®llwllzz2ey S [[Vwl| 2y + hyt w27 S IVYlze g
—_—— —_————
§||V1)||L2(QT) from approximation peropery

SHVUHLZ(QT)
(2) < llpe = gell 2@ IVl L2 (o

Stability <Vl 2 o

(3) = / wdive(ge — pe) dz < [hedive (e — pe) ooy 17 vl Lo
Q —— —_—

€P(Te;R™) Slollg o)

Sllae—pell 2 o)

Inverse Inequality on T
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Vs € Po(T) : Vsl 2y S hy'llsllrzer)

LHS(s) RHS(s)

(Proof)

1. T =Ty, LHS(s) & RHS(s) define seminorms on Pj(Tycf) and:
RHS(s)=0=s=0= LHS(s) =0

Hence, as in equivalence of norms in finite dimensional vector spaces, it follows LHS < RHS.
2. Transformation formula for 7.y — T yields factor hr.

Hence

Vs € Pu(T5R™) : [[divs| 2ry S b lsllar)

Bemerkungen (Poisson Model Problem)

1. Q¢ = RTuy(T;), Ty # 0, P,-FEM with solution u, € V; and py := Vuy yields

|Rllv- <  min _ ||pe — qel|2(0) + OSCy
ye€RTH(Ty) ——"
=osc(f,{Q:]z€K,})

or

Q¢ = Pi(T;; R") N C(KR™), ||R)

v S v+ O0SCy

V10ny in 2D
2. < < fi Py(Ty; R™).
77M_77A_{ \/EHM in 3D or any p¢ € Po(7y;R™)

v = na R ne(Ee) = \/Z hellpde - velLa

Ee&y
And this implies 4 < 1, which is efficient!
3. Direct efficiency proof for smooth solutions:

For all go € Q¢ € Py(7;,R") N C(Q;R™)

O(he) S < llpe — aellzz) < llpe —pllez)  llp — @ellz2(0)

O(he) O(he) S D2pll 2 () =:0O(h7)
p smooth, gs := I;p nodal interpolation in Q,
This justifies
ny < |[p— pell + hoot.

Numerical evidence shows that 774 is a better approximation for ||p — pe|| than nas.
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4. Relation to discrete hyper-cycle method
= : _ £ = Vu, € P, T,Rn £ P,—FEM
M qeengl?(m lpe — qel|L2(q) for pe Uyg 0(Z¢; R™) from Py

L lpe — pr7|L2(0) for prr RTo — MFEM solution

(u — ug)div(p — prr) dv

e |

Q
Vu—Vv €H(div,Q)

for fo € Py(7p) piecewise integral mean, i.e., VI' € Ty : fo|p = fT f(z)dz

:>/(P—Pz)(P—PRT)dx=/((u—w—@)(f—fg)dx for all w € Py(7y)

=w

< by N(w — )| L2y -osc(f, Te)

1
§;||P—PZHL2(Q)
if element domains convex

Hence 6. := p — py and drr = p — prr satisfy strengthened Cauchy inequality

1 .
I/ 0c - Orr da| < —osc(f, Te)||0cl| < [|9c ]| 9R |
Q
Perturbed Pythagoras:
0SCy

2L >9
™

/ 5(!6RT dx
Q

=l 6c=6rrl*>  —0cl® = 6rr|?
—
=||pe—prr||?=Estimator

Hence:

2
19clI + 10rr[I* = llpe = prrll* + —osce|d|

Thus

lpe — prr||® + osc(f, Te)?

is computable error estimator for ||p — pe| + ||p — prT||-

Vorlesung am 28.01.2009
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9.5 Implicit A Posteriori Error Control

Motivation for implicit error estimators

Explicit Estimators e.g. 1, are not fine enough: Typically ||le||| ~ 5m¢ although one can only
prove |||e||| < me for structured meshes. Termination after guaranted |||e||| < tol via ne < tol, so
overestimation in typical examples yields ||e[|[{% and so over-refinement by factor 16 = 2* and 4
levels of refinements yield extra costs of factor 2% more on degrees of freedom and so used CPU time
> 16 necessary CPU time. An implicit estimator with much more extra costs, say m CPU, which
terminates at level |||e||| < tol costs in total CPU(1 + m). This is better than explicit extimation
for m < 15. Hence, implicit error control may be much more expensive than explicit estimation
but the overall consequences are cheaper.

Elementwise localisation by flux equilibration for Poisson model Problem

1. For T € T,,TpUl'ny =00,V = HE(Q),

v~ | H(I)/R if Tp N (AT)| =0
"7 HL(T) :=={ve H(T)|v|or)rr,} otherwise

Local Test spaces

References: Hinsworth-Oden

2. Fluxes on sides/edges: Given (g7|T € Ty), g7 € L*(0T)
due to Ladeveze

Satisfy

VT € T, Vp = HY(T)/R : 0 = Rr(1) :/

1
rrdr + — Reds + / grds
T 2 Jor oT

along all interior edges E: g7, |g + g97_|p =0
along ¥ C I'p: no condition

along E CTyNOT: Rp = —297|E

3. Local Problems
Seek er € Vr such that ar(er,-) = Rr in Vi where ar(u,v) := fT Du - Dvdx
& Rr(v) := [, Rrvdx + fU ¢ Revds + [ grvds

(Rr, Re from residual representation formula, gr is an extra flux variable)

4. Equilibrated Error Estimator

Neq =/ Xrer, llerll7

for solution er of local problem on T € T; and ||| - |||z = ar(-,-)?

5. Mathematical Justification of |||R¢|||« < nEq
Local problems hav unique solution er iff Ry (1) = 0 for all Vo = HY(T)/R
(if not, define gy := 00)

Forv eV = H5H(Q),
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Re(v) = Z /RTU dx
TeT, L,_/
= Cl(eT, U) -1 o1 Revds— [y grvds
——
<llerllzllvlir
< neqlllv||] + Z (Re — Rg —Re —gTy  —gT-  wvds
E all inside” & N~ —

if E interior side if E interior side

E =0T, NoT_

Satz 9.11. (Ladevéze) Under equilibrium conditions on the fluzes, npq < 0o and |||R|||« < ngq
with multiplicative constant 1.
6. Design of equilibrated fluxes
Ansatz for g7, |p := gp =: gr_|Eg for E € EZ""‘E”"T, T NIT_=E,TL €Ty
as gg = ag.o¥E.a + BepYE,p for E = conv{a,b} with a,b € Ny in 2D
with g 1= 20b = @a, VB0 7= 200 — b

TODO
Bild

Rr(p,) =0for all T € Ty, z € N(T) C N (and then Rr(pq + @b + pc) = R(1) = 0 in the
case of N(T') = {a, b, c}). This yields to a linear system of equations for unknown as p € R
for each patch with node z and all E € £(Z).

For free node Z : 0 = R(yp.) and 0 = Rp(p.) = [, Rry. dr + %faT Rep.ds + faT grp-ds
forall T € T(z) :={K € Ty|z e N(K)}

with unknowns in [ JE Y ds =.

g, VB2t 1Z)E,b
~—~—

perpendicular to @z

for E € &(2).

This orthogonality [ ¢g .¢,ds = 0 for N(E) = {z,y} yields patchwise linear systems of
equations which are solved in O(1) effort.

Bemerkung
Computation of er has to be performed in very high accuracy!

Vorlesung am 02.02.2009

9.5.1 Localisation via partition of unity a posteriory error control

C-Funken SISC (2000) 1465-1484
Residual representation formula

R(V) = Z/TRTvdx—i— Z/EREvds
96

TeT, Ec&,
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based on some shape-regular triangulation 7y of € into simplices (e.g. triangles etc.) and associated
nodal basis functions {¢.|z € Ny} with respect to all nodes Ay which form a partitition of unity,

Le. D cn, p-=1in Q.
N.B. R(¢,) =0 for all z € Ny \I'p and

H}(w.) := {w € H(w,)|w =0 along I'p N 0w, }
with [T'p N dw,| > 0 for z € Ny \ K¢ (at least on side E with vertex z belongs to I'p).
Definition

HY(w,)/R for z € Ky

RZEVZ;{ H}(w.) for z € Ny \ Ky

by R.(w) :==R( ¢,w )forallweV,.
~—
EV=H}L(Q)

a,(v,w):= [ p.,Dv-Dwdx
Q
Scalar Product on V, with norm

1
111z = ez ()% S T o

(but not equivalent).

Bemerkungen

1. Completion of (V,,a,) results in Hilbert space

{ve Hl (w)/R
{U € Hlloc(WZ)

1
2 Dvllr2(w,) < OO} for z € Ky
W, = (w2)

1

2 Dv|| 2wy <00 A v=0along I'pn (awz)} for z € Hy \ Ky

with extended scalar product a, and norm ||| - |||.

2. V, is dense in W, and R, is uniquely extended to W3 It’s important to see that R,(1) =0
for z € Ky and so R, € W}.

Definition

Nz = || Rellv:

m= > 0
zeNe
Satz 9.12. 1. Feasibility:

n. = |Rz|lws = |llez|||. < oo for Riesz representation e, of R, € W} w.r.t. a.

2. Reliability:

R(v
RN = sup —2 <y

vev\{o} [1Dv][L2) —
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3. Efficiency:

eta® < (2)n2(T) + Z (2)ne(E)? for all z € Ny
TeT, Ee&,

4. 2D, T, right isosceles triangles

AN

TODO
AbbildungVLoXXVlIla

then |||R[||« < ne < 2.38|||R]|]..

Beweis:
L. R.(e;) = az(ez,e;) = H|62|||3
R (e
= | Rellw: > it = lle:ll-

[R=(0)] = laz(ez, ) < [llez]l]= - [Io]]
= | Rellwr < lle]l]-

2. R(v) = > . cn, R(pzv) with

0.0 = R,v|o, = R,(V+R|,,) if z€ Ky, since R,(1) =0

< R:Aw:lllv + R[] = [[Rellwzllo + ]|
} )
= R(v) < (Z 773) <Z |||U|||§>
2EN, 2EN,

<l (Z wz) Dol d
Q zENg
—_———

=1

= ne|| Dol L2

3. Proof relies on weighted Poincaré inequality: For f € H} (w.),

min [ (7 - @) do S diam(w. 1]

Idea of quick proof: @, C w, x R C R**! defined as

O, ={(z,y) Ew, xR0 <y < p.()}

with Poincaré inequality:
F e H'(®.) with [ Fdo, = 0 implies || F||12c.) < ¢p(@:)|DF || 12(.)

L, #=fd

Choose F(x,y) := f(x) —a for (z,y) € &, and a = T rd
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N.B. /w F(x,y)dobzz/wz/()%(m)(f(x)—O)dy dxz/wzgpzfdx—a/ﬂgozdx:O

=¢z(2)(f(z)—a)

Hence

| o= de = Pl < cr@) [ |(Das@lO)f da

z

[, ¢:IDfP? do

Scaling argument shows that the constant depends on diam(w,) and shape of w,.

773 =R.(e,) = / p.Rre, dx —|—/ . Re,e.ds
w U &e(2)

z

for z € Ky, e, € W, and w.l.o.g. /gpzez dr =0

1 L
< |l¢2 Rt p2(w.) lIPRiZ €2 2(w,)
~—— ——

Shz'ne(Te(2))

1 1
+ D 02 Re, | 2(k) lpz5ezllam)
—_———
Ecé&i(z) . S————
=||Rg HL2(E):775(E)“’§ weighted trace melquallty

1 1
Slle? exllpz o, b +l1@02 Dezll 2,
—_————
ez Iz

1
Poincaré inequality : [[eZe.| r2(w.) S lllezll]z - bz
S (e(Te(2)) + ne(Ee(2))) [lle:|l|
~——

=1

Ramainings details in C-Funken 2000

Bemerkung
This works in any dimension!

Proposition 9.1. (Consistency Error Estimator) We consider the case n = 2.

e = uevrilglg(fz) ||Dguévc — Dv||L2(Q) , g is some CR(7y)
< min ||Dguévc — DW||L2(Q)

v EVy=P; (u[)ﬁv

A

min Hhe_d (uévc — vg) HLQ(Q) (elementwise inverse estimates)

v €V
Bue
0s

> e
-1 NCT |2
Z hi' || [ ”|L2(E)

E dge
E edge

2

Q

L2 (E)

Q

Ny
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Beweis:
0 for z e Np N QY
Given ulY?, set 0,(20) := Y rer (o Clr)(2) and by linear interpolation 9, €
REnel for z € Ky
Va.

we == ulY — 0, € CR(Ty)

1DewellZacry = [Tlhz? > |(Welz) (=)

~1 ZEN(T)

HD”U@H%?(Q) ~ Z( Z (welr)(2)?

2Ny TET,(2)

:Z_}]:1(aj*a)2

a; = (uéVC|Tj) (2), mean of a;

N.B. Z;le(aj — a)2 ~ Z;JZQ(CLJ* — aj,1)2
Proof:
RHS =37, ((a—j—a) —(aj-1 —a))* <237 (a; —a)® <4LHS

<2(aj—a)?+2(a;—1—a)?

J J
J?-LHS=> ( Ja; =Y ax )?
j=1 k=1

~———
= (J = Daj = Xj_y ak
J k#j
=37 _1(a; — ax)
771
=301 ri=jlar —a_1)

7 k-1
+ X hmjr1 2y (@ — ar41)

J
Ja; — E ak
k=1

< J(J—1)2RHS

J
= S(J—l)Z|ae—a171|-1§RHS(J—1)%

1=2

Then

J

IDewel|Fa0y = D> > (a; —az-1)?

- N———
zENp j=2

zh;il|H“’fi\fc]H2L2(E)

TODO
Bild

Vorlesung am 04.02.2009
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Kapitel 10

Adaptive FEM

Loop £ = 10,1, ... until termination:
7y SOLVE — ESTIMATE — MARK & REFINE 7,44

INPUT of AFEM: coarse triangulation 7 of bounded Lipschitz domain §2 with polygonal boundary
Q) into triangles (no hanging nodes). For each T' € Ty, N(T) N Ky # ( (one vertex is interior).
Model problem with Hilbert space V' = Hg(Q), scalar product a(u,v) := [, VuVvdzr and RHS
F € V* given by f € L*(Q).

For each T € Ty there exists some edge Eo(T") € £(T') which is marked for further refinement (e.g.
one of the largest edges). Figure:

TODO
Bild

Data structure in elements = nde reads a, b, ¢ and marks Ey(T) := conv{cdn(a), cdn(b)}.

SOLVE: Given 7; and V; := V(7;) := P1(7;) NV compute uy € V; with a(ug,vs) = F(vg) for
all vy € Vp. Set py := Duy € HY(74;R?) and ey := u — uy with exact (unknown) solution u of
a(u,r)=F in V.

ESTIMATE: R, := F — a(ue,-) € V* with explicit residual-based error estimator.
1
ng =T 1720y + IT1Z - [[Pee, - vell72 om0

for all T' € 7y, where |T| ~ local mesh-sizes hZ resp. hg.

Reliability: |||e¢]|| < Creine for ng = ETG?} 77%.
Efficiency: n¢ < Ceyr|lec||| + osce for osce := osc(f, Tp) = \/ZTETE IT|-|If — fTH%Q(T)

MARK: Given bulk parameter 0 < © < 1 choose M, C 7; with minimal | M| and On? < D oTem, n%
by greedy algorithm.

REFINE: Bisection of all (Ey(T) : T € Tp) plus closure algorithm to resolve hanging nodes:

bisec(T) w.r.t. Eo(T) = conv{A, B} means: take out T = conv{A, B, C} from 7; and corresponding
data and add two new triangles with cde equal to C, A, D and B,C, D with possibly new node
D = AJFTB and associated reference edges Ej1+1(T1) and Ej1(T5).

TODO
Bild
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Until no hanging node in current (possibly non regular) triangulation do
bisection of all T" in current triangulation with hanging node

Output: Sequence of triangulations 7, with Vo CV; C Vo C ... C V.

Bemerkungen (Possible refinements)

1. NVB terminates after a finite number of steps and 7;41 is the coarsest regular triangulation
s.t. all (E¢(T)|T € Ty) is bisected and given T € Ty, Tij11|7 := {K € Tj41|K C T} looks as
depicted:

TODO
Bild

2. E¢(T) does depend on T but not on ¢ (despite T' € 7y):

VYm, k,T € T, N Ty, : E,,(T) = Ex(T)
There is no need to refer to level ¢ in the data structure.

3. For each K € Ty, Ty| k is the affine image of a triangulation of T;..y = conv{(0,0), (1,0), (0,1)}
into right isosceles triangles and hence the number of interior angles in 7y is finite. In case
(Eo(T)|T € Tp) satisfies some extra condition, the L2-Projection IT, : V' — V; is H!'-stable.
(Const. Approx. (2004))

4. The quotient % equals one in case of no hanging nodes in NVB, e.g.

TODO
Bild
but may be arbitrary large es well:
TODO
Bild
Reference edges are diagonales in thoses pictures

However, Binev-Dahmen-DeVare proved (2004) that |7y| — |Zo| < CZZL:_Ol | M| holds for all
L € N and constant ¢ which depends on 7; only.

Bemerkung (Error Reduction)
f=1,9=]0,1]? and 7o, Mo = T

TODO
Bild

Prove that ug = u1 = us.
This is a counter example for error reduction and shows that |||u — usl|| £ |||u — uo||| is possible:

No satturation.
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KAPITEL 10. AFEM

Bemerkung (Konvergenz)
In general, | JV; =: Voo # V. There is no density that guarantees convergence limy_,o s =: oo
exists and is the Riez representation of F|y, in Vi, i.e.

Jim [l — ]| = [[lu = uoo||| = dist(u, Vo) # 0
Moreover, even if Vo, = V, there convergence speed of (|||u — uel||)ien, \ 0 can be arbitrarily slow.
Lemma 10.1. (Estimator Reduction)
30 <0(©) <1L,A>0:VlEk€Nsg:meik < 0(O)ne + AllPorr — Pl 2(0)

Beweis:
For k = 1:
For K € My, T € Tpy1|k, % = 27™ for some m € N, hence

1
T 1172 (ry < 5 [K]- £ 11Z 2y
and so

1
Z T flZ2er) < §|K| 172
Te€Ti11lk

. 1
= ) |T|Hf||2L2(T)§§ DR e+ DL K

TeT 41 KeM, KeTy\M,

TODO
Hier geht’s weiter

Aquilibriumsfehlerschiitzer (Konstruktion in 2D nach Ladevéze)
Modellproblem: Poisson —Au = f in Q C R?, u = 0 auf I'p, d,u = g auf I'y
Yo eV :a(u,v) = F(v),

e=1u— U

Yo eV :a(e,v) = alu,v) — a(ug,v) = F(v) — a(ug,v)
Res

llelll == supg coev, St = supp oey ot

Ziel: Zerlegung in Beitréige von einzelnen Elementen

Anforderungen:

Sei {gr : T € Ty}, sodass gr ~ Vr - Vu|r auf 0T

(Stetigkeit) Vo - u|lr + vpr - u|lp = 0 auf 0T NOT’

somit g7 + g7 = 0 auf 9T N AT’

Auf Neumann-Rand: gr = g auf 0T NT'y

= fiir alle v € V : fFN gvds = e, faT grvds

Aufspaltung der Elementanteile:

F(v)—a(ug,v) = Y pep A(f,v)r—ar(ue,v)}~+ [ gvds firallev € V mit ar(u,v) := [, VuVvdz, (f,v)r :=
Jr fodx

(1) F) = alur,v) = e (Fo)r — ar(une) + [ grods)

orT

—:R7 lokales Residuum
Lokale Probleme @7 € Vp Losung eines lokalen Residuumproblems

(2) ar(®7,v) = (f,v)r — ar(ue, v) + [5 grvdsv € Vp
Vr:={ve H (T)lv =0 auf Tp N AT}
Losung existiert genau dann, wenn Aquilibrierungsbedingung erfiillt ist (s. Neumann-Problem).
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0=(f1) —ar(uw,1) + [, 9rds
(1), (2) = a(e,v) = F(v) — a(ug,v) =D peq, ar(Pr,v) fiir alle v € V
Aus [a(e,v)| <D per, [|@7]l|7||[v][|7 folgt obere Abschitzung

llellz < Xrer, ll2rllz

Bemerkung

Qualitit des Schiitzers ist abhéingig von der (Approximations-)Qualitit der lokalen {gr}.
Fiir den echten Fluss stimmt die obere Schranke mit dem wahren Fehler iiberein.

(aus (2)) (f,v)7 — ar(ug,v) + [yp vrVuds = ar(u,v) — ar(ug,v)

= O =ce

Definition (Aquilibrierungungsbedingung nullter Ordnung)

(Eo)
(f, )1 —ar(ve, 1) +/ grds=0
aT
gr + g = 0 auf 9T N OT’
gr=gauf 0T NTy
Problemstellung

Konstruktionsmoglichkeit exakter Fliisse {gr} anhand der Losung u; und der Daten f, g mit ge-
ringem Aufwand, d.h. als lokale Probleme

Bemerkungen

1. Bedinguung (Ep) stellt Unterbestimmtes System dar, d.h. Fliisse sind nicht eindeutig be-
stimmt.

2. Eine elementweise Berechnung ist aufgrund der Flusskopplung an Elementkanten nicht moglich.

Annahmen fiir die folgende Konstruktion
reguliire Triangulierung 7y von Q C R? in Dreiecke, {¢,|n € N} lineare Lagrange-Basis von V; mit
@i(@k) = 0iky Dopenr) Pn(@) =1 (Element) bzw. 3°, \(p) on(2) =1 (Kante)

Definition (Aquilibrierungsbedingung erster Ordnung)

(E1)
(f,on)r — ar(he, on) + / ongr ds = 0¥n € N(T)
T
gr + g = 0 auf 0T N OT’
gr =g auf 0T NT'y
Ziel

Neumann Datum auf £ C I'y oder

Konstruktion lineare Flussapproximationen, d.h. gr|g = { i {onln € N(E)}, als lokale Probleme
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Ansatz: Hilfsfunktionen

prn(E) = | 5 97%n ds, n € N(E) definiert lokale Freiheitsgrade

Bestimmung der {u:}ﬁn} ermoglicht Konstruktion von gr|g = appr + @y (p, i zu bestimmen
durch ,u%n

TODO
Bild

N(E) = {l,7}
Es gilt (or, pe)mow + (90, or)EQR = PP,
(r, o) B + (Pr, 0r) B = UT s
Zudem ergibt sich
2 1
(2
(—n7 + 207,)

E

Qy _ /J’T,l _E

Mg <Oér) = (M%T) mit Mg = 3

= Qp = hl( IU/% N%r) Qp = hl

= grle = = {Quf, — uf.,)pe + (—pf, + 208, )er}

(En) fiir ,u%n :
(EY)

S, = brlpn)vn € N(T)

Eear
WGy + W, =0V € N(E),E =0T NOT’

M%n:/ gpnds¥n e N(E),E=0TNTyx
E

mit o7 := az(ue, on) — (f,pn)T

Bemerkung

Bedingung FE4' ist unabhiinging an jedem einzelnen Knoten. Zudem beeinflussen die {¢,} jeweils
nur einen kleinen Bereich von €.

(Patch) wy, :={T € Ty|n € N(T)}

En={E € 0Tyln e N(E)}

1. innere Knoten, n,T € w,

aus Bedingungen an den inneren Kanten
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1 + pint, =0
u2n+uE2 =

E E
/J’Nl,vn + MNlil,n =0

Dieses Gleichungssystem ist nicht eindeutig 16sbar, da aus spaltenweiser Addition folgt 0 =
Res(p,) = 0.

= einparametrige Losungsschar { u?ﬂ + C}§:1

2. Randknoten Gleichungssystem analog zu 1. mit Anpassung hinsichtlich Neumann-Randbedingung
und eindeutige Losbarkeit nur fiir 2 Neumann-Kanten, ansonsten wieder Losungsschar.

Wahl der Freiheitsgrade von 1. und 2.:

Bemerkung
Schétzer ist umso exakter, je exakter der konstruierte Fluss g7 in Bezug zu o := Vu, daher
W, & i, = [pestlr - Vrds, dh. Minimum von 3 ZTGW” Y geor(Wh, — iif,)* unter der

Aquilibrierungsbedingung.
= Lagrange-Funktional fiir (EY")

LEpF Y A} {orn}) = Z S Whn—ifn)+ >, orn0rm— Y, wEat Y. Ama(Bfatuf)+ Y

TEwn EeoT Tewn EeoT E=0TNoT’ E=0TNI'y

Ableiten nach ,u%n liefert Optimalitéitsbedingung

M%m - ﬂg,n —0T,n — )\E,n =0
Ableitung nach A\g , 0, entspricht (E})
Setze Ag , = 0 an Dirichletkanten (da beliebig).
Wir erhalten System fiir gesuchte Fliisse:

%(JT{H /AR ﬂg,n - [L%’,n E=0Tnor"

M%n: ng@ndS E=0TnNnol'y
OTn + i, E=9TNdlp
Eingesetzt in (EY') ergibt dies fiir Lagrange Paraemter o7, :
1 -
B Z (0T — 01 n) + Z o1 =01, ¥T €wy,  (3)

E=0TNoT’ EedTNI'p
mit

IR DI N R DR S S / gipn ds

E=0TNoT" EcdTNI'p EcoTN'n
ou
= aT(uéa@n) - (fv Qpn)T _/ <av;>§0n ds
ou %UT . {(VU@)T + (VU@)T/} auf 0T N oT'
<8—€> =< vr- (Vue)r auf 0T NT'p
vr g auf 0T NT'y
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Bemerkung

(3) ist algebraisches System iiber Patche w,, mit Unbekannten {or,|T € w,,} entsprechend den Ele-
menten im Patch. Unbekannte innerer Knoten sind eindeutig l6sbar, fiir die Randwerte verwendet
man Kleinste-Quadrate-Losungen.

Definition (Aquilibrierungs-Fehlerschiitzer 1)
lokaler Schétzer prr,r := |[VOr|r2(r) = |[|®7|l|T
und global p ; := Y rcq, pf o wobei @7 € Vr die Losung von

Yo e Vp: / VO®rVouder = Rr(v, gr)
T

mit gr als Fluss geméfl Konstruktion und

Rr(v,q) :z/fvdx—i—/ gvds—/og-Vvdx—i—/ q-vrds
T TnNAT T aTNT N

ist.

Definition
rp:Q — R rp:= f+ diveoy
—[Ug . UE] Ec&
e Ugee B = Ryrp:=J(0/VF):=¢ g—0-vq EE€&y
0 sonst

Satz 10.1. (Effizienz) Fir T € T, gilt

prr S D IBellizqy +hr Y Irelism
T inwr Ee€éq
ENOT#0D

FiXKEMe\’]E.Fl, K =T, UT5 etc.

TODO
Bild
3 2
> 7% [|[pr41 - vElZ20m)
T€Ti, TCK 7 |
<LK}
1 1 |K|%
< —2|K|2 Mpeealvs 72 05) + 2 > W”[leerE]”%?(E)
E€& 41, ECK,EZOK
|K|% 2 1 2
< 73 (Ilpdvell L2 ox) + lpie1 — pdvelLeor)® + V2IK]|? > [pi+1 — pelvElli2(m)
E€& 41, ECK,EZOK
Notice : [pe]g =0
14+XA 1 I++ 1 1
< —2|K|2 el Z20m) + WHKP s = pelvelizox) + V2IK|? Z pre1 — pelvellTsm

E

yeen

1+4
<ma{ VISR e Mo —padls

Trace inequality on F' € & 41|k with wp patch in Tj4q, Wp = T4 UT— with Ty € 741, F C 0Ty
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P11 = pelvrell ey < N(piv1 — po)lr vellezry + (P11 — po)lr_vell L2or)

1 1 .
ST - |pier — peleaery) + [Th]* - IV(pir1 — po)llL2(ry) +...(allesmitT_)

_1 ] )
<|T4| 4‘”1”!+1‘P£HL2(T+) inverse Estimate

_1
Slwrl ™% Pt — pellz2(wr)

All together:

1 1+ A
S T pealvrl iz < —= A K2 |[[pelvic |13 or) +CA+ 5 )||p1+1 pellrz(x)
TeTi11|k

C' is independent on |K| or k. The sum of the two inequalities results in

1+ 1
= Y ( SRR el oy + 51K |-||f||i2<K>)
KeM,
<Hank
£ (11 By + L+ NI v o)

TeT\ M,

<(A+Mn%

1
+C(1+ )sz+1 pellz(q)

M1 < < > 77K> (L+A) > ok +C(1+ )sz+1 el 720
KeM, KeT,\M,
N——_— —
>0n2 MARK
" —2— Y np<(-om
TeM,;
N—_———
<—Omny
1
40 (55 -1) < > nK> N+ (145 ) I = pile
\ , \KeM,

<0

<-0(1+X)(1-Z5)n;

1 2 1 2
<@l-MN1-601- ﬁ))m +C(1 - X)leJrl —pellz20)

Proper choice of A > 0 results in

1 1
M1 < /1 —0(1 - E)W +C? |1 —pell2c@)

O

Satz 10.2. (Reduction Property) In Poisson model example, there exist a, 3 > 0 < o < 1 such
that for all £ € Ny:

aniiy + Blp — piall* < olani + Bllp — pel?)
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Beweis:
Galerkin orthogonality

1
7712+1 —0(©)(1 + /\)Tlg <O+ )P —pe||2L2(Q) =p (Hp —peH%%Q) —|lp _pl+1||2L2(Q))
N———

A
——
Je; [HNwrp1—uell]?

Fe1 T Bllp = pral® < 0(©) (1 + N)n + Bp —pell?
M1 p—Di+1l|" =0 Ne P —De
—_———
<Creng
—_———
reliability

<(1-8)Bllp—pell*+8Crern?
< (0(®)(1+ X) + 6Cre)n; + (1 —0)Bllp — pel®
< max{1 — 6, 0(0)(1+ A) + 6Crei} (n? + Bllp — pe|?)

=:0

given o(0) < 1, choose A > 0 with p(©)(14+ X)) <land ® <d<1—p(0)(1+ A) then 0 < p < 1.
Notice 3 := C(1 + 5) depends on . Optimal choice likely for

1 p(©)(1+ )

!
1= 6= 0(@)(1+X) +0Cra &6 = — =~

and so

0(©)(1 + 3) + Crei

¢ 1+ Crel
can come as close as possible to lower bound 0(1937&0:@ since 9(0) < 1. O

Bemerkung
R-linear convergence of ||p — pe|| and 7y
Q-linear convergence of the linear combination

Lemma 10.2. (Discrete Reliability) For 7, some refinement of Ty,

Ipee —pell> S ). nk
KeT\Ti+x

Beweisidee:
| wigr — ue 1> = ale, e — Jee)
—_———
=:e

for Scott-Zhang and edges in & N &4y if possible. = e — Jre=0onT € Ty N T4k
= |lle|l|? < standard with V =0 on 7y N Ty 4 p O

Definition (approximation class)
For s € R, let (u, f) € V x L?(Q) satisfy

I )], = sup [N]? Vst V(I + oself, In)? < oo

inf
NeN, |Tn|—|70|<N,7n admissable refinement

then (u, f) € As.
109



KAPITEL 10. AFEM

Bemerkung
. 1. . .
If u € A, then u can be approximated as |7~ in case 7y is optimal.

Satz 10.3. AFEM is quasi-optimal in the sense that for (u, f) € As it holds

VP = pell? + ose(f, 70)? S 1T\ Tol || (u, f)] 4,
for 0 < © <« 1 sufficiently small.
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Euler
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Finites Element
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Fourierzerlegung, 7
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diskret, 16
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lokal, 54
nodal, 55

konform
c™, 55
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Laplace-Operator, 21
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reflexive Banachriaume, 30
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Materialverhalten
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Medium, 7

nodale Basis, 53
nodaler Interpolant, 55
Normalenableitung, 21

operator
approximation, 77
Oswald, 77
Clemént interpolation, 77
interpolation
Clemént, 77
weak, 77
Oswald approximation, 77
weak interpolation, 77

Poisson-Problem

Primale gemischte Formulierung, 30

schwache Form, 30
Problem
H?-regulir, 60

Quader, 21

Randbedingung
Dirichlet, 7
Neumann, 7

Randbedingungen
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Differenzenverfahren, 11
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