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1 Vorwort

Die Unbekannte in einer Differentialgleichung ist weder eine Zahl noch ein Tupel von Zahlen, son-
dern eine Funktion. Diese Funktion wird oft in einem unendlich-dimensionalen Vektorraum von
Funktionen gesucht, insofern ist eine Differentialgleichung eine Gleichung mit einer unendlich-
dimensionalen Unbekannten. Im Vergleich zu Gleichungen fiir Zahlen oder fiir Tupel von Zahlen
sind die Vielfalt des Losungsverhaltens und der Aufwand des analytischen und/oder numeri-
schen Losens von Differentialgleichungen erheblich grofler, und der wesentliche Grund dafiir ist
die Unendlich-Dimensionalitéit der Unbekannten.

In diesem Semester behandeln wir Anfangswertprobleme, Randwertprobleme und Eigenwertpro-
bleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen sowie Teile der Theorie unendlich-dimensionaler
Vektorrdume (der sogenannten Funktionalanalysis), die zur Behandlung von Rand- und Eigen-
wertproblemen fiir gewShnliche und partielle Differentialgleichungen entwickelt wurden.

Die Kapitel 1 und 2 behandeln beide gewthnliche Differentialgleichungen, trotzdem sind die Fra-
gestellungen und die Resultate, die in Kap. 1 prasentiert werden, vollig verschieden von denen in
Kap. 2. Das ist auch nicht verwunderlich, denn die Resultate von Kap. 1 entstanden unter dem
EinfluB von Anwendungen aus der Dynamik, wihrend die Resultate aus Kap. 2 angewendet
werden zur Beschreibung zeitunabhingiger Zustinde von Objekten, die von einer Ortsvaria-



blen abhéngen. Entsprechend verschieden sind auch die Bezeichnungen, die traditionell benutzt
werden: In Kap. 1 wird die unabhéngige Variable (in Anwendungen eine Zeitvariable) mit ¢
bezeichnet und die abhéngige Variable mit x oder y. In Kap. 2 wird die unabh#ngige Variable
(in Anwendungen eine Ortsvariable) mit  bezeichnet und die abhéngige Variable mit u oder
v. In Kap. 1 sind die Definitionsbereiche der Lésungen zunéchst unbekannt und miissen bei der
Berechnung der Losung mit berechnet werden, wihrend in Kap. 2 die Definitionsbereiche der
Losungen gegeben und fixiert sind. Anfangswertprobleme und Randwertprobleme unterscheiden
sich auch grundlegend in der Frage nach Existenz und Eindeutigkeit der Losung: Anfangswert-
probleme besitzen unter Bedingungen, die in fast allen Anwendungen gegeben sind, genau eine
(sogenannte maximale) Losung. Dagegen kénnen Randwertprobleme genau eine Losung besit-
zen oder auch keine Losung oder auch viele verschiedene Lésungen, und diese unterschiedlichen
Fille des Losungsverhaltens treten auch in Anwendungen auf.

In Kap. 1 behandeln wir lineare und nichtlineare gewohnliche Differentialgleichungen beliebiger
Ordnung sowie Systeme solcher Gleichungen, in Kap. 2 dagegen nur lineare gewohnliche Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung.

Die Kap. 1 und 2 unterscheiden sich auch stark in ihrem Verhéltnis zu Kap. 3: Die Resultate
von Kap. 1 kénnen présentiert werden ohne die Sprache der Funktionalanlysis zu benutzen. Nur
fiir den Beweis der Existenz der Losung des Anfangswertproblems benétigt man typische Funk-
tionalanalysis, ndmlich den Banachschen Fixpunktsatz und die Vollsténdigkeit der normierten
Vektorrdume C([a,b]; R™). In Kap. 2 erweist sich allerdings die Sprache der Funktionalanalysis
durchgehend als auflerordentlich niitzlich. Ohne diese Sprache kénnten die weitgehenden Ana-
logien zur linearen Algebra nicht sichtbar werden.

2 Anfangswertprobleme fiir gewdhnliche Differentialgleichungen

Bezeichnungen Folgende allgemein iibliche Bezeichnungen werden benutzt: || - || und (-, -) sind
die Euklidische Norm und das Euklidische Skalarprodukt in R™, und M, ist die Menge aller
reellen n x n-Matrizen.

Systeme und Gleichungen und ihre Ordnung In diesem Kapitel sind J C R ein offenes
Interval, X C R" eine offene Menge (der sogenannte Phasenraum) und f: J x X — R" bzw.
g :J x X — R Abbildungen, und wir betrachten

a'(t) = f(t (1)), (2.1)

ein sogenanntes System (gewohnlicher Differentialgleichungen) n-ter Ordnung (in Normalform),
sowie

y ") = g(t,y(), v (), ...,y V(). (2.2)

eine sogenannte (skalare gewohnlicher Differential-) Gleichung n-ter Ordnung (in Normalform).
Hier ist der Begriff “Ordnung” so eingefiihrt, dass er die Anzahl der (skalaren) Anfangsbedin-
gungen, die benotigt werden, um ein wohlgestelltes Problem zu bekommen, angibt. Damit ist
die Ordnung die “Anzahl der Freiheitsgrade”, d.h. ein Maf} dafiir, wie kompliziert die Dynamik,
die durch (2.1) oder (2.2) beschrieben wird, sein kann. Bisweilen wird das System (2.1) auch
System der Dimension n von gewthnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung genannt oder
auch System von gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung.



Funktionen = : I — R" bzw. y : I — R heilen Lésung von (2.1) bzw. (2.2), wenn I C J
ein Intervall ist, wenn z differenzierbar bzw. wenn y n-fach differenzierbar ist und wenn (2.1)
bzw. (2.2) fiir alle ¢ € I erfiillt ist, d.h. wenn insbesondere fiir alle ¢t € I gilt z(t) € X bzw.

(y(@®),y'(t),...,y" V) e X.

Qualitative Theorie So oft wie moglich werden wir den Standpunkt der sogenannten qua-
litativen Theorie gewthnlicher Differentialgleichungen einnehmen, d.h. Fragen an die Losungen
von (2.1) bzw. (2.2) zu beantworten ohne diese Losungen explizit auszurechnen, d.h. méglichst
direkt von den Daten von (2.1) bzw. (2.2) auf die Antworten zu schlieBen ohne den “Umweg”
iiber die Losungen.

Anfangswertproblem Das Anfangswertproblem zu dem System (2.1) bzw. zu der Gleichung
(2.2) besteht darin, zu gegebenen 7 € J und ¢ € X bzw. (0,71,...,Mn—1) € X eine Losung
x:I—R"bzw. y: I — Rvon (2.1) bzw. (2.2) mit

x(rt)=¢ (2.3)
bzw.
y(7) =m0, ¥'(7) =,y (7)) = s (2.4)
also insbesondere mit 7 € I, zu finden.

Tranformation von (2.2), (2.4) in (2.1), (2.3) Essei y : I — R eine Losung von (2.2),
(2.4), und z : I — R" sei definiert durch

z1(t) == y(t), z2(t) =o' (t),..., 2, (t) := y" (1) (2.5)

Dann ist = eine Losung von (2.1), (2.3) mit fi(t,x) = 2, fa(t,z) = x3,..., fa_1(t,z) = =, und
fult,x) = g(t,x1,22,...,2y) und & = no,&2 = M1y, &n = Mn—1. Mit anderen Worten: Jedes
Anfangswertproblem vom Typ (2.2), (2.4) kann mit Hilfe der Transformation (2.5) in ein An-
fangswertproblem vom Typ (2.1), (2.3) transformiert werden, in diesem Sinne ist (2.2), (2.4) ein
Spezialfall von (2.1), (2.3). Deshalb werden wir uns bei der Betrachtung fast aller theoretischer
Fragen auf die Behandlung von Anfangswertproblemen vom Typ (2.1), (2.3) beschrinken. Die
Ubersetzung der Resultate fiir (2.1), (2.3) in entsprechende Resultate fiir (2.2), (2.4) mit Hilfe
von (2.5) ist dann einfach. Nur bei der Betrachtung einiger spezieller Fragen, bei denen die
spezielle Struktur von (2.2), (2.4) benutzt werden muf}, werden wir (2.2), (2.4) betrachten.

Bisweilen werden wir auch Differentialgleichungen behandeln, die weder die Normalform (2.1)
noch die Normalform (2.2) besitzen, z.B. sogenannte Euler-Lagrange-Gleichungen der Form

%Vx/L(t,x(t),:c’(t)) = V.L(t,z(t),2'(t)). (2.6)

Dabei sind L : J x X x R®™ — R die sogenannte Lagrange-Funktion, und VL bzw. VL sind
die Gradienten von L bzgl. der Variablen x bzw. /. Das Systen (2.6) kann in die Normalform
(2.1) transformiert werden, wenn fiir alle ¢t € J, z € X und 2’ € R" gilt det Hy, (¢, z,2") # 0.
Dabei ist Hy, ,» die Hesse-Matrix von L bzgl. der Variablen z’.

2.1 Die maximale Losung

Eine Losung = : I — X von (2.1), (2.3) heift maximal, wenn fiir jede andere Losung 7 : I+ X
von (2.1), (2.3) gilt I C I und Z(t) = x(¢) fiir alle t € 1.



2.1.1 Existenz und Eindeutigkeit

Hauptsatz Wenn f stetig ist und wenn die partielle Ableitung 0, f existiert und ebenfalls
stetig ist, so existiert fiir jedes 7 € J und jedes £ € X genau eine maximale Losung von (2.1),
(2.3). Das Definitionsintervall der maximalen Losung ist offen.

Beweise des obigen Hauptsatzes sind sehr aufwendig. Sie beruhen auf Anwendungen der Ba-
nachschen Fixpunktsatzes sowie des folgenden Lemmas, das einen sehr einfachen Sachverhalt
formuliert, das aber bei Betrachtungen von gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen
oft eine grofie Rolle spielt:

Lemma von Gronwall Es seien Konstanten T' > 7 und o € R sowie eine stetige Funktion
z:[1,T] — [0,00) gegeben so dass gilt

2(t) < z(1) + a/t z(s)ds fiir alle t € [, T).

Dann folgt
2(t) < 2(7)e®7) fiir alle t € [r, T

Gegenbeispiel Wir betrachten (2.1), (2.3) mitn =1,J =X =R, 7 =& =0und f(t,z) = \/|z|
(d.h. f ist stetig, aber nicht differenzierbar), also die Anfangswertaufgabe

' (t) = ]z ()], 2(0) = 0.

Dann existieren unendlich viele verschiedene maximale Losungen: Zum Beispiel ist fiir jedes
c>0
2 ..
— 4 f >
() = (t—c)?/ tir t>c,
0 fir t<c

eine maximale Losung.

Soll man Selbstverstindliches beweisen? Aus der Sicht der klassischen Mechanik scheint
es selbstversténdlich zu sein, dass die Losung einer gewthnlichen Differentialgleichung zweiter
Ordnung in alle Vergangenheit und alle Zukunft eindeutig bestimmt ist, wenn die Anfangslage
und die Anfangsgeschwindigkeit vorgegeben sind. Fiir partielle Differentialgleichungen ist die Sa-
che iiberhaupt nicht mehr selbstverstindlich: Zum Beispiel fiir das Navier-Stokes-System (ein
System partieller Differentialgleichungen, das die Bewegung viskoser Fliissigkeiten beschreibt) ist
die Frage, ob die Anfangsbedingung die Losung bis in alle Zukunft eindeutig bestimmt, derzeit
(Februar 2017) eine Eine-Million-Dollar-Aufgabel!

Im weiteren setzen wir stets vorraus, dass f stetig ist und dass die partielle Ableitung 9, f
existiert und ebenfalls stetig ist. Fiir 7 € J und £ € X bezeichnen wir mit (t_(7,&),t4(7,§)) das
offene Definitionsintervall der maximalen Losung von (2.1), (2.3) und mit

x(t) = z(t, &) fir t_(7,8) <t <ty (7,€)

die maximale Losung von (2.1), (2.3).



2.1.2 Abhingigkeit von den Daten

Stetige bzw. glatte Abhingigkeit von den Anfangsdaten Die Menge
D:={(t,1,é e xJxX:t_(1,8) <t<ty(r,&}

ist offen, und die Abbildung & : D — X ist stetig. Wenn f k-fach stetig differenzierbar ist, so ist
auch # k-fach stetig differenzierbar. Die partiellen Ableitungen 0,% und d¢# sind dann Losungen
der linearen Anfangswertprobleme

00 8(t,7,8) = O f (1, 2(t,7,8)) 07 2(t,7,€), Ord(7,7.8) = —[(7,8),
und
00 (t, 7,6) = Op f (L, 2(t,7,8))0e (L, 7, ), Oc(r,T,&) = 1.
Hier ist I € M, die Einheitsmatrix.
Beispiel Wir betrachten (2.1), (2.3) mit n = 1,J = X = R und f(t,z) = |z[>?, also die

Anfangswertaufgabe

2 (t) = [z, a(r) = €

Die Funktion f ist einmal stetig differenzierbar, aber nicht zweifach differenzierbar. Die maximale
Losung ist

4 2
3 5 firt<rt+—, falls& >0,

(2 — (t — 7)VE) V€
z(t,1,8) = 40 fiir ¢t € ]R,2 falls £ = 0,
3 firt>7—- —, falls€& <0,

2+ (t - 7)v/=F)° v=E

und Z(t, 7, ) ist ebenfalls einmal stetig differenzierbar, aber nicht zweifach differenzierbar.

Glatte Abhingigkeit von Parametern Oft treten in einer Differentialgleichung nicht nur
die unabhéngige Veriable ¢ und die abhéingige Variable x(t) auf, sondern auch sogenannte Para-
meter A (z.B. Materialkonstanten in der Kontinuumsmechanik, stéchiometrische Koeffizienten
in der chemischen Reaktionskinetik, sogenannte externe SteuergréBen usw.) auf, die vorgegeben
sind, also nicht gemeinsam mit x(¢) berechnet werden miissen. Das entsprechende Anfangswert-
problem ist dann von der Form z/(t) = f(t,z(t),\), x(7) = & und seine maximale Losung
Z(t,7,&,\) hingt dann auch von dem Parameter A ab. Dabei gilt wieder: Wenn f k-fach stetig
differenzierbar ist, so ist auch & k-fach stetig differenzierbar. Die partielle Ableitung 0,2 ist dann
Losung des linearen Anfangswertproblems

ata)\i(ta T, 5’ >‘) = amf(t, j(t, T, 55 )‘)a )‘)a)\j(ta T, 5, >‘) + a)\f(ta j(ta T, 5’ A)’ A), a)\i(’T, T, 55 )‘) =0.

Proze$3-Eigenschaft Fiir alle 7 € J, { € X und s,t € (t—(7,&),t4+(7,£)) gilt

te(s,2(s,7,8)) =te(1,8), 2(t,s,2(s,7,8)) = 2(t,7,§).

Insbesondere gilt (¢, 7,-)~! = 2(7,t,-), d.h. &(t,7,-) bildet X bijektiv und stetig differenzierbar
auf X ab, und die inverse Abbildung ist ebenfalls stetig differenzierbar.



Beispiel Wir betrachten (2.1), (2.3) mit n = 1,J = X = R und f(t,z) = t2?, also die
Anfangswertaufgabe
#(t) = ta(t)?, a(r) = &

Die maximale Losung ist

28 o o
B, 7,8 =< (2 —12)E+2 fiir 12 < 72 +2/|¢|, falls £ # 0,
0 fiir ¢ € Ra falls § =0.

In diesem Fall ist also

t(T,g):{ —/T2+2/¢], falls £ #0, t+(7,£)={ VT2+2/|E], falls € #0,

—00, falls £ =0, 00, falls £ =0,
und die Proze-Eigenschaft ist
2€

9
Bt €) = 2 _ (7% = 2 + 2 3t 5,8 (5,7, ).
(7—2 - t2)£ + 2 (82 _ t2) 25 — + 2
ey

Autonome Systeme und die Flu3-Eigenschaft Das System (2.1) heiit autonom, wenn
gilt J =R und f(s,x) = f(t,x) fiir alle s,t € R und € X. Wir schreiben dann anstelle von
(2.1)

'(t) = f(x(t)), (2.7)

und fiir alle 7,s € R, £ € X und t € (t_(7,€),t1(7,€)) gilt
te(1+5,8) = t4(7,8) + 5, Lt + 5,7 +5,§) = L(t, 7,£)).

Insbesondere gilt &(t,7,£) = &(t — 7,0,)), d.h. die Abbildung % ist im autonomen Fall durch
die einfachere Abbildung #(t,0,&) eindeutig bestimmt. Zur Vereinfachung der Bezeichnungen
schreiben wir im autonomen Fall

z(t, &) == 2(t,0,€) fiir t_(§) :==1t_(0,8) <t <ty (§) :=1t4(7,8).

In diesem Sinne kann man im autonomen Fall ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 7 = 0
setzen. Die Abbildung (¢,&) — #(t, ) heifit FluBl zum autonomen System (2.7), und sie besitzt
die sogenannte Flu-Eigenschaft

E(t+s,8) = 2(t,2(s,))

fiir alle s € (t—(£),t4+(£)), t € (t—(§) — s,t4(€) —s) und £ € X.

Beispiel Wir betrachten (2.1), (2.3) mit n = 1,J = X = R und f(¢t,z) = 22, also die
Anfangswertaufgabe



Die maximale Losung ist

15—% fir t <1/¢, falls £ >0,

z(t,&) = 0 fiir t e R, falls £ =0,
£ .

T firt > 1/¢, falls ¢ <O.

Die FluB-Eigenschaft ist also in diesem Fall

@(t+s,§):1_(f+s)§: 1_t§ = 2(t, 2(s,8)).

2.1.3 Blow-up und Urknall

In Anwendungen beschreibt das Intervall J das Zeitintervall, in dem das “Bewegungsgesetz”
(2.1) gilt, wihrend das Intervall (¢t_(7,€),t4(7,€)) das Zeitintervall ist, in dem die Lésung von
(2.1), (2.3) existiert. Wenn nun (¢_(7,§),t4(7,£)) echt kleiner als J ist, so entsteht die Frage:
Warum hort die Losung auf zu existieren, obwohl das Bewegungsgesetz weiter existiert? Er-
staunlicherweise gibt es darauf eine allgemeingiiltige Antwort: Weil sich die Losung dem “Rand”
des Phasenraumes X annéhert!

Langzeitverhalten von Losungen mit (t—(7, &), (t+(7,&)) # J (i) Es sei t4(7,&) < supJ
bzw. t_(7,£) > inf J, dann gilt: Fiir jede abgeschlossene beschrinkte Menge K C X existiert
ein tx € (1,t4.(7,€)) bzw. tx € (t_(7,£),7) mit

&(t,7,§) ¢ K fir alle t € (tx,t4+(7,€),) bzw. t € (t_(7,€),tK).
Insbesondere gilt im Fall X = R™:
HCAC(t,’T, £)|H — oo fiir ¢ T t+(7—a£)’ falls t+(7—a£) < SupJ (28)

und
|Z(t, 7,8)|| = oo fiir t | t_(7,¢), falls t_(7,&) > inf J. (2.9)

In Fall (2.8) spricht man von Blow-up, und ¢ (7, &) heifit Blow-up-Zeitpunkt. In Fall (2.9)
spricht man von Urknall, und ¢_(7, &) heifit Urknall-Zeitpunkt.
(ii) Es sei y : I — R die maximale Losung von (2.2), (2.4) mit J = R, X = R". Dann folgt

@] + [/ @) + ...+ [y (t)] = oo fiir ¢ T sup 1, falls sup ] < oo (2.10)

bzw.
ly@)] + [y @) + ...+ ly™V(t)] = oo fiir t | sup I, falls inf I > —oc.

Eine Abschitzung des Definitionsintervalls der maximalen Lésung Fiir alle ¢ > 0 und
b>0mit [T —a,7+a] CJund {z e R": ||z — &|| < b} C X gilt

[r = e(a,b), 7 + €(a, )] € (t-(7,€),14.(7,€))



mit

. b
)= i o A E e e E 2 ) 21)

Insbesondere, fiir alle Folgen 71, 79,... € Jund &,&,... € X mit 7, > 9 € Jund & — & € X
fiir £k — oo gilt

ggg(ﬂ(ﬂc@k) —t— (7, &) > 0.

Mit anderen Worten: Es ist unmdoglich, durch Verdndern von 7 und £ (bei festgehaltenem f) die
Lénge des Definitionsintervalls der maximalen Losung beliebig klein zu machen.

Beispiel Wir betrachten (2.1), (2.3) mitn=1,J =X =R, 7 =0,£ =1 und f(t,z) = 22, also
das Anfangswertproblem

Die maximale Lésung ist

1
x(t) = —— fir —co<t<1.
1-¢
Aus (2.11) folgt
(a,b) b b 1
sup €la, v) = sup =5sUp ——5 = .
a,b>0 b>0 max{z? [z — 1| <b} oo (b+1)2 4

Der Blow-up-Zeitpunkt ist also ¢ = 1, und die (im Rahmen der obigen Methode optimale)
Abschiitzung nach unten des Blow-up-Zeitpunkts ist ¢ = 1/4.

Beispiel Wir betrachten (2.2), (2.4) mit n = 1,J = R, X = R% 7 = 0,199 = 2,71 = —1 und
g(t,y,y') = 1(y')3, also das Anfangswertproblem

Die maximale Lésung ist

y(t) =2vV1—tfurt <1,

der Blow-up-Zeitpunkt ist ¢ = 1. Das Blow-up-Phédnomen besteht hier nicht darin, dass fiir
t 1 1 die Lage y(t) unbeschrinkt wird, sondern die Geschwindigkeit y/(¢) wird unbeschriinkt.
Das zeigt, dass man die Bedingung (2.10) im allgemeinen nicht ersetzen kann durch |y(t)| — oo
fiir ¢ T sup I, falls sup I < oo.

Eine Wachstumsbeschrinkung, die Blow-up und Urknall verhindert Es seien a,b :
J — [0, 00) stetige Funktionen so dass gilt

£ (t, )| < a(t)||z]| + b(t) fiir alle t € J,z € X.

Dann folgt t4(7,&) = supJ und t_(7,&) = inf J fiir alle 7 € J und £ € X.

Eine geometrische Bedingung, die Blow-up verhindert Es seien r > 0 und zp € X
gegeben mit {x € R": ||z — z¢|| <7} C X und

(f(t,z),x —zp) <O fir alle t € J und x € X mit ||z — zo| =7

Dann folgt ¢ (7,&) = sup J fiir alle 7 € J und & € X mit || — zo|| < 7.



2.2 Einige Tricks des analytischen Losens

Nur sehr wenige Anfangswertprobleme fiir nichtlineare Differentialgleichungen kénnen “in ge-
schlossener Form”, d.h. als Formelausdruck, in dem nur elementare Funktionen auftreten, explizit
gelost werden. In vielen Anwendungen braucht man allerdings die Losung auch nicht in geschlos-
sener Form, denn in Anwendungen werden meist nur spezielle Fragen, die Losung betreffend,
gestellt, und diese konnen oft beantwortet werden ohne dass man die Losung in geschlossener
Form kennt. Auflerdem existieren zahlreiche Verfahren zur numerischen Lésung von Anfangs-
wertproblemen. Trotzdem sind die wenigen Differentialgleichungen, deren Anfangswertprobleme
in geschlossener Form gelost werden konnen, von grofler Bedeutung in Theorie und Anwen-
dungen. Sie zeigen als Beispiele, was man im allgemeinen erwarten kann, sie ermdglichen die
Betrachtung von Eigenschaften, die sich einer numerischen Untersuchung entziehen, sie sind als
benchmarks fiir numerische Verfahren geeignet usw.

In diesem Unterkapitel beschreiben wir einige Klassen von nichtlinearen Differentialgleichungen,
fiir die analytische Algorithmen, die evtl. Losungen in geschlossener Form liefern, existieren.

2.2.1 Gleichungen mit getrennten Variablen

Wir betrachten Anfangswertprobleme vom Typ

2'(t) = f(2(t)g(t), x(r) =¢ (2.12)

mit einer stetig differenzierbaren Funktionen f : X — R, einer stetigen Funktion g : J — R,
offenen Intervallen J, X C R und Anfangsdaten 7 € J und £ € X.

Satz Es sei f(z) # 0 fir alle x € X, FF : X — R sei eine Stammfunktion von 1/f, und
G : J = R sei eine Stammfunktion von g. Ferner sei I C J das maximale Intervall mit

G(I) CG(r)—F(§)+ F(X) und 7 € 1.

Dann ist
z: 1 — X x(t) = F Y G(t) — G(1) + F(&))
die maximale Losung von (2.12).

Algebraische Gleichung zur Berechnung der Lésung Eine algebraische Gleichung zur
Berechnung der Werte x(t) der maximalen Losung von (2.12) ist

x(t) dy B t
/5 m—/T g(s)ds, (2.13)

und der Definitionsbereich dieser maximalen Losung ist das grofite Intervall I C J, das 7 enthélt
und das die Eigenschaft besitzt, dass fiir alle ¢t € I die Gleichung (2.13) eine Losung z(t) € X
besitzt. Diese Losung ist dann eindeutig, weil F' streng monoton ist (weil alle Werte F'(z) =
1/f(z) mit x € X gleiches Vorzeichen besitzen).

Beispiel Wir betrachten das Anfangswertproblem

o' (t) = 2tx(t)?, z(1) = 1.
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Das ist ein Anfangswertproblem vom Typ (2.12) mit f(z) = 2%, g(t) =2t, 7 =¢ =1, J =R
und X = (0,00) (weil X ein offenes Intervall sein soll mit £ € X und f(z) # 0 fiir alle z € X).
Die algebraische Gleichung (2.13) ist dann

z(t) dy 1 t
_:_—+1:/25ds:t2—1. 2.14
/1 y? z(t) 1 244

Das grofite Intervall I C R, das die Eins enthélt und das die Eigenschaft besitzt, dass fiir alle
t € I die Gleichung (2.14) eine Losung x(t) € (0,00) besitzt, ist I = (—/2,v/2), folglich ist die

maximale Lésung
1

T2 2

z(t) fir — V2 <t < V2

Beispiel Wir betrachten das Anfangswertproblem
2'(t) = sinz(t), x(0) = 1. (2.15)

Das ist ein Anfangswertproblem vom Typ (2.12) mit f(z) =sinz, g(t) =1, 7=0,{ =1, J =R
und X = (0,7) (weil X ein offenes Intervall sein soll mit £ € X und f(z) # 0 fiir alle x € X).
Die algebraische Gleichung (2.13) ist dann

z(t) t
/ dy :/ ds = t. (2.16)
1 smy 0

Das Integral in der linken Seite von (2.16) ist keine elementare Funktion seiner oberen Inte-
grationsgrenze x(t), folglich kann man die Losung (¢) von (2.16) nicht in geschlossener Form
angeben. Trotzdem liefert (2.16) wichtige Informationen: Wegen

. T dy . T dy
lim - = oo, lim - = —00
ot J1 siny zl0 J; siny

folgt, dass die maximale Losung x(t) von (2.15) auf ganz R definiert ist und dass gilt

tlgrolo z(t) =, tilgloox(t) =0.
Beispiel Wir betrachten das Anfangswertproblem
t

Das ist ein Anfangswertproblem vom Typ (2.12) mit f(x) =1/(e* +1), g(t) =t, 7 =& =0 und
J = X = R. Die algebraische Gleichung (2.13) ist dann

2 (t) =

x(t) t 2
/ (e¥ 4+ 1)dy = P + z(t) = / sds = 5 (2.17)
0 0
Wegen
lim (¢ + ) =00, lim (e*+2)=—00
T—r 00 T——00

ist (2.17) nach z(t) auflgsbar fiir alle t € R, aber die Losung «(¢) kann nicht in geschlossener
Form angegeben werden. Trotzdem liefert (2.17) wichtige Informationen, z.B.

lim z(t) = oc.
t—Eoo
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2.2.2 Exakte Gleichungen und integrierende Faktoren

Wir betrachten Anfangswertprobleme vom Typ

oy Pta®)
Zz (t) - Q(t,m(t))’ ( ) § (218)

mit stetig differenzierbaren Funktionen P,Q : J x X — R, offenen Intervallen J, X C R und
Anfangsdaten 7 € J und £ € X, und es gelte Q(¢t,z) # 0 fiir alle ¢t € J und z € X.

Satz Fiir alle t € J und x € X gelte die sogenannte Kompatibilitdtsbedingung
0, P(t,x) = 0,Q(t, x). (2.19)

Dann existiert eine differenzierbare Funktion U : J x X — R so dass fiir allet € J und z € X
gilt
U (t,z) = P(t,z), 0, U(t,x) = Q(t,x). (2.20)

Ferner sei I C J ein Intervall mit 7 € I und = : I — X eine Funktion mit z(7) = £ und
U(t,z(t)) =U(r,§) fir alle t € I. (2.21)

Dann ist « eine Losung von (2.18).

Algebraische Gleichung zur Berechnung der Lésung FEine algebraische Gleichung zur Be-
rechnung der Werte z(t) der maximalen Losung von (2.18) ist (2.21), und der Definitionsbereich
dieser maximalen Losung ist das grofite Intervall I C J, das 7 enthélt und das die Eigenschaft
besitzt, dass fir alle ¢ € I die Gleichung (2.21) eine Losung z(t) € X besitzt. Diese Losung
ist dann eindeutig, weil fiir alle ¢ € J die Function U(¢,-) streng monoton ist (weil alle Werte
0, U(t,x) = Q(t,x) mit t € J und x € X dasselbe Vorzeichen haben).

Beispiel Wir betrachten das Anfangswertproblem

b ()2
, etx(t)® + 2
t) = ——7"—~— = 1.
2(0) =~ a(0)
Das ist ein Anfangswertproblem vom Typ (2.18) mit P(t,z) = €'z + 2, Q(t,z) = 2z, 7 = 0,
¢ =1,J =Rund X = (0,00). Wegen 9,(e'x? 4+ 2) = 2¢elz = §y(2elz) ist (2.19) erfiillt.
Ein Potential U mit (2.20) ist z.B. U(t,x) = e'x® + 2t. Die algebraische Gleichung (2.21) ist

e'xz(t)? 4+ 2t = 1, und die maximale Losung ist

1
z(t)=(1-2t)e ", t< 3

Integrierende Faktoren (i) Fiir alle ¢t € J sei (0, P(t,x) — 0:Q(t,z)) /Q(t, ) unabhéngig von

x € X, und es sei eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : J — R gegeben mit

0, P(t,x) — 0, Q(t, )
Qt,x)

Dann existiert eine stetig differenzierbare Funtion U : J x X — R so dass fiir alle £ € J und
r e X gilt

fiir alle ¢t € J.

d(t) = c(t)

U (t,z) = c(t)P(t, ), 0,U(t,x) = c(t)Q(t, x). (2.22)
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(ii) Fiir alle t € J und = € X sei P(t,x) # 0 und (0, P(t,z) — 0:Q(t,x)) /P(t, ) unabhéngig
von t, und es sei eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : X — R gegeben mit

c/(x) = () atQ(t,xg(; i:;:P(t’x)

fiir alle z € X.

Dann existiert eine stetig differenzierbare Funtion U : J x X — R so dass fiir alle £ € J und
r e X gilt
U (t,z) = c(x)P(t,z), 0, U(t,x) = c(x)Q(t,x).
Die obigen Funktionen ¢ heiflen integrierende Faktoren. Sie ermdglichen es in einigen Féllen,

in denen (2.19) nicht erfiillt ist, trotzdem eine algebraische Gleichung vom Typ (2.21) zur Be-
rechnung der maximalen Losung von (2.18) zu erhalten.

Beispiel Wir betrachten das Anfangswertproblem

1+ 2t%2(t)?

2 (t) = 0N z(l) = 1.

Das ist ein Anfangswertproblem vom Typ (2.18) mit P(t,z) = 1+2t%22, Q(t,z) =3z, 71 =€ =1
und J = X = (0, 00). Weil

0. P(t,x) —0,Q(t,x) 1
Q(t, ) Tt

xz-unabhéngig ist, kann man einen integrierenden Faktor ¢(t) berechnen durch

Ein Potential U mit (2.22) ist z.B. U(t,z) = t? + t*22. Die algebraische Gleichung (2.21) ist
t?2 +t*2(t)2 = 2 und die maximale Losung ist

2 — t2
o(t) = t—4,0<t<\/§.

2.2.3 Koordinatentransformationen

In diesem Unterkapitel betrachten wir allgemeine Systeme n-ter Ordnung vom Typ (2.1) unter
den allgemeinen Vorraussetzungen von Kap.l, ndmlich dass J C R ein offenes Interval ist,
X C R"™ eine offene Menge und f : J x X — R" stetig, und dass 0, f existiert und ebenfalls
stetig ist.

Transformiertes System FEs seien Y C R” eine offene Menge, ¢ : J x Y — X stetig
differenzierbar mit
det dyp(t,y) # 0 fiir alle (t,y) € J x Y,

I C J ein Intervall und y : I — Y eine Lésung von

Y (1) = 0yp(t,y() ™1 (F(t,(t,y(1)) — dep(t,y(1))) - (2.23)

Dann ist z : I — X, z(t) := ¢(t,y(t)) eine Losung von (2.1). Das System (2.23) heifit tansfor-
miertes System zu (2.1) unter der Koordinatentransformation .
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Beispiel: Homogene Gleichungen Es seien n =1,J = X = (0,00), und es gelte
F(t, Ax) = f(t,x) fir alle A\, ¢, € (0,00).
Dann transformiert ¢(¢,y) =ty (Y = (0,00)) das Anfangswertproblem
2(t) = f(t,a(t)), o(r) = ¢ (2.24)
in das Anfangswertproblem (mit einer Gleichung mit getrennten Variablen)

y'(t) _ f(Ly(t)) — y(t)7 y(T) =2, (225)

t T

d.h. wenn y : I — (0,00) eine Losung von (2.25) ist, so ist  : I — (0,00), x(t) := ty(t), eine
Losung von (2.24).

Beispiel Wir betrachten das Anfangswertproblem

z(t) t3

2 (t) = - + 2 z(1) =1.

Das ist ein Anfangswertproblem mit einer homogenen Gleichung. Also ist die Koordinatentrans-
formation x = ty niitzlich, sie ergibt das transformierte Anfangswertproblem

ww=5%@MU=L

Das ist ein Problem mit getrennten Variablen, seine maximale Losung ist
y(t) = VAlnt—3, t > e /4
Also ist die maximale Losung des Ausgangsproblems

z(t) =tvAInt — 3, t > e V4,

Beispiel: Rotationsinvariante Systeme Es seien n =2,J =R, X = R?, und f : R? — R?
stetig differenzierbar, und das Vektorfeld f sei rotationsinvariant, d.h. es gelte

f(Spz) = Spf(z) fiir alle z € R? und § € R mit Sp := [ cosf —sinf ] .

sinf cosf

Dann existieren Funktionen g,h : R — R (die in R \ {0} stetig differenzierbar sind) mit
flx)=g (:c% + :c%) x+h (m% + x%) Sy o fiir alle x € R?. (2.26)

Das Anfangswertproblem

70 C0os By
7o sin g

ﬂw:fmw»mm:[ ]7m#a (2.27)

wird dann durch Polarkoordinaten (Y = (0,00) x R)

rsin 6

(1 0) = [ 7 cos 0 ]
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in zwei entkoppelte Anfangswertprobleme transformiert:

r'(t) = g (r(t)*) r(t), r(0) = ro (Amplitudenproblem),
0'(t) = h(r(t)*), 6(0) = 6y (Phasenproblem).

Beispiel Wir betrachten das Anfangswertproblem

2y (t) = a1(t) — 22(t) — a1 (Va1 ()2 + 21(t)?,  21(0)
25(t) = a1 (t) + a2(t) — w2()Var ()2 + 21(t)?,  22(0)

Das ist ein Anfangswertproblem vom Typ (2.27) mit (2.26) mit g(r?) = 1—7r, h(8) =1, 79 = 1/2
und 6y = 0. Das Amplitudenproblem ist also

1/2,
0.

1
(1) = r(t) (1), r(0) = 5.
Seine maximale Losung ist

¢

t)=—— teR.
Das Phasenproblem ergibt 6(t) = ¢, also ist die maximale Losung des Ausgangssystems

el el
x1(t) = 5 e cost, xa(t) = 1

n ;sint, ¢ € R.
e

2.2.4 Einige Typen von Gleichungen zweiter Ordnung

Gleichungen ohne y Wenn z : I — R Losung des Anfangswertproblems

Z/(t) - g(t,z(t)), Z(T) =M

ist,soist y: I = R, y(t) :=no + f: z(s)ds Losung des Anfangswertproblems
y'(t) = g(t,y' (1)), y(r) = no, ¥'(7) = m.
Gleichungen ohne t Es sei y : I — R eine Losung des Anfangswertproblems

y"(t) = g(y(t),y'(t)), y(0) = no, ¥'(0) = 1. (2.28)

Dann nennt man die Kurve {(y(t),y'(t)) : t € I} Trajektorie oder Phasenkurve durch den
Punkt (79, 71). In seltenen Fillen ist diese Trajektorie der Graph einer Funktion y — z(y). Aber
Teile der Trajektorie kénnen Graph einer solchen Funktion sein, und dann kann man versuchen,
zunéchst die Funktion z(y) zu bestimmen und erst danach mit ihrer Hilfe die Funktion y(t).
Genauer gesagt gilt folgendes: Wenn z : Y — R Losung des Anfangswertproblems

9(y, 2(y))

Z(y) = == 2(no) = m 2.29
(1) = FLZ ) (2:29)
ist, und wenn y : I — Y die algebraische Gleichung
y() g
/ S/ (2.30)
o 2()
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erfiillt, so ist y Losung des Anfangswertproblems (2.28).
Beispiel Wir betrachten das Anfangswertproblem
/
! y (t) /
y(t) = — , y(0) =9y(0) =1.
() ==L 0 =/ 0)

Das ist ein Anfangswertproblem vom Typ (2.28), bei dem die obige Methode sogar die maximale
Losung liefert. Das Anfangswertproblem (2.29) ist

2
/)= - =1
Dessen maximale Losung ist z(y) = 1/y, y > 0. Die algebraische Gleichung (2.30) ist also
2 _
y@)~ -1 _ "
2

die maximale Losung des Ausgangsproblems ist also

1
y(t) = V2t +1, t> 2.

Gleichungen ohne y’ und ohne ¢ Wenn die rechte Seite der Differentialgleichung in (2.28)
nicht von y/(t) abhéngt, d.h. wenn (2.28) vom Typ

y"(t) = g(y(£), y(0) =m0,y (0) = m (2.31)
ist, so besitzt die Differentialgleichung in (2.29) getrennte Variable, also

z(y) y
| = 5w =) = [ oy

1 70

Dies in (2.30) ergibt eine algebraische Gleichung fiir y(t):

u(t) n ~1/2
/ (nf + 2/ g(C)dC> dn = t.
10 70

Das ist eine etwas andere Schreibweise des Energie-Erhaltungssatzes

/ t 2 y(t) 2

yt)” —/ g(z)dz:ﬁ
M0

der fiir jede Losung von (2.31) gilt.
Beispiel Wir betrachten das Anfangswertproblem
y'(t) = 2y(t)°, y(0) = y'(0) = L.

Das ist ein Anfangswertproblem vom Typ (2.31) (mit g(y) = 2y%), bei dem die obige Methode
sogar die maximale Losung liefert. Der Energie-Erhaltungssatz ergibt

y'(t)?
2

y(t) 1

- 2/ 2dz = 3 also v/ (t) = y(t)?,
1

die maximale Losung des Ausgangsproblems ist also

1
)= —— t<1
yt) = —

16



2.2.5 Autonome Systeme zweiter Ordnung

Wir betrachten Anfangswertprobleme fiir autonome Systeme zweiter Ordnung:

a'(t) = f(x(t),y(1), v'(t) = g(z(t),y(t)), x(0) =&, y(0) = 7. (2.32)

In seltenen Fillen ist die sogenannte Trajektorie oder Phasenkurve zu (2.32), d.h. die Bildmenge
der maximalen Losung (x(t),y(t)) von (2.32), der Graph einer Funktion y = z(z). Aber Teile
der Trajektorie kénnen Graph einer Funktion y = z(x) sein, und dann kann man versuchen,
zuniichst die Funktion z(x) zu bestimmen und erst danach mit ihrer Hilfe die Funktionen x(t)
und y(t).

Genauer gesagt gilt folgendes: Wenn z : X — R eine Losung des Anfangswertproblems

oy g z@)
ist und wenn x : I — X eine Losung des Anfangswertproblems
'(t) = f(x(t), 2(x(t))), 2(0) =¢ (2.34)

ist, so ist z(t) gemeinsam mit y(t) := z(x(t)) Losung von (2.32).
Beispiel Wir betrachten das Anfangswertproblem

! — i / _ 2 T i T — _ _
20 =4 o o0 =902 (4 o) al0) = 1, y(0) = 1.

Das Anfangswertproblem (2.33) ist dann

Dessen maximale Losung ist

Also ist das Anfangswertproblem (2.34)

¥(t) =z + —z, z(0) = —1.

—1/x -

Die maximale Losung des Ausgangsproblems ist also

2.3 Lineare Systeme und Gleichungen
Das System (2.1) heifit linear, wenn J = R, X = R" und

flt,x) = A(t)x + b(t) fiir alle t € R und z € R"
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mit stetigen Abbildungen A : R — M, und b : R — R" ist. Die Gleichung (2.2) heifit linear,
wenn J =R, X =R" und
g(ta Yo, - - - aynfl) = Cbn71(t)yn71 +... aO(t)yO + b(t)

mit stetigen Abbildungen a; : R — R und b : R — R ist. Ein lineares Systen bzw. eine lineare
Gleichung heien homogen, wenn b(t) = 0 fiir alle ¢t € R ist, ansonsten heiflen sie inhomogen.

Alle maximalen Losungen linearer Systeme oder Gleichungen sind auf ganz R definiert. Im wei-
teren werden wir nur noch von “Lésungen” sprechen, obwohl stets maximale Losungen gemeint
sind.

2.3.1 Algebraische Eigenschaften der Lésungsmenge und der Lésungsabbildung

In diesem Unterkapitel betrachten wir lineare Systeme n-ter Ordnung
7' (t) = A(t)z(t) + b(t), (2.35)
die entsprechenden homogenen Systeme
2 (t) = A(t)z(t) (2.36)
und Anfangsbedingungen
z(1) =¢. (2.37)
Dabei sind A : R — M, und b : R — R" stetig, 7 € R und £ € R™.

Fundamentalsysteme (i) Die Menge M, aller Losungen des homogenen Systems (2.36) ist
ein n-dimensionaler Teilraum des Vektorraumes aller stetig differenzierbaren Abbildungen von
R nach R™. Eine Basis in My heifit Fundamentalsystem von Loésungen von (2.36).

(ii) Die Menge M), aller Losungen des inhomogenen Systems (2.35) ist ein affiner Teilraum
des Vektorraumes aller stetig differenzierbaren Abbildungen von R nach R", genauer gesagt gilt

My = x, + My fiir alle z, € M.

(iii) Losungen x1,...,2, : R — R"™ von (2.36) bilden ein Fundamentalsystem von Ldsungen
genau dann, wenn

det[z1(t),...,zn(t)] # 0 fiir alle t € R,

und das ist genau dann der Fall, wenn
det[z1(t),...,zn(t)] # 0 fiir ein t € R.
(iv) Losungen y1,...,y, : R — R der linearen homogenen Gleichung
V(1) = a1 (D™D + . ao(()

bilden ein Fundamentalsystem von Ldsungen genau dann, wenn

nit) ()
W (y1,...,yn)(t) := det yl(t) y"(t) # 0 fiir alle t € R, (2.38)
W N
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und das ist genau dann der Fall, wenn W(yi,...,yn)(t) # 0 fiir ein t € R. Dabei heifit
W(y1,...,yn)(t) Wronski-Determinante der Funktionen yi,...,y, zum Zeitpunkt ¢.

Fundamentalmatrix Es sei z(t) = Z(t,7,§) die Losung des Anfangswertproblems (2.36),
(2.37). Dann gilt fiir alle ¢,7 € R: Die Abbildung £ € R"™ — &(t,7,£) € R™ ist linear, d.h. es
existiert eine Matrix X (t,7) € M, mit

&(t,1,&) = X(t, 7)€ fur alle & € R™.

Die Matrix X (¢,7) heiBt Fundamentalmatrix zu dem linearen homogenen System (2.36), und es
gilt fiir alle t,s,7 € R:

S
~
\]
N~—
I
S
i
\.@F
[Va)
N~—
S
w
\]

:_/ ~

o)
\‘@F
\]
N~—
I
b
B}
=
|
. —
(oW
@D
-+
S
-~
\.@F
32
v
(e}

Satz von Liouville Es gilt
. t
det X (t,7) = exp/ spA(s)ds. (2.39)
T
Dabei ist spA(s) die Spur der Matrix A(s). Daraus folgt insbesondere

t
X(t, 1) = exp/ A(s)ds, falls n = 1.

Anderung von Volumen im Phasenraum Fiir alle meBbaren Mengen M C R™ und alle
t,7 € R gilt

vol{ X (t,7)¢ : € € M} = volM exp /t spA(s)ds

Diese Formel ist typisch fiir die sogenannte qualitative Theorie gewOhnlicher Differentailgleichun-
gen. Sie beantwortet eine Frage (Wie dndert sich das Volumen einer Menge im Phasenraum unter
dem Einflu} der Differentialgleichung?) direkt anhand der Daten spA(s), ohne die Lésungen aus-
zurechnen. Insbesondere besagt diese Formel, dass nur die Diagonalelemente der Matrix A(s)
Einflu haben und nur das Volumen der Startmenge M (und nicht seine Form oder seine La-
ge im Phasenraum). Letzteres ist iibrigens nicht mehr richtig, wenn die Differentialgleichung
nichtlinear ist (vgl. Kap. 1.5).

2.3.2 Lineare homogene autonome Systeme

Fiir lineare homogene nicht-autonome Systeme und Gleichungen kann man im allgemeinen weder
die Fundamentalmatrix noch ein Fundamentalsystem explizit in geschlossener Form berechnen.
Fiir lineare homogene autonome Systeme und Gleichungen dagegen ist das moéglich, wie in diesem
Unterkapitel gezeigt wird.

Wir betrachten Anfangswertprobleme vom Typ

Z'(t) = Ax(t), (2.40)
z(0) = ¢ (2.41)
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mit A € Ml,, und £ € R"™.

Ein Fundamentalsystem Es sei specA = {A1,..., A} mit A\j # A fir j # k, (1 <m < n)

und
AjeRfirj=1,...,p,

Im\; >0 fir j=p+1,....,p+gq, }(p+2q:m).

Ferner sei vy := dimker(A — A\;I) die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A\; und
dk
@j := min {k eN: T det(A — pl)|u=x; # O} = dimker(A — \;I)"
m

seine algebraische Vielfachheit (1 <~v; < «aj, a1 + ...+ @, = n). Schliefllich sei
{U]k j=1...omy k=1,...,9; l=1,..., L}
eine Jordan-Basis zu A in C", also [;; +...[; v, = Qj und
Av}k = )\]’UJlk

und
Avjk—)\vk—{—vk,furl—Q?) ik, falls T > 1.

Die Eigenvektoren und verallgemeinerten Eigenvektoren zu reellen Eigenwerten seien reell gewahlt.
Dann bilden die folgenden n Funktionen ein Fundamentalsystem von Losungen von (2.40):

)\tz |jk’j ,-..,p,kj:l,...,’}/j’lzl,___,ljk,

<)‘tz |]k> <)‘tz !]k>,j:p+1,...,p—i—q,k‘zl,...,vj,lzl,...,ljk.

Dabei gilt
‘ -1 o
Re <e)‘ tz . ]k > = ReAjt Z ] <cos (ImA;t) Revﬁr — sin (ImA;t) Imvégr> ,
°
< gt Z . ]k ) = CReAjt ZO % <cos (ImA;t) Imvé.;r + sin (ImA;t) Rev;;r> .
r—
Insbesondere, wenn alle Eigenwerte von A halbeinfach sind, d.h. 7; = o fiir alle j = 1,...,m,

dann bilden die folgenden n Funktionen ein Fundamentalsystem von Losungen von (2.40):

Mo, j=1,..,p, k=1,...,%,

Re< Ajtvglk), Im< AJtvglk)aj=p+1,---,p+q7 k=1...,7-

Insbesondere, wenn A symmetrisch ist, d.h. A = AT, dann sind alle Eigenwerte halbeinfach und
reell, also bilden die folgenden n Funktionen ein Fundamentalsystem von Lésungen von (2.40):
AJtv]lk, j=1L....m, k=1,...,7.
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Exponentialfunktion fiir Matrizen Fiir alle A € M, konvergiert die Reihe
o
AJ
A
e’ i=exp A= —_—.
Z J!

Die Abbildung A € M,, — e € M, heifit Exponentialfunktion fiir Matrizen. Sie ist unendlich
oft differenzierbar, und

d
z(t) = ¢ ist die Losung von (2.40), (2.41), d.h. %em = Ae

dh. X (t,7) = eA=7) ist die Fundamentalmatrix zu dem linearen homogenen autonomen System
(2.40). Ferner gilt:

eATB = e4eB fiir alle A, B € M,, mit AB = BA,
(eh) =,
CORTR
BeAB™! = BAB7! fiir alle A, B € M, mit det B # 0,

deteA = ¢SP4 (Satz von Liouville),
A n
e = lim <I+—> .
n—oo n

Beispiele mit n = 2

0 a 1 a ..
exp[o 0] = [0 1]furallea€R,
a 0 e* 0 .
exp [ 0 b ] = [ 0 b } fiir alle a,b € R.

Drehungen des R™ Es sei A € M, eine antisymmetrische Matrix, d.h. AT = —A. Dann gilt
()" = ") = g4t = (4)7

d.h e? ist eine orthogonale Matrix mit positiver Determinate, also eine Drehung des Raumes
R™ um den Nullpunkt. Im Fall n = 2 kann man das folgendermaflen explizit aufschreiben:

0 —p | | cosp —sing N
exp[@ 0 ]_[singo cos & ] fiir alle ¢ € R.

Im Fall n = 3 hat jede antisymmetrische Matrix die Form

0 —Ww3 w9
A= w3 0 —Ww1 s (2.42)
—w9 w1 0
und fiir alle z € R? gilt
w1
Ar=w Xz mit w:= | wy |. (2.43)
w3
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Es sei nun u € R? ein beliebiger Vektor und v(t) := eu, dann folgt

d
V() = %eAtu = AeMy = w x eMu = w x v(t). (2.44)

Mit anderen Worten: Die Drehungsmatrix et beschreibt die Drehung des Raumes R?® mit der
zeitunabhingigen vektoriellen Winkelgeschwindigkeit w € R3.

Dieses Ergebnis kann man auch folgendermafien mit Hilfe des Fundamentalsystems von Losungen
von (2.40) erhalten:

Wegen (2.43) ist Null Eigenwert von A mit Eigenvektor w. Ferner sind +i|jw| Eigenwerte von
A. Falls ||w|| # 0, so gilt fiir jeden Eigenvektor v € C™ zum Eigenwert i||w||

1 1
v,w) =( —Av,w ) = —— (v, Aw) =0,
(,) <zuw|| > ooy o A

also (Rev,w) = (Imv,w) = 0. Ein Fundamentalsystem von Losungen von z/(t) = Axz(t) besteht
dann aus den drei Funktionen

w, cos(||wl[t)Rev — sin(||w]|t)Imv, cos(||w||t)Imv + sin(||w||t)Rev,
d.h. die Losung z(t) von (2.40) mit dem Anfangswert x(0) = {;w + &Rev + {3Imw ist
z(t) = &w + &2 (cos(||w||[t)Rev — sin(||w]|t)Imv) + &3 (cos(||w||t)Imv + sin(||w]|t)Rev) ,
also eine Drehung des Anfangswertes x(0) um die von dem Vektor w aufgespannte Achse mit

der zeitunabhéngigen skalaren Winkelgeschwindigkeit ||w]|.

2.3.3 Lineare homogene autonome Gleichungen

Wir betrachten homogene autonome Gleichungen n-ter Ordnung
Y () + an1y" () + .+ ary () + agy(t) = 0 (2.45)
mit ag,ai,...,a,—1 € R. Das Polynom
PO = A"+t a, 1 A\ ad +ag

heifit charakteristisches Polynom zu der Gleichung (2.45).
Ein Fundamentalsystem Es sei {\1,..., A} mit A\j # A fiir j # £, (1 < m < n) die Menge

aller Nullstellen von P, und es gelte

AjeRfirj=1,...,p,

Aj = +iv; mit py e Rund v; >0fiir j=p+1,...,p+q, }(p+2q:m).

Ferner sei

. d*
aj = mln{kz eN: WP()\)b‘:)‘j # 0}
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die Vielfachheit der Nullstelle A\; (o;j > 1, oy + ... + ayn = n). Dann bilden die folgenden n
Funktionen ein Fundamentalsystem von Losungen von (2.45):
et j=1,...,p,1=0,1,...,a5 — 1,
tletit cos vjt, tle’”tsinujt, j=p+1,....,p+q, 1=0,1,...,05 — L.
Insbesondere, wenn alle Nullstellen von P einfach sind, so bilden die folgenden n Funktionen ein
Fundamentalsystem von Losungen von (2.45):
eAJt’ j:17"'7p7
etitcosvjt, efitsinvt,  j=p+1,...,p+q.

2.3.4 Lineare inhomogene Systeme und Gleichungen. Variation der Konstanten

Formel der Variation der Konstanten fiir Systeme Es sei X (t,7) € M, die Fundamental-
matrix zu dem linearen homogenen System (2.36). Dann ist die Losung des Anfangswertproblems
(2.35), (2.37) gleich

z(t) = X (t, 7)€ + / X (t, 5)b(s)ds. (2.46)

Spezialfall Wenn fiir alle s,t € R gilt A(s)A(t) = A(t)A(s), also insbesondere im Fall n = 1,
so folgt

X(t, 1) = exp/ A(s)ds.

Also ist die Losung von (2.35), (2.37) gleich

(t) = (exp / tA(s)ds>£+ / t <eXp / tA(r)dr) b(s)ds.

Diese Formeln sind im allgemeinen nicht richtig, wenn A(s)A(t) # A(t)A(s) fir gewisse s # t.

Methode der Variation der Konstanten Der folgende Algorithmus zur Losung von (2.35),
(2.37) wird oft Methode der Variation der Konstanten genannt:

Bestimme zuniichst ein Fundamentalsystem z1, ..., z, von Losungen von (2.36). Lose dann fiir
jedes t € R das lineare inhomogene (algebraische) Gleichungssystem

n

> di(t)z(t) = b(t) (2.47)
j=1
bzgl. ¢ (t),...,d,(t) € R. Lose dann das lineare inhomogene (algebraische) Gleichungssystem

n

n

Y ci(m)z(r) =¢ (2.48)

j=1

bzgl. ¢1(7),...,cn(7) € R. Bestimme schliefflich die Lésung von (2.35), (2.37) durch
t
z(t) = Z (Cj(T) —|—/ c}(s)ds) z;(t). (2.49)
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Verhiiltnis der Losungsdarstellungen (2.46) und (2.49) Die Losungsdarstellung (2.46)
hat, wenn die Fundamentalmatrix X (t,7) gegeben ist, zwei Vorteile: Erstens zeigt sie explizit die
Abhingigkeit der Losung von den Daten b und &, das ist fiir theoretische Betrachtungen niitzlich.
Und zweitens mufl man, wenn die Losung fiir viele verschiedene rechte Seiten b und Anfangswerte
¢ (aber fiir fixierte Koeffizientenmatrix A) berechnen will, jeweils nur Matrizenmultiplikationen
durchfiithren und keine neuen Gleichungen 16sen. Die Losungsdarstellungen (2.46) hat aber den
Nachteil, dass zur Berechnung Fundamentalmatrix X (t,7) ein sehr spezielles Fundamentalsy-
stem von Losungen von (2.35) berechnet werden muf. Die Spaltenvektoren von X (t,7) sind
némlich das Fundamentalsystem zi, ..., z, von Losungen von (2.35) mit z;(7) = €; (e1,..., e,
ist die Standard-Orthonormalbasis in R").

Die Losungsdarstellung (2.49) hat dagegen den Vorteil dass nur irgendein Fundamentalsystem
von Losungen von (2.35) benétigt wird. Sie hat aber den Nachteil dass, wenn man die Losung
fiir viele verschiedene rechte Seiten b und Anfangswerte & berechnen will, immer wieder die
Gleichungssysteme (2.47) und (2.48) 16sen mu$.

Beispiel Wir betrachten Anfangswertprobleme fiir lineare autonome Systeme mit periodischer
Inhomogenitét

o' (t) = Ax(t) +b(t), (1) =& (2.50)
mit A € M, und einer periodischen Funktion b : R — R™. Wir setzen vorraus, dass eine Basis
v1,...,0, € C" von Eigenvektoren von A (mit entsprechenden Eigenwerten Aq,...,\, € C, d.h.

Avj = \ju;) existiert und dass b ein trigonometrisches Polynom ist, d.h.

n l
b(t) = Z Z bixviet mit w > 0, by, € C.
j=1k=—1

Nach der Formel der Variation der Konstanten ist die Losung x () von (2.50) gleich

t n ! t
x(t) = eA(tT)§+/ eAt=)p(s)ds = Z <§je‘4(t7)1}j + Z bjk/

eA(tfs) eikwsvj dS)

j=1 k=-1 T
n l t

= S g S bjk/ o A)s g |
j=1 k=—1 T

Dabei ist £ = Z;‘L:1 &jv; die Entwicklung des Anfangswertes £ € R" nach der Basis v1,...,vp.

Wegen
e(ikwf)\j)t _ e(ikwf)\j)ﬂ'

t . ‘
/ e(zkw—kj)sds — oo — )\j falls tkw 7§ )‘j7
T t—71 falls thw = A;
folgt:
(i) Resonanzkatastrophe: Wenn ein j € {1,...,n} und ein k € {—[,... [} existieren mit

ikw = Aj und bj, # 0 (man sagt dann, dass die sogenannte innere Frequenz \; des autonomen
Systems 2/(t) = Az(t) mit der sogenannten dufleren Frequenz w in Resonanz ist), so folgt

sup ||z ()| = oc.
>0
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(ii) Erzwungene Schwingung: Wenn fiir alle j = 1,...,n gilt Re); <0, so folgt

lim (z(t) — z,(t)) =0,

t—o00

wobei die sogenannte erzwungene Schwingung z,, (die wie die sogenannte externe Anregung b
periodisch mit der Periode 27 /w ist) definiert ist durch

Z Z Zk:w - ZRWtUj.

Jj=1k=—1

Je niher einer der Nenner ikw — A; der Null ist (d.h. je néher die Daten zu einem Resonanzfall
sind), desto grofler ist die Amplitude der erzwungenen Schwingung.
(iii) Mittelung: Fiir alle t € R gilt

lim (z(t) — zo(t)) =0,

w— 00

wobei x¢ die Losung des sogenannten gemittelten Systems

2T
2 (t) = Azo(t) + b mit by := —/ dS—ijov]

7=1

mit demselben Anfangswert xo(7) = £ ist. Mit anderen Worten: Schnell oszillierende Anteile in
der externen Anregung b beeinflussen die Losung von (2.50) nur gering.

Formel der Variation der Konstanten fiir Gleichungen Es sei z1,..., 2z, ein Fundamen-
talsystem von Losungen der linearen homogenen Gleichung

y ") + an-a £y V(@) + - ag(t)y(t) = 0.

Dann ist

Y B e 1 e e TS

eine Losungen der linearen inhomogenen Gleichung

Y™ () + an—1()y" V() + . ao(B)y(t) = b(2).

Dabei sind W (21, ..., 2j—1,%j41,--.,2n) bzw. W(z1, ..., z,) die Wronski-Determinanten der n—1
Funktionen z1,...,2;-1, Zj4+1, - - . , 2n, bzw. der n Funktionen z1, ..., 2, (vgl. (2.38)). Im Fall n = 2
geht (2.51) iiber in

(Dz2(5) (2.52)

y(t) =

/t z1(8)za(t) —

z21(s)2(s) —

2.4 Stabilitat stationidrer Losungen

In diesem Kapitel ist X C R" eine offene Menge. Wir betrachten allgemeine nichtlineare auto-
nome Systeme n-ter Ordnung

'(t) = f(a(t)) (2.53)



sowie allgemeine nichtlineare autonome Gleichungen n-ter Ordnung

v () + g(y(),y' (t), -,y (1) = 0. (2.54)

Dabei sind f: X — R™ und g : X — R stetig differenzierbar. Wir setzen vorraus, dass xg € X
eine stationéire Losung von (2.53) ist, d.h.

f(z0) =0,

und dass yg € R eine stationdre Losung von (2.54) ist, d.h. (30,0,...,0) € X und

9(y0,0,...,0) =0.

Es seien t € (t—(&),t1(§)) — @(&,t) baw. t € (t_(n),t+(n)) — y(n,t) die maximalen Losungen
von (2.53) mit der Anfangsbedingung x(0) = £ € X bzw. von (2.54) mit den Anfangsbedingun-

gen 4(0) = 19,5/ (0) = n1, ...,y (0) = 51 mit 5 = (n9,...,70—1) € X.
Stabilititsbegriffe (i) Die stationdre Losung z¢ von (2.53) heifit stabil, wenn fiir alle € > 0
ein § > 0 existiert so dass fiir alle £ € X gilt:

Wenn || — xo|| < 6, dann ||2(¢, &) — x| < € fiir alle ¢t € [0,¢4(£)).

Wenn zg stabil ist, so folgt ¢4 (§) = oo fiir alle £ ~ xy. Die stationére Losung z heifit instabil,
wenn sie nicht stabil ist. Die stationére Losung zg heifit asymptotisch stabil, wenn sie stabil
ist und wenn zusétzlich ein § > 0 existiert so dass fiir alle £ € X gilt:

Wenn || — x| < 0, dann tlim z(t, &) = xo. (2.55)
—00

Vorsicht: zg kann instabil sein, obwohl (2.55) gilt!
(ii) Die stationére Losung yo von (2.54) heifit stabil, wenn fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 existiert
so dass fiir alle n = (1o, ...,mp—1) € X gilt:

n—1 n—1
Wenn [1g — yo| + Y _ |nj| <6, dann [§(t, 1) = yo| + Y ‘05@(75,77)( < ¢ fiir alle t € (0,24 (n)).
j=1 j=1

Die stationdre Losung yg heifft instabil, wenn sie nicht stabil ist. Die stationéire Losung yg heift
asymptotisch stabil, wenn sie stabil ist und wenn zusétzlich ein § > 0 existiert so dass fiir alle
n € X gilt:

n—1 n—1

_ | < ; 5 _ 7 -0

Wenn |10 — 4ol +Z;W <6, dann lim | [5(t,7) — yol +Z; ‘&?y(t,n)( 0
J= J=

2.4.1 Stabilitidtskriterien anhand des Spektrums der Linearisierung. Prinzip der
linearisierten Stabilitit

Ein Kriterium fiir asymptotische Stabilitéit fiir Systeme Wenn die Realteile aller Ei-
genwerte von f’(z() negativ sind, so ist die stationiire Losung x¢ von (2.53) asypmtotisch stabil.
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Gegenbeispiel Das (lineare homogene) nichtautonome System

Th(t) = —x1(t) + e2laq(t),
2h(t) = —aa(t)

besitzt die stationéire Losung z; = xo = 0. Die maximale Losung zu den Anfangsbedingungen
21(0) = &1, 22(0) = & ist

also
lim (ml(t)2 + $2(t)2) = 00, falls & # 0.

t—o00

Die stationére Losung x1 = xo = 0 ist also instabil (wenn man die obige Definition von Stabilitét
stationdrer Losungen auf nichtautonome Systeme iibertragen wiirde). Die Matrix

—1 2t
besitzt aber nur einen Eigenwert, ndmlich —1, und dessen Realteil ist negativ. Mit anderen
Worten: Das sogenannte Prinzip der linearisierten Stabilitidt (Negativitit der Realteile aller

Eigenwerte der Linearisierung impliziert asymptotische Stabilitét) ist im allgemeinen fiir nicht-
autonome Systeme falsch.

Eine Abschitzung der exponentiellen Abklingrate Es sei
max{Re : A € specf’(z0)} < —a < 0.
Dann existieren 6 > 0 und ¢ > 0 so dass fiir alle £ € X gilt:
Wenn ||€ — zo|| < 6, dann ||2(t,€) — 20| < ce™ fiir alle ¢ > 0. (2.56)

Mit anderen Worten: Wenn die Realteile aller Eigenwerte von f’(zg) negativ sind, so gilt nicht
nur (2.55), sondern sogar (2.56).

Exponentielle Attraktion des gesamten Phasenraumes Es sei X = R"”, und es existiere
ein a > 0 mit
(f(z),z — z0) < —allz — xo||? fiir alle z € R™.

Dann folgt

%%H@(t@) - mOHQ = <£.(t7§) - w07f(£'(t7§))> < —aH.i'(t,é.) - xOHQ fiir alle ¢ € R und 5 €R"

und, wegen des Lemmas von Gronwall,

|l &(t, &) — xo|| < e fiir alle t € R und & € R™.

Ein Kriterium fiir Instabilitit fiir Systeme Wenn der Realteil eines Eigenwertes von f'(z)
positiv ist, so ist die stationére Losung xo von (2.53) instabil.
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Hamilton-Systeme Wir betrachten das System
2/ (t) = JVH(z(t)) (2.57)

mit einer zweifach stetig differenzierbaren Funktion H : X — R, dem sogenannten Hamiltonian,
und einer Matrix J € M,, mit
JT = —J und det J # 0.

Es sei zp € X eine stationdre Losung, d.h. VH(zo) = 0, und Hy/(zo) sei die Hesse-Matrix von
‘H in xy. Dann gilt: Wenn der Realteil eines Eigenwertes von JHy(xg) ungleich Null ist, so ist
xo instabil. In der Tat, es sei A Eigenwert von JHy(xg), also auch von

(JHy(0))" = Hyy(wo)"J" = — Hyy(o) J.

Dann existiert ein v € C™ \ {0} mit —Hy(zo)Jv = v, also JHy(z9)Jv = —AJv, also ist Jv
Eigenvektor zum Eigenwert —\ von JHy(zg). Mit anderen Worten: Wenn der Realteil eines
Eigenwertes A von JHy(xo) ungleich Null ist, so ist einer der Realteile der Eigenwerte A oder
— A positiv, und folglich ist die stationdre Losung xg instabil.

Wenn dagegen die Realteile aller Eigenwerte von JHy(zp) verschwinden, so kann xo stabil
sein, aber nicht asymptotisch stabil (das kann aber erst mit den Ergebnissen des iibernéichsten
Unterkapitels gezeigt werden).

Zeitlich reversible Systeme Wir betrachten das System

mit einer stetig differenzierbaren Funktion f: R™ x R™ — R" mit
flz,—2') = f(z,2) fiir alle z,2’ € R™. (2.58)

Dann ist mit jeder Losung x(t) auch x(—t) Losung, deshalb nennt man das System zeitlich rever-
sibel. Es sei zp € R" eine stationédre Losung, d.h. f(xo,0) = 0. Wegen (2.58) gilt 9,/ f(x0,0) = 0,
also

_d 1y

d(z,y) [ fz,y) L:gjo,yzo - [ 8xf(2:0,0) é } ' (2.59)

Wenn A Eigenwert von (2.59) ist und (u,v) € R™ x R™ zugehériger Eigenvektor, so ist auch
—\ Eigenwert von (2.59), und (u, —v) € R™ x R™ ist zugehoriger Eigenvektor. Also, wenn der
Realteil eines Eigenwertes von (2.59) ungleich Null ist, so ist x instabil.

Kriterien fiir Gleichungen héherer Ordnung Wenn die Realteile aller Nullstellen des
Polynoms

P(N) = X"+ 9;g(y0,0,..., 00N
j=1

negativ sind, so ist die stationdre Losung yo von (2.54) asypmtotisch stabil. Wenn der Realteil
einer Nullstelle von P positiv ist, so ist yo instabil. Hier d;g ist die partielle Ableitung nach der
j-ten Variablen von g.

28



Routh-Hurwitz-Kriterien Wie betrachten ein Polynom P(\) = A" +a, (A" "' +...+a; A +ag
mit reellen Koeffizienten a; und die zu P gehérenden Hurwitz-Matrizen

an—1 1 0 0 0 .0
Ap—3 Ap—2 Ap—1 1 0 ce 0
Hk = QAp—5 Ay 4 Ap—3 Ap—9 Ap—1 e 0 s k= 1, cee,n.
An—2k+1 On—2k+2 On—2k+3 OAn—2k+4 An—2k+5 --. An—k

Dabei ist ay := 0 fiir £ < 0. Dann gilt:
(i) Die Realteile aller Nullstellen von P sind negativ genau dann, wenn folgende Ungleichungen

ag > 0,a9 >0,...,det H; > 0,det H3 > 0,..., (2.60)
erfiillt sind, und das ist der Fall genau dann, wenn folgende Ungleichungen
ag > 0,a9 >0,...,det Hy > 0,det Hy > 0, ... (2.61)

erfiillt sind. Wenn n gerade ist, so ist die Anzahl der Ungleichungen in (2.60) gleich der Anzahl
der Ungleichungen in (2.61), ndmlich gleich n. Wenn n ungerade ist, so ist die Anzahl der
Ungleichungen in (2.61) ebenfalls gleich n, die Anzahl der Ungleichungen in (2.60) ist dann aber
gleich n+ 1. Deshalb ist es sinnvoll, die Ungleichungen (2.61) zu benutzen, wenn n ungerade ist.
Wenn n gerade ist, dann ist es sinnvoll, die Ungleichungen (2.60) zu benutzen, weil dort die zu
berechnenden Determinaten kleiner sind als die in (2.61).

(ii) Der Realteil einer Nullstelle von P ist positiv, wenn a; < 0 oder det H; < 0 fiir ein
j€{1,...,n}. Insbesondere gilt wegen

det (A — f'(z0)) = A" — A" Lsp f/(zg) + ... + (—1)"det f'(z0),

dass die stationédre Losung xo von (2.53) instabil ist wenn die Spur von f’(zg) positiv ist oder
wenn (—1)" det f'(xg) negativ ist.

Spezialfille (i) n = 2: Die Realteile aller Nullstellen von A? 4 a1\ + ag sind negativ genau
dann, wenn ag > 0 und a; > 0. Der Realteil einer Nullstelle ist positiv, wenn ag < 0 oder a; < 0.

(ii) n = 3: Die Realteile aller Nullstellen von A3 + asA? + a1\ + ag sind negativ genau dann,
wenn ag > 0 und as > 0 und ajas > ag. Der Realteil einer Nullstelle ist positiv, wenn ag < 0
oder a1 < 0 oder a1 < 0 oder ajas < ag.

(iii) n = 4: Die Realteile aller Nullstellen von A + azA® + a2A? + a1\ + ag sind negativ
genau dann, wenn ag > 0 und as > 0 und ag > 0 und aiaqsaz > a% + a%ao. Der Realteil einer
Nullstelle ist positiv, wenn ag < 0 oder a1 < 0 oder ay < 0 oder ag < 0 oder asasz < a; oder
ajasagz < a% + agao.

(iv) n = 5: Die Realteile aller Nullstellen von X+ agdt 4 asA3 + as A2 + a1 A + ag sind negativ
genau dann, wenn ag > 0 und ag > 0 und a4 > 0 und asas > as und

2 2 2 2
a1 (agazay + apay — a3 — aray) > ap(azas + apas — agas — ajas).

Stabilititswechsel Wir betrachten die folgende Familie (parametrisiert durch den Famili-
enparameter y € R) von autonomen Gleichungen zweiter Ordnung (die der niederléndischen
Physiker Balthasar van der Pol erstmals betrachtete)

Y (t) + (2 —y ()Y (t) +y(t) = 0. (2.62)
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Fiir alle g € R ist y(t) = 0 eine stationédre Losung von (2.62), und ihre Stabilitét ist bestimmt
durch die Nullstellen des Polynoms

M42uA+1=0, dh. Ao =—p+iy/1—p

Fir 0 < p < 1ist Redj 2 < 0, also ist die stationére Losung asymptotisch stabil. Fiir —1 < u <0
ist ReAi2 > 0, also ist die stationéire Losung instabil. Man spricht deshalb von einem Stabi-
litdtswechsel in g = 0. Mit anderen Worten: Fiir 0 < p < 1 gilt |y(¢)| +|y/(¢)| — 0 fiir ¢ — oo fiir
alle Losungen von (2.62) mit |y(0)| + |3/(0)| ~ 0, und fiir —1 < u < 0 existieren Losungen von
(2.62) so dass |y(t)| + |y (t)| nicht gegen Null strebt fiir ¢ — 0o, obwohl |y(0)| + |¢/(0)| beliebig
klein ist. Aber wohin strebt |y(¢)| + |¢/(¢)| dann, wenn nicht gegen Null? Kann man iiberhaupt
Konvergenz erwarten?

Diese und &hnliche Fragen, die fiir viele Anwendungen entscheidend sind, beantwortet die so-
genannte Bifurkationstheorie (auch fiir wesentlich allgemeinere als (2.62) Systeme und Glei-
chungen).

2.4.2 Liapunov-Funktionen und erste Integrale

Eine stetige Funktion V' : X — R heifit erstes Integral bzw. Liapunov-Funktion fiir (2.53) wenn
gilt
V(z(-,§)) ist konstant fiir alle £ € X (2.63)

bzw.
V(&(-,£)) ist monoton fallend fiir alle £ € X. (2.64)

Analog fiithrt man die Begriffe erstes Integral und Liapunov-Funktion fiir (2.54) ein.

Die Bedingung (2.63) kann man auch folgendermafien formulieren: Fiir alle ¢ € R ist die Ni-
veaumenge N, := {z € X : V(z) = ¢} invariant bzgl. dem Flufl von (2.53), d.h. fiir alle { € N,
gilt Z(¢,€) € N, fiir alle t € (t_(£),t+(&)). Die Bedingung (2.64) kann man ebenfalls umformu-
lieren: Fiir alle ¢ € R ist die Subniveaumenge M, := {z € X : V(z) < ¢} positiv-invariant
bzgl. dem Fluf von (2.53), d.h. fiir alle £ € M, gilt z(t,£) € M, fiir alle t € (0,¢+(&)). Wenn V/
differenzierbar ist, so ist (2.63) dquivalent zu

(VV(z), f(z)) =0 fir alle x € X,
und (2.64) ist dquivalent zu

(VV(x), f(z)) <0 fiir alle z € X.

Die Bezeichnung “erstes Integral” ist aus folgendem Sachverhalt entstanden: Die maximale
Losung vom (2.53) mit der Anfangsbedingung x(0) = ¢ erfiillt die skalare algebraische Gleichung
V(&(t,&)) = V(§). Wenn nun diese skalare algebraische Gleichung nach einer der Komponenten
vo &, z.B. nach der ersten Komponente, auflésbar ist, so kann man diese Komponente in (2.53)
einsetzen, und man erhilt das folgende Anfangswertproblem:

1,/2(0 = f2(£’1(u§17§27 ce 7§n)7x2(t)7 s 7mn(t))7
272(0) 252,,$n(0) :én
.%';L(t) = fn(ﬁl(t7§1,§2, ce 7§n)7x2(t)7 s 7x7l(t))7
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Mit anderen Worten: Durch das Losen einer skalaren algebraische Gleichung kann das Anfangs-
wertproblen fiir ein System n-ter Ordnung auf ein Anfangswertproblen fiir ein System (n—1)-ter
Ordnung reduziert werden. In diesem Sinne ermoglicht das erste Integral, das die skalare alge-
braische Gleichung erzeugt, eine “erste Integration”. Wenn man nicht nur ein, sondern sogar
n erste Integrale kennt, und wenn diese in einem gewissen Sinn unabhéingig voneinander sind
(dann nennt man das System vollstéindig integrabel), so kann man hoffen, auf diesem Wege
das Anfangswertproblem vollstindig analytisch zu lésen.

Der Satz von Emmy Noether Fiir Euler-Lagrange-Systeme

%Vx/L(t,x(t),x’(t)) = V. L(t,z(t),2'(t)). (2.65)
mit einer zweifach stetig differenzierbaren Lagrange-Funktion L : R x R® x R™ — R existiert
ein erstaunlicher Algorithmus, wie man von Struktureigenschaften von L auf erste Integrale
von (2.65) schlieBen kann. Genauer gesagt gilt folgendes: Es seien X : [—1,1] x R" — R,
T:[-1,]] xR = Rund K : R x R” x R" — R” zweifach stetig differenzierbare Funktionen, so
dass gilt

X(0,2) =z, T(0,t) =t fur alle t € R und x € R" (2.66)

und

Os {L(t, X (s5,2(T(s,t))), 0 [X(5,2(T(5,1)))]) s = %K(t,x(t),x'(t)) firallet e R (2.67)

und fiir alle glatten Funktionen z : R — R. Dann ist V : R x R" x R" — R,
V(t,z,2') == (VyL(t,z,2'),0:X(0,2) + 2'0,T(0,t)) — K(t,x,2")

ein erstes Integral fiir (2.65).

Energie-Erhaltung Wenn L unabhéngig von ¢ ist, also L = L(z,2), dann gilt (2.66) und
(2.67) mit X(s,z) = z, T(s,t) = s+t und K(¢t,z,2') = L(x,2’), und wir erhalten das erste
Integral fiir (2.65)

V(z,a2') = (VyL(z,2),2") — L(z,2').

Impuls-Erhaltung Wenn L invariant ist bzgl. Translationen in Richtung eines Vektors v € R™,
also
L(t,z + sv,2') = L(t,x,2’) fiir alle s,t € R und z,2’ € R",

dann gilt (2.66) und (2.67) mit X (s,z) = x+sv, T'(s,t) = t und K (¢, 2z,2') = 0, und wir erhalten
das erste Integral fir (2.65)

V(t,z,2') == (Vy Lt z,2'),v).

Impulsmoment-Erhaltung Es sei n = 3, und L sei invariant ist bzgl. Drehungen des Raumes
R3 mit zeitunabhingiger Winkelgeschwindigkeit

w1

w=| wy | € ]R?’,
w3
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d.h.

0 —Wws3 w2
L(t, e, eAsx/) = L(t,z,2') fiir alle s, € R und x,2" € R", wobei A := | w3 0 —wp
) w1 0

Wegen (2.44) gilt dann

d
— ey = w x e,

ds
Daraus folgt (2.66) und (2.67) mit X(s,z) = ez, T(s,t) = t und K(t,z,2’) = 0, und wir
erhalten das erste Integral fiir (2.65)

Vt,z,2') = <V$/L(t,x,x’),w X x>

2.4.3 Stabilititskriterien anhand von Liapunov-Funktionen und ersten Integralen

Ein Kriterium fiir Stabilitit Es sei V eine Liapunov-Funktion fiir (2.53), und es gelte
xo ein strenges lokales Minimum von V. (2.68)

Dann ist x stabil. Wenn dabei V sogar erstes Integral fiir (2.53) ist, so ist o nicht asymptotisch
stabil.

Ein Kriterium fiir asymptotische Stabilitit Es sei V eine Liapunov-Funktion fiir (2.53),
und es gelte (2.68). Ferner existiere ein 7 > 0 so dass fiir alle £ € X mit 0 < || —xo]| < 7
folgendes gilt:

t— V(2(t,€)) ist in einem offenen Intervall um Null streng monoton fallend. (2.69)

Dann ist x¢ asymptotisch stabil. Wenn V' differenzierbar ist, so folgende Bedingung hinreichend
fiir (2.69):
(VV(£), f(£)) <O. (2.70)

Eine Abschitzung des Einzugsbereichs Es sei V eine Liapunov-Funktion fiir (2.53) mit
(2.68), dann gilt:

(i) Wenn fir ein ¢ > V(xg) die Menge M, := {z € X : V(z) < ¢} abgeschlossen und
beschrénkt ist und wenn (2.69) gilt fiir alle £ € M.\ {xo}, dann ist M, Teilmenge des sogenannten
Einzugsbereichs

Elzo) :={€ € X : t4(§) = oo und lim &(t,§) = zo}

von .
(ii) Wenn X = R" ist, wenn (2.69) fiir alle £ € R™ \ {z¢} gilt und wenn V(z) — oo fiir
||z|| = oo, dann folgt E(xg) = R™.

Beispiel Wir betrachten das System

2'(t) = —a(t)’ +y(t
y(t) = —=(t) —y(t)



Die Losung © = y = 0 ist stationér, die Linearisierung in dieser stationdren Losung ist

Yol

die entsprechenden Eigenwerte sind 414, liefern also keine Information bzgl. Stabilitéit. Aber die
Liapunov-Funktion
V(z,y) = a”+y°

liefert, dass die stationdre Losung asymptotisch stabil ist und dass ihr Einzugsbereich der ge-
samte Phasenraum R? ist.

Gradientensysteme Wir betrachten das System
2'(t) = -VV(z(t)) (2.71)

mit einer zweifach stetig differenzierbaren Funktion V : X — R. Dann ist V' Liapunov-Funktion
fiir (2.71). Jedes strenge lokale Minimum von V' ist eine stabile stationére Losung zg von (2.71).
Diese stabile stationdre Losung ist asymptotisch stabil, wenn VV (z) # 0 fiir alle  # zp nahe
x0, denn dann gilt (2.70).

Mechanische Systeme ohne Reibung Wir betrachten das System
y'(t) = =VU(y(t)) (2.72)

mit einer zweifach stetig differenzierbaren Funktion U : X — R. Dann ist V : X x R" — R,

1
V(yy) = §Hy’H2 +U(y),

ein erstes Integral fiir (2.72). Jedes strenge lokale Minimum von U ist eine stabile (aber nicht
asymptotisch stabile) stationédre Losung von (2.72).

Mechanische Systeme mit Reibung Wir betrachten das System

miy; (t) + a;(y(t), 5/ (1)y;(t) + 0;U(y(t)) =0, j =1,....n (2.73)

mit Konstanten m; > 0, stetig differenzierbaren Funktionen a; : X x R™ — [0,00) und einer
zweifach stetig differenzierbaren Funktion U : X — R. Dann ist V : X x R® — R,

1 n
Vy.y') =5 muf +U(y),
=1

Liapunov-Funktion fiir (2.73), denn fiir jede Loésung von (2.73) gilt

d

SV ()9’ (0) == a;(y(t), ' ())y;(H)* < 0.
j=1

Folglich ist jedes strenge lokale Minimum yo von U eine stabile stationdre Losung von (2.73).
Diese stabile stationdre Losung ist sogar asymptotisch stabil, wenn fiir alle y # yo nahe yq gilt
VU(y) # 0 und wenn a;(yo,0) > 0 fiir alle j = 1,...,n, denn aus diesen Bedingungen folgt
(2.69) (aber nicht (2.70)!).
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Mathematisches Pendel mit Reibung Wir betrachten die Gleichung
y'(t) + ay/(t) +siny(t) =0

mit einem Reibungskoeffizienten o > 0 und der Liapunov-Funktion

1
V(y,y) = 5y = cosy.
Die stationdire Losung y = ¢ = 0 ist strenges lokales Minimum von V. Aber leider ist fiir

¢ >V (0,0) = —1 die Subniveaumenge
/ 9 1 4
M. ={(y,y) e R": §y —cosy < ¢}

nicht beschrinkt, sodass das obige Kriterium zur Abschitzung des Einzugsbereiches der sta-
tiondren Losung nicht anmittelbar angewendet werden kann. Man kann aber dieses Kriterium
verschérfen, indem man nur von der sogenannten x-Zusammenhangskomponente von M., d.h.
von der grofiten bogenzusammenhéngenden Teilmenge von M., die xg enthélt, fordert beschrinkt
und abgeschlossen zu sein. Dann gilt das Kriterium immer noch. Fiir —1 < ¢ < 1 ist die (0,0)-
Zusammenhangskomponente von M, gleich

[ y) € (-1.1) X (~mm) : 2y~ cosy < o}

und folglich beschrinkt und abgeschlossen. Also gilt fiir alle Losungen mit y(0) € (—1,1) und
y'(0) € (—m,7) und 5y/(0)? — cosy(0) < ¢, dass y(t) — 0 und y'(t) — 0 fiir t — oc.

Hamilton-Systeme Wir betrachten das System

q;-(t) = aij(Q(t)ap(t))a p;'(t) = _an%(Q(t)7p(t))7 j - 17 RN L (274)

mit einer zweifach stetig differenzierbaren Funktion # : R?® — R. Dann ist H ein erstes Integral
fiir (2.57). Jedes strenge lokale Minimum von # ist eine stabile (aber nicht asymptotisch stabile)
stationdre Losung von (2.57).

Riuber-Beute-Systeme Wir betrachten im Phasenraum (0, 00)? das System

2'(t) = ax(t) — ba(t)y(t),
y'(t) = —ey(t) +de(t)y(t) (2.75)

mit positiven Konstanten a,b, ¢ und d. Dann ist V : (0,00)? — R,
V(z,y) := dz + by — In (z°y?)

ein erstes Integral. Die sogenannte stationéire Koexistenzlésung = = ¢/d,y = a/b ist stabil,
aber nicht asymptotisch stabil.

Riuber-Beute-Systeme mit Séttigung Wir betrachten im Phasenraum (0, 00)? das System

d(t) = ax(t) —ba(t)y(t) — ax(t)?,
y'(t) = —cy(t) +da(t)y(t
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mit positiven Konstanten a, b, ¢, d und « mit ad > ac. Dann ist

c ad — ac

Lo 1= oy Yo 1= T

eine asymptotisch stabile stationére Losung, und ihr Einzugsbereich ist der gesamte Phasenraum
(0,00)2. Das erhilt man mit Hilfe der Liapunov-Funktion V : (0,00)? — R,

V(z,y) ::d<x—xoln£> —|—b<y—yoln£>.
Zo Yo

2.5 Langzeitverhalten volumenerhaltender Systeme

In diesem Kapitel ist wieder X C R" eine offene Menge und f : X — R" stetig differenzierbar,
und wir betrachten wieder das nichtlineare autonome System n-ter Ordnung

2'(t) = f(x(t)). (2.76)

Esseit e (t_(§),t+(€)) — (&, t) die maximale Losungen von (2.76) mit der Anfangsbedingung
z(0) =¢ € X.

Satz von Liouville Es sei M C X abgeschlossen und beschrénkt, dann gilt
t_=sup{t_(§): { € M} <0<ty :=inf{t;(§):{ € M}.

Ferner sei My := {2(t,§): { € M} fiir t € (t_,ty), dann gilt

d
—volM; = / divf(x)dz.
dt s

Insbesondere, wenn div f(x) = 0 fiir alle z € X ist, so ist volM; konstant bzgl. ¢, und dann nennt
man das System (2.76) volumenerhaltend.

Beispiele (i) Hamiltonsche Systeme vom Typ (2.57) oder (2.74) sind volumenerhaltend.

(ii) Es seien X = R™ und f(z) = Az + b mit A € M,, und b € R™. Dann ist divf(x) = spA
(die Spur von A) fir alle z € R™, folglich ist in diesem Fall das System (2.76) volumenerhaltend
genau dann, wenn spA = 0.

Wiederkehrsatz von Poincaré Essei Xy C X offen und beschrankt, und fiir alle £ € X gelte
divf(§) = 0und ¢4 (&) = oo und &(§,t) € Xp fiir alle ¢ > 0. Dann folgt: Fiir alle abgeschlossenen
Mengen M C Xy und alle T > 0 existieren ein { € M und ein n € N mit #(§,nT) € M.

Grob gesprochen gilt also folgendes: Wo auch immer und wie klein auch immer eine Menge
M im Phasenraum gewihlt wird und wie grof auch immer T > 0 gewahlt wird, es existiert
mindestens ein Anfangswert £ € M so dass die entsprechende Losung zu einer Zeit ¢ > T nach
M zuriickkehrt (und dann immer wieder zuriickkehrt).

Es gilt sogar mehr: Die Menge aller Anfangswerte, so dass die entsprechende Losung nicht nach
M zuriickkehrt, ist eine Nullmenge. Wenn also ein Astronaut beim Aufleneinsatz am Raumschiff
sein Werkzeug verliert, so kommt mit Wahrscheinlichkeit Eins das Werkzeug irgendwann beliebig
nahe zum Raumschiff zuriick. Das kann allerdings sehr lange dauern!
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3 Rand- und Eigenwertprobleme fiir gewo6hnliche Differential-
gleichungen

In diesem Kapitel sind a < b reelle Zahlen. Mit C([a,b]) bzw. C*([a,b]) (fiir k € N) bezeichnen
wir die Vektorrdume der stetigen bzw. k-fach stetig differenzierbaren Funktionen w : [a,b] — R.
Wir betrachten lineare Gleichungen zweiter Ordnung vom Typ

u"(z) + e1(z)u/ (x) + co(z)u(z) = f(z), a <z <. (3.1)

Die unabhéngige Variable = € [a, b] ist in fast allen Anwendungen eine Ortsvariable, deshalb wird
sie traditionell mit = bezeichnet, und die abhéngige Variable wird dann mit u bezeichnet. Gege-
ben sind cg, c1, f € C([a,b]), und gesucht ist u € C?([a,b]), das (3.1) sowie zwei weitere Bedin-
gungen, sogenannte Randbedingungen, erfiillt. Die in Anwendungen am h#ufigsten auftretenden
Randbedingungen sind erstens die sogenannte Robin-Randbedingung (oder Randbedingung
dritter Art)

aogu(a) + au'(a) = a, Bou(b) + Biu'(a) = B (3.2)

mit reellen Konstanten «, aq, a1, 3, By, 81 so dass
a2 +a2>0und £+ 62 >0 (3.3)
gilt, sowie zweitens die sogenannte periodische Randbedingung
u(a) = u(b), u'(a) = u'(b).

Spezialfiille von (3.2) sind die sogenannte Dirichlet-Randbedingung (oder Randbedingung
erster Art) u(a) = a, u(b) = 8, die Neumann-Randbedingung (oder Randbedingung zweiter
Art) v/(a) = a, v/(b) = 8 und die gemischte Randbedingung u(a) = «, v/ (b) = 3.

Beispiele (i) Das Problem u”(z) = 1,a < x < b, u/(a) = v/(b) = 0 besitzt keine Lésung.

(ii) Das Problem v’ (z) = 0,a < 2 < b, v/(a) = «/(b) = 0 besitzt unendlich viele verschie-
dene Losungen, ndmlich alle konstanten Funktionen auf [a, b].

(iii) Das Problem u”(z) = 0,a < x < b, u(a) = u/(b) = 0 besitzt genau eine Losung,
nédmlich v = 0.

(iv) Bei nichtlinearen Gleichungen wird die Vielfalt des moglichen Losungsverhaltens noch
groBer: Das Problem u”(z) + u(z)? = 1,a < x < b, u/(a) = /(b)) = 0 besitzt genau zwei
Loésungen, ndmlich v = +1.

3.1 Anwendungsgebiete
3.1.1 Variationsrechnung
Lokale Extrema von Funktionalen, die durch Integrale definiert sind Es seien eine

stetige Abbildung G : [a,b] x R? — R, eine Abbildung ¢ : R — R und a € R gegeben. Wir
bezeichnen

U :={uc CY[a,b]): u(a) =a}, Up:={uc C(a,b]): ula) =0}
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und ein sogenanntes Funktional auf U durch

b
G:U—-R: Gu):= / G(z,u(z),u (x))dz + g(u(b)).

Eine Funktion v € U heifit lokales Minimum von G, wenn fiir alle v € Uy ein g9 > 0 existiert so
dass fiir alle € € (0,¢) gilt
G(u+ev) > G(u).

Analog definiert man lokale Maxima von G.

Euler-Lagrange-Gleichung und natiirliche Randbedingung Wenn G zweifach stetig dif-
ferenzierbar ist und g einfach stetig differenzierbar und wenn u € C?([a, b]) ein lokales Minimum
oder Maximum von G ist, so gilt

diﬁu/G(x,u(:c),u'(:c)) = 0,G(z,u(z),v (z)), a <z <b, (Euler-Lagrange-Gleichung) (3.4)
x

und

O G(b,u(b),u' (b)) + ¢’ (u(b)) = 0 (natiirliche Randbedingung). (3.5)

Insbesondere, wenn

(v + a1 (2)u'u + ag(z)u?®) + f(z)u, g(u) = —Bu(d),

DN | =

G(z,u,u’) =

so ist (3.4) vom Typ (3.1) mit ¢; = 0 und ¢y = 3(a} — a1) — ap, und (3.5) ist dann vom Typ der
Randbedingung in = b von (3.2) mit ; = 1 und Sy = a1(b).

3.1.2 Radialsymmetrische Lésungen von partiellen Differentialgleichungen

Als Beispiel betrachten wir fiir 0 < a < b das folgende Randwertproblem

Pv(x,y) +Ojv(z,y) = f(a®+y?) fir a<a?+y? <0,
v(z,y) = « fir 22 +y? =aq, (3.6)
v(m,y) = p fiir 2 + 212 =,

das unter bestimmten Bedingungen (Homogenitét, Isotropie, Vernachlissigung der dritten Raum-
dimension) die stationére Temperaturverteilung in einem Kreisring beschreibt, wenn am Rand
die Temperatur vorgegeben ist. Wenn man nur Lésungen sucht, die in Polarkoordinaten z =
rcosf, y = rsin # nicht vom Winkel 6 abhéngen (radialsymmetrische Losungen), wenn man also

den Ansatz
u(r) :=v(rcos,rsinb) (3.7)

macht, so erhélt man fiir die neue unbekannte Funktion u das Problem
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also ein Problem vom Typ (3.1), (3.2).
Wenn man dasselbe Problem in einem Kreis betrachtet, also

O(e,y) + Bulwy) = S HyD) fir a2 4y?<b, .
v(z,y) = B fir 224 y* = b, '
und denselben Ansatz (3.7) macht, so erhélt man
" u'(r) 2
u(r)—i— r —f(T),OST‘Sb, (39)
u(b) = B,

und das ist kein Problem vom Typ (3.1), (3.2), erstens weil der Koeffizient bei v/ nicht in r = 0
definiert ist und zweitens weil nur eine Randbedingung auftritt. Diese Schwierigkeit tritt immer
auf, wenn man in partiellen Differentialgleichungen Polar- oder Kugel- oder Zylinderkoordina-
ten einfithrt und wenn der Nullpunkt in der Menge der unabhéngigen Ortsparameter liegt: Die
Losungen v der partiellen Differentialgleichung sind beschrankt und glatt in der Ndhe des Null-
punktes. Dagegen sind einige Koeffizienten der gewohnlichen Differentialgleichung unbeschrinkt
bei r — 0, und folglich sind auch einige Losungen v der gewdhnlichen Differentialgleichung
unbeschrénkt bei r — 0. Diese “kiinstlichen” oder “unphysikalischen” Losungen von (3.9), fiir
die keine entsprechenden Losungen von (3.8) existieren, miissen ausgeschlossen werden, im Fall
(3.9) z.B. durch Hinzufiigen einer zweiten Randbedingung «/(0) = 0. Dadurch erhilt man aber
immer noch kein Problem vom Typ (3.1), (3.2), weil der Koeffizient in (3.9) bei v/ in r = 0
immer noch nicht definiert ist.

3.2 Randwertprobleme fiir lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Neben dem inhomogenen Randwertproblem (3.1), (3.2) betrachten wir das homogene Randwert-
problem

() + e1(z)u/ () + co(z)u(z) =0, a < 2 < b, (3.10)
aou(a) + aru/(a) = Bou(b) + B/ (a) = 0. (3.11)

Wir setzen (3.3) voraus und co, ¢1, f € C([a,b]). Mit My, g bzw. My bezeichnen wir die Mengen
aller Losungen von (3.1), (3.2) bzw. von (3.10), (3.11).

Losungsverhalten von (3.1), (3.2) und von (3.10), (3.11) (i) My ist ein Teilraum des
Vektorraumes C?([a, b]) mit 0 < dim My < 1, und My, g ist ein affiner Teilraum von C2([a, b)),
genauer gesagt gilt

Mf,aﬁ = Uy + My fiir alle u, € Mf@,ﬁ.

(ii) Fredholmsche Alternative: Entweder (3.10), (3.11) besitzt eine Losung u # 0 (d.h.
dim My = 1) oder (3.1), (3.2) besitzt fiir beliebige o, € R und f € C([a,b]) genau eine
Losung.

(iii) Es gilt dim My = 0 (d.h. (3.10), (3.11) besitzt keine Losung u # 0) genau dann, wenn
fiir ein Fundamentalsystem w1, us von Losungen von (3.10) gilt

det aoui(a) + aquy(a)  Bour(b) + Bruf(b)

apuz(a) + aub(a)  Bouz(b) + Brub(b) # 0, (3.12)
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und das ist genau dann der Fall, wenn (3.12) fiir jedes Fundamentalsystem u, us von Lésungen
von (3.10) gilt.

In der Regel ist es nicht moglich, ein Fundamentalsystem von Losungen von (3.10) explizit an-
zugeben. Deshalb ist die Bedinging (3.12) schwer zu verifizieren. Es existieren aber hinreichende
Bedingungen fiir (3.12), z.B.:

Eine hinreichende Bedingung fiir (3.12) Es gelte
co(z) < 0 fiir alle = € [a,b] und agay = BB = 0.

Dann folgt aus (3.10), (3.11)
0 = / " S ety (u" () + e1 () () + co(z)u(z)) u(z)dz
= /a ’ ((eff A (2)) 4 o)l cﬂy)dyu(x)) u(z)dz
- /a ’ <—eff Wy ()2 + co(z)ela cﬂy)dyu(x)?) dx

b
< Js eay)dy 24
< argi;(bco(x)/a e u(z) dx,
also u = 0. Folglich ist dim My = 0, d.h. (3.12) ist erfiillt. Die Bedingung apa; = Boff1 = 0
bedeutet, dass in den Randpunkten x = 0 und z = 1 die Randbedingungen entweder vom
Dirichlet-Typ oder vom Neumann-Typ sind.

Analogie zur endlich-dimensionalen linearen Algebra FEs seien A € M,, und f € R"

gegeben und
My:={ueR": Au=0}, My :={ueR": Au= f},

dann gilt:
(i) My ist ein Teilraum in R™ mit 0 < dim My < n, M ¢ ist ein affiner Teilraum in R", genauer
gesagt gilt
My = u, + My fiir alle u, € M.

(ii) Fredholmsche Alternative: Entweder Au = 0 besitzt eine Losung u # 0 (d.h. dim My > 0)
oder Au = f besitzt fiir beliebiges f € R™ genau eine Losung.

(iii) Es gilt dim My = 0 genau dann, wenn det A # 0.

(iv) Es sei dim My = 0. Dann ist u = A~!f die Losung von Au = f.

Greensche Funktion Es sei uj,ug ein Fundamentalsystem von Losungen von (3.10) mit
aouy(a) + aju)(a) = Bouz(b) + Bruh(b) = 0. (3.13)

Dann gilt dim My = 0, insbesondere Syus(b) + S1u)(b) # 0 und agua(a) + aquh(a) # 0 (vgl
(3.12)), und dann ist

s a :
) = B4 B ) ey @ )+ [ GO (019

39



die Losung von (3.1), (3.2). Dabei ist

w1 (2)us(y)

Glz,y) = ul(y)u%(ly(z/ )—u;? x()y)u’l (y)

u1 (y)uy(y) — ua(y)u) (y)

die sogenannte Greensche Funktion zu dem Randwertproblem (3.1), (3.2). Die Greensche Funk-
tion hingt nicht von der Wahl des Fundamentalsystems u;,us ab. Die Formel (3.14) gibt die
Losung von (3.1), (3.2) explizit an, wenn man ein Fundamentalsystem von Losungen von (3.10)
mit (3.13) kennt. Ein solches Fundamentalsystem von Losungen von (3.10) zu berechnen kann
aber aufwendiger sein als die Losung von (3.1), (3.2) direkt nach dem unten angegebenen Al-
gorithmus zu berechnen. Wenn man aber fiir fixierte Koeffizientenfunktionen cg, ¢; und fixierte
Koeffizienten oy, a1, By, f1 und fiir viele verschiedene rechte rechte Seiten f,a, 3 die Randwert-
aufgabe (3.1), (3.2) 16sen will, dann lohnt es sich, einmal die Greensche Funktion zu berechnen
und dann fiir alle verschiedenen rechten Seiten die Formel (3.14) mit ein und derselben Green-
schen Funktion zu benutzen. Auflerdem ist die Formel (3.14) oft niitzlich, wenn man qualitative
Fragen an die Losung von (3.1), (3.2) (z.B. bzgl. welcher Normen sie stetig von den rechten
Seiten abhéngt) beantworten will.

Ein Algorithmus zur Losung von (3.1), (3.2) Berechne irgendein Fundamentalsystem
u1,u2 von Losungen von (3.10). Setze den Ansatz (der aus der Formel der Variation der Kon-
stanten (2.52) folgt)

— dous (x _ “uy (y)ug(z) — ui(z)ua(y)
wla) = dala) + o) + |

in die Randbedingungen (3.2) ein. Dadurch entsteht ein lineares Gleichungssystem zur Berech-
nung der Koeffizienten dy, d2, das genau dann eindeutig losbar ist, wenn (3.12) gilt. Berechne d;
und ds.

Beispiel: Das Dirichlet-Problem fiir Gleichungen mit konstanten Koeffizienten Wir
betrachten (3.1), (3.2) mit konstanten Koeffizienten ¢y und ¢; sowie mit Dirichlet-Randbe-
dingungen, d.h. ap = g = 1 und a1 = 51 = 0. Wenn

62

1
Co<z,

so besitzt das characteristische Polynom A2 + ¢; A + cg zwei verschiedene reelle Nullstellen
2
C1 C
M= =5 Hy g -

(6)\1($_a) _ 6)\2(&3—(1)) (6—)\2y—>\1b _ 6—)\1y—>\2b)

()\1 _ )\2) (ef)\laf)\gb _ ef}\lbf)\ga)

und die Greensche Funktion ist

G(z,y) = firz <y

und
e 1 e 2 e 2Y 1 e 1Y 2
( )\ ( r 7) A ( r 7) ) ( A A a )\ )\ a)

G(-’E, y) = ()\1 _ )\2) (67>\1a7>\2b _ e*)\lb*)\Qa)

fir x > y.
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Wenn

2
Co = _17

so besitzt das characteristische Polynom nur eine Nullstelle

C1

)\:—57

und die Greensche Funktion ist

Glo.y) = A=) [ (z —a)(y — b) fiir z <y,
A — (x —b)(y — a) fiir y < .
Wenn
2
co > a
0 4 )
so besitzt das characteristische Polynom ein konjugiert-komplexes Nullstellenpaar
\ F— c1 i
= vmit pi=——, v:i= — =
12=HT1 K R Co 1’

und die Greensche Funktion ist

et { sin(v(z — a))sin(v(y — b)) fir z <y,

Gey) = e —a) | sin(v(z — b)) sin(v(y — a)) fir y < .

Beispiel: Kleine Stérungen von Neumann-Randbedingungen Wir betrachten das Rand-
wertproblem

u'(x) = f(x), 0< 2 <1,
eu(0) +/(0) = /(1) = 0.

Im Fall € = 0 existiert keine Greensche Funktion, weil das Problem mit f = 0 Losungen u # 0
besitzt (ndmlich alle konstanten Funktionen). Im Fall € # 0 ist die Greensche Funktion gleich

_f —x+1/efir0<z<y<I,
Ga(xay)_{ —y+1l/efir0<y<az<l1.

Insbesondere konvergiert G¢(z,y) nicht fiir e — 0.

3.3 Eigenwertwertprobleme fiir lineare Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung

Es seien p € C*([a,b]) und ¢q € C([a,b]), und es gelte

i > 0.
agrglbp(x)

Wir betrachten Eigenwertprobleme vom Typ

(p(x)v’(x))/ +q(x)v(z) = Mv(x), a <z <b, (3.15)
agv(a) + a1v'(a) = Bov(b) + f1v'(a) =0 (3.16)
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mit (3.3). Wenn zu einem A € R eine Losung v € C?([a,b]) mit v # 0 von (3.15), (3.16)
existiert, so heifit A Eigenwert zu dem Eigenwertproblem (3.15), (3.16), und v heifit zugehérige
Eigenfunktion.

Losungsverhalten von (3.15), (3.16) Es existieren Folgen A1, Ao,... € R und vy,vs,... €
C?([a, b]) von Eigenwerten und zugehorigen Eigenfunktionen von (3.15), (3.16), so dass gilt:

(i) Al > XA >0 — —o0.

(ii) Fiir jede Losung (A, v) € R x C?([a,b]) von (3.15), (3.16) mit v # 0 existieren ein j € N
und ein ¢ € R mit A = A; und v(x) = cv;(x).

(iii) Es gilt

b
/ vj(x)vg(x)dr = (3.17)
und
2

b noorh
JLH;O f(z) — Z/ fW)vj(y)dyv;(z)| doz =0 fir alle f € C([a,b]). (3.18)

a jfl a

(iv) Es gelte 0 ¢ {1, A2,...}. Dann ist das Randwertproblem

(p(2)u(2))" + q()u(z) = f(z), a <7<, (3.19)
apu(a) + aqu’(a) = Bou(b) + Bru'(a) =0 (3.20)

fiir jedes f € C(la,b]) eindeutig 16sbar, und fiir die Losung gilt

2

b n 1 b
lim u(z) — Z X / F(y)vi(y)dy vj(z)| dx=0. (3.21)
j=1"7"4

n—o0 a
(v) Es gilt

b b
A1 = sup {/ (=pv” + qv?) dx : / v2dr = 1, agu(a) + a1v'(a) = Bov(b) + B1v'(a) = 0} .

Insbesondere, wenn dieses Supremum negativ ist (z.B. wenn ¢(z) < 0 fiir alle z € [a, b] ist), so
ist die Randwertaufgabe (3.19), (3.20) fiir jede rechte Seite f € C([a,b]) eindeutig lésbar.
(vi) Es existieren c_ < ¢; < 0 und kg € N so dass fiir alle k > ko gilt c_k? < A\, < c k2.
(vii) Die k-te Eigenfunktion vy besitzt im offenen Intervall (a,b) genau k—1 verschiedene Null-
stellen, und alle diese Nullstellen sind einfach. Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen
von vy liegt eine Nullstelle von vy 1.

Beispiele (i) Die Eigenwerte und normalisierten Eigenfunktionen zu

V"(z) = M(x), a <z <b,

v(a) =v(b) =0 (3.22)

sind

42



(ii) Die Eigenwerte und normalisierten Eigenfunktionen zu

v"(z) = M(x), a <z <b,
v/(a) = v'(b) = 0 (3.23)
sind
A1 =0, vi(x) = !
1—=Y 1 - b —a
und )
(k=1 2 (k—1)rm
— (=T =/ - —2.3,....
Ak < — , vg(x) T (x—a), k=2,3,
(ii) Die Eigenwerte und normalisierten Eigenfunktionen zu
1 — < <
v"(x) = Mv(x), 0 < x__ 1, (3.24)

v(0) + v/ (0) =2'(1) =0

sind im Fall e =0

2% —1 \?2
AQ:—( 5 w> , keN.

Im Fall € > 0 bezeichnen wir die Eigenwerte mit A;(g) > Aa(¢) > ..., und dann gilt

Ai(e) = oo und Ap(e) = A} (k =2,3,...) fiir € | 0.

Analogie zur endlich-dimensionalen linearen Algebra Es sei A € M, eine symmetrische
Matrix, d.h.
A= AT

Dann existieren Eigenwerte \; > Ay > ... > ), (die Eigenwerte werden so oft aufgefiithrt wie
ihre Vielfachheit ist) von A mit zugehérigen Eigenvektoren vq,ve, ..., v, € R™ (d.h. Av; = A\jv;),
so dass gilt:

(i) Fiir jedes Paar (A, v) € R x R” mit Av = Av und v # 0 existiert ein j mit A = A;.

(ii) Es gilt (vj,vg) = 6 und

[ = Z(f, Uj>?)j fiir alle f € R™.
j=1
(iii) Es gelte 0 ¢ {A1, A2, ..., A, }. Dann ist die Gleichung Au = f fiir jedes f € R™ eindeutig

16sbar, und fiir die Losung gilt
n

1
u= Z )\—j(f,vj>vj.

j=1
(iv) Es gilt

AL = llnluaxl(Av,v), Ap = ”nhinl(Av,w.

Insbesondere, wenn A, > 0 (d.h. A ist positiv definit) oder wenn A; < 0 (d.h. A ist negativ
definit) ist, so ist die Gleichung Au = f fiir jede rechte Seite f € R™ eindeutig losbar.
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Konvergenz der Reihenentwicklungen nach Eigenfunktionen Anstelle von (3.18) bzw.
(3.21) schreibt man auch

00 00 b
C; .
f= E cjvj bzw. u = E %Uj mit ¢; 2:/ fW)vi(y)dy
i=1 j=1"7 ¢

oder auch
f(z) = Z cjvj(x) bzw. u(zr) = Z )\—jvj(x)
j=1 j=1"1
Das bedeutet aber im allgemeinen nicht, dass fiir jedes fixierte x € [a,b] die Folge der Partial-
summen
[e.e]
n
Z cjvj(z) (3.25)
J=1 n=1

konvergiert oder dass, wenn sie konvergiert, sie gegen die Zahl f(z) konvergiert. Im Gegenteil:
Die Partialsummen erfiillen die Randbedingung (3.11), weil die Eigenfunktionen v; diese erfiillen,
also konnen die Partialsummen nicht punktweise gegen f konvergieren, wenn f nicht die Rand-
bedingung (3.11) erfiillt. Es existieren zahlreiche Aussagen, in welchem “besseren” als (3.18)
Sinn die Partialsummen gegen f konvergieren, z.B.: Wenn f € C'([a,b]) die Randbedingungen
(3.11) erfiillt, so konvergiert die Reihe (3.25) gegen f(x) gleichméBig bzgl. x € [a, b].

Anwendung: Trennung der Variablen in partiellen Differentialgleichungen Als Bei-
spiel betrachten wir das folgende Randanfangswertproblem

Opu(z,t) — Oy (p(x)Opu(x,t)) = f(x,t), a<xz<b, t>0,
u(a,t) =u(b,t) =0, t>0, (3.26)
u(z,0) = ¢(x), a<z<b,

das unter bestimmten Bedingungen (Vernachlissigung von zwei Raumdimensionen) die orts-
und zeitabhingige Temperaturverteilung in einem diinnen Stab (mit ortsabhéngigem Wirme-
leitkoeffizient p(z) > 0) beschreibt, wenn an den Stabenden die Temperatur vorgegeben ist. Die
Funktionen f bzw. ¢ beschreiben eine innere Warmequelle bzw. die Temperaturverteilung zum
Anfangszeitpunkt t = 0. Es seien A\; > Ay > ... die Eigenwerte und v, v9,... die zugehtrigen
Eigenfunktionen des Eigenwertproblems

(p(2)'(z))
v(a) = v(b)

Dann gilt fiir die Losung u(x,t) von (3.26)

M(z), a <z <b,
0

[e.e]

wa=> ([ o)y )y + / e | fi SJuy(u)dyds ) vi(@). (320

j=1

In (3.27) ist die Losung u(z,t) von (3.26) als Reihe geschrieben, wobei die Summanden der
Reihe Produkte sind und der erste Faktor nur von der Zeit ¢ und der zweite Faktor nur vom
Ort x anhéngt, daher kommt der Name dieser Losungsmethode. Wenn p, ¢ und f hinreichend
glatt sind (z.B. p stetig differenzierbar und ¢ und f stetig), dann konvergiert die Reihe in (3.27)
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punktweise bzgl. z € [a,b] und ¢ > 0 (aber im allgemeinen nicht bzgl. z € [a,b] und ¢ > 0!).
Wenn p, ¢ und f nur beschrinkt und stiickweise stetig sind (was in Anwendungen durchaus
realistisch ist), so gilt (3.27) immer noch, allerdings ist die Konvergenz in einem schwicheren
Sinn zu verstehen.

Homogenisierung der Randbedingungen Wenn man nicht nur die Lésungen des Randwert-
problems (3.19), (3.20), das homogene Randbedingungen vorschreibt, nach den Eigenfunktionen
des Eigenwertproblems (3.15), (3.16) entwickeln will, sondern auch die Losungen des analogen
Randwertproblems mit inhomogenen Randbedingungen

(p(2)' (2)) + qz)u(z) = f(z), a <r <b,

agu(a) + aru/(a) = a, Bou(b) + i/ (a) = B, (3.28)

so mufl man zunicht die Randbedingungen folgendermafien homogenisieren: Es sei u. € C?([a, b])
eine Funktion, die die inhomogenen Randbedingungen erfiillt, und u sei die Losung von (3.28).
Dann gilt fiir w 1= u — u,

(p(z)w'(2))" + q(z)w(z) = f(z) + (p(a)us(2)) + q(@)us(@), a <7 < b,
apu(a) + aqu'(a) = Bou(b) + f1u'(a) = 0.

Daraus folgt

2
b

n b
tim [ u@) o)~ 3 1 / (/) + p@)@) + al@)u(@)) o)y v(@)| dz=0.
j=1"77

n—o0 a

Gleichungen in Normalform und Sturm-Liouville-Form Gleichungen vom Typ (3.1) bzw.
(3.19) heiflen Gleichung in Normalform bzw. in Sturm-Liouville-Form. Wenn « eine Lésung von
(3.1) ist, so ist u auch Losung von (3.19) mit

p(x) = exp /w c1(y)dy, q(z) = co(x) exp /x c1(y)dy

und rechter Seite f(x)p(z). Und umgekehrt: Wenn u eine Losung von (3.19) ist, so ist u auch
Losung von (3.1) mit
/

P (x x

) )
p(x)

und rechter Seite f(x)/p(z). Gleichungen in Sturm-Liouville-Form treten in Anwendungen oft
auf, z.B. ist die Euler-Lagrange-Gleichung (3.4) mit

G, uu) = 5 () — q(2)u®) + f(x)u

DN =

eine Gleichung in Sturm-Liouville-Form.

Eigenwertprobleme in Normalform Fiir Eigenwertprobleme in Normalform, d.h.

V' (x) + e1(2)v () + co(x)v(z) = Mo(x), a <x < b,
agv(a) + av'(a) = Bov(b) + B1v'(a) = 0,
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gelten im Prinzip die gleichen Aussagen wie fiir Eigenwertprobleme in Sturm-Liouville-Form.
Nur die Aussage (iii) dndert sich zu

T

b
/ p(x)vj(x)vg(x)de = 6, mit p(x) = exp/ c1(y)dy

und
2

b
| )iy )| do =0 fi alte £ € C(la.b),

a

n

b
5, [

J=1

und die Aussage (v) dndert sich zu

b b
A1 =sup {/ p (—v'2 + cov2) dx - / pvdr =1, agu(a) + a1v'(a) = Bov(b) + B1v/(a) = 0} .

Ferner andert sich die Aussage (iv) folgendermafien: Es gelte 0 ¢ {A1,Ao,...}, und es seien
f € C([a,b]) und u € C?([a,b]) gegeben mit (3.1), (3.2). Dann folgt

2
b

noq b
i [ fuw) = 3"+ [ o@)f )y via)| do=o.
j=1"7"4

n—o0 a

Periodische Randbedingungen Fiir Eigenwertprobleme mit periodischen Randbedingungen,
d.h.

mit p(a) = p(b) gelten im Prinzip die gleichen Aussagen wie fiir Eigenwertprobleme mit Robin-
Randbedingungen. Der einzige Unterschied besteht darin, dass zu einem Eigenwert zwei linear
unabhéingige Eigenfunktionen existieren kénnen. Solche Eigenwerte mufl man in der Aufzihlung
A1 > A9 > ... doppelt zdhlen, damit die Aussagen (3.18) und (3.21) wieder gelten.

Beispiel Die Eigenwerte und normalisierten Eigenfunktionen zu

V(z) = Mv(x), a <z <b,

v(a) —v(b) =v'(a) —v'(b) = (3.29)
sind
A =0, vr(x) = ) —
1 =0, vz b

und )

km 2 2k

AQk__(b—a) , Vop(x) = b_asmb_a(az—a),kzzl,Q,

und )

km 2 2km

>\2k+1:_<b—a> , Vopt1(x) = g 0 _a(az—a), k=12,



Fourier-Reihen We man eine Funktion f € C([a,b]) nach den Eigenfunktionen der Eigen-
wertprobleme (3.22), (3.23) und (3.29) entwickelt, so erhilt man die sogenannten (klassischen)
Fourier-Entwicklungen von f:

1@ = =23 [ fsin = ady sn @ -a)

Diese Reihen konvergieren im Sinne von (3.18), sogar wenn f nur beschrinkt und stiickweise
stetig ist. Wenn f die periodischen Randbedingungen erfiillt und stetig differenzierbar ist, so
konvergieren sie sogar gleichméBig auf [a, b].

4 Elemente der Funktionalanalysis

In diesem Kapitel betrachten wir Vektorrdume iiber R bzw. {iber C. Wenn es im gegebenen
Zusammenhang keine Rolle spielt, ob der betrachtete Vektorraum reell oder komplex ist, so
sprechen wir von einem Vektorraum iiber K, ansonsten von einem Vektorraum iiber K = R bzw.
von einem Vektorraum iiber K = C.

4.1 Normierte Vektorriaume

Es sei U ein Vektorraum iiber K.

Norm Eine Abbildung || - || : U — [0,00) heifit Norm in U, wenn fiir alle u,v € U und X € K
gilt
Definitheit: |ul]| =0 < u =0,
Homogenitdt: ||Aul| = [A]]|ul],
Dreiecksungleichung:  ||u + v|| < |lu|| + ||v]|.

Das Paar (U, || - ||) heifit dann normierter Vektorraum.
Weitere Ungleichungen Es sei || - || eine Norm in U, dann gilt fiir alle a,b,c,d € U
Dreiecksungleichung nach unten: ||al| — ||b]| < ||a + b,

Vierecksungleichung: |la — b|| — |[c —d|| < |la —¢|| + ||b — d]|.

Vergleich von Normen Es seien || - || und ||| - ||| zwei Normen in U, und es gelte

Jde > 0Vu e U : |ul| < d||ull],
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dann nennt man ||| - ||| stérker als || - ||. Wenn || - || stédrker als ||| - ||| ist und gleichzeitig ||| - |||
stirker als || - ||, so nennt man || - || und ||| - ||| #quivalent. Das ist eine Aquivalenzrelation in der
Menge aller Normen in U.

Im weiteren ist || - || eine Norm in U.
Induzierte Metrik Durch
p(u,v) = [lu -]
ist eine Metrik (die durch die Norm || - || induzierte Metrik) in U definiert. Folglich kann man

alle Begriffe, die mit metrischen Rdumen verbunden sind, auch in normierten Vektorrdumen
einfithren, insbesondere die folgenden:

Konvergenz von Folgen Eine Folge uq,us,... € U heifit konvergent bzgl. || - ||, wenn sie
konvergent bzgl. der durch die Norm || - || induzierten Metrik ist, d.h. wenn ein Vektor u € U
existiert mit

Ve >0 Jjoe N Vji>jo: [Juj —ul <e.

Der Vektor u heifit dann Grenzwert der Folge, und man schreibt u = lim;_,o u;.

Konvergenz von Reihen Zu jeder Folge ug, u1,uo,... € U kann man die Folge

Sp := UQ,S1 := U + UL, S2 = U + UL + U,...

betrachten. Diese nennt man dann Reihe mit den Summanden ug, u1, 4o, . .. und den Partialsum-
men s, $1, S2, - - ., und die Reihe heiit konvergent bzgl. ||-||, wenn die Folge ihrer Partialsummen
bzgl. || - || konvergent ist. Man schreibt dann

(3] k

Zuj = kl;n;oZuj,

7=0 7=0
und dieses Element von U heifit dann Grenzwert bzgl. || - || der Reihe.
Fundamentalfolgen Eine Folge uj,ug,... € U heifit Fundamentalfolge bzgl. || - ||, wenn sie

Fundamentalfolge bzgl. der durch die Norm || - || induzierten Metrik ist, d.h. wenn gilt

Ve >0 djo € N Vjk > jp: Hu]—ukH <e.
Jede konvergente Folge ist eine Fundamentalfolge, und jede Fundamentalfolge ist beschrinkt
bzgl. || - ||, d.h. sup{||u;]| : j € N} < o0.

Vollstindigkeit Der Vektorraum U heifit vollstéindig bzgl. || - ||, wenn U vollstéindig bzgl.
der durch die Norm || - || induzierten Metrik ist, d.h. wenn jede Fundamentalfolge bzgl. || - ||
konvergiert.

Offenheit Eine Menge M C U heifit offen bzgl. || - ||, wenn sie offen bzgl. der durch die Norm
|| - || induzierten Metrik ist, d.h.

VueM JFe>0YVwelU: ||v—u|<e=wvelM.
Abgeschlossenheitheit FEine Menge M C U heifit abgeschlossen bzgl. || - ||, wenn sie abge-

schlossen bzgl. der durch die Norm || - || induzierten Metrik ist, d.h. fiir jede konvergente Folge
u1, U, ... € M gilt, dass ihr Grenzwert ebenfalls in M liegt.

48



Abgeschlossene Hiille Die abgeschlossene Hiille M einer Menge M C U bzgl. ||-|| ist definiert
durch

M :={u € U : Es existiert eine Folge u;1,us,... € M mit lim;_, [|u — u;| = 0.},

und M ist die kleineste abgeschlossene bzgl. || - || Untermenge von U, die M enthilt.
Dichtheit Eine Menge M C U heifit dicht in U bzgl. || - ||, wenn M = U.

4.2 Der wesentliche Unterschied: Endlichdimensional oder Unendlichdimen-
sional?

Der Vektorraum U heifit endlich-dimensional, wenn linear unabhéngige Vektoren uy,...,u, € U
existieren mit
U = spanf{uq,...,uy}.

Die natiirliche Zahl n ist dann eindeutig bestimmt, und man schreibt dim U = n. Wenn U nicht
endlich-dimensional ist, d.h. wenn fiir jedes n € N linear unabhéngige Vektoren uq,...,u, € U
existieren, so heifit U unendlich-dimensional, und man schreibt dim U = cc.

Algebraische Kriterien fiir Endlich-Dimensionalitét Folgende Eigenschaften sind dquivalent:
(i) dimU < oo
(ii) Jede injektive lineare Abbildung U — U ist surjektiv.
(iii) Jede surjektive lineare Abbildung U — U ist injektiv.
(iv) Wenn V' C U ein Teilraum ist und wenn eine lineare bijektive Abbildung von U auf V/
existiert, so gilt U = V.

Gegenbeispiele Es sei U der Vektorraum iiber K = R aller Polynome mit reellen Koeffizienten.
Dann ist die lineare Abbildung

A:U—-U: (Au) () = zu(zx)

injektiv, aber nicht surjektiv. Sie bildet U bijektiv auf den echten Teilraum {u € U : u(0) = 0}
ab. Die lineare Abbildung

B:U — U: Bu:=u (Ableitung)

ist surjektiv, aber nicht injektiv.

Topologische Kriterien fiir Endlich-Dimensionalitit Folgende Eigenschaften dquivalent:
(i) dimU < o0
(ii) Alle Normen auf U sind &quivalent.
(iii) Jede bzgl. irgendeiner Norm beschrinkte Folge besitzt eine bzgl. irgendeiner Norm kon-
vergente Teilfolge.
(iv) Jeder Teilraum von U ist bzgl. einer (und damit bzgl. jeder) Norm abgeschlossen.
(v) Jede lineare Abbildung U — K ist bzgl. einer (und damit bzgl. jeder) Norm stetig.
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4.3 Normierte Funktionenridume

Normierte Vektorrdume stetiger Funktionen (i) Wir bezeichnen mit C([a,b]; K) den
Vektorraum iiber K aller stetigen Funktionen u : [a,b] — K, d.h.

C([a,b];K) := {u: [a,b] — K)| u ist stetig}. (4.1)
In C([a,b]; K) betrachten wir die Normen

0o = 4.2
Julloe = max [u(a) (12)

und

b 1/p
llul[p == (/ |u(:c)|pdac> fir 1 <p < 0. (4.3)

Die Dreiecksungleichung gilt fiir || - ||, mit 1 < p < co wegen der Minkowski-Ungleichung

(/ab fule) + ”(@"’dw) " < / b |U(x)|l’dg;> ", < /ab , (w)v)dx) g

(ii) Vergleich der Normen || - |[p: Fir 1 <p < ¢ < oo ist || - ||; stérker als || - ||g, fiir
1 <p < g < oo folgt dies aus der Holder-Ungleichung

1/r b 1/s 1 1
/ lu(z)v(x)|de < </ lu(z)|" dw) < |v(x)|sdx> mit — + - = 1.
a r S

(iii) Gleichmiflige Konvergenz und Konvergenz bzgl. || - ||oo: Eine Folge uj, ug,... €
C([a,b]; K) konvergiert gegen u € C([a,b];K) bzgl. der Norm || - ||oc genau dann, wenn sie
gleichméfig gegen u konvergiert, d.h. wenn

Ve >0 Jjo € N Va € [a,b] Vj > jo: |uj(z) —u(x)] <e. (4.4)

(iv) Ein nicht abgeschlossener Teilraum: Der Vektorraum aller Polynome mit Koeffizi-
enten in K ist ein Teilraum von C([a,b]; K), er wird mit K[z] bezeichnet, d.h.

Klz] := {u € C([a,b];K) : u ist Polynom}.

Klx] ist bzgl. keiner Norm || - ||, mit 1 < p < oo abgeschlossen. Z.B konvergieren die Polynome
L gk
uj € K[z =Y T (4.5)
k=0
gleichméflig und folglich bzgl. allen Normen || - ||, mit 1 < p < oo, aber der Grenzwert e” ist

kein Polynom.
(v) Nicht dquivalente Normen: Die Folge uj,us,... € C([0,1];K) sei definiert durch

() = n fir 0 < <1/n,
YT 1/ fir 1n <2 < 1/n.
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Dann gilt

n fir p = oo,
p—1 _ 1\ P
leanly = <1 n L) fiir 1 < p < oo,
p
1+1Inn fir p = 1.

Folglich gilt fiir 1 < ¢ < p < oco: Es existiert kein ¢ > 0 mit |Ju,[, < ¢|luy]|q fiir alle n € N. Mit
anderen Worten: Fiir 1 <p # g < oo ist || - ||, nicht dquivalent zu || - ||,.

(vi) Eine beschrinkte Folge, die keine konvergente Teilfolge besitzt: Die Folge
ug, U2, ... € C([—1,1; K) mit

(2) = —V/—z fir —-1<z2<0,
W)=Y wr fir 0<a<l1

ist bzgl. jeder Norm || - ||, mit 1 < p < oo beschrénkt und bzgl. jeder Norm || - ||, mit 1 < p < oo
eine Fundamentalfolge, aber sie besitzt keine Teilfolge, die bzgl. irgendeiner Norm || - ||, mit
1 < p < oo konvergent wére. Insbesondere ist C([—1,1];K) bzgl. | - ||, mit 1 < p < oo nicht
vollstéandig. Dagegen ist C'([—1,1]; K) bzgl. || - || vollsténdig.

(vii) Eine unstetige lineare Abbildung: Die Abbildung u € C([0,1];K) — u(0) € K ist
linear und stetig bzgl. || - ||oc, aber unstetig bzgl. || - ||, mit 1 < p < co. Sie heifit Dirac-Funktion
oder Dirac-Funktional mit Tréger in Null.

Normierte Vektorrdume integrierbarer Funktionen Wir bezeichnen mit U den Vektor-
raum iiber K aller (Riemann-)integrierbaren Funktionen w : [a,b] — K. In U sind die Ausdriicke
(4.3) keine Normen, denn z.B. fiir die Funktion

() = 1 fiir z = a,
wr) = Ofira<z<b

gilt u # 0, aber ||ul|, = 0. Diesen Nachteil kann man “reparieren”, indem man zu den Aquivalenz-
klassen bzgl. der folgenden Aquivalenzrelation ~ in U iibergeht:

b
U~ e / lu(z) — v(z)|dx = 0.

Wenn man fiir u € U seine Aquivalenzklasse mit
u ={velU: u~wv}

bezeichnet, so wird die Menge der Aquivalenzklassen zu einem neuen Vektorraum U, wenn man
definiert
[u] + [v] :== [u +v], A[u] := [Au] fiir alle u,v € U, X € K.

Die Elemente von U, d.h. die Aquivalenzklassen [u], werden oft mit den sie erzeugenden Funk-
tionen wu identifiziert. In manchen Zusammenhingen ist das moglich und sinnvoll, in anderen
aber nicht: Insbesondere hat es im allgemeinen keinen Sinn, einer Aquivalenzklasse [u] einen
“Funktionswert” in einem gegebenen Punkt z € [a, b] zuzuordnen. Fiir jedes p € [1,00) wird U
zu einem normierten Vektorraum mit der Norm

ity = ( | b o)l ”
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Konvergenzbegriffe fiir Funktionenfolgen Es seien uq,us,... : [a,b] — K eine Folge von
Funktionen und w : [a,b] — K eine Funktion. Man unterscheidet die folgenden Arten von
Konvergenz uj; — u:

(i) Punktweise Konvergenz Man sagt, dass die Funktionenfolge u; punktweise gegen die
Funktion u konvergiert, wenn fiir jedes z € [a, b] gilt |u;(z) — u(x)| — 0 fiir n — oo, d.h.

Vo € [a,b] Ve >0 Fjo € N Vj > jo: |uj(z) —u(z)| <e. (4.6)

(ii) GleichmiBige Konvergenz Man sagt, dass die Funktionenfolge u; gleichméBig gegen
die Funktion u konvergiert, wenn (4.4) gilt.

(ili) Konvergenz bzgl. || - ||, Man sagt, dass die Funktionenfolge u; gegen die Funktion u
bzgl. der Norm || - ||, (mit 1 < p < oo) konvergiert, wenn gilt

b 1/p
luj —ullp, = </ lu;(x) — u(az)|pdm> — 0 fiir j — oo,

d.h. wenn gilt
b
Ve >0 Jjoe N Vj > jo: / luj(x) — u(z)Pde < e. (4.7)

Damit (4.4) oder (4.6) oder (4.7) gilt, miissen weder die Funktionen u,, noch die Grenzfunktion u
stetig sein. Fiir (4.4) bendtigt man nur, dass fiir alle j die Funktion x +— |u;(x) —u(x)| beschrankt
ist, und fiir (4.7) benotigt man nur, dass fiir alle j die Funktion z +— |u;(z) — u(x)[P integrierbar
ist. Wenn allerdings alle Funktionen u,, stetig sind, so entsteht die Frage, ob dann auch u stetig
ist. Bei (4.4) ist die Antwort ja, bei (4.6) und (4.7) im Allgemeinen nein.

Wenn man bei der Konvergenz bzgl. || - ||, (mit 1 < p < co) auch unstetige Grenzfunktionen u
zuléBt, so ist die Grenzfunktion nicht eindeutig bestimmt, denn es gilt ||u; —ul|, = ||u; — @, fur
alle Funktionen 4 : [a,b] — R mit der Eigenschaft, dass die Menge {z € [a,b] : u(x) # u(z)} eine
Nullmenge ist. Mit anderen Worten: Wenn man bei der Konvergenz bzgl. || - ||, (mit 1 < p < 00)
eine eindeutige Grenzfunktion haben will, so mufl man die Grenzfunktion als Aquivalenzklasse
bzgl. der oben beschricbenen Aquivalenzrelation ~ verstehen.

(iv) Verhiltnis der Konvergenzbegriffe Wenn u; gleichméfig gegen u konvergiert, so
konvergiert w,, auch punktweise und bzgl. jeder Norm || - ||, gegen u, und u ist dann auch stetig.
Wenn u; gegen u konvergiert bzgl. der Norm || - ||, so konvergiert u; gegen u auch bzgl. aller
Normen || - ||y mit 1 < ¢ <p.

(v) Gegenbeispiele mit a = 0,b = 1 Die Funktionenfolge

uj(z) = 27 — 2%

konvergiert gegen die Nullfunktion punktweise und bzgl. aller Normen || - ||, mit 1 < p < oo,
aber sie konvergiert nicht gleichméflig. Die Funktionenfolge

uj(x) = 32 (xj — ij)

konvergiert gegen die Nullfunktion punktweise, aber sie konvergiert nicht bzgl. irgendeiner Norm
| - |lg mit 1 < ¢ < co. Die Funktionenfolge

uj(x) = /je "
konvergiert gegen die Nullfunktion bzgl. |||, mit 1 < p < 2, aber sie konvergiert nicht punktweise
und auch nicht bzgl. irgendeiner Norm || - ||, mit 2 < ¢ < oo.
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4.4 Vektorrdume mit Skalarprodukt. Hilbert-Rédume

Es sei U ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung (u,v) € U? +— (u,v) € K heifit Skalarprodukt
auf U, wenn fiir alle u,v,w € U und A, u € K gilt:

Definitheit: (u,u)|lul| >0, und (u,u) =0 < u =0,
Symmetrie: (u,v) = (v,u),
Bilinearitét: (Au + pv, w) = AN, w) + pv, w).

Das Paar (U, (-,-)) heiit dann Vektorraum mit Skalarprodukt oder Pra-Hilbert-Raum. Im Fall
K = R nennt mann (U, (-, -)) auch Euklidischer Verktorraum und im Fall K = C unitfer Verktor-
raum.

Skalarprodukt und induzierte Norm Wenn (U, (-,-)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt
ist, so ist
[ull = v/ {u, u)

eine Norm auf U, die durch das Skalarprodukt (-, -) induzierte Norm, und es gilt fiir alle u,v € U

Cauchy-Schwarz-Ungleichung:  [(u,v)| < ||ul/||v]|,
binomische Formel: |u + v||? = ||ul|® + (u,v) + (v, u) + |[v|?,
Satz des Pythagoras: |u + v||? = ||ul|® + ||v]|?, wenn (u,v) = 0,
Parallelogramm-Gleichung: || + v[|* + [Ju — v||* = 2 (||u[|* + [Jv[|?) .
Fin Vektorraum mit Skalarprodukt wird stets als normierter Vektorraum mit der induzierten
Norm und damit als metrischer Raum mit der induzierten Metrik betrachtet. Alle Begriffe, die
mit metrischen Réumen verbunden sind, werden deshalb auch in Vektorrdumen mit Skalar-

produkt benutzt, wobei stets die durch das Skalarprodukt induzierte Metrik gemeint ist. Ein
vollstdndiger Vektorraum mit Skalarprodukt heifit Hilbert-Raum.

Beispiel Die Norm || - ||2 in C([a, b]; K) ist durch ein Skalarprodukt induziert, ndmlich durch

b _
(u,v) ::/ u(z)v(z)de. (4.8)

Dieser Vektorraum mit Skalarprodukt ist allerdings nicht vollsténdig. Die durch das Skalarpro-
dukt (4.8) induzierte Norm ist die Norm (4.3) mit p = 2.

Orthogonales Komplement, orthogonaler Projektor und senkrechtes Lot Es seien
(U, (-,-)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt und V' C U ein Teilraum, der bzgl. der induzierten
Norm || - || vollsténdig ist (z.B. dimV < oo, oder U ist vollstindig und V' ist abgeschlossen).
Dann existiert fiir jedes u € U genau ein v € V mit folgenden zwei dquivalenten Eigenschaften:

(u—v,w) =0 fiir alle w € V,

lu —v|| < |lu—w]| fiir alle w € V.

Die Abbildung u € U — v € V heifit orthogonale Projektion von U auf V. Der Vektor u — v
heifit senkrechtes Lot von u auf den Teilraum V', und |ju — v|| heit Abstand von w zu dem
Teilraum V. Die Menge

Vi={ueU: (uv) =0 fir alle v € V}
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heifit orthogonales Komplement zu V und ist ein abgeschlossener Teilraum in U, und es gilt

U=VaoVe™

Ein Algorithmus zur Berechnung der orthogonalen Projektion Es seien eq,...,e, € U
mit (ej,ex) = d;, und u € U gegeben. Dann ist 37, (u, ¢;)e; die orthogonale Projektion von u
auf span{eq, ..., e, }.

Beispiel Wir betrachten den Vektorraum C(]a,b]); K) mit dem Skalarprodukt (4.8). Dann
besitzt die Funktion u € C([a, b]); K), u(z) := e*, keine orthogonale Projektion auf den Teilraum
K[x], weil die Folge (4.5) von Polynomen gegen u konvergiert, d.h.

inf |lu—wl2=0,
weK([z]

aber u ¢ K[z].

4.5 Orthonormalbasen

In diesem Unterkapitel ist U ein unendlich-dimensionaler Vektorraum iiber K mit Skalarprodukt
(-,-) und induzierter Norm | - ||.

Satz und Definition Es sei ej,es,... € U eine Folge von Vektoren mit (ej, ex) = ;5. Dann
heifit diese Folge Orthormalbasis in U, wenn eine (und folglich alle) der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfillt ist:

(i) u= Z(u, e;)e; fiir alle v € U.

Jj=1

oo
(i) |ul?® = Z |(u,e;)|? fiir alle u € U (Parcevalsche Gleichung).
j=1

(iii) (u,v) = Z(u, e;)(e;,v) fir alle u,v € U.
j=1

(iv) {span{ej,ea,...} =U.

o0

Dabei ist span{eq, eg, ...} die Teilraum aller Linearkombinationen von endlich vielen Elementen

der Menge {ej,es,...}, und span{ej,es,...} ist die AbschlieBung bzgl. || - || dieses Teilraums,
d.h. die Menge aller Grenzwerte bzgl. || - || von Folgen aus diesem Teilraum.
Schmidt-Orthonormierungsverfahren Es sei vi,vs,... € U eine Folge von Vektoren mit
dim span{vy,...,v,} =n und
span{vy,va,...} = U. (4.9)

Dann kann man induktiv eine Orthonormalbasis eq, es, ... in U konstruieren durch

(41 Un41 — Z?:1<Un+1, €j>ej

€1 = ——, €ni1i= - ‘ )
[[o]] [on1 = 2251 (vn1, €d)es]]

Dabei gilt span{vy,...,v,} = span{ey,...,e,}.
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In Anwendungen besteht die Hauptarbeit darin, die Bedingung (4.9) zu iiberpriifen. Im fall
U = C([a,b]; K) hilft dabei der folgende Satz:

Satz von Stone-Weierstrafl Es sei vi,v9,... € C([a,b],K) eine Folge von Funktionen mit
1 € span{vy,va,...},
vjvi, € span{vy, vy, ...} fiir alle j, k € N (vjvy, ist das punktweise Produkt von v; und vy),
fir alle a <z <y < b existiert ein j € N mit v;(x) # v;(y).

Dann gilt

span{vi,va,...} = C([a,b],R),
wobei die Abschliefung im Sinne der Norm || - ||oc (und folglich im Sinne jeder Norm || - ||,
mit 1 < p < oo) zu verstehen ist. Zum Beispiel besitzt die Funktionenfolge 1, z, z2, ... die

obigen drei Eigenschaften. Mit anderen Worten: Die Menge der Polynome ist dicht bzgl. || - ||
in C([a,b]; K).

Beispiel Wenn man in C([—1,1];R) die Polynome 1, x, 2%, 23, ... bzgl. dem Skalarprodukt (4.8)
nach dem Schmidt-Verfahren orthonormiert, so erhélt man eine Orthonormalbasm bestehend aus
den sogenannten Legendre-Polynomen

:\/g,e2 \/795 es(x \/3(395 —1),.

Beispiele (i) In C([a,b]; R) mit dem Skalarprodukt (4.8) sind die folgenden Systeme Ortho-

normalbasen:
\/ cos(b_ m—a)) i=12,...
bzw.
2 qm .
i — =1,2,...
b—a81n<b—a(x a’))?j )<y 9
bzw.

JT 2 25 )
_a(x—a)>, b_acos<b_a(:v—a)>]:1,2,....

1 3 (2
b—a’ — oM\

(i) In C(]a, b]; C) mit dem Skalarprodukt (4.8) ist das folgende System eine Orthonormalbasis:

1 .25 .
— Z.
b_@exp(zb_a(x a)),je

4.6 Lineare beschrinkte Operatoren

Es seien (U, || - ||r) und (V.|| - ||v) zwei normierte Vektorrdume iiber K. Eine lineare Abbildung
A : U — V heifit linearer beschrinkter Operator, wenn eine (und folglich alle) der folgenden
dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(i) A ist stetig in einem Punkt.

(ii) A ist stetig.

(ili) Es existiert ein ¢ > 0 so dass fiir alle u € U gilt ||Aully < ¢||lul|v.
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Die Menge aller linearer beschréankter Operatoren von U nach V ist ihrerseits ein normierter
Vektorraum mit den algebraischen Operationen

(A+ B)u := Au+ Bu, (AM)u := Mu

und der durch die Normen || - || und || - ||y induzierten sogenannten Operator-Norm
Au \%
A1 = sup Auly = sup [Auly = sup 12UV
lulo<1 lullo=1 w0 |lullo

= inf{ec>0: ||Au|ly < c||ully fir alle u € U}.

Fiir diese Norm gilt
|Aully < ||A|||lul|v fir alle w € U.

Wenn U =V ist, so gilt fiir alle linearen beschriankten Operatoren A, B : U — U

IAB] < [[AllllBIl

Beispiel: Matrizen Wenn U = R™ und V = R™ ist, so ist jede lineare Abbildung A: U — V
beschrénkt, und man kann A mit einer reellen m x n-Matrix [a;i] identifizieren nach der Regel

m

A (Z ukek> = ZZajkukej.
k=1

j=1k=1

Dabei sind e; die Standard-Basisvektoren in R bzw. R". Dann gilt:
(i) Wenn in U = R" bzw. V = R™ die Normen |[ul[y = > 7_; |[u;] bzw. [[v[ly = > 7L, [vj]

gewahlt werden, so folgt
m

|A|| = kg%z\w.
7=1

(ii) Wenn in U = R” bzw. V = R™ die Normen |jul|y = maxj_i_ . n|u;| bzw. [jv||y =
max;—1, .m |vj| gewdhlt werden, so folgt

goeey

n
14| = j:rrllaxmz |- (4.10)
k=1

(iii) Wenn in U = R" bzw. V = R™ die Normen ||ul|, = > i1 uj|? bzw. |Jv||} = Py v |2

gewahlt werden, so folgt
n

m
AP <> lagnl
j=1k=1

Beispiel: Ein Differentialoperator Fiir k£ = 1,2,... bezeichnen wir den Vektorraum (iiber
R)
C*([a,b]) := {u : [a,b] = R)| u ist k-fach stetig differenzierbar} (4.11)
mit der Norm i
= W) (). 4.12
[l 2. max, |ut (z)] (4.12)
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Dann ist die lineare Abbildung
A: C*([a,b]) = C*Y([a,b]) : Au:=u' (Ableitung).

beschriankt, und ||Al| = 1.

Beispiel: Integraloperatoren Es sei K : [a,b] X [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist
die lineare Abbildung

b
A: C(la,b];R) — C([a,b];R) : (Au)(z) := / K(z,y)u(y)dy.
beschriankt bzgl. || - [|oo (vgl. (4.1) und (4.2)), und es gilt

A
) = sup 12ules

b
— K dy.
o?fé/a |K (z,y)|dy

Das ist ein Analogon zur Formel (4.10).

Neumann-Reihe Wenn U vollsténdig ist und A : U — U ein linearer beschrankter Operator
mit [|A|| < 1, so ist I — A bijektiv, (I — A)~! ist ebenfalls ein linearer beschrinkter Operator,
und

(I-A)"=>"4,
j=0

wobei die Reihe im Sinn der Operator-Norm konvergiert. Mit anderen Worten: Die Gleichung
u — Au = f besitzt fiir jedes f € U eine eindeutige Losung u € U, und diese ist der Grenzwert

der Folge
Up 1= Z Alf.
j=0

Lemma von Lax-Milgram Wenn (U, (-,-)) ein vollstdndiger Vektorraum iiber K = R mit
Skalarprodukt ist, A : U — U ein linearer beschriankter Operator und m > 0 mit

(Au,u) > mlju|?® fir alle w € U

(A heiBt dann positiv definit), so ist A bijektiv, A~! ist ebenfalls ein linearer beschrinkter
Operator, und fiir jedes f € U ist die Losung der Gleichung Au = f der Grenzwert der induktiv
definierten Folge

m

ug € U beliebig , upi1 := u, — W(Aun - f). (4.13)

4.7 Dualraum. Verallgemeinerte Funktionen und verallgemeinerte Ableitun-
gen

Es sei (U, ||-||) ein normierter Vektorraum, der Einfachheit halber iiber K = R. Dann nennt man
den Vektorraum aller linearen beschréinkten Abbildungen ¢ : U — R mit der Norm

el = sup |e(u)l
Jlull<1
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Dualraum zu U und bezeichnet ihn mit U*. Die Elemente von U* werden (lineare beschriankte)
Funktionale oder Kovektoren auf U genannt. Der Dualraum U™ ist stets vollstéindig, unabhéngig
davon, ob U vollstédndig ist oder nicht.

Dualriume von Vektorridumen mit Skalarprodukt Es sei (U, (:,-)) ein Vektorraum mit
Skalarprodukt iiber R. Dann kann man jedem Vektor v € U das Funktional

wy €U 1 py(u) := (u,v) fir alle u e U (4.14)

zuordnen. Die sogenannte Riesz-Abbildung v € U — ¢, € U* ist linear, normerhaltend (d.h.
lloull« = |lv]|) und injektiv, deshalb identifiziert man den Vektor v € U mit dem Funktional
py € U™,

Satz von Riesz Wenn (U, (-,-)) ein vollstindiger Vektorraum mit Skalarprodukt iiber R ist,
so ist die Riesz-Abbildung surjektiv, d.h. man kann jedes Funktional ¢ € U* mit einem Vektor
v € U identifizieren.

Verallgemeinerte Funktionen Fir £ =0,1,2,... betrachten wir den Vektorraum
C*([a, b)) := {u € C*([a,b]) : u(a) = w9 (b) =0 fiir alle j = 0,1,...,k}

mit der Norm (4.12), und C¥([a, b])* sei der entsprechende Dualraum. Die Einschrinkung einer
linearen stetigen (in Sinne von || - ||x) Abbildung ¢ : C¥([a,b]) — R auf C¥*{([a,b]) (mit I € N)
ist stetig in Sinne von || - ||x1, also

le+t o € Co ' ([a,b])" fiir alle ¢ € CJ([a,b])*

Dabei gilt:
@ € C¥([a,b])* — 90‘05“(@ o) € C*([a,b))* ist injektiv. (4.15)

Also kann man C¥([a, b])* als Teilraum von C**!([a, b])* auffassen. Mit anderen Worten, es gilt
C**([a,b]) € C*([a,0]) und CJ([a,b])* € C5*([a,b])" (4.16)
Die Elemente der Vereinigung

U Cala, b))
k=0

heiflen verallgemeinerte Funktionen oder Distributionen auf [a,b]. Eine prominente ver-
allgemeinerte Funktion ist das sogenannte Dirac-Funktional (auch Dirac-Funktion genannt)
mit Tréger in £ € [a, b],

e € C([a,b])* : G¢(u) := u(€) fiir alle u € C2([a, b]).

Funktionen als verallgemeinerte Funktionen Es sei R([a,b]) der Vektorraum aller inte-
grierbaren Funktionen v : [0,1] — R. Jeder Funktion v € R([a,b]) kann man eine verallgemei-
nerte Funktion ¢, (u) € C%([a,b])* zuordnen nach der Regel

b
op(u) := / u(z)v(x)dz fiir alle u € CY([a, b]). (4.17)
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Diese Definition ist ein Analogon der Definition (4.14). In diesem Sinne kann man R([a,b])
als Untermenge von C9([a,b])* auffassen, und aus (4.16) erhilt man die folgende Kette von
ineinandergeschachtelten Vektorrdumen:

...C%([a,b)) € CY([a,b]) € C°([a,b]) € R([a,b)) € C%[a,b))* € CL([a,b])* € C*([a,b])* ...,

wobei jeder Vektorraum echt kleiner ist als sein rechter Nachbar. Z.B. ist das Dirac-Funktional
¢ € C2([a,b])* nicht erzeugbar (in Sinne von (4.17)) durch eine Funktion v € R([a, b]).

Mit anderen Worten: Funktionen kann man als verallgemeinerte Funktionen auffassen, aber
nicht jede verallgemeinerte Funktion kann man als Funktion auffassen. Insbesondere existieren
Eigenschaften, die alle Funktionen besitzen, aber nicht alle verallgemeinerten Funktionen, z.B
kann man einer verallgemeinerten Funktion im allgemeinen keinen Wert in einem Punkt x € [a, b]
zZuweisen.

Verallgemeinerte Ableitungen Fiir eine verallgemeinerte Funktion ¢ € C¥([a, b])* definiert
man ihre verallgemeinerte Ableitung ¢’ € C¥+1([a,b])* folgendermaBen:

¢ (u) = —p(u) fiir alle u € C*([a,b)).
Hohere verallgemeinerte Ableitungen definiert man dann wie hohere klassische Ableitungen:
(p(lJrl) — ((p(l))/.

Z.B. arbeitet die I-te verallgemeinerte Ableitung 521) € C!([a,b])* des Dirc-Funktionals &¢ €
C%([a, b])* folgendermafBen:

6 () = (~1)'uD(€) fiir alle u € CL([a, b]).

Die verallgemeinerte Ableitung ist in folgendem Sinn eine Verallgemeinerung das klassischen
Ableitungsbegriffs: Wenn ¢ durch eine Funktion v € C([a, b]) erzeugt ist (in Sinne von (4.17)),
dann gilt

b b
o (u) = —p,(u) = —/ wodr = / wv'dr = py(u), also ¢l = o,
a a

d.h. die klassische Ableitung einer Funktion erzeugt die verallgemeinerte Ableitung der entspre-
chenden verallgemeinerten Funktion. In diesem Sinne besitzen alle verallgemeinerten Funktio-
nen, insbesondere aber auch alle integrierbaren oder stetigen Funktionen (die im allgemeinen
keine klassischen Ableitungen besitzen) verallgemeinerte Ableitungen beliebig hoher Ordnung.
Z.B. ist das Dirac-Funktional é¢ die verallgemeinerte Ableitung der verallgemeinerten Funktion,
die durch die Heaviside-Funktion H : [a,b] — R,

|0 fira<az<¢,
Hﬁ(m)'_{1 fiir £ < 2 < b,

erzeugt wird, d.h. ‘Png = d¢, d.h.

<le§ (u) = d¢(u) fiir alle u € C2([a,b]). (4.18)
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Um (4.18) zu zeigen geniigt es wegen (4.15) zu zeigen dass Sleg (u) = 0¢(u) fiir alle u € CL([a, b])
gilt, und das folgt wegen

b b
(1) = —pue(ul) = = [ (@) He(a)do = - /£ o (@) = u(€) = 6 (u).
In diesem Sinne bezeichnet man bisweilen H¢ als Stammfunktion von d¢. Wegen

He(r) = 3 (sen(e — &) + 1)

ist auch x — Se(z) := Ssgn(x — £) eine Stammfunktion von J¢, dabei ist

-1 firz <0,
sgn (x) == 0 firz=0,
1 firz>0

die Signum-Funktion. Die verallgemeinerte Funktion, die durch die “Signum-artige” Funktion
Se erzeugt wird, ist ihrerseits ist die verallgemeinerte Ableitung einer verallgemeinerten Funkti-
on, die durch eine integrierbare, aber nicht differenzierbare Funktion erzeugt ist:

1

Pse = ‘PIBE mit Be(x) := E\x — .

Deshalb sagt man bisweilen, dass das Dirac-Funktional J¢ die zweite Ableitung der “Betrags-
artigen” Funktion By ist.

Produkte von Funktionen und verallgemeinerten Funktionen Fiir a € C*([a,b]) und
¢ € C*([a,b])* definiert man das Produkt a - ¢ € C¥([a,b])* folgendermaBen:

(- @) (u) == @(au) fiir alle u € C¥([a,D]).

Wenn ¢ durch eine Funktion v € R([a,b]) erzeugt ist (in Sinne von (4.17)), dann gilt

b
(o py)(u) = @y(au) = / v(x)a(x)u(z)dr = pan(u), also a -y, = pay.
Z.B. gilt (- 6¢)(u) = a(§)u(§), insbesondere folgt a - ¢ = 0 aus a(§) = 0.

Produktregel Fiir a € C*([a,b]), ¢ € C¥([a,b])* und u € C*¥+1([a,b]) gilt

(a- @) (u) = —(a-@)(u) = —plau) = —p((au) — a'u) = (a-¢' + ' - p)(u),

also
(a o) =a-¢' +a o

Superpositionen von Funktionen und verallgemeinerten Funktionen Es sei eine “Ko-
ordinatentransformation” ¢ € C*+1([a,b]) mit

d(a) = a, ¢p(b) = b, ¢'(x) > 0 fiir alle = € [a, b] (4.19)
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gegeben. Dann definiert man fiir ¢ € C¥([a, b])* die Superposition ¢ o ¢ € C¥([a, b])* folgender-
maflen:
uog¢ !

(o)) = (s

Wenn ¢ durch eine Funktion v € R([a,b]) erzeugt ist (in Sinne von (4.17)), dann gilt

) fiir alle u € C*([a, b]). (4.20)

(o) = oo (5207 ) = [ o 8= [ty = (o)

¢ op1 CRIE
also
v © ¢ = (pvo¢>-
7.B. gilt )
(5¢ 0 @) (u) = %

Distributionsgesetz Esseia € C*([a,b]), ¢ € C**1([a,b]), ¢ € C¥([a,b])* und u € CEF1([a, b]).
Dann gilt

(o 9) o B)(w) = (- 9) (%) e %> (Lo ¢-1>

= (po@)((@od)-u)=((acd) (po¢))(u),

also
(a-p)og=(aocg) (pog).

Dabei ist « o ¢ die klassische Superposition zweier Funktionen, und ¢ o ¢ ist die Superposition
einer verallgemeinerten Funktion uns einer Funktion im Sinne von (4.20).

Kettenregel Fiir ¢ € C**1([a,b]) mit (4.19), ¢ € C¥([a,b])* und u € C**1([a, b]) gilt

u' o -1
(900 (0) = (o O)!) =~ (o ) = —pllwod™)) = (uoo™)
u o -1
= (6007 ) (5205) = (@ o671 #) o) 0 = (¢ (o) ()

also

(pod) =¢" (¢ 09).
Approximation des Dirac-Funktionals durch Funktionen Es sei vq,vs,... € C([-1,1])
eine Funktionenfolge mit

1 I
vj(z) > 0 fur |z] < 7 vj(x) =0 fir |z| > 7 / vj(z)dr = 1.
-1

Dann konvergieren die zu v; entsprechend (4.17) gehérenden Funktionale ¢, gegen das Dirac-
Funktional dg in dem folgenden schwachen Sinn:

b
lim @, (u) = lim u(x)vj(z)de = do(u) = u(0) fiir alle u € C([-1, 1]).

j—o0 Jj—o0 Jq
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Allerdings konvergiert die Folge ¢, nicht im Sinn der Norm auch nur eines der dualen Riume

CE([-11))!

Greensche Funktionen als verallgemeinerte Losungen von Randwertproblemen Es
sei eine stetige Funktion ¢y : [a,b] — R gegeben, und uj, us sei ein Fundamentalsystem von der
linearen homogenen Differentialgleichung u” + cou = 0. Dann gilt (ujufy — vjuz)’ = 0, d.h. die
Wronski-Determinate von u; und uo ist konstant:

uy (z)uh (1) — v (x)us(z) =: Wy fiir alle z € [a, b].
Ferner ist Wy # 0, weil u; und usg linear unabhéngig sind. Wenn auflerdem
ui(a) = uz(b) =0 (4.21)
gilt, so existiert fiir jede stetige Funktion f : [a,b] — R genau eine Losung des Randwertproblems

u'(x) + co(x)u(x) = f(x), a <z < b, (4.22)
u(a) = u(b) =0, (4.23)

und diese Losung kann mit Hilfe der Greenschen Funktion

% fira<z<y<y,
—2—— = fira<y<x<b
Wo
dargestellt werden:
b
u(w) = [ Gl )y,
Wegen (4.21) erfiillt fiir alle z € [a,b] die Funktion G(z,-) die Randbedingungen (4.23), sie
erfiillt sogar in gewissem Sinn die Differentialgleichung (4.22) mit f = d,, es gilt némlich

Splér(m7) + C()QDG($7.) = 5;,3 (425)

Um die Gleichung (4.25) zu iiberpriifen, mufl man zeigen dass fiir alle u € CY([a,b]) gilt
<<P/C,:(m,-) + CO‘PG(J;7.)) (u) = 0z (u). (4.26)

Wegen (4.15) ist es hinreichend, (4.26) fiir alle u € C2([a, b]) zu zeigen. Fiir u € C2([a, b]) ist die
linke Seite von (4.26) gleich

b
Potan 0+ con) = [ Glary)(u () + coly)uly))dy
b

- = () [T ) + oy + o) |

Wegen (4.21) und u(a) = u(b) = 0 ist das gleich

WLO (Uz(x) /am u(uf + cour)dy + ui () /m

= u(z),

us() () + Co(y)u(y))dy> .

b
W] + coun)dy + u(w) (s (e)uiy () — <x>u2<x>>)
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also (4.26) ist richtig. In diesem Sinn sagt man, dass G(z, -) die Losung von (4.22),(4.23) mit f =
0 ist, und diese Aussage kann man auch auf partielle Differentialgleichungen verallgemeinern.
Dagegen besitzt die Definition (4.24) im Kontext von partiellen Differentialgleichungen kein
Analogon.

4.8 Vervollstiandigung

Vervollstéindigung normierter Vektorriume Es sei (U, | - ||r) ein normierter Vektorraum
iiber K. Dann existieren ein vollstédndiger normierter Vektorraum (V.| - ||y) itber K und eine
injektive lineare Abbildung FE : U — V mit folgenden Eigenschaften:

(i) [|[Eul|ly = |Jul|ly fiir alle uw € U.

(ii) Fiir jedes v € V existiert eine Folge uq,ug,... € U mit ||[Fu; —v||y — 0 fiir j — oc.
Der normierte Vektorraum (V. || - ||y/) heifit Vervollstandigung von (U, || - [|), und E heiBt dichte
Einbettung von U in seine Vervollstindigung V. Man identifiziert dann v € U mit Fu € V,
betrachtet also U als Teilraum von seiner Vervollstiandigung V.
Wenn (V, ||+ ||yv) und (W, || - ||w) zwei Vervollstindigungen von (U, || - ||) sind, so existiert eine li-
neare bijektive Abbildung A : V' — W mit || Bv||w = ||v||v fir alle v € V. Deshalb unterscheidet
man im allgemeinen nicht zwischen verschiedenen Vervollstdndigungen und spricht dann auch
von “der” Vervollstdndigung von (U, || - ||ir)-

Vervollstéindigung von Vektorrdumen mit Skalarprodukt Es sei (U, (-,-)r) ein Vek-
torraum iiber K mit Skalarprodukt und Norm ||u|ly = /(u, u)y, und (V|| - ||y/) sei eine Ver-
vollstdndigung mit Einbettung £ : U — V. Dann kann man in V ein Skalarprodukt definieren
durch

(u,v)y = (Up, )y mit uy,, vy, € U so dass Fu,, — u, Ev, — v,

im
n—oo
und dann gilt |||y = \/(v,v)y fiir alle v € V. Wenn ey, eg, ... eine Orthonormalbasis in U ist,
so ist Feq, Fes, ... eine Orthonormalbasis in V. Insbesondere ist U* eine Vervollstindigung von
U, wobei die Riesz-Abbildung die Einbettung ist.

Beispiel: Der Hilbert-Raum L2((a,b);K) Die Vervollstindigung von U = C([a,b];K)
bzgl. dem Skalarprodukt (4.8) heifit Lebesgue-Raum L?((a,b); K). Die Elemente dieses Raum-
es werden unterschiedlich interpretiert, z.B. als lineare beschrinkte Funktionale auf U oder als
(Aquivalenzklassen von) “Funktionen” [a,b] — K, deren Quadrat in einem verallgemeinerten
Sinn integrierbar ist. Einige Funktionen v : (a,b) — K kann man im Sinne von (4.17) (dabei
kann das Integral in (4.17) uneigentlich sein) mit Elementen von U* = L?((a, b); K) identifizieren,
z.B.

1
v E L2((a, b),K) fir 1)(1') = (.%' _ a)a mit o > _57

andere nicht, z.B.
1
v ¢ L?((a,b); K) fiir v(z) := (z — a)® mit a < -5

In mancher Hinsicht kann man mit den Elementen von L?((a, b); K) umgehen wie mit Funktionen
(z.B. kann man sie auf Teilinervalle [a, §] mit a < o < 8 < b einschrénken), in mancher Hinsicht
aber auch nicht (z.B. kann man ihnen im allgemeinen keinen Wert in einem gegebenen Punkt
x € [a,b] zuordnen).
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Fortsetzung linearer beschrinkter Operatoren auf die Vervollstindigung Es seien
(U,|| - |lr) ein normierter Vektorraum iiber K, (V|| - ||y/) seine Vervollsténdigung mit der Ein-
bettung F, und A : U — U sei ein linearer beschrinkter Operator. Dann existiert genau ein
linearer beschrinkter Operator B : V — V mit

BFEu = Au fir alle w € U.

Der Operator B heifit dann Fortsetzung von A auf die Vervollstédndigung V.

Verallgemeinerte Losungen von Randwertproblemen Wir betrachten das Randwertpro-
blem

fitine L) B

Wenn p € C([a,b]) und ¢, f € C([a,b]) ist, so kann eine klasische Losung u € C?([a,b]) von
(4.27) suchen, wobei die Ableitungen im klassischen Sinn zu verstehen sind. Eine solche klassische
Losung erfiillt dann

b
/ (—pu'v' + (qu — f)v) dz = 0 fiir alle v € CY([a, b)) mit v(a) = v(b) = 0. (4.28)

Die sogenannte Variationsgleichung (4.28) hat aber auch Sinn, wenn p, ¢ und f nur integrier-
bar sind. Dann bestimmt man eine Lsung von (4.28), die dann schwache Lésung von (4.27)
genannt wird, folgendermaflen:

Es sei U der Vektorraum iiber K = R aller stetig differenzierbaren Funktionen u : [a, b] — R mit
u(a) = u(b) = 0 gilt mit dem Skalarprodukt

b
(u,v)y = / (u' (2)0 (@) + u(z)v(x)) da, (4.29)

und (V, (-,-)v) sei seine Vervollstindigung. Dann gilt U* = V*. Fiir jede integrierbare Funktion
f :[a,b] — R ist die Abbildung v € U ff f(z)v(z)dr € R linear und stetig bzgl. (4.29). Nach
dem Satz von Riesz existiert also ein vy € V' mit

b
(vg,v) = / f(@)v(x)dz fir alle v € U.

Wenn p,q : [a,b] — R integrierbar sind und uw € U, so ist die Abbildung f : [a,b] — R ist
die Abbildung v € U — fab (—p(z)u/ (2)v(z) + (q(z)u(z) — f(x))v(x)) dx € R linear und stetig
bzgl. (4.29). Nach dem Satz von Riesz existiert also ein w, € V mit

b
(wy,v) = / (—p(2)u (z)v' () + (q(x)u(z) — f(2))v(z)) dz fiir alle v € U.

Die Abbildung u € U +— w, € V ist ihrerseits linear und stetig, also kann sie zu einer linearen
stetigen Abbildung A : V — V fortgesetzt werden. Dann erfiillt v € U die Variationsgleichung
(4.28) genau dann, wenn

Au = vy. (4.30)
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Nun kann man aber Losungen von (4.30) nicht nur in U, sondern auch in V' suchen. Zum Beispiel,
wenn p(x) < pp < 0 und g(z) > go > 0 fiir alle z € [a, b] ist, so gilt fiir alle u € U

b
Aua)y = [ (=pla) @) +a(o)u@)?) do = win{-po, a0} ul

Nach dem Lemma von Lax-Milgram ist also A bijektiv von V auf V. Also besitzt (4.30) genau
eine Losung
u=A"" r eV,

und diese ist die eindeutige schwache Losung von (4.27). Dabei ist nicht klar, wie man die
FElemente der Vervollstindigung V' und damit auch die verallgemeinerte Losung u = A_lvf
interpretieren soll (V' heifit Sobolev-Raum VVO1 2(a,b)). Man kann zeigen, dass die verallgemei-
nerte Losung von (4.27) als stetige Funktion aufgefa$t werden kann, im allgemeinen aber nicht
als zweifach differenzierbare Funktion. Sie erfiillt die Randbedingungen in (4.27) im klassischen
Sinn, aber die Differentialgleichung in (4.27) nur in einem verallgemeinerten Sinn.

Die obige Betrachtungsweise ist niitzlich selbst im Fall, wenn p stetig differenzierbar ist und
wenn g und f stetig sind, d.h. wenn (4.27) eine klassische Losung besitzt, weil die Approxima-
tionen w; entsprechend (4.13) gute Approximationen auch fiir klassische Losungen von (4.27)
sind. Das ist wichtig insbesondere deshalb, weil man im allgemeinen die Greensche Funktion zu
(4.27) nicht explizit berechnen kann, d.h. dass man im allgemeinen die Lésung von (4.27) nicht
explizit mit Hilfe der Greenschen Funktion berechnen kann, sondern nur durch Approximationen
z.B. entsprechend (4.13).

4.9 Spektrum linearer beschrinkter Operatoren

Eigenwerte und Spektrum im Fall K = C Es seien (U, | -||) ein normierter Vektorraum
tiber K= C und A : U — U ein linearer beschrinkter Operator. Dann heifit eine komplexe Zahl
A reguldrer Wert zu A, wenn A — Al bijektiv von U auf U ist und wenn der inverse Operator
(A — XI)~! stetig. von U auf U ist. Die Menge aller A € C, die nicht regulire Werte zu A sind,
heifit Spektum von A, d.h.

specA := {\ € C: entweder A — AI ist nicht bijektiv oder (A — A\I)~! ist nicht stetig}.
Wenn (U, || - ||) vollstandig ist, so gilt
specA = {A € C: A — Al ist nicht bijektiv} C{A € C: |\ < | A}

Eine Zahl X\ € specA heifit Eigenwert von A, wenn A — Al nicht injektiv ist, d.h. wenn ein v € U
existiert mit

Av = v, v #0,
v heifit dann Eigenvektor von A zum Eigenwert .

Geometrische Vielfachheit Wenn A Eigenwert eines linearen beschrankter Operators A ist,
so nennt man dimker(A — AI) geometrische Vielfachheit von A. Die geometrische Vielfachheit
kann unendlich sein.
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Algebraische Vielfachheit Wenn A\ Eigenwert eines linearen beschréinkter Operators A ist,

SO nennt man
dim (U ker(A — )J)")

n=0
algebraische Vielfachheit von A. Die algebraische Vielfachheit kann nicht kleiner als die geome-
trische Vielfachheit sein.

Beispiele Es sei U = C[z]| der Vektorraum iiber K = C aller Polynome mit komplexen Koeffi-

zienten und einer komplexen Variablen z mit der Norm

Jull = mave ()]

(i) Ein bijektiver linearer stetiger Operator, dessen Umkehrung nicht stetig ist
Wir betrachten den linearen beschriankten bijektiven Operator A : U — U,

(Au)(2) == u(z/2).

Dann gilt fiir die Polynome wu,(z) := 2"

|tn|| = max|27"2"| < 1, aber ||A™ u, || = max [2"2"| = 2" — oo fiir n — oco.
|z|<1 [2]<1

Folglich ist A~! unstetig.
(ii) Ein Operator ohne Eigenwerte, aber mit specA = C Wir betrachten den linearen
beschrinkten Operator A: U — U,
(Au)(2) := zu(z).

Die Gleichung (Au— Au)(z) = (z — M)u(z) = f(z) fiir alle z € C ist 16sbar nur fiir solche rechten
Seiten f € U mit f(A) = 0. Also ist fiir alle A € C der Operator A — AI nicht surjektiv, also
specA = C. Wenn eine komplexe Zahl A Eigenwert von A wire, so miifite es ein Polynom u # 0
geben mit zu(z) = Au(z) fir alle z € C, das geht ebenfalls nicht.

(iii) Ein Eigenwert mit unendlicher geometrischer Vielfachheit Wir betrachten den
linearen beschrankten Operator A : U — U,

(Au)(2) == u(z) — u(—=2).
Dann sind alle symmetrischen Polynome, d.h. v € U mit u(z) = u(—z) fiir alle z € C, im Kern
von A, also Null ist Eigenwert von A mit unendlicher geometrischer Vielfachhheit.

Komplexifizierung reeller Vektorrdume Es sei U ein Vektorraum iiber K = R. Dann
definiert man einen Vektorraum Ug iiber K = C, die sogenannte Komplexifizierung von U,
folgendermaflen:

Uc:=UxU,
(ur,v1) + (u2,v2) == (u1 + ug, v1 + va),
(a +18)(u,v) := (au — Bv, av + Bu).
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Anstelle der “Paarschreibweise” (u,v) fiir Elemente von Ug benutzt man auch die formale
Schreibweise u + iv. Wenn uy, ..., u, eine Basis in U ist, so ist (u1,0),..., (up,0) eine Basis
in Uc, d.h. die (reelle) Dimension von U ist gleich der (komplexen) Dimension von Uc. Wenn
|| - || eine Norm in U ist, so ist wihlt man in Ug z.B. die Norm

1w, v)lle = Vlull® + [lv]?

(oder eine dazu #quivalente Norm). Wenn (-, ) ein Skalarprodukt in U ist, so wihlt man in Ug
z.B. das Skalarprodukt

((u1,v1), (u2,v2))c = (U1, u2) + (v, v2) +1i ({ug, v1) — (u1,v2)) .

Komplexifizierung linearer Operatoren auf reellen Vektorridumen Es seien U und V
zwei Vektorrdume iiber K=R und A : U — V ein linearer Operator. Dann definiert man einen
linearen Operator Ac : Uc — Vg, die sogenannte Komplexifizierung von A, folgendermafien:

Ac(u,v) := (Au, Av).

Wenn A beschrinkt bzgl. zweier Normen in U und V ist, so ist Ac ebenfalls beschrankt bzgl.
der entsprechenden Normen in Uc und V.
Eigenwerte und Spektrum im Fall K = R Es seien (U, || - ||) ein normierter Vektorraum
iiber K=R und A : U — U ein linearer beschriankter Operator. Dann heifit die Menge

specA := specAc
Spektrum von A, und A € specA heifit Eigenwert von A, wenn ein v € Ug existiert mit

Acv = Av, v #0,
v heifit dann Eigenvektor von A zum Eigenwert \. Wenn (uj,u) € Uc = U x U Eigenvektor
von A zum Eigenwert A\ € C ist, so ist (u1, —ug) Eigenvektor von A zum Eigenwert .

Beispiele (i) Wir betrachten C als zweidimensionalen Vektorraum tiber K = R und die reell-
lineare (aber nicht komplex-lineare) Abbildung

A:C—=C: Az :=1zZ.

Dann besitzt A zwei verschiedene Eigenwerte, ndmlich A = 41, und die entsprechenden Eigen-
vektoren sind z = 147 und z = 1 — . Die Gleichung Az = iZ = iz ist richtig fiir z = 1, trotzdem
ist A =14,z =1 kein Eigenpaar von A!

(ii) Wir betrachten C als zweidimensionalen Vektorraum iiber K = R und die reell-lineare
(und sogar komplex-lineare) Abbildung

A:C—=C: Az :=1z.

Dann besitzt A zwei verschiedene Eigenwerte, ndmlich A = +4, und die entsprechenden Eigen-
vektoren sind (1,—i) € C x C und (1,47) € C x C. Allerdings sollte man die Paare (1,—¢) und
(1,4) nicht als 1 4 i(—4) und 1 + i schreiben!
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(iii) Ublicherweise werden die Vektorriume C([a, b]; R)c und C([a, b]; C) identifiziert vermit-
tels der linearen bijektiven Abbildung

(u,v) € C([a,b];R)c — J(u,v) :=u+iw € C([a,b]; C).

Analog kann man fiir jeden linearen beschriankten Operator A : C([a,b];R) — C([a,b];R) des-
sen Komplexifizierung Ac mit dem Operator JAcJ ! identifizieren. Dieser Operator arbeitet
folgendermafien:

[(JAcT ™) (u+iv)] (z) = [(JAc) (u,v)] (z) = [J(Au, Av)] (z) = (Au)(z) + i(Av)().
Wenn z.B. A definiert ist durch -
(u)(w) = [ ulw)iy

so ist seine Komplexifizierung

[(JAcT™Y) (u+iv)] (z) = /:v u(y)dy —|—i/xv(y)dy.

Daraus folgt leicht specA = {0}, aber Null ist kein Eigenwert von A.

4.10 Spektrum linearer kompakter Operatoren

Kompakte Operatoren Es seien (U, || - ||y) und (V.| - ||v) zwei normierte Vektorrdume iiber
K. Dann heifit eine lineare Abbildung A : U — V kompakter Operator von U nach V, wenn
fiir jede beschriankte Folge uy,us,... € U die Folge Auq, Aus, ... € V eine konvergente Teilfolge
besitzt. Jeder lineare kompakte Operator ist beschrinkt.

Superpositionen Es seien (U, |- ||v), (V,| - ||v) und (W, || - ||w) normierte Vektorrdume tiber
Kund A: U — V und B : V — W lineare beschrinkte Operatoren, dann gilt:

Wenn A oder B kompakt ist, so ist auch B o A kompakt.

Spektraleigenschaften linearer kompakter Operatoren Es seien (U, ||-||i7) ein normierter
Vektorrdume iiber K und A : U — U ein linearer kompakter Operator, dann gilt:

(i) 0 € specA

(ii) Alle A € specA sind Eigenwerte von A.

(iii) Alle Eigenwerte von A besitzen endliche geometrische Vielfachheiten.

Beispiel: Integraloperatoren Es sei K : [a,b] X [a,b] — K eine stetige Funktion. Dann ist
die lineare Abbildung

b
mc%m@%cmwm:mwm:/mewm

ein kompakter Operator von (C([a, b]; K), || - ||1) nach (C([a,b]; K), | - |leo)-
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4.11 Spektrum linearer beschrinkter selbstadjungierter Operatoren

Es seien (U, (,-)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt iiber K und A : U — U ein linearer
beschrinkter Operator. Der Operator A heifit selbstadjungiert, wenn

(Au,v) = (u, Av) fiir alle u,v € U,

und dann gilt:

(i) Alle Eigenwerte von A sind reell.

(ii) Wenn A\ Eigenwert von A ist, so gilt ker(A — AI) = ker(A — AI)2. Insbesondere sind
die geometrische und die algebraische Vielfahheit von A gleich (solche Eigenwerte nennt man
halbeinfach).

(i) Aus Au = Au und Av = pv mit A # p folgt (u,v) = 0.

4.12 Spektrum linearer kompakter selbstadjungierter Operatoren

Satz Es seien (U, (-,-)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt tiber K und A : U — U ein linearer
kompakter selbstadjungierter Operator mit dimimA = oco. Dann existieren Folgen A1, Ao, ... € R
und vy, vs,... € U mit folgenden Eigenschaften:

(i)  (vj,vk) = Gy,

(iii) A >X2] >...>0und A\; =0,

(iv) |Nj| = max{[(Au,uw)| : |Jul| =1, (u,vg) =0 fir k =1,2,...,5 — 1},
(v) dimker(A — \;I) < oo,

() Av; = Ay,

(vi) Au= Z Aj(u,vj)v; fiir alle u € U.
j=1

Wenn U vollstandig ist, so gilt auBerdem specA = {0, A1, Ao, ...}, und fiir jedes u € U existiert
ein ug € ker A mit

o
u=uy+ Z(u,vj>vj.
j=1

Beispiel: Eigenwertprobleme fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung Es seien
p € C([a,b]) und ¢q € C([a,b]), und es gelte

i 0.
P >
Wir betrachten das Eigenwertproblem
(4.31)

Es sei



Wenn u eine Losung des linearen homogenen Randwertproblems

(pgx)ul(x))l —|:- gq(:c) —qo)u(z) =0, a <z <D, (4.32)
ist, so gilt

b
0 = [ (G @) + ) - (@) u(s)da
b b
= [ Cpn @ + ) —aou@?) o <~ [ ute)a

a

also u = 0. Mit anderen Worten: Das lineare homogene Randwertproblem (4.32) besitzt keine
Losung u # 0. Folglich gilt, dass fiir jede stetige Funktion f : [a,b] — R das lineare inhomogene
Randwertproblem

(p(2)u ()" + (a(2) — qo)u(x) = f(2), a <z <D,

genau eine Losung u besitzt, und diese kann durch die Greensche Funktion G : [a,b] X [a,b] — R
dargestellt werden:

b
u(z) = / G, y)f(w)dy = (Af)(), a <z <. (4.33)

Folglich ist (A, v) eine Losung von (4.31) genau dann, wenn

Av = pv mit g = < —1.

A—qo

Der in (4.33) definierte lineare Operator A : C([a,b];R) — C(]a,b]; R) ist kompakt und selbst-
adjungiert bzgl. dem Skalarprodukt

b
(u,v) ::/ u(z)v(z)de. (4.34)

Nach dem obigen Satz existieren also Eigenpaare (y;,v;) des Operators A mit den obigen Ei-
genschaften (i)-(v), insbesondere mit p; < pp < ... <0 und p; — 0. Also sind (A, v;) mit

1
)\j =qo+ —
Hj

Losungen von (4.31) mit go —1 > A1 > A2 > ... — —o0 und

b
/ vj(x)vg(x)de = .

Es gilt sogar
Al > A > — —00,
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weil sonst alle Losungen einer linearen homogenen Differentialgleichung (pv')’ + (¢ — A)v = 0 die
Randbedingungen agv(a)+a1v'(a) = Bov(b)+ 10’ (b) = 0 erfiillen miifiten, und das widerspricht
der Voraussetzung (3.3). Wenn \; # 0 fiir alle j € N ist und folglich das Randwertproblem

(p(2)' (2)) + q(z)u(z) = f(z), a <z <D,

fiir jedes f € C([a,b];R) genau eine Losung u besitzt, so gilt fiir diese Losung

00
1

w= A = ) Zu] —aoy = 3
7j=1

J

Dabei konvergieren die Reihen im Sinne des Skalarprodukts (4.34). Damit sind die wesentlichen
Aussagen aus §3.3 iiber Eigenwertprobleme fiir gewthnliche Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung bewiesen fiir den Fall von Dirichlet-Randbedingungen. Im Fall allgemeiner Randbedingun-
gen (3.16) sind die Rechnungen analog (weil beim partiellen Integrieren die Randterme ebenfalls
verschwinden).
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