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1 Grundlagen

1.1 Mengen

Die Mengen der natiirlichen, der ganzen bzw. der rationalen Zahlen werden mit N, Z bzw. Q
bezeichnet.



1.1.1 Untermengen

Wenn eine Menge X Untermenge einer Menge Y ist, d.h. wenn fiir alle z € X gilt x € Y, so
schreibt man X C Y.

Axiom der vollstindigen Induktion Wenn eine Menge M C N die Eigenschaften
1 € N (“Indutionsanfang”)

und
wenn n € M, dann auch n+ 1 € M (“Indutionsschritt”)
besitzt, dann gilt M = N.

Definition: Binomialkoeffizienten Fiir n € N definiert man die Binomialkoeffizienten durch

(1) =1 (1) = e ) i1z

0 k 1-2---k

Satz iiber das Pascalsche Dreieck Fiir allen € Nund k£ € {0,1,...,n} gilt

n+1\ n n n
k) \k+1 k)
Satz iiber die Anzahl von Untermengen endlicher Mengen Es seien n € N und

k € {0,1,,...,n}. Dann besitzt die Menge {1,2,...,n} genau 2" verschiedene Untermengen
und genau (Z) verschiedene k-elementige Untermengen. Insbesondere ist (Z) eine natiirliche

Zahl, und es gilt
n
= 2",
>(3)

k=0

1.1.2 Operationen mit Mengen

Definitionen: Operationen mit zwei Mengen Fiir Mengen X und Y definiert man ihre
Vereinigung, ihren Durchschnitt, ihre Differenz und ihr kartesisches Produkt durch

XUY = {z: 2€X oder x €Y},
XNY = {z: 2€X und z €Y},
X\Y = {z:2€X und z¢Y},
XxY = {(z,y): € X und y e Y}



Satz: Rechenregeln fiir Mengenoperationen Fiir beliebige Mengen X, X,Y,Y und Z gilt

XUulYnz) = (XuY)n(XuZ),
XNYuZz) = (XNnY)u(XnZ),
(XUY)\Z = (X\2)U(Y\2),
(XNY)\Z = (X\2)n(Y\2),
X\(Yuz) = (X\Y)n(X\2),
X\Ynz) = (X\Y)U(X\2),
(XNX)xY = (X xY)n(X xY),
(XUX)xY = (X xY)U(X xY),
(XxY)N(X xY) = (XNnX)x (YNY),
(X xY)U(X xY) C (XUX)x (YUY).

Definitionen: Vereinigung und Durchschnitt beliebig vieler Mengen Es seien eine
Menge A sowie fiir jedes a € A eine Menge X, gegeben. Dann heiflen die Mengen

U X, :={z: Es existiert ein o € A mit = € X,.}
acA

und

ﬂ Xo:={x: Firalle ae A gilt z € X,.}

acA
Vereinigung und Durchschnitt der Mengenfamilie {X,}aca, und es gelten Rechenregeln, die
analog zu den obigen sind.

1.2 Abbildungen

Wenn eine Abbildung f eine Menge X in eine Menge Y abbildet, so schreibt man f: X — Y.
Die Mengen X bzw. Y heiflen dann Definitionsbereich bzw. Wertebereich der Abbildung f.
Bisweilen wird auch die Menge

{f(z): z e X},

also eine Untermenge von Y, die moglicherweise ungleich Y ist, Wertebereich (oder Bildmenge)
von f genannt.

Satz iliber die Anzahl verschiedener Abbildungen zwischen endlichen Mengen Es
seien m und n natiirliche Zahlen. Dann existieren genau n" verschiedene Abbildungen von der
Menge {1,2,...,m} in die Menge {1,2,...,n}.

Definition: Graph einer Abbildung Es sei f : X — Y eine Abbildung. Dann heifit die

Menge
{(z, f(x)) e X xY : z € X}

Graph von f.



1.2.1 Injektivitat, Surjektivitidt und Bijektivitat

Definitionen Es sei f: X — Y eine Abbildung.

(i) Wenn fiir alle z1, 2o € X mit f(z1) = f(z2) gilt, dal x; = x5 ist, so heifit f injektiv (oder
eineindeutig).

(ii) Wenn fiir alle y € Y ein z € X existiert mit f(z) = y, so heiit f surjektiv (oder Abbildung
auf V).

(iii) Wenn f injektiv und surjektiv ist, so heifit f bijektiv (oder eineindeutige Abbildung auf
Y).

Satz iiber die Anzahl der Permutationen n-ter Ordnung Es sei n eine natiirliche Zahl.

Dann existieren genau
nl:=1-2-...-n

verschiedene bijektive Abbildungen der Menge {1,2,...,n} auf sich.

1.2.2 Einschrankung und Fortsetzung

Definitionen Es sei f: X — Y eine Abbildung.

(i) Wenn Z eine Untermenge des Definitionsbereiches X ist, so heifit die Abbildung g : Z — Y/,
die definiert ist durch g(z) := f(2) fur alle z € Z, Einschrinkung von f auf Z, und man schreibt
flz =g

(ii)) Wenn Z eine Menge ist, in der der Definitionsbereich X eine Untermenge ist, so heift eine
Abbildung g : Z — Y/, fiir die g|x = f gilt, Fortsetzung von f auf Z.

1.2.3 Superposition und inverse Abbildung

Definition: Superposition Es seien f : X — Y und g : Y — Z zwei Abbildungen. Dann
heiffit die Abbildung h : X — Z, die definiert ist durch h(x) := g(f(x)) fur alle x € X,
Superposition von f und g, und man schreibt g o f := h.

Satz und Definition: Inverse Abbildung Es sei f : X — Y eine Abbildung. Dann sind
folgende Bedingungen #quivalent:

(i) Die Abbildung f ist bijektiv.

(ii) Die Gleichung f(x) = y besitzt fiir jedes y € Y genau eine Losung = € X.

(iii) Es existiert genau eine Abbildung ¢ : Y — X, so daBl (go f)(x) = z fir alle z € X und dafl
(fog)(y) =y fiir alle y € Y gilt. Die Abbildung ¢ heiit dann inverse Abbildung zur Abbildung
f, und man schreibt f~!:=g.

Satz iiber die inverse Abbildung einer Superposition Esseien f: X - Y undg:Y —
7 zwei bijektive Abbildungen. Dann ist g o f auch bijektiv, und es gilt

(gof)t=flog™".



Satz iiber den Graphen der inversen Abbildung Essei f: X — Y bijektiv. Dann liegt
ein Tupel (y,z) € Y x X genau dann im Graphen von f~!, wenn das Tupel (z,y) im Graphen
von f liegt. Wenn insbesondere X und Y Untermengen von R sind, so ist der Graph von f~!
die Spiegelung beziiglich der Geraden y = = des Graphen von f.

1.2.4 Bilder und Urbilder von Mengen bzgl. einer Abbildung

Definitionen Es sei f: X — Y eine Abbildung.
(i) Wenn X, eine Untermenge des Definitionsbereiches X ist, so heifit die Menge

f(Xo) :={y € Y: Esexistiert ein z € Xy mit f(z)=y.}

Bild von X bzgl. f.
(ii) Wenn Y; eine Untermenge des Wertebereiches Y ist, so heifit die Menge

1Y) ={z e X: f(z) € Yo}
Urbild von Y bzgl. f.

Bemerkung zur Bezeichnungsweise Wenn f : X — Y bijektiv ist, so gilt

{reX: fx)eYol={f"(y): ye Yo} (1.1)

fiir jede Untermenge Yy C Y. Mit anderen Worten: Wenn f bijektiv ist, so kann man das
Symbol f~1(Yy) als Urbild von Yy bzgl. der Abbildung f (linke Seite in (1.1)) auffassen oder
als Bild von Y; bzgl. der Abbildung f~' (rechte Seite in (1.1)), beide Auffassungen fiihren zu
demselben Ergebnis.

Satz: Rechenregeln Essei f: X — Y eine Abbildung. Dann gilt:

Xy C f_l(f(XO)) fir alle Xy C X,
f(f 1Y) C Y, fiiralle Yy CY,
( 1)) C f(Xy) furalle X; C X, C X,
(V) C f(Y) fiiralle Yi € YaC Y,
f( )) U f(Xg) = f(X1 U XQ) fir alle Xl,XQ C X,
(Xl N Xg) C f(Xl)) N f(Xg) fir alle Xl,Xg C X mit X1 N X2 §£ @,
M) Ufi(Ye) = fTH(YiUYy) fiiralle Y1,Y; C Y,
fFAYD))NfH(Ye) = fHYiNY,) fiiralle Y3,Y, CY mit ViNY; # 0.

1.3 Endliche, abzéhlbare und iiberabzihlbare Mengen

Definitionen
(i) Eine Menge heifit endlich, wenn sie endlich viele Elemente besitzt.
(ii) Eine Menge heifit unendlich, wenn sie nicht endlich ist.

7



(iii) Eine Menge X heiit abzihlbar, wenn eine bijektive Abbildung von N auf X existiert.
(iv) Eine unendliche Menge heifit iiberabzéhlbar, wenn sie nicht abzdhlbar ist.

Satz Die Menge der rationalen Zahlen ist abzahlbar.

Satz von Cantor Zwischen einer Menge und der Menge ihrer Untermengen kann keine bijek-
tive Abbildung existieren. Folglich ist z.B. die Menge aller Untermengen von N iiberabzihlbar.

2 Reelle Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen wird mit R bezeichnet. Wir setzen voraus, daf§ bekannt ist, wie die
Summe und das Produkt zweier reller Zahlen definiert sind, wie die Ordnung zwischen zwei reller
Zahlen definiert ist und dafl die Menge der rationalen Zahlen eine Untermenge der Menge der
reellen Zahlen ist. Wir zédhlen im folgenden die grundlegenden, die Menge der reellen Zahlen in
gewissem Sinn eindeutig charakterisierenden Eigenschaften (ihre sogenannten “Axiome”) sowie
wesentliche, aus den Axiomen folgende Eigenschaften auf. Dabei betrachten wir nicht solche
wichtigen Fragen wie:

e Existiert iiberhaupt eine Menge, die alle unten aufgefithrten Axiome erfiillt (oder wider-
sprechen sich vielleicht einige dieser Axiome)?

e Sind alle Mengen, die alle unten aufgefithrten Axiome erfiillen, in gewissem Sinn gleich?
Wenn ja, in welchem Sinn?

e Kann man Mengen, die alle unten aufgefiihrten Axiome erfiillen, “konstruieren”? Wenn
ja, woraus und wie?

e [st die Menge der rationalen Zahlen in gewissem Sinn Untermenge jeder Menge, die alle
unten aufgefiihrten Axiome erfiillt? Wenn ja, in welchem Sinn?

2.1 Die Korperaxiome

Die Operationen “Addition” und “Multiplikation” erfiillen folgende Axiome:

(I) Assoziativitit der Addition Fiir alle z,y,2 € R gilt z + (y + 2) = (x +y) + 2. Deshalb
kann man dafiir einfach x + y + z schreiben.

(II) Kommutativitit der Addition Fir alle z,y e Rgilt 2 +y =y + x.

(IIT) Existenz des Nullelements Es existiert ein Element in R, so daf§ fiir alle x € R gilt:
Die Summe aus x und diesem Element ist gleich z. Dieses Element ist wegen dem Axiom (II)
eindeutig bestimmt, es wird Null genannt und mit dem Symbol 0 bezeichnet.

(IV) Existenz des inversen bzgl. der Addition Elements Fiir alle 2 € R existiert ein
Element in R, so daf gilt: Die Summe aus x und diesem Element ist gleich 0. Dieses Element



ist eindeutig bestimmt (wie man mit Hilfe der Axiome (I)-(III) beweisen kann), es wird “minus
2" genannt und mit dem Symbol —z bezeichnet.

(V) Assoziativitit der Multiplikation Fiir alle z,y, 2z € R gilt z(yz) = (zy)z. Deshalb
kann man dafiir einfach xyz schreiben.

(VI) Kommutativitit der Multiplikation Fiir alle z,y € R gilt xy = yx.

(VII) Existenz des Einselements Es existiert ein Element in R, so daf fiir alle z € R gilt:
Das Produkt aus x und diesem Element ist gleich . Dieses Element ist wegen dem Axiom (VI)
eindeutig bestimmt, es wird Eins genannt und mit dem Symbol 1 bezeichnet.

(VIII) Existenz des inversen bzgl. der Multiplikation Elements Fiir alle z € R\ {0}
existiert ein Element in R, so daf§ gilt: Das Produkt aus x und diesem Element ist gleich 1.
Dieses Element ist eindeutig bestimmt (wie man mit Hilfe der anderen Axiome beweisen kann)
und wird mit dem Symbol z~! bezeichnet.

(IX) Distributivitit von Addition und Multiplikation Firalle z,y, 2z € R gilt x(y+2) =
Ty + 2.

(X) Bsgilt 0 1.

Bemerkung zur Bezeichnungsweise Jede Menge mit einer Addition und einer Multipli-
kation, die die obigen Axiome (I)-(X) erfiillt, heifit Korper. Die Menge der rellen Zahlen mit
der iiblichen Addition und der {iblichen Multiplikation ist also ein Kérper. Die Menge der kom-
plexen Zahlen mit der {iblichen Addition und der {iblichen Multiplikation (vgl. Kapitel 8) ist
ebenfalls ein Korper. Es existieren auch Korper, die nur endlich viele verschiedene Elementen
besitzen.

Lemma: Unmittelbare Folgerungen aus den Korperaxiomen

(i) Es gilt =0 =0und 17 = 1.

(ii) Fiir alle x € R gilt —(—z) =z und (—1)z = —=z.

(iii) Fiir alle z € R mit # # 0 gilt (z7 ) =z und (—2)~! = -z~

(iv) Fiir alle z,y € R gilt —(z +y) = —x + (—y) und —(zy) = (—2)y = z(—y).
(v) Fiir alle z,y € R mit z # 0 und y # 0 gilt (zy)~! = 271y~ L.

(vi) Fiir alle z,y € R gilt zy = 0 genau dann, wenn = = 0 oder y = 0.

(vii) Fiir alle z1, 9,1, y2 € R mit x5 # 0 und yy # 0 gilt

1y Yyt = (21ye + 2ayr) (T2y2) (2.1)

Bemerkung zur Bezeichnungsweise Fiir beliebige x,y € R schreibt man anstelle von
x4+ (—y) auch z — y. Mit dieser Bezeichnungsweise geht z.B. die obige Rechenregel (iv) iiber
in —(x +y) = —x — y. Analog schreibt man, falls y # 0 ist, anstelle von zy~! auch % Dann
nimmt z.B. die Formel (2.1) die folgende Form an:

it +ﬂ _ x1y2+x2y1.

T2 Y2 L2Y2

Definitionen: Potenzen mit ganzzahligen Exponenten
(i) Fiir n € N und = € R definiert man 2™ := x -z - --x (n Faktoren).
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(ii) Fiir x € R mit = # 0 definiert man 2% := 1.
(iii) Fiir n € N und x € R mit = # 0 definiert man z~" := (")~

Lemma: Rechenregeln fiir Potenzen Fiir beliebige m,n € Z und z,y € R (z,y so daf die
folgenden Potenzen definiert sind) gilt 22" = 2%, (™))" = ™" und (zy)" = 2"y".

Satz: Formel fiir die geometrische Summe Fiir beliebige n € N und x € R mit « # 1 gilt
_ ntl
Y=t
11—z
Satz: Binomische Formel Fiir beliebige n € N und z,y € R gilt

(x+yﬁezii(?)ﬂy%i

j=0

Satz: Lagrange-Identitédt Fiir beliebige n € Nund z1,...,2,,91,...,9, € R gilt

(Z x?) (Z y?) — (Z xjyj> = Z (zjur — z1Y;)*.

1<j<k<n

2.2 Die Ordnungsaxiome

Die Ordnung “kleiner oder gleich” erfiillt folgende Axiome:
(XI) Fir alle z,y € R gilt z <y oder y < z.

(XII) Fiiralle z,y € Rmit 2z <y und y < x gilt x = .
(XIII) Firalle z,y,z € Rmit x <yund y < z gilt = < z.
(XIV) Firallez,y,z€e Rmitx <ygilt x + 2 <y + 2.
(XV) Firalle z,y € Rmit 0 <z und 0 < y gilt 0 < xy.

Bemerkungen zur Bezeichnungsweise Anstelle von z < y schreibt man auch y > x. Wenn
x #yund x <y (bzw. & > y) ist, so schreibt man z < y (bzw. z > y). Wenn = > 0 (bzw.
x > 0 bzw. x < 0 bzw. = < 0) gilt, so heifit = positiv (bzw. nichtnegativ bzw. negativ bzw.
nichtpositiv).

Lemma: Unmittelbare Folgerungen aus den Ordnungsaxiomen

(i) Es gilt 0 < 1.

(ii) Fiir alle z € R gilt 22 > 0.

(iii) Fiir alle z,y, 2z € R mit x < y gilt: Wenn z > 0 ist, so folgt 2z < yz, und wenn z < 0 ist,
so folgt xz > yz.

(iv) Firallez,y e Rmit 0 <z <y gilt 0 < 1/y < 1/z.

10



(v) Firallez,y e Rmit x <y gilt < (z +y)/2 < y.
(vi) Fir alle z,y € R gilt

Satz: Bernoullische Ungleichung Fiir alle n € N und z € R mit x > —1 gilt

(I1+2)" > 1+ nz.

Definitionen: Maximum und Minimum Es seien X C R und zy € X, und fiir alle z € X
gelte xg > = (bzw. g < z). Dann heifit 2o Maximum (bzw. Minimum) von X, und man schreibt
max X := o (bzw. min X := z).

Satz: Arithmetisches und geometrisches Mittel Fiir alle n € N und zy,...,z, > 0 gilt

IR ] < max{z,..., T}

min{zy,..., 2.} < Yx1- .. x, <

n

Definition: Betrag Fiir z € R bezeichnet man mit

o] = x  falls 2 >0,
"] —x falls z < 0.

den Betrag von .

2.3 Das Archimedische Axiom

(XVI) Fiir alle z > 0 und y > 0 existiert ein n € N mit nz > y.

Bemerkung zur Bezeichnungsweise Jede Menge mit einer Addition, einer Multiplikation
und einer Ordnung, die die obigen Axiome (I)-(XVI) erfiillt, heift Archimedisch geordneter
Korper. Die Menge der reellen Zahlen mit der iiblichen Addition, der iiblichen Multiplikation
und der iiblichen Ordnung ist also ein Archimedisch geordneter Koérper. Die Menge der ratio-
nalen Zahlen mit der derselben Addition, derselben Multiplikation und derselben Ordnung ist
ebenfalls ein Archimedisch geordneter Korper.

Satz iiber die Dichtheit von Q in R Fiir alle z,y € R mit < y existiert ein z € Q mit
x < z < y (und folglich existieren unendlich viele verschiedene solche z).

Satz und Definition: Ganzer Anteil Fiir alle z € R besitzt die Menge {k € Z : k < x}
ein Maximum, dieses Maximum wird als ganzer Anteil von x bezeichnet, und man schreibt

(] :=max{k € Z: k <u}.
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2.4 Das Intervallschachtelungsaxiom. Supremum und Infimum
Definitionen: Intervalle Fiir a,b € R mit a < b definiert man das abgeschlossene Intervall
[a,b] :={z €eR:a <z <D},

das offene Intervall
(a,b) :={r €R:a <z <b},

die halboffenen Intervalle

[a,b) = {x€eR:a<z<b},
(a,b) == {xeR:a<z<b}
sowie die unbeschrénkten Intervalle
la,00) = {zeR:x>a},
(a,00) = {xeR:xz>a}l,
(—o0,b] = {zeR:z<b},
(—o00,b) = {reR:z<b}.

(XVII) Fir alle Folgen (a,) und (b,) reeller Zahlen mit

a1§a2< San<§bn§§b2§b1

existiert ein x € R, so daB fiir alle n € N gilt a,, < x < b,,. Mit anderen Worten: Fiir jede Folge
ineinandergeschachtelter abgeschlossener Intervalle

[&1,()1] D) [&Q,bg] O...D [&n,bn] ...

gilt

o)

([, ba] # 0.

n=1

Bemerkung zur Bezeichnungsweise Jede Menge mit einer Addition, einer Multiplikation
und einer Ordnung, die die obigen Axiome (I)-(XVII) erfiillt, heiit vollstéindiger Archimedisch
geordneter Korper. Die Menge der rellen Zahlen ist also ein vollstéandiger Archimedisch geord-
neter Korper, in gewissem Sinn sogar der einzige.

Satz Die Menge der reellen Zahlen ist {iberabzéhlbar.

Definitionen: Nach oben beschrinkte, nach unten beschrinkte und beschrinkte
Mengen

(i) Eine Menge X C R heifit nach oben (bzw. nach unten) beschriankt, wenn ein ¢ € R existiert,
so daf fiir alle z € X gilt * < ¢ (bzw. x > ¢). Die Zahl ¢ heifit dann obere (bzw. untere)
Schranke von X.

(ii) Eine Menge X C R heifit beschrénkt, wenn sie nach oben und nach unten beschrénkt ist.
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Satz und Definitionen: Supremum und Infimum Es sei X C R nach oben (bzw. nach
unten) beschrénkt. Dann existiert in der Menge der oberen (bzw. unteren) Schranken von X
ein Minimum (bzw. ein Maximum). Diese kleinste obere (bzw. grofite untere) Schranke von X
heift Supremum (bzw. Infimum) von X und wird mit sup X (bzw. inf X') bezeichnet.

Bemerkung: Verhiltnis von Maximum und Supremum (bzw. von Minimum und
Infimum) Es sei X C R nach oben (bzw. nach unten) beschrankt, dann gilt: Die Menge X
besitzt ein Maximum (bzw. ein Minimum) genau dann, wenn sup X (bzw. inf X) in X liegt,
und dann ist max X = sup X (bzw. min X = inf X).

Satz iiber die Nicht-Vollstindigkeit von Q Die Menge der rationalen oberen Schranken
von {z € Q : x? < 2} ist nicht leer, besitzt aber kein Minimum.

3 Folgen

Definitionen: Konvergenz, Divergenz und Beschranktheit
(i) Eine Folge (z,,) reeller Zahlen heifit konvergent, wenn ein z € R existiert, so dafl fiir alle
e > 0 ein ny € N existiert, so dafl gilt:

Wenn n > ng ist, dann ist |z, — x| < e.

Die Zahl x heift dann Grenzwert der Folge (z,), und man schreibt z,, — x fiir n — oo oder
lim, .oz, = x.

(i) Eine Folge (z,) heifit divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

(iii) Eine Folge (x,,) heifit beschrankt, wenn ein ¢ € R existiert, so daf fur alle n gilt |z,| < c.

Lemma: Elementare Eigenschaften konvergenter Folgen
(i) Eine konvergente Folge kann nicht zwei verschieden Grenzwerte besitzen.
(ii) Jede konvergente Folge ist beschrénkt.

3.1 Rechenregeln fiir konvergente Folgen

Satz: Konvergenz und algebraische Operationen Es seien (z,,) und (y,,) zwei konvergente
Folgen, dann gilt:
(i) Die Folgen (z, + y,) und (x,y,) sind ebenfalls konvergent, und

lim (z, +y,) = lim z, + lim y,, lim z,y, = lim z, -

im y,.
n—oo — 00

n

(i) Es sei lim, o ¥, # 0. Dann existiert ein ny € N, so da8 fiir alle n > nq gilt y,, # 0. Ferner
ist die Folge (z,/y,) konvergent, und

Tp im0 p
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Satz: Konvergenz und Ungleichungen Es seien (z,) und (y,) zwei konvergente Folgen,
und fiir alle n gelte z,, < y,,. Dann folgt:
(i) Es sei lim,, .o T, = lim, . y,. Ferner sei (z,) eine Folge reeller Zahlen, und fiir alle n € N
gelte x,, < z, < y,. Dann konvergiert auch (z,), und

lim z, = lim y, = lim z,.

n—oo n—oo n—oo

3.2 Monotone Folgen

Definition

(i) Eine Folge (z,,) heiit monoton wachsend (bzw. monoton fallend), wenn fiir alle n gilt z,, <
Tpt1 (bzw. x, > x,01).

(ii) Eine Folge heift monoton, wenn sie monoton wachsend oder monoton fallend ist.

Satz Jede monotone beschrénkte Folge ist konvergent.

Satz iiber die Dezimalbruchzerlegung
(i) Zu jedem z > 0 existiert genau eine Folge &y, &1, &, . . ., so daf} gilt:

& €40,1,2,...}und &, € {0,1,...,9} fur alle n > 0, (3.1)

fiir alle m € N existiert ein n > m mit &, # 9, (3.2)
=&

x nl_)%; T (3.3)

Dabei ist & der ganze Anteil von z, d.h. § = max{k € Z : k < z}, und &, ist der ganze
Anteil von 10"z — 107&, — ... — 10§,.
(ii) Zu jeder Folge &, &1, o, ... mit (3.1) und (3.2) existiert genau ein x € [y, o + 1) mit (3.3).

3.3 Haufungspunkte von Folgen. Der Satz von Bolzano-
Weierstraf

Satz und Definition: Haufungspunkte Es seien (z,) eine Folge und x eine reelle Zahl,
dann sind folgende Bedingungen #quivalent:

(i) Es existiert eine Teilfolge (z,,) von (z,) mit x,, — z fiir j — oo.

(ii) Fir alle € > 0 existieren unendlich viele verschiedene n € N mit |z, — z| < ¢.

Wenn eine dieser Bedingungen erfiillt ist (und folglich beide Bedingungen erfiillt sind), so heif3t
die Zahl z Haufungspunkt der Folge (z,,).

Satz von Bolzano-Weierstrafl Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge
und folglich einen Haufungspunkt.

Satz und Definitionen: Limes Superior und Limes Inferior Die Menge aller
Héufungspunkte einer beschrankten Folge (x,) besitzt ein Maximum (bzw. ein Minimum).
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Dieses Maximum (bzw. Minimum) wird Limes superior (bzw. Limes inferior) von (z,) genannt
und mit
limsup x,, oder lim,_ ., (bzw. liminf z,, oder limn_mxn>

n—oo n—oo

bezeichnet. Dabei gilt

limsup x,, = lim sup{z,, Tns1,...} (bzw. liminf x, = lim inf{z,, z,.1, .. }) .

PN n— 00 n— 00

Lemma: Aquivalente Charakterisierung von Limes superior und Limes inferior

(i) Eine reelle Zahl x ist der Limes superior einer Folge (z,,) genau dann, wenn fiir alle € > 0
unendlich viele verschiedene n mit x,, > x — ¢ und hochstens endlich viele n mit x, > z + ¢
existieren.

(ii) Eine reelle Zahl z ist der Limes inferior einer Folge (x,) genau dann, wenn fiir alle ¢ > 0
unendlich viele verschiedene n mit z,, < x + ¢ und hochstens endlich viele n mit z, < z — ¢
existieren.

Lemma: Verhiltnis von Grenzwert, Limes superior und Limes inferior Es sei (z,)

eine Folge. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(i) Die Folge (x,) konvergiert.

(ii) Jede Teilfolge von (z,,) konvergiert.

(iii) Die Folge (z,) ist beschrénkt, und ihr Limes superior ist gleich ihrem Limes inferior.

Wenn eine dieser Bedingungen erfiillt ist (und folglich alle Bedingungen erfiillt sind), so gilt
lim x,, = limsup z,, = liminf z,,.

n—~o0 n—oo n—oo

3.4 Das Konvergenzkriterium von Cauchy

Satz Es sei (z,,) eine Folge. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:
(i) Die Folge (x,,) ist konvergent.
(i) Fiir alle e > 0 existiert ein ny € N, so da$ fur alle m,n > ng gilt |z, — z,| < €.

Bemerkung zur Bezeichnungsweise: Fundamentalfolgen Folgen, die die obige Bedin-
gung (ii) erfiillen, heilen Fundamentalfolgen oder Cauchy-Folgen. Daf3 zwei verschieden Sprech-
weisen (namlich “(x,,) ist konvergent” und “(z,) ist Fundamentalfolge”) fiir ein und denselben
Sachverhalt existieren, ist folgendermafien begriindet: Sowohl die Bezeichnung “(z,,) ist kon-
vergent” als auch die Bezeichnung “(x,) ist Fundamentalfolge” benutzt man auch fiir Folgen,
deren Folgenglieder nicht reelle Zahlen, sondern kompliziertere Objekte (z.B. Funktionen) sind,
und dann koénnen auch Fundamentalfolgen existieren, die nicht kovergent sind.

3.5 Uneigentliche Grenzwerte

Definition Eine Folge (x,) konvergiert gegen Unendlich (bzw. gegen minus Unendlich) und
man schreibt lim,, .., x,, = 0o oder x,, — oo fiir n — oo (bzw. lim,,_., x,, = —oc oder z,, — —00
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fiir n — o0 ), wenn fiir jedes a € R ein ny € N existiert, so daf gilt:

Wenn n > nyg ist, dann ist z, > a (bzw. z, < a).

Satz: Uneigentliche Grenzwerte und algebraische Operationen Es seien (z,,) und (y,)
zwei Folgen, dann gilt:

(i) Wenn (z,,) einen Grenzwert z € R besitzt und (y,,) gegen Unendlich (bzw. minus Unendlich)
strebt, so strebt auch (x, + y,) gegen Unendlich (bzw. minus Unendlich), und (z,y,) strebt
gegen Unendlich (bzw. minus Unendlich), wenn z > 0 ist, oder gegen minus Unendlich (bzw.
Unendlich), wenn z < 0 ist. Ferner konvergiert (x,/y,) gegen Null.

(ii) Wenn sowohl (z,,) als auch (y,) gegen Unendlich (bzw. minus Unendlich) streben, so strebt
auch (x, + y,) gegen Unendlich (bzw. minus Unendlich), und (z,y,) strebt gegen Unendlich.
(iii) Wenn (z,,) gegen Unendlich (bzw. minus Unendlich) strebt und (y,) gegen minus Unendlich
(bzw. Unendlich) , so strebt (z,y,) gegen minus Unendlich.

(iv) Wenn (x,,) gegen Null konvergiert und fiir alle n gilt z,, > 0 (bzw. z,, < 0), so strebt (1/x,,)
gegen Unendlich (bzw. gegen minus Unendlich).

Bemerkung zur Bezeichnungsweise Um die etwas umsténdlichen Formulierungen der obi-
gen Rechenregeln zu vermeiden, benutzt man bisweilen die folgenden, rein formalen Schreib-
weisen: r + (+oo) = too; = - (oo) = doo, falls z > 0; - (o) = Foo, falls z < 0;
(£00) + (£o0) = to0; (£00) - (o0) = 00; (£0) - (Foo) = —o0, 1/(40) = 00; 1/(—0) = —oc.

Bemerkung: Unbestimmte Ausdriicke Wenn (x,) gegen Unendlich strebt und (y,,) gegen
minus Unendlich, so kann mit der Folge (x,, +y,) “alles” passieren: Sie kann gegen eine beliebig
vorgegebene reelle Zahl konvergieren oder auch divergieren. Wenn sie divergiert, so kann sie
gegen Unendlich streben oder gegen minus Unendlich oder auch keines von beidem. Analog
kann “alles” mit der Folge (x,y,) passieren, wenn (x,) gegen Null konvergiert und (y,) gegen
Unendlich oder gegen minus Unendlich strebt. Schlieflich kann auch “alles” mit der Folge
(xn/yn) passieren, wenn (x,) und (y,) gegen Null konvergieren (und y, > 0 ist fiir alle n € N)
oder wenn (z,,) und (y,) gegen Unendlich oder gegen minus Unendlich streben.

4 Reihen

Definitionen Es sei (z,)22, eine Folge reeller Zahlen. Dann nennt man die Folge

().

Reihe mit den Summanden z,, und man schreibt dafiir ) z,. Die Summen » "  jz, (m =
0,1,2,...) heiflen Partialsummen der Reihe ) x,, d.h. eine Reihe ist die Folge ihrer Partial-
summen. Wenn die Folge der Partialsummen konvergiert, so heifit der entsprechende Grenzwert
Summe der Reihe ) x,, und man schreibt

o m
E Ty = lim E T
m—oQ
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Bemerkungen zur Bezeichnungsweise (i) Héaufig wird anstelle von > x, auch
> o Tn geschrieben, d.h. das Symbol > 7z, wird sowohl fiir die Reihe (also eine Folge
von Partialsummen, die konvergieren kann oder nicht) als auch fiir deren Summe (also eine
Zahl, die existiert, wenn die Folge der Partialsummen konvergiert) benutzt.

(ii) Es seien (z,) eine Folge reeller Zahlen und k eine fixierte natiirliche Zahl. Dann héngt
es nicht von den Folgengliedern xg, 1, ...,z ab, ob die Folge (x,) konvergiert und welchen
Grenzwert sie gegebenfalls besitzt.

Bei Reihen ist das anders: Ob eine Reihe >z, konvergiert, hingt nicht von den Summan-
den z¢,z1,...,x; ab, wohl aber die Summe »_°  x,. Deshalb mufl man sorgfiltig angeben,
welcher Summand der erste in der Reihe sein soll und welche Zahlen der Summationsindex n
durchlaufen soll (in den meisten Fillen alle ganzen Zahlen n > 0 oder n > 1).

Satz: Cauchy-Kriterium FEine Reihe ) z,, konvergiert genau dann, wenn fiir alle £ > 0 ein
ng € N existiert, so dafl fiir alle n > ng und m € N gilt

n+m

2

j=n

<e&.

Folgerung: Ein notwendiges, aber nicht hinreichendes Kriterium fiir Konvergenz
Wenn eine Reihe Y x,, konvergiert, so gilt

lim z,, = 0.

n—oo

4.1 Das Leibnitz-Kriterium fiir alternierende Reihen

Satz Eine Reihe ) x,, konvergiert, wenn lim,, .., x,, = 0 ist und wenn fiir alle n gilt z,2,,1 < 0
(d.h. die Summanden haben abwechselndes Vorzeichen) und |x,| > |z,+1| (d.h. die Betrige der
Summanden bilden eine monoton fallende Nullfolge).

4.2 Kriterien fiir absolute Konvergenz

Definition: Absolute Konvergenz Eine Reihe ) x, konvergiert absolut, wenn die Reihe
> |x,| ihrer Betrdge konvergiert.

Satz: Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz Eine Reihe ) z,, konvergiert, wenn
sie absolut konvergiert, und dann gilt

o o0
PIENES !
n=0

n=0

Satz: Majorantenkriterium FEs seien eine Reihe >z, und eine konvergente Reihe >y,
gegeben, und es existiere ein ng € N, so daf fiir alle n > ng gilt |z,| < y,. Dann ist die Reihe
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> x, absolut konvergent, und es gilt
> lanl <3y
n=0 n=0

Satz: Wurzelkriterium Eine Reihe ) x,, konvergiert absolut, wenn die folgende Bedingung
erfiillt ist:

Es existieren a < 1 und ny € N, so daf fiir alle n > ng gilt /|z,| < a. (4.1)

Die Bedingung (4.1) ist genau dann erfiillt, wenn

limsup {/|z,| < 1.

n—oo

Satz: Quotientenkriterium FEine Reihe ) z,, konvergiert absolut, wenn die folgende Bedin-
gung erfiillt ist:

Tn+1
Tn

Es existieren a < 1 und ng € N, so daf} fiir alle n > ng gilt x,, # 0 und < a. (4.2)
Die Bedingung (4.2) ist genau dann erfiillt, wenn ein ny € N existiert, so dal z,, # 0 fiir alle

n > ng, und wenn
Tn+1

Tn

< 1.

lim sup

n—oo

4.3 Umordnungen und Produkte von Reihen

Definition: Umordnung Es sei ¢ : {0,1,2,...} — {0,1,2,...} eine bijektive Abbildung.
Dann heifit die Reihe ) 2,y Umordnung der Reihe ) x,,.

Kleiner Umordnungssatz Wenn eine Reihe ) x,, absolut konvergiert, so konvergiert auch
jede ihrer Umordnungen ) (), und es gilt

Z Ty = Z xgo(n)-
n=0 n=0

Riemannscher Umordnungssatz Es sei ) x,, eine konvergente, aber nicht absolut konver-
gente Reihe. Ferner sei a eine beliebige reelle Zahl oder a = oo oder a = —oo. Dann existiert
eine Umordnung ) | () von | x, mit

Z Lo(n) = @-
n=0
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Satz: Multiplikation absolut konvergenter Reihen Es seien ) x, und ) y, zwei absolut
konvergente Reihen, und

ne{0,1,2,..} — (o(n),v(n) € {0,1,2,...} x {0,1,2,.. .}

sei eine bijektive Abbildung. Dann gilt

n=0 n=0 n=0

Dabei ist die Reihe auf der rechten Seite der Gleichung ebenfalls absolut konvergent. Zum
Beispiel, wenn man fiir n =0,1,...und k =1,2,...,n+1

g@(g(n—l—l)+k> =k und ¢<g(n+1)+k> =n4+2—k

setzt, so ergibt sich die Formel

n=0 \m=0

5 Grenzwerte von Funktionen

Definition: Haufungspunkt einer Menge Eine reelle Zahl x( heiffit Haufungspunkt einer
Menge X C R, wenn fiir alle § > 0 ein x € X existiert mit 0 < |z — xo| < 0.

Definitionen: Grenzwerte Essei f: X C R — R eine Funktion.
(i) Es sei xy Haufungspunkt von X, yo € R, und fiir alle € > 0 existiere ein 6 > 0, so da8 fiir
alle v € X gilt:

Wenn 0 < |z — xo| < ist, dann ist |f(x) —yo| < €.

Dann nennt man f konvergent fiir x gegen xg, yo heifit Grenzwert von f fiir x gegen z(, und
man schreibt

lim f(z) = yo.

T—To

(ii) Es sei zp Haufungspunkt von X N (zg, 00) (bzw. X N (—00,xp)), Yo € R, und fiir alle ¢ > 0
existiere ein § > 0, so daB fiir alle x € X gilt:

Wenn 0 <z —1x29 <6 (bzw. 0 <zy— a2 <9) ist, dann ist |f(z) — yo| < €.

Dann nennt man f konvergent fiir z von oben (bzw. von unten) gegen xq, yo heifit eiseitiger
Grenzwert von f fiir  von oben (bzw. von unten) gegen xy, und man schreibt

lim f(x) =yo (bzw. lim f(z) = yo).

zlzo zTxo
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(iii) Es sei zy Haufungspunkt von X, und fiir alle a € R existiere ein 6 > 0, so daf fiir alle
r e X gilt:

Wenn 0 < |z — x| < ¢ ist, dann ist f(x) > a (bzw. f(z) < a).

Dann sagt man, dafl f bei x gegen xy gegen Unendlich (bzw. minus Unendlich) strebt, und man
schreibt

lim f(z) =00 (bzw. lim f(z)= —00).

Tr—x0 Tr—T0
(iv) Es sei yo € R, X sei nicht nach oben (bzw. nach unten) beschrénkt, und fiir alle ¢ > 0
existiere ein b € R, so daB fiir alle z € X gilt:

Wenn z > b (bzw. x < b) ist, dann ist |f(x) — yo| < €.

Dann nennt man f konvergent fiir  gegen Unendlich (bzw. minus Unendlich), yo heiit Grenz-
wert von f fiir  gegen Unendlich (bzw. minus Unendlich), und man schreibt

lim f(x) =yo (bzw. lim f(z)

r—00 r— —00

yo)-

(v) Es sei X nicht nach oben (bzw. nach unten) beschrankt, und fiir alle a € R existiere ein
b € R, so daB fiir alle z € X gilt:

Wenn z > b (bzw. x < b) ist, dann ist f(z) > a.

Dann sagt man, da8l f bei x gegen Unendlich (bzw. minus Unendlich) gegen Unendlich strebt,
und man schreibt

lim f(z) =00 (bzw. lim f(z) = o00).
(vi) Es sei X nicht nach oben (bzw. nach unten) beschriankt, und fiir alle a € R existiere ein
b € R, so daB fiir alle z € X gilt:

Wenn z > b (bzw. x < b) ist, dann ist f(z) < a.

Dann sagt man, dafl f bei x gegen Unendlich (bzw. minus Unendlich) gegen minus Unendlich
strebt, und man schreibt

lim f(z) = —o0 (bzw. lim f(z)= —o0).

r—00 r——00

Lemma: Aquivalenz von ed-Sprache und Folgensprache Essei f : X ¢ R — R
eine Funktion, xy sei Haufungspunkt von X, und yo € R. Dann sind folgende Bedingungen
dquivalent:

(1) limg—qy f(2) = y0.

(ii) Fiir jede Folge 1, xs, ... € X \ {xo} mit lim, ., z, = x¢ gilt lim,, . f(z,) = yo.
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Satz: Rechenregeln Es seien f,g: X C R — R zwei Funktionen, die konvergent sind, wenn
x gegen einen Haufungspunkt z, von X strebt. Dann gilt:
(i) Die Funktionen f + g und f - g sind ebenfalls konvergent fiir x gegen ¢, und

lim (f(x) —I—g(x)) = :}1_{210 f(z) + lim g(z), lim <f(x)g(:c)> = lim f(x)- lim g(x).

Tr—x0 T—T0 T—T0 T—T0 T—T0

(ii) Es sei lim, .., g(x) # 0. Dann existiert ein § > 0, so daf fiir alle z € X\ {zo} mit |[x—x0| <
gilt g(x) # 0. Ferner ist die Funktion f/g ( die auf XN]zg — d, 2 + J] korrekt definiert ist)
konvergent fiir x gegen xy, und

lim f(z) _ lim, .z, f(2)
T—x0 g([L’) llmx—mo g(l’) .

(iii) Es sei f(z) < g(z) fiir alle € X \ {x¢} nahe z,. Dann folgt

lim f(z) < lim g(z).

T—T0 T—T0
(iv) Es sei h : X = R, f(x) < h(z) < g(x) fiir alle z € X \ {zo} nahe 2y und lim,_.,, f(z) =
lim,_,, g(x). Dann konvergiert auch h fiir z gegen x¢, und

lim h(z) = lim f(z)= lim g(x).

T—x0 T—xo T—xo

Bemerkung Zum obigen Lemma und zum obigen Satz analoge Resultate gelten auch in den
Féllen, wenn anstelle von zy oder 1o Unendlich oder minus Unendlich steht oder wenn die
Grenzwerte durch einseitige Grenzwerte ersetzt werden.

6 Stetige Funktionen

Definitionen Essei f: X C R — R eine Funktion.
(i) Die Funktion f heifit stetig in einem Punkt zq € X, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert,
so daf fiir alle z € X gilt:

Wenn |z — zg| <9 ist, dann ist |f(z) — f(xo)| < e.

(ii) Die Funktion f heifit unstetig in einem Punkt zq € X, wenn sie in z( nicht stetig ist.
(iii) Die Funktion f heifit stetig (bzw. unstetig), wenn sie stetig in jedem xy € X ist (bzw. wenn
sie unstetig in einem xy € X ist).

Bemerkung Wenn xy € X nicht Haufungspunkt von X ist, d.h. wenn ein ¢ > 0 existiert, so
daB fiir alle x € X \ {zo} gilt |x — x| > J, dann ist jede Funktion f : X — R stetig in xy. Wenn
aber zy € X Haufungspunkt von X ist, dann ist eine Funktion f : X — R stetig in xy genau
dann, wenn

lim f(z) = f(zo).

T—To
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Lemma: Stetigkeit und Ungleichungen Es sei f: X C R — R eine Funktion, die stetig
in einem Punkt zp € X ist, und c sei eine reelle Zahl mit f(zo) > ¢ (bzw. f(xy) < ¢). Dann
existiert ein § > 0, so dafB fiir alle x € X mit |z —x¢| < § ebenfalls gilt f(x) > ¢ (bzw. f(x) < ¢).

Satz: Stetigkeit und algebraische Operationen Es seien f,g: X C R — R zwei Funk-
tionen, die stetig in einem Punkt in zy € X sind. Dann gilt:

(i) Die Funktionen f + g und f - g sind ebenfalls in z( stetig.

(ii) Es sei g(zo) # 0. Dann existiert ein 6 > 0, so da8 fiir alle x € X mit |z — 20| < ¢ gilt
g(x) # 0. Ferner ist die Funktion f/g ( die auf X N (xg — d,x9 + &) korrekt definiert ist) stetig
m .

Satz: Stetigkeit und Superposition Es sei f : X C R — R eine Funktion, die stetig in
einem Punkt zp € X ist, und g : f(X) C R — R sei stetig in dem Punkt f(zo). Dann ist die
Superposition g o f ebenfalls stetig in xg.

6.1 Stetige Funktionen auf Intervallen: Der Zwischenwertsatz

Zwischenwertsatz Es sei f : [a,0] — R eine stetige Funktion mit f(a) < f(b) (bzw. f(a) >
f(b)) und yp eine reelle Zahl mit f(a) < yo < f(b) (bzw. f(a) > yo > f(b)). Dann existiert ein
o € (a,b) mit f(zo) = yo.

Folgerung Essei f: R — R eine stetige Funktion mit

lim f(z)=—o00 und lim f(z)= o0
oder mit
lim f(z) =00 und lim f(z) = —o0,

z.B. ein Polynom ungerader Ordnung. Dann existiert ein xg € R mit f(xy) = 0.

Folgerung: Ein Fixpunktsatz Es seien a,b reelle Zahlen mit ¢ < b und f : [a,b] — |a, b
eine stetige Funktion. Dann existiert ein xy € [a, b] mit f(xy) = zo.

Definitionen: Monotonie und strenge Monotonie Essei f: X C R — R eine Funktion.
(i) Die Funktion f heit monoton wachsend (bzw. monoton fallend), wenn fiir alle x1, 29 € X
mit z1 <z gilt fz1) < f(22) (bzw. f(21) > f(22)).

(ii) Die Funktion f heifit streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend), wenn fiir
alle X1, To € X mit z1 < 29 gllt f(ﬂ?l) < f(.flfg) (bZW f(ﬂ?l) > f(.f(]g))

Satz: Streng monotone stetige Funktionen auf Intervallen Es seien I C R ein Intervall
und f : I — R eine streng monoton wachsende (bzw. streng monoton fallende) stetige Funktion.
Dann ist f injektiv, f(I) ist ebenfalls ein Intervall, und die inverse Funktion f=1: f(I) — I ist
ebenfalls streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend) und stetig.
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6.2 Maxima und Minima stetiger Funktionen

Definition: Maximum und Minimum einer Funktion Essei f : X € R — R eine
Funktion. Wenn ein zy € X existiert, so dafl fir alle z € X gilt f(z) < f(xg) (bzw. f(z) >
f(xg)), so heiit f(zo) Maximum (bzw. Minimum) der Funktion f, und man sagt, dal f ein
Maximum (bzw. Minimum) besitzt und dafl es in zy angenommen wird.

Satz: Extrema stetiger Funktionen auf abgeschlossenen beschrinkten Intervallen
Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann besitzt f ein Maximum und ein Minimum.

Folgerung Essei f: R — R eine stetige Funktion mit

xl_i)r_noof(x) = xh_)ngo f(z) = oo (bzw. mit xl—i>IEloof(x) = lim f(z) = —00),

r—00

z.B. ein Polynom gerader Ordnung. Dann besitzt f ein Minimum (bzw. ein Maximum).

6.3 Gleichmaflige Stetigkeit

Definition Eine Funktion f : X C R — R heifit gleichmifBig stetig, wenn fiir alle ¢ > 0 ein
d > 0 existiert, so daf fiir alle z,y € X mit |[x —y| < gilt |f(z) — f(y)]| < e.

Satz iiber die gleichmiflige Stetigkeit stetiger Funktionen auf abgeschlossenen be-
schrinkten Intervallen Es sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist f gleichméaBig
stetig.

Definition: Dichte Untermengen Essei X C Y C R, und fiir alle y € Y und ¢ > 0 existiere
ein x € X mit |y — z| < e. Dann heifit die Menge X dicht in der Menge Y.

Satz iiber die stetige Fortsetzbarkeit gleichmiflig stetiger Funktionen Es sei X C
Y C R, X sei dicht in Y, und f : X — R sei gleichméfig stetig. Dann existiert genau eine
stetige Fortsetzung von f auf Y.

7 Einige elementare Funktionen

7.1 Exponentialfunktionen, Logarithmen und Potenzfunktionen

Satz und Definition: Exponentialfunktionen Zu jedem a > 0 existiert genau eine stetige
Funktion f: R — R, so daB gilt:

fla+y) = f@)f(y) firalle z,y € R, (7.1)
f) = a.
Diese Funktion heifit Exponentialfunktion mit der Basis a, und man schreibt
a® = f(x).
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Dabei gelten folgende Eigenschaften:
Funktionalgleichungen Fiir alle x,y € R und alle a,b > 0 gilt

a* = aa? (also (7.1)),
a®b® = (ab)”.

Monotonie Die Exponentialfunktionen mit einer Basis a > 1 (bzw. a < 1) sind streng
monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend).
Asymptotisches Verhalten Es gilt

lim o — 4 falls a > 1, 5 « | 0 fallsa>1,
e T 0 falls a < 1, e T o falls a < 1.

Berechnung fiir rationale Argumente Fiir alle x € R, a > 0 und n € N gilt

a" = a-a---a (n Faktoren),

a” = (&)= (a")".

Ferner ist x=a» die eindeutige Losung 2 € [0,00) der Gleichung 2" = a (und man schreibt
auch /a :=aw), und

m

an = (a%)m = (am)% tir alle m € Z.

Einige wichtige Grenzwerte Es gilt

limz* = 1,
z|0
1\ =z
lim (1 + —) = e (die Eulersche Zahl),
T—00 €T
lim A oo firalle ¢ >1 und a > 0.
r—o0 Y

Satz und Definition: Logarithmusfunktionen Zu gegebenem a > 0 heifit die Funktion
g : (0,00) — R, die invers zur Exponentialfunktion mit der Basis a ist, Logarithmusfunktion
mit der Basis a, und man schreibt

log, x := g(x).

Die Logarithmusfunktion, deren Basis die Eulersche Zahl ist, heifit Logarithmus naturalis und
wird mit In z bezeichnet. Alle Logarithmusfunktionen sind stetig, und es gelten folgende Eigen-
schaften:

Funktionalgleichungen Fiir alle x,y > 0 und alle a,b > 0 gilt

log,xy = log,x + log,y,
y 1Og[l 'r = log[l ':(:y7

log,x = log,x log,b.
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Monotonie Die Logarithmusfunktionen mit einer Basis a > 1 (bzw. a < 1) sind streng
monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend).
Asymptotisches Verhalten Es gilt

oo  falls a>1, lim 1o _
—oo falls a <1, anp OBat T

—oo falls a > 1,

lim log, x = 00 falls a < 1.

r—00

Einige wichtige Grenzwerte Fiir alle a > 0 gilt

e
lima = Ina,
z|0 X
lim log_ax = 0 fir alle o > 0.

r—oo ¢
Satz und Definition: Potenzfunktionen Fiir gegebenes a € R heifit die Funktion
x € (0,00) — x* € (0, 00)

Potenzfunktion mit dem Exponenten «. Diese Funktionen sind stetig, und es gelten folgende
Eigenschaften:

Monotonie Die Potenzfunktionen mit einem Exponenten o > 0 (bzw. o < 0) sind streng
monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend).

Asymptotisches Verhalten Es gilt

{ oo falls @ >0, .
limz

fim 2% = 0 falls a <0, zjo

r—00

o« | 0 falls >0,
] oo falls a < 0.

Fortsetzung der Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten auf R Fiir alle z €
(0,00) und n € N gilt z° = 1 und

2" = z-x---x (n Faktoren),

" = (z7H" = (a")7h

Diese Gleichungen definieren fiir z < 0 (falls n > 0) bzw. fir x < 0 (falls n < 0) stetige
Fortsetzungen der Potenzfunktionen auf R, und fiir diese Fortsetzungen gilt

(o) =

x" falls n gerade ist,
—x"  falls n ungerade ist.

7.2 Trigonometrische Funktionen und ihre Inversen
7.2.1 Bogenlinge

Definition: Lipschitz-Stetigkeit Fine Funktion f : X C R — R heiffit Lipschitz-stetig,
wenn ein L > 0 existiert, so daf} gilt

|f(z) = f(y)| < Llz —y] fiir alle z,y € X.
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Satz und Definition: Bogenlidnge FEs sei f : [a,b] — R eine Lipschitz-stetige Funktion.
Dann ist die Menge

{i\/(f(xj) —f(xj_1)>2—|— (zj —xj_1)2 neN a=xg<a;1<... <z, = b}

nach oben beschrankt, und ihr Supremum heifit Bogenlinge der Kurve y = f(x), = € [a, b].

Definition: Die Zahl © Das Doppelte der Bogenlinge der Kurve y = 1 —22, = €

[—3v2,4v/2] wird mit dem Symbol 7 bezeichnet.

7.2.2 Sinus, Kosinus und Tangens

Satz und Definitionen: Sinus und Kosinus Es existiert genau ein Paar stetiger Funktionen
f,g: R — R mit folgenden Eigenschaften: Es gilt
fle+y) = fl@)gly) + f(y)g(x) firalle z,y € R,
gz +y) = g(x)g(y) — f(x)f(y) fiir alle z,y € R,
f(z)> +g(x)* = 1 fiir alle z € R,
f(z) > 0 fiir alle hinreichend kleinen z > 0.

Diese Funktionen heiflen Sinus bzw. Kosinus, und man schreibt
sinz := f(x) und cosx := g(x).

Ferner gelten folgende Eigenschaften:
(i) Fiir alle z € [0, 5] ist = (bzw. § — z) die Bogenlédnge der Kurve n = /1 — &2, £ € [0, sin 7]
(bzw. £ € [0, cos z]).
(ii) Der Sinus (bzw. der Kosinus) ist streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend)
auf [0, 7], und sin0 = cos § = 0, sin § = cos0 = 1.
(iii) Es gilt fiir alle z € R
sin(z + g) =cosz und cos(z + g) = —sinx,
also insbesondere sin(z + 7) = —sinx, cos(x + ) = — cosz und
sin(x 4+ 27) = sinx und cos(x + 27) = cos .
(iv) Es gilt sin(—x) = —sinx und cos(—z) = cosz fiir alle z € R.
Satz und Definition: Tangens Die Funktion

sin x

xeR\{@n—i—l)g:nEZ}Htanx:: eR

COS ™

heiBt Tangens. Sie ist stetig, auf jedem Interval ((2n —1)3,(2n + 1)Z) streng monoton wach-
send, und es gilt:

(i) tan(z + 7) = tanz fir alle z # +Z, £37

(ii) tanz — oo fiir x T § und tanx — —oo fiir v | —3.
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7.2.3 Die inversen trigonometrischen Funktionen

Definitionen

(i) Die inverse Funktion zur Funktion z € [-7,
schreibt y = arcsinz, falls x = siny und z € [—
(ii) Die inverse Funktion zur Funktion x € [0, 7] — cosx € [—1, 1] heifit Arcuskosinus, und man
schreibt y = arccos z, falls x = cosy und z € [0, 7].

(iii) Die inverse Funktion zur Funktion x € [~7, 7] = tanz € R heifit Arcustangens, und man
schreibt y = arctanz, falls x = tany und € [-F, 7].

sinz € [—1, 1] heiit Arcussinus, und man

g —
T T
505

8 Folgen und Reihen von Funktionen. Potenzreihen

8.1 Gleichmiflige Konvergenz

Definitionen: Punktweise und gleichmiflige Konvergenz Essei X C R,und f, : X — R
(n=1,2,...) sei eine Folge von Funktionen, die alle den gleichen Definitionsbereich X besitzen.
(i) Die Funktionenfolge (f,,) heift punktweise konvergent, wenn eine Funktion f : X — R
existiert, so daf fiir alle x € X gilt

lim f,(z) = f(z),

d.h. wenn fiir alle z € X und £ > 0 ein ng € N existiert, so daf fiir alle n > ng gilt |f.(x) —
f(z)| < e. Die Funktion f heifit dann Grenzwert der Folge (f,,).

(ii) Die Funktionenfolge (f,) heift gleichméfiig konvergent, wenn eine Funktion f : X — R
existiert, so dafl fiir alle € > 0 ein ng € N existiert, so daf} fiir alle x € X und n > nq gilt
|fu(z) — f(x)| < e. Die Funktion f heifit dann gleichméBiger Grenzwert der Folge (f,,).
Analoge Bezeichnungsweisen werden fiir Reihen von Funktionen benutzt.

Satz iiber die Stetigkeit des gleichmifligen Grenzwertes FEssei f, : X C R — R
(n=1,2,...) eine gleichmifig konvergente Folge von Funktionen, die alle in einem Punkt
stetig sind. Dann ist der Grenzwert dieser Folge ebenfalls stetig in z¢, d.h.

lim lim f,(z) = lim lim f,(x) = lim fnlzo)-

T—To N—00 n—00 T—T0

8.2 Potenzreihen

Definition Es seien (a,)32, eine Folge reeller Zahlen und z,z, € R. Dann nennt man die

Reihe
> an(z — ap)" (8.1)

27



Potenzreihe mit den Koeffizienten a,, und dem Zentrum zy im Punkt z. Die Funktion

[e.e]
T Zan(:c —x0)",
n=0

die definiert ist fiir alle z € R, so dafl (8.1) konvergiert, heifit Potenzreihe mit den Koeffizienten
a, und dem Zentrum x,.

Satz und Definition: Konvergenzradius Es sei

0 falls die Folge ( ) unbeschrankt ist,

R:=¢ o falls hlrnn_)C>O =0,
-1
(lim SUP,, 0o V/ \) sonst.

Dann heifit R Konvergenzradius der Potenzreihe (8.1), und es gilt:

(i) Es sei R = 0. Dann divergiert die Potenzreihe (8.1) fiir alle x # .

(ii) Es sei R = co. Dann konvergiert Potenzreihe (8.1) absolut fiir alle x € R. Ferner konvergiert
sie gleichméfig auf jedem beschréankten Intervall. Insbesondere ist sie stetig auf R.

(iii) Es sei 0 < R < oo. Dann konvergiert Potenzreihe (8.1) absolut fiir alle z € (g — R, o+ R),
und sie divergiert fiir alle x ¢ [xo — R, xo + R]. Ferner konvergiert sie gleichméfig auf jedem
abgeschlossenen Intervall, das in (zg — R, o + R) enthalten ist. Insbesondere ist sie stetig in
(xo — R, Ty + R)

Einige wichtige Potenzreihen Es gilt

(14+2)* = Za(a—l)---(a—n—l—l)xn fur alle a € R (R =1),

o 1-2---n
¢ = Y (R=w),
- L+
In(1+z) = 1122()(—1)“71+1 (R=1),
' o 22t
sinz = nz:zo(—l)"m (R = 00),
oo 220
cosx = ;(—1)"(2n)! (R = o0),
oo 22+
arctanr = ;_0(_1)”2n+1 (R=1)

Insbesondere gilt
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8.3 Komplexe Potenzreihen

Wir setzen hier voraus, dafl bekannt ist, was komplexe Zahlen sind und wie man sie addiert
und multipliziert. Wir erinnern nur an die wichtigsten Bezeichnungsweisen und Rechenregeln.

Komplexe Zahlen haben die Form
z=x+1y mit x,y € R.
Dabei ist ¢ die imaginére Einheit, und

Rez .=z, Imz:=y, |z|:=+/22+y? sowie Z:=x —iy

sind der Realteil, der Imaginérteil und der Betrag von z sowie die konjugiert-komplexe Zahl zu
z. Die Menge der komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet, und R kann man als Untermenge
von C auffassen, indem man jeweils die relle Zahl x mit der komplexen Zahl x 4 ¢0 identifiziert.

Die Menge C ist ein Kérper mit folgender Addition und folgender Multiplikation:

(X1 +iyr) + (22 +iy2) = (1 + 22) +i(ys + y2),
(21 +iyr) (2o +iy2) = (x122 — Y1Y2) + (2211 + T1Y2).

Dabei ist das Nullelement in diesem Korper die komplexe Zahl, deren Realteil und deren Ima-
ginérteil gleich (der reellen) Null sind, und das Einselement ist die komplexe Zahl, deren Realteil
gleich (der reellen) Eins ist und deren Imaginérteil gleich (der reellen) Null ist.

Fiir alle z € C gilt Rez = (2 + 2), Imz = (2 — 2), |2]* = 2Z. Fiir alle 2, 2, € C gilt

al _lal —— A2
|2122| = |Zl||22|> —| =, 21t 2=711+7%22, Z1Z2 = Z1%29, — | = —.
<2 |22| 29

Fiir alle z1, x2, y1,y2 € R gilt

Tty Tl YiYe | ol — T1Ye
Ty + iy x5 + Y3 x5+ Y3

Lemma: Dreiecksungleichung Fiir alle zq, 2o € C gilt

|21] = J22|| < |21+ 22| < 21| + |22

Definition: Offene und abgeschlossene Kugeln Fiir gegebene zy € C und R > 0 heiflen
die Mengen

K(2,R):={2€C:|z— 2| <R} bzw. K(z20,R):={2€C:|z— 2| <R}
offene bzw. abgeschlossene Kugel um zy mit dem Radius R.
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Satz und Definition: Konvergenzradius komplexer Potenzreihen Es sei
Z an(z — 29)" (8.2)
eine komplexe Potenzreihe und

0 falls die Folge (” an|) unbeschrankt ist,
an| =0,

R=¢{ falls lim,, oo ¥

—1
( limsup,, ., v/ |an|> sonst.

Dann heifit R Konvergenzradius der Potenzreihe (8.2), und es gilt:

(i) Es sei R = 0. Dann divergiert die Potenzreihe (8.2) fiir alle z # 2.

(i) Es sei R = oco. Dann konvergiert Potenzreihe (8.2) absolut fiir alle z € C. Ferner konvergiert
sie gleichméfig in jeder abgeschlossenen Kugel in C. Insbesondere ist sie stetig in C.

(ili) Es sei 0 < R < oo. Dann konvergiert Potenzreihe (8.2) absolut fiir alle z € K (z, R), und
sie divergiert fiir alle z ¢ K (2o, R). Ferner konvergiert sie gleichmiBig in jeder abgeschlossenen
Kugel K (zp,7) mit r < R. Insbesondere ist sie stetig in K (29, R).

Dabei sind die Begriffe “Konvergenz”, “absolute Konvergenz”, “gleichméflige Konvergenz” und
“Stetigkeit” definiert wie fiir reelle Potenzreihen.

Identitétssatz fiir Potenzreihen Es seien > ay,(z — z1)" und > ag,(z — 22)" zwei Potenz-
reihen mit Konvergenzradien R; und Rs. Ferner gelte

Z ap(z—2)" = Z agn(z — 2z2)" fiir unendlich viele verschiedene z € K(z1, Ry) N K (z2, Ry)
n=0
(also insbesondere |z; — 25| < Ry + R2). Dann folgt

Zaln (z—2z)" Zagn (z — z)" fir alle z € K(z1, R1) N K (22, Rs).

8.4 Die komplexe Exponentialfunktion und die Eulersche Formel

Satz und Definition: e* fiir z € C
(i) Die Potenzreihe

o0
4 Zn
e = E —
n!

n=0

konvergiert fiir alle z € C, und die entsrechende komplexe Funktion z € C — e* € C heif3t
komplexe Exponentialfunktion (mit der Basis e).
(i) Fir alle zq, 29 € C gilt

z1+22 21,22

€ = e e,
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Satz: Eulersche Formel Es gilt

"t = ¢ (cosy +isiny) fiir alle x,y € R.

Folgerung: Polarkoordinaten Fiir alle z € C mit z # 0 existieren genau ein r > 0 und
genau ein ¢ € [0, 27) (die sogenannten Polarkoordinaten von z), so daf gilt

z =re'’.

Folgerung: Die Moivre’schen Formeln Es gilt

cosng = cos" @ — (5) cos" 2 psin®p + (1}) cos"psint o — ...,
sinng = () cos" ! psing — () cos™ 3 psin® ¢ + (7) cos" P psin® p — ...

fiir alle p € R und n € N.

9 Differentialrechnung

In diesem Kapitel bezeichnet I stets ein Intervall in R.

9.1 Differenzierbarkeit und Ableitung

Definitionen Es sei f: I — R eine Funktion.
(i) Die Funktion f heifit differenzierbar in einem Punkt zq € I, wenn der Grenzwert

o @) = flw)

z—x0 X — X

existiert. Dieser Grenzwert heifit dann Ableitung von f in xy und wird mit f’(zq) bezeichnet.
(ii) Die Funktion f heifit differenzierbar, wenn sie differenzierbar in jedem Punkt zg € I ist.
Die Funktion x € I — f'(x) € R heiit dann Ableitung von f und wird mit f’ bezeichnet.

Satz und Definition: Tangente Wenn f : I — R differenzierbar in zy € [ ist, so existiert
genau eine Gerade y = ax + b, so daf gilt

f@)—ar—b

lim =0,

T—T0 T — [L’O

ndmlich a = f'(x¢) und b = f(z9) — f'(x0)xo. Diese Gerade heift Tangente an die Kurve
y = f(z) im Punkt (o, f(x0))-

Lemma: Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit. Wenn f : [ — R differenzierbar in
xo € I ist, so ist f in xg auch stetig.
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Satz: Differenzierbarkeit und algebraische Operationen Es seien f,g : I — R zwei
Funktionen, die differenzierbar in einem Punkt in z¢ € I sind. Dann gilt:
(i) Die Funktionen f + ¢g und f - ¢ sind ebenfalls in xq differenzierbar, und es gilt

(f +9)'(wo) = f(xo) + g'(x0) und (fg)'(wo) = f'(x0)g'(x0) + f(x0)g (x0).
(ii) Es sei g(zg) # 0. Dann ist die Funktion f/g (die fiir € I nahe zy korrekt definiert ist)
differenzierbar in xg, und es gilt
Y _ f(wo)g(wo) — f(x0)g' (o)
(o) =

E 9(x0)?

Satz: Kettenregel Es seien J C R ein Intervall, f : [ — J differenzierbar in zy € I und
g : J — R differenzierbar in f(xy). Dann ist auch die Superposition g o f differenzierbar in x,
und es gilt

(g0 f)(z0) = g'(f(x0))f (o).

Satz: Ableitung der inversen Funktion Es sei f: I — R stetig, streng monoton, differen-
zierbar in g € I, und es gelte f/(zg) # 0. Dann ist f~! in f(zy) differenzierbar, und

(f7) (f(z0)) = f'(zo)™".
Mittelwertsatz Es sei f : [a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar. Dann existiert ein
0 € (a,b) mit
fb) = f(a)
b—a

Folgerung: Losung der einfachsten Differentialgleichung Es sei f : I — R differenzier-
bar, und es gelte f'(x) = 0 fiir alle z € I. Dann ist f eine konstante Funktion.

F(0) =

Folgerung: Kriterien fiir Monotonie Es sei f : I — R differenzierbar, dann gilt:

(i) Die Funktion f ist monoton wachsend (bzw. monoton fallend) genau dann, wenn f’(z) > 0
(bzw. f'(x) <0) fir alle x € I gilt.

(ii)) Wenn f'(z) > 0 (bzw. f'(x) < 0) gilt fiir alle z € I, dann ist f streng monoton wachsend
(bzw. streng monoton fallend).

Satz iiber die Vertauschbarkeit von Grenzwert und Differentiation Essei f, : I — R
(n = 1,2,...) eine Folge differenzierbarer Funktionen, die bei n — oo punktweise gegen eine
Funktion f : I — R strebe. Ferner strebe die Folge (f/) der Ableitungen bei n — oo gleichméfBig
gegen eine Funktion ¢ : I — R. Dann ist f differenzierbar, und es gilt f' = g, d.h.

/
(lim fn> = lim f'.

Folgerung: Ableitung von Potenzreihen Essei f(x) =) " a,(x—x0)" eine Potenzreihe
mit einem Konvergenzradius R > 0. Dann ist f : (zg — R, xo + R) — R differenzierbar, und es
gilt

f(z) = Znan(x —x0)" ! fiir alle x € (v — R, 20 + R).
n=1
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Der Konvergenzradius der summandenweise differenzierten Potenzreihe ist wieder gleich R.

Satz: Regel von I’Hospital Es seien —0o < a < b < 00, —00 < A< oo, und f,g: (a,b) = R
seien zwei differenzierbare Funktionen. Ferner sei ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a,b), und fiir ein
a < c < b gelte
/
lim f'w) A

v—e g'(z)

sowie
entweder lim f(z) = limg(z) =0 oder lim g(z) = £oo.

r—cC

Dann gilt g(z) # 0 fiir alle x € (a, b) nahe ¢ und

o f@)
51[71—>H]C- g(z) =4

Einige wichtige Ableitungen Es gilt
d

—* = Oél’a_l,
dx
d X X
—a” = a"lna,
dx
| 1
—log x =
dx 8a rlna’
d .
—sinxz = cosz,
dx
—cosr = —singz,
dx
‘ 1
—tanzr = ,
dx cos? x
. 1
—cotr = ——s—,
dx sin? z
d . 1
—arcsiner = ——,
dx V1 —z2
d 1
—arccosr = ————,
dx V1—22
1
—arctanz = ,
dx 1+ a2
1
—arccotr = ————.
dx 1+ a2

9.2 Hohere Ableitungen. Kurvendiskussionen

Definition Es sei f: I — R eine Funktion.
(i) Die Funktion f heiit zweifach differenzierbar, wenn sie differenzierbar ist und wenn ihre
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Ableitung f’ ebenfalls differenzierbar ist. Die Ableitung der Ableitung f’ wird zweite Ableitung
von f genannt und mit f” bezeichnet, d.h.

und

F'(ao) = () (a0) = tim SO =T 100)

T—T0 xr — ,Z'O

fiir alle xq € I.

(ii) Fur n € N heifit f n-fach differenzierbar, wenn f (n — 1)-fach differenzierbar ist und wenn
die (n — 1)-te Ableitung f"~V differenzierbar ist. Die Ableitung dieser (n — 1)-ten Ableitung
wird n-te Ableitung von genannt und mit £ bezeichnet, also

F) = (f(n—l))'

und

F (o) = (f"V) (w9) = lim fO D (@) = f D (o)

T—X0 r — T

fir alle xg € I.
(iii) Fiir n € N heit f n-fach stetig differenzierbar, wenn f n-fach differenzierbar ist und wenn
die n-te Ableitung f(n) stetig ist.

Satz und Definition: Kriimmung Es seien f : I — R zweifach differenzierbar, xy € I,
f'(zo) = 0. und f”(xq) # 0. Dann existiert genau ein Kreis {(z,y) € R? : (z—&)*+(y—n)? = r?}
mit £&,7 € R und r > 0, so daf§ gilt

i J@) —nt V- (@—8

T—To (SL’ — I0)2

Dabei gilt £ = 2, 1 = f(x0) 4 sgnf”(xo)r und

7o) =

und diese Zahl heift Krimmung der Kurve y = f(x) im Punkt (xo, f(z0)).
Lemma: Leibnitz-Formel Es seien f,g: I — R n-fach differenzierbar in zy € I. Dann gilt

n

(1)) = 3 ()19 an)g )

=0

Satz iiber die Taylor-Formel Es sei f : I — R n-fach differenzierbar. Dann existiert fiir
beliebige x, x¢ € I ein 6 zwischen x und xg, so daf} gilt
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Folgerung: Lokale Approximation durch Polynome Es sei f : I — R n-fach differenzier-
bar, und f™ sei stetig in ¢ € I. Dann gilt

n @ (g i
lim f(@) =32, ! 7,(' 0)(33 — )
T—T0 (x — o)™

=0.

Definitionen: Lokale, globale und strenge Extrema Es seien f : X C R — R eine
Funktion, und z, € X.

(i) Wenn ein € > 0 existiert, so daf fiir alle x € X mit |z — x¢| < € gilt f(x) < f(zo) (bzw.
f(z) > f(xg)), so sagt man, dafl f in z( ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum) besitzt.
(ii)) Wenn f ein Maximum (bzw. Minimum) besitzt, das in 2y angenommen wird, so sagt man
zur Unterscheidung von lokalen Extrema, dal f in zg ein globales Maximum (bzw. globales
Minimum) besitzt.

(ii) Wenn ein € > 0 existiert, so daf§ fir alle x € X mit 0 < |z — zo| < € gilt f(x) < f(xg)
(bzw.f(z) > f(xg)), so sagt man, daf} f in z, ein strenges lokales Maximum (bzw. strenges
lokales Minimum) besitzt. Analog benutzt man die Begriffe strenges globales Maximum und
strenges globales Minimum.

Satz: Ein notwendiges und ein hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema

(i) Wenn eine Funktion f : (a,b) — R in einem Punkt 2y € (a,b) ein lokales Maximum oder
ein lokales Minimum besitzt und wenn f in zq differenzierbar ist, so gilt f’(xy) = 0.

(ii) Wenn eine Funktion f : I — R zweifach stetig differenzierbar ist und wenn in einem Punkt
xo € I gilt f'(xg) = 0 und f"(z9) < 0 (bzw. f"(z9) > 0), dann ist z, ein strenges lokales
Maximum (bzw. ein strenges lokales Minimum) von f.

Satz: Globale Minima von Funktionen auf einem Intervall Es sei f : I — R stetig
differenzierbar, und a :=inf I, b := sup I.
(i) Wenn f die Gleichung f'(x) = 0 keine Losung besitzt, dann gilt: Wenn f streng monoton
wachsend ist, so besitzt f ein globales Minimum genau dann, wenn a € I, und dieses globale
Minimum wird in a angenommen. Wenn f streng monoton fallend ist, so besitzt f ein globales
Minimum genau dann, wenn b € I, und dieses globale Minimum wird in b angenommen.
(ii) Wenn f die Gleichung f’(z) = 0 endlich viele Losungen xg, 1, . . ., z, besitzt mit f(xy) <
f(z;) (7 =1,...,n), dann gilt: Wenn f(zo) < min{lim,|, f(z),lim,, f(x)}, dann besitzt f in
xo ein strenges globales Minimum. Wenn dagegen min{lim,,, lim,, f(z)} < f(zo), dann gilt:
Wenn

min {lim f(x),li?l f(m)} = lifn f(z)und a ¢ I

zla
oder wenn

min {limf(x),li%nf(x)} = li%f(:)s) und b ¢ I,

zla

so besitzt f kein globales Minimum. Wenn min{lim, |, f(z),lim,, f(z)} = lim,|, f(z) und
a € I bzw. wenn min{lim, |, f(z), lim,, f(x)} = lim,y, f(2) und b € I, so besitzt f ein globales
Minimum, und dieses wird in a bzw. b angenommen.
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Satz und Definition: Konvexitit und Konkavitiat Essei f: [ — R.
(i) Die Funktion f heift konvex (bzw. streng konvex bzw. konkav bzw. streng konkav), wenn
fiir alle 2,y € I mit = < y und fiir alle A € (0,1) gilt

fz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =N f(y) (9-1)

(bzw. (9.1) mit < bzw. (9.1) mit > bzw. (9.1) mit >).

(ii) Wenn f zweifach differenzierbar ist, so gilt: f ist konvex (bzw. konkav) genau dann, wenn
f"(x) >0 (bzw. f"(x) <0) fir alle z € [ ist.

(iii)) Wenn f zweifach differenzierbar ist und wenn f”(x) > 0 (bzw. f"(z) < 0) gilt fiir alle
x € I, dann ist f streng konvex (bzw. streng konkav).

Satz und Definition: Asymptoten Es sei f : (a,00) — R differenzierbar, und die Grenz-
werte

a:= lim f'(z) und B:= lim (f(z) — xf'(2))

r—00 T—00

mogen existieren. Dann gilt
lim (f(z) — oz —3) =0,
und die Gerade y = ar + ( heiit Asymptote von f fiir x — oo.

10 Integralrechnung

10.1 Integrierbarkeit und bestimmtes Integral

Definition mit Hilfe Riemannscher Summen Eine Funktion f : [a,b] — R heifit integrier-
bar, wenn ein Z € R existiert, so dafl folgendes gilt:

Fiir alle € > 0 existiert ein 6 > 0, so dafl fiir alle Zerlegungen a = 2o < 1 < ... < x, = b von
la, b] mit max{z; — x¢,..., Ty — Tp_1} < 0 und fur alle & € (xg,21),...,& € (Tp, Tp_1) gilt

< €.

Z f€) (i —wi0) =T

Die Zahl Z (die dann durch die obige Bedingung eindeutig bestimmt ist) heifit Integral von f
tiber [a, b], und man schreibt

/ab f(x)dx :=T.

Die Summe Y, f(&)(x; — z;-1) heifit Riemannsche Summe der Funktion f zur Zerlegung
a=2xy) <z <...<x,=>bund zu den Zwischenwerten &, ...,¢&,.

Satz: Integrierbarkeit und Darbouxsche Summen Eine Funktion f : [a,0] — R ist
integrierbar genau dann, wenn sie beschrinkt ist und wenn fiir alle € > 0 eine Zerlegung
a=1x9<x <...<xp=>bvon [a,b] existiert mit

n n

sup  f() (wi— 1) — D inf f(E) (wi—mi) <e.

i=1 ri—1<E<x; i— x;—1<E<T;
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Dabei heiflen die Summen

Of,2):=> Sup_ FE) (@i — w5m0) baw. U(f,Z) ==Y 1113£< ) (i — xi1)
j=1 Ti—1365Ty i1 Ti—138XT4
Darbouxsche Ober- bzw. Untersumme der Funktion f zur Zerlegung Z = {x¢, z1,...,2,}, und

es gilt ,
/ f(a?)dx:supU(f,Z):irzlfO(f,Z).
a Z

Definition: Beschrinkte Funktionen FEine Funktion f : X C R — R heiflit beschrankt,
wenn ihr Wertebereich {f(x) : x € X} eine beschrankte Menge ist.

Satz: Beschrinkte Funktionen sind integrierbar genau dann, wenn sie “fast iiberall”
stetig sind. Es sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion, und

M :={z € [a,b] : fist in x unstetig}

sei die Menge aller Unstetigkeitspunkte von f. Dann gilt: Die Funktion f ist integrierbar genau
dann, wenn fiir alle € > 0 eine Folge von Intervallen |a,,b,] (n = 1,2,...) existiert mit

M C Q[an,bn] und i(bn —a,) <e.

Folgerung Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R, die nicht mehr als abzdhlbar viele
Unstetigkeitsstellen besitzt, ist integrierbar.

10.2 Rechenregeln

Lemma: Integrierbarkeit und Linearkombinationen Es seien A, ;1 € R, und die Funktio-
nen f,g: [a,b] — R seien integrierbar. Dann ist auch die Funktion Af + pg integrierbar, und

es gilt
b

/ab (Af(x) + Mg(x))dx = )\/abf(x)dx + M/a g(z)da.

Satz: Integrierbarkeit auf Teilintervallen Es sei a < b < c¢. Dann ist eine Funktion
[ :la, c] — R integrierbar genau dann, wenn ihre Einschrénkungen f|j,; und f|j,q integrierbar
sind, und dann gilt

/acf(x)dx = /abf\[a,b](x)dx + /bcf\[b,c](x)dx.

Anstelle von fab fliag(z)dz und [ flpq(z)dz schreibt man auch einfacher f; f(z)dz und
fbc f(z)dx.
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Lemma: Integration von Ungleichungen Wenn zwei Funktionen f, ¢ : [a,b] — R integrier-
bar sind und wenn fiir alle = € [a, 0] gilt f(x) < g(x), so gilt auch

[ e < [ gwae

Lemma: Integralabschitzungen Wenn eine Funktion f : [a,b] — R integrierbar ist, so gilt

inf{f(z):z € [a,b]}(b—a) < / f(z)dx < sup{f(x):x € [a,b]}(b—a).

Ferner ist dann auch die Funktion |f| integrierbar, und es gilt

‘/abf@)dx‘ < /ab\f(:c)\dx.

Satz iiber die Vertauschbarkeit von Grenzwert und Integration Es sei f, : [a,0] — R
(n = 1,2,...) eine Folge integrierbarer Funktionen, die bei n — oo gleichmifig gegen eine
Funktion f : [a,b] — R strebe. Dann ist f ebenfalls integrierierbar, und es gilt

b

b
lim fn(x)dx:/ f(z)dz.

n—oo
a

10.3 Stammfunktionen und Integrationsregeln. Der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung

Definition Es seien I C R ein Intervall, f, F' : I — R zwei Funktionen, F' sei differenzierbar,
und es gelte I = f. Dann heifit F' Stammfunktion von f.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung Es sei f : [a,b] — R integrierbar, und
F sei eine Stammfunktion von f. Dann gilt

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Satz iiber das Integral als Funktion seiner oberen Integrationsgrenze Es sei f :
[a,b] — R stetig, und die Funktion F': [a,b] — R sei definiert ist durch

F(x) = /1‘ f(y)dy fir alle x € [a, b].

Dann ist F' eine Stammfunktion von f.

Definition Es seien f : [a,b] — R integrierbar und a < ¢ < d < b. Dann bezeichnet man

/dcf(a?)dx = — /cd f(x)dx.
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Folgerung Es seien I,J C R Intervalle, f : I — R stetig und ¢, : J — [ differenzierbar.
Dann ist die Funktion z € J fj(f;) f(y)dy differenzierbar, und es gilt

d P(w) , ,

. fw)dy = f((x)Y' (x) — fle(x))e'(2).

o(@)

Satz iiber die partielle Integration Es seien f, g : [a,b] — R stetig differenzierbare Funk-
tionen. Dann folgt

b b
/ f'(@)g(x)dz = f(b)g(b) — f(a)g(a) —/ f(@)g (z)d.

Insbesondere gilt: Wenn F eine Stammfunktion von fg’ ist, so ist fg — F' eine Stammfunktion
von f’g.

Substitutionsregel Es sei f : [a,b] — R stetig, g : [¢,d] — [a, ] sei eine stetig differenzierbare
Funktion, und es gelte g(¢) = @ und g(d) = b. Dann folgt

b d
/f(x)dxzf fla(w)g (y)dy.

1

Insbesondere gilt: Wenn F' eine Stammfunktion von (f o g)g’ ist, so ist F' o g~' eine Stamm-

funktion von f.

Satz: Eine Formel fiir die Bogenlinge Es sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare

Funktion. Dann ist ,
/ I+ (F@)? de (10.1)

die Bogenldnge der Kurve y = f(z), = € [a, b].

10.4 Numerische Integration

Satz (i) Es sei f : [a,b] — R stetig differenzierbar, dann gilt fiir alle n € N

/abf(w)dfv—b;aéf<a+(j—1)b;a>

(ii) Trapezregel: Es sei f : [a,b] — R zweifach stetig differenzierbar, dann gilt fiir alle n € N

b b—a
/a fla)de

<X swp 1F@)0— a2

~2n a<z<b

(f(a)+2f <a+b_7a) ...+ 2f <a+(n—1)b_a) +f(b))‘ <

n

1 " 3
< 2—71223%” (z)[(b—a)”.
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11 Einfiihrung in die mehrdimensionale Differentialrech-
nung

11.1 Euklidisches Skalarprodukt und Euklidische Norm

Definition Fiir x = (x1,...,2,),y = (y1,...,yn) € R" bezeichnet man mit

9) = 3
=1

das Euklidisches Skalarprodukt von x und y und mit

2]l = v (z, z) =

die Euklidische Norm von z.

Satz: Eigenschaften

(i) Fur alle A € R und z € R” gilt || Az|| = |A|]|z]|-

(ii) Es gilt ||z|| = 0 genau dann, wenn = = 0 ist.

(iii) Cauchy-Schwarz-Ungleichung: Fiir alle z,y € R™ gilt |z - y| < ||z|| ||y, d-h.

n n n
i=1 i=1 i=1

(iv) Dreiecksungleichung: Fiir alle z,y € R™ gilt ||z|| — |ly|| < |l + y|| < ||z| + |lyll, d.h.

n

Zx?— ZQ?S Z(l'i+yi)2 < fojt Zy?
=l =1 i=1 i=1

1=1

(v) Binomische Formel: Fiir alle z,y € R" gilt ||z + y||* = ||z||* + 2(z,y) + ||y]]*.
(vi) Satz von Pythagoras: Fiir alle z,y € R" mit (z,y) = 0 gilt ||z + y||* = ||z||* + ||y]|*

11.2 Vektorfolgen und ihre Konvergenz

Bemerkung zur Bezeichnungsweise Analog zu den Folgen reeller Zahlen bezeichnet man
eine Folge

1 = (Ill,...,l’n1>,,f2 = (Ilg,...,l’n2>,...,l’j = (mlj,...,mnj),...
mit (7;)32; oder kiirzer mit (z;). Wenn alle Folgenglieder x; Elemente einer fixierten Unter-
menge X von R” sind, d.h. wenn z; € X fiir alle j = 1,2, ... gilt, so schreibt man (z;) C X.
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Definitionen: Konvergenz, Divergenz und Beschrinktheit von Folgen
(i) Eine Folge (z;) C R™ von Vektoren heifit konvergent, wenn ein x € R” existiert, so daf fiir
alle € > 0 ein jy € N existiert, so dafl gilt:

Wenn j > j ist, dann ist ||z; — z|| < e.

Der Vektor z heifit dann Grenzwert der Folge (z;), und man schreibt z; — x fiir j — oo oder
lim; . z; = 2.

(ii) Eine Folge (x;) C R™ heifit divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

(iii) Eine Folge (z;) heiit beschrénkt, wenn ein ¢ € R existiert, so daf fiir alle j gilt ||z;|| < c.

Lemma: Konvergenz bzw. Beschrianktheit sind komponentenweise Konvergenz bzw.
Beschrinktheit Es seien

(.CL’H, Ce ,xnl), (213‘12, C ,xng), ey (I‘lj, C ,LIZ‘nj>, Ce (111)
eine Folge von Vektoren aus R™ und (xy,...,z,) ein Vektor aus R™. Dann gilt:
(i) Die Vektorenfolge (11.1) konvergiert gegen den Vektor (z,...,x,) genau dann, wenn fiir

jedes k=1,...,n die Zahlenfolge (z4;)52, gegen die Zahl z;, konvergiert, d.h. wenn gilt

lm (215, ...,2,)) = (hm T1j, ..., lim xnj) .
j—o00 j—o00 j—o00

(ii) Die Vektorfolge (11.1) ist beschriankt genau dann, wenn fiir alle k = 1, ..., n die Zahlenfolgen
(z1;)32, beschriinkt sind.

Lemma: Elementare Eigenschaften konvergenter Folgen
(i) Eine konvergente Folge kann nicht zwei verschiedene Grenzwerte besitzen.
(ii) Jede konvergente Folge ist beschrénkt.

Satz: Konvergenzkriterium von Cauchy Eine Folge (z;) C R" ist genau dann konvergent,
wenn fiir alle e > 0 ein jy € N existiert, so daB fiir alle j,k > jo gilt ||z; — x| < e.

Satz von Bolzano-Weierstrafl Jede beschrinkte Vektorfolge besitzt eine konvergente Teil-
folge.

Satz: Konvergenz und algebraische Operationen Es seien (z;) und (y;) zwei konvergente
Vektorfolgen, dann gilt:
(i) Fiir beliebige konvergente Zahlenfolgen (\;) und (1) ist auch die Vektorfolge (Ajx; + 1;y;)
konvergent, und

lim (g2 + ;) = lim Aj lim @ + lim pi; lim ;.

(ii) Die Zahlenfolge ({(z;,y;)) ist ebenfalls konvergent, und es gilt

lim <5L'j,yj> = < lim Ly, hm yj>‘

Jj—00 Jj—00 Jj—00
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11.3 Abgeschlossene und offene Mengen. Randpunkte

Definitionen
(i) Es seien zp € R™ und r > 0. Dann heifit die Menge

K(zg,7):={z € R": ||z — x| < r}

offene Kugel um zy mit dem Radius 7.

(i) Eine Menge X C R™ heifit abgeschlossen, wenn fiir jede konvergente Folge (z;) C X gilt
limj_m Z; c X.

(iii) Eine Menge X C R™ heifit offen, wenn fiir jeden Punkt z € X ein € > 0 existiert mit
K(z,e) C X.

(iv) Eine Menge X C R™ heifit beschriankt, wenn ein r > 0 existiert, so daf gilt X C K(0,7).

Bemerkung zur Bezeichnungsweise: Kompakte Mengen Abgeschlossene, beschriankte
Untermengen von R" werden auch kompakt genannt. Dafl zwei verschiedene Sprechweisen
(ndmlich “X C R™ ist abgeschlossen und beschrankt” und “X C R™ ist kompakt”) fiir ein
und denselben Sachverhalt existieren, ist folgendermafien begriindet: Sowohl die Bezeichnung
“X ist abgeschlossen und beschrankt” als auch die Bezeichnung “X ist kompakt” verallgemei-
nert man auch auf Mengen, deren Elemente nicht Tupel reeller Zahlen, sondern kompliziertere
Objekte (z.B. Funktionen) sind, und dann kénnen auch abgeschlossene, beschrinkte Mengen
existieren, die nicht kompakt sind.

Satz: Eigenschaften

(i) Wenn X C R™ abgeschlossen und Y C R™ offen ist, so ist X \ Y abgeschlossen. Wenn
X C R"™ offen und Y C R™ abgeschlossen ist, so ist X \ Y offen. Insbesondere ist eine Unter-
menge X C R" abgeschlossen (bzw. offen) genau dann, wenn ihr Komplement R™ \ X offen
(bzw. abgeschlossen) ist.

(ii) Der Durchschnitt beliebig vieler und die Vereinigung endlich vieler abgeschlossenener Men-
gen ist wieder abgeschlossen.

(iii) Die Vereinigung beliebig vieler und der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist
wieder offen.

Satz und Definition: Randpunkte Essei X C R"™. Dann heif§t ein Punkt x € R™ Randpunkt
von X, wenn gilt:

Fiir alle € > 0 existieren ein y € X N K(z,e) und ein z € K(z,¢) \ X.

Dabei gilt: Die Menge X ist abgeschlossen (bzw. offen) genau dann, wenn sie alle ihre Rand-
punkte (bzw. keinen ihrer Randpunkte) enthélt.

Lemma iiber den positiven Abstand disjunkter Mengen Es seien X und Y nichtleere
abgeschlossene beschrinkte Teilmengen des R™, und es gelte X N'Y = (). Dann folgt

inf{l||z —y||: € X, yeY}>0.

Satz: Abgeschlossene und offene Mengen reeller Zahlen Jede nichtleere abgeschlossene
(bzw. offene) Menge reeller Zahlen ist gleich der endlichen oder abzéhlbaren Vereinigung von
disjunkten abgeschlossenen (bzw. offenen) Intervallen.
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11.4 Grenzwerte und Stetigkeit vektorwertiger Abbildungen meh-
rerer Variabler

Definition: Haufungspunkt einer Menge von Vektoren FEine Vektor xqg € R™ heifit
Héaufungspunkt einer Menge X C R", wenn fiir alle § > 0 ein z € X existiert mit 0 <
|z — x| < 9.

Definition Essei f: X C R®” — R™ eine vektorwertige Abbildung.
(i) Es sei x ein Haufungspunkt von X, y € R™ und fiir jedes ¢ > 0 existiere ein 6 > 0, so dafl
fiir alle z € X gilt:

Wenn 0 < ||z — o] < 9§ ist, dann ist ||f(z) —y|| < e.

Dann heifit y Grenzwert von f fiir x gegen xy, und man schreibt

lim f(x) :=y.

T—xT0
(ii) Die Abbildung f heifit stetig in einem Punkt xy € X, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0
existiert, so daf fiir alle x € X gilt:

Wenn ||z — x| < ist, dann ist || f(z) — f(xo)]| < e.

(iii) Die Abbildung f heifit unstetig in einem Punkt xy € X, wenn sie in z( nicht stetig ist.
(iv) Die Abbildung f heifit stetig (bzw. unstetig), wenn sie stetig in jedem zq € X ist (bzw.
wenn sie unstetig in einem z € X ist).

Bemerkungen Es sei 2o € X C R".
(i) Wenn z( ein Haufungspunkt von X ist, so ist eine Abbildung f : X — R™ stetig in xy genau
dann, wenn

lim f(z) = f(zo).

T—To

(ii)) Wenn z kein Haufungspunkt von X ist (dann nennt man xq isolierten Punkt von X), dann
ist jedes f: X — R™ stetig in xo.

Lemma: Grenzwert und Stetigkeit gelten komponentenweise. Essei f : X C R” — R™
eine vektorwertige Abbildung, und es gelte

f(x)=(fi(z),..., fm(z)) firalle z € X

mit Funktionen f; : X — R. Ferner sei xy ein Haufungspunkt von X. Dann gilt

T—0 T—x0

lim f(z) = <x1550 fi(z),..., lim fm(x)), (11.2)

dabei existiert der Grenzwert auf der linken Seite von (11.2) genau dann, wenn alle Grenzwerte
auf der rechten Seite von (11.2) existieren.

Insbesondere gilt: Die Abbildung f ist stetig genau dann, wenn alle Funktionen fi, ..., f,, stetig
sind.
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Satz: Grenzwert, Stetigkeit und algebraische Operationen Es seien f: X C R" — R
eine Funktion, g, h: X C R” — R™ Abbildungen, und z, sei ein Haufungspunkt von X. Dann
gilt

lim (f(z)g(z)) = lim f(z) lim g(z),

T—T0 T—x0 T—x0
lim (g(z) + h(z)) = lim g(x)+ lim h(z),
T—TQ T—T0 T—T0
lim (g(z), h(z)) = < lim g(z), lim h(x)>,
T—T0 T—T0 T—x0

dabei existieren die Grenzwerte jeweils auf der linken Seite, wenn alle Grenzwerte jeweils auf
der rechten Seite existieren.
Insbesondere gilt: Wenn f, g und h stetig sind, so sind auch fg, g + h und (g, h) stetig.

Lemma: Stetigkeit bzgl. einzelner Argumente Wenn f : R x R — R stetig ist, so sind
auch fiir alle zp € R und fiir alle yy € R die Funktionen

yER— f(rg,y) ERund z € R— f(z,y0) € R (11.3)

stetig. Andererseits existieren Funktionen f : R x R — R, die unstetig sind, obwohl fiir alle
zo € R und fiir alle yy € R die Funktionen (11.3) stetig sind.

Satz: Stetigkeit und Superposition Esseien f: X CR" — R™ und g: f(X) C R™ — R!
stetig. Dann ist die Superposition g o f ebenfalls stetig.

Folgerung: Mehrdimensionaler Zwischenwertsatz Es sei X C R", und fiir alle z,y € X
existiere eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — X mit ¢(0) = z und ¢(1) = y (dann nennt man
die Menge X bogenzusammenhéngend). Ferner sei f : X — R stetig, und es mogen Punkte
a,b € X existieren mit f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann existiert auch ein ¢ € X mit f(c) = 0.

Satz: Extrema stetiger Funktionen mehrerer Variabler auf abgeschlossenen be-
schrinkten Mengen Es sei X C R" abgeschlossen und beschrankt, und f : X — R sei
stetig. Dann existieren ein z, € X und ein z* € X, so daf fiir alle x € X gilt f(z,) < f(z) und

flz.) = f().
Satz iiber die gleichméflige Stetigkeit stetiger Abbildungen auf abgeschlossenen

beschrinkten Mengen FEs sei X C R" abgeschlossen und beschriankt, und f: X — R™ sei
stetig. Dann existiert fiir alle ¢ > 0 ein 6 > 0, so daB fiir alle z,y € X mit ||z — y|| < ¢ gilt:

1f(x) = Fw)ll <e.

11.5 Der Banachsche Fixpunktsatz

Satz Es sei X C R" abgeschlossen, f: X — X sei eine Abbildung, und es exitiere ein ¢ < 1,
so daf gilt
[f(x) = f)ll < clle =yl fir alle 2,y € X

Dann existiert genau ein xo € X mit f(xg) = xo. Ferner gilt: Wenn z; € X beliebig gewihlt
ist und wenn die Folge (z;)32, induktiv definiert ist durch

xjy = f(z;) fir j=1,2,...,
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dann ist ¢ = lim;_, z; und

C . .
|z; — o] < 1—||517j — x| < |z — 21| fir j=1,2,....

—c 1—-c

11.6 Differenzierbarkeit und Ableitung vektorwertiger Abbildungen
mehrerer Variabler

Definition Es seien U eine offene Teilmenge des R™ und f : U — R™ eine Abbildung.
(i) Es sei zg € U ein Punkt, A eine m x n-Matrix (m Zeilen und n Spalten), und fiir alle € > 0
existiere ein d > 0, so daB fiir alle x € U gilt:

Wenn ||z — zo|| < ¢ ist, dann ist || f(z) — f(z0) — A(z — z0)|| < |z — zo]|-

Dann heiit f differenzierbar (oder total differenzierbar oder Frechet-differenzierbar) in xy, A
heift Ableitung von f in xp, und man schreibt

f/(l’()) = A.
(ii) Wenn f in jedem xy € U differenzierbar ist, so heifit f differenzierbar, und die Abbildung

xo — f'(xp) heiBt Ableitung von f und wird mit f’ bezeichnet.

Satz und Definition: Richtungsableitungen Es seien U C R", 2o € U, v € R", und
f U — R™ sei differenzierbar in xy. Dann gilt

im (720 -+ t0) = flan)) = £zl

und dieser Grenzwert wird Ableitung von f im Punkt xy in Richtung v genannt. Insbesondere
ist die Ableitung von f in zy durch f und z( eindeutig bestimmt.

Satz und Definition: Partielle Ableitungen Es seien U C R" offen, f : U — R™, und es
gelte

fi(x)
x
flz) = f2§ ) fir alle x € U (11.4)
mit Funktionen f; : U — R.
(i) Wenn f sei differenzierbar in einem Punkt x = (z1,...,x,) € U ist, so existieren fiir alle
1=1,....,m,5=1,...,n die Grenzwerte
Ofi 1
ax(llf) = lg% Z (fi(l’l, P ,Z'j_l, Z’j + t,l'j+1, P ,Z’n) — fi(llfl, P ,l’j_l,l’j,l’j+1, P ,[L’n)>,
j
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und es gilt

%(m) gg (x) ... %ﬁl (x)
) = 7?:(58) ag :(55) aa{i:(‘”)

Die Zahlen g—j;(x) heiflen partielle Ableitungen von f; nach z; in . Insbesondere gilt

B n df1
Zj 1 g% () U1
" 2(x)v; v
f(z)v = 25 8_%( )0 firalle v=| . | € R" (11.5)
S 2 ), | v
Wenn man die Bezeichnung
1 (2)
7
af 8m2 (I)
J 6 Rm
Oz, o, )= :
Fe ()

benutzt, so kann man (11.5) auch kiirzer schreiben:

(ii)) Wenn f differenzierbar in allen Punkten x = (:cl, ..., &) € U ist, so heifien die Abbildungen

of;
825']‘

relUm— (x)eR, i=1,...m, j=1,...,n

partielle Ableitungen von f; nach z;, und sie werden mit % bezeichnet.
J

Bemerkung zur Bezeichnungsweise: Ableitung und Jacobi-Matrix Die obigen Defi-
nitionen von Differenzierbarkeit und Ableitung kann man verallgemeinern auf Abbildungen
zwischen sogenannten unendlich-dimensionalen normierten Vektorrdumen. Dann sind die Ab-
leitungen lineare Abbildungen, die nicht mehr mit ihren Matrix-Darstellungen bzgl. gewisser
Basen identifiziert werden kénnen. Deshalb sind auch im Fall von Abbildungen von R™ nach
R", wo man lineare Abbildungen mit ihren Matrix-Darstellungen bzgl. der Standard-Basen in
R™ und R" identifizieren kann, verschiedene Sprechweisen {iblich:

Wenn die Ableitung f’(x) als lineare Abbildung aufgefait wird, so nennt man sie auch Diffe-
rential von f in x, umd man benutzt die Bezeichnungen D f(x) oder df (x). Wenn dagegen die
Ableitung als Matrix aufgefafit wird, so nennt man sie auch Jacobi-Matrix oder Funktionalma-
trix von f in x, und man benutzt die Bezeichnung

8(f17---7fm) T
8($1,...,l’n)( )
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Lemma: Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit. Wenn U C R" offen ist und f : U —
R™ differenzierbar in einem Punkt zy € U ist, so ist f in xy auch stetig.

Satz und Definition: Stetige Differenzierbarkeit Es seien U C R" offen, f : U — R™,
und es gelte (11.4). Ferner mogen fur alle z = (z1,...,2,) € Uundi=1,....m,j=1,...,n
die Grenzwerte

11_1)1’1 : (fl(l'l, Ce ,Ij_l,l'j + t,l’j+1, .. .,.flfn) — fi(l'l, e ,Zl,’j_l,l’j,.ilfj+1, e ,l’n)>,

existieren und stetig von x abhédngen. Dann ist f in jedem x € U differenzierbar, und man sagt,
f sei stetig differenzierbar.

Satz: Differenzierbarkeit von Linearkombinationen Es seien U C R" offen, A\, u € R
und f, g : U — R™ zwei Abbildungen, die differenzierbar in einem Punkt in zy € U sind. Dann
sind auch die Abbildungen Af + pg in xg differenzierbar, und es gilt

(A + pg)'(w0) = Mf'(w0) + pg'(20).

Satz: Kettenregel Es seien U C R” und V C R™ offen, f : U — V differenzierbar in z € U
und g : V — R! differenzierbar in f(x). Dann ist auch die Superposition g o f differenzierbar

in x, und es gilt
(g0 f)(x) =g'(f(x))f'(x). (11.6)
Dabei ist das Produkt auf der rechten Seite von (11.6) als Produkt der entsprechenden Jacobi-

Matrizen zu verstehen. Insbesondere gilt fiir alle j = 1,.
gﬁ f(x))
dgof), . <=9 Ofi g 52 (f(x)) l
e, 0= 2 g (g mit gh(f) = | P | €.
L (f(x))

Satz und Definition: Der Fall n = 1. Tangenten Es seien U C R offen, zo € U, f : U —
R™ sei differenzierbar in zg, und es gelte (11.4). Dann artet die Jacobi-Matrix von f in xy zu
einem Spaltenvektor aus R™ aus, und es gilt

1(zo)
P = | P — i 1= St00) g
fin(20)

d.h. f'(zo) ist der Grenzwert der Sekantenvektoren %ﬁ:ﬁxo) fir z — xo. Wenn f'(x¢) # 0,
dann heiflt die Gerade

{f(xo) + f(x0)(x —x9) € R™: z € R}

Tangente an die Kurve
{f(z) e R™: z € U}, (11.7)
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d.h. an die Bildmenge von f, in x¢, und sie ist diejenige Gerade in R™ durch den Punkt f(zy), die
sich am besten an die Kurve (11.7) in diesem Punkt anschmiegt. Genauer gesagt gilt folgendes:
Wenn fiir ein @ € R™ gilt

lim f(x) = f(wo) — alx — x)

=0 [l = o]

=0,

dann ist die Gerade {f(zo) +a(z —zp) € R™: x € R} die Tangente an die Kurve (11.7) in z,
d.h. a = f'(zo).

Satz und Definition: Der Fall m = 1. Gradienten Es seien U C R" offen, xqg € U,
und f : U — R sei differenzierbar in zy. Dann artet die Jacobi-Matrix von f in zy zu einem
Zeilenvektor aus R™ aus. Dieser Vektor wird auch Gradient von f in 2y genannt und mit V f(xg)
bezeichnet, d.h.

_(9f af n
V() = (8—%(;5),...,8%(:5)) e R".
Wenn [ stetig differenzierbar ist, so gilt: Fiir alle v € R™ mit |[v]] = ||V f(zo)]| existiert ein

e > 0, so daB fiir alle ¢ € [0, ¢] gilt

fzo+tv) < fwo +tV f(20)),

d.h. der Vektor V f(zq) zeigt in die Richtung des maximalen Wachsens von f, lokal in x.

Satz und Definition: Der Fall m = 1,n = 2. Tangentialebenen Es seien U C R? offen,
o € U, und f : U — R sei differenzierbar in zy. Ferner seien die Funktionen ¢ : (—1,1) — U
und 7 : (—1,1) — R differenzierbar in Null, und es gelte

n(t) = f(£(t)) firalle ¢ € (—=1,1) und £(0) = 2o, n(0) = f(x0).

Dann heifit der Vektor (zg + £'(0), f(xo) + 7'(0)) € R? x R Tangentialvektor an die Fliche

{(z,y) e U xR :y= f(x)}, (11.8)

d.h. an den Graphen von f, in z(. Ein Vektor (z,y) € R? x R ist ein solcher Tangentialvektor
genau dann, wenn gilt

y = f(xo) + (Vf(x0), z — 70).

Die Menge aller dieser Tangentialvektoren heifit Tangentialebene an die Fliache (11.8) in x,
und sie ist diejenige Ebene in R? x R durch den Punkt (g, f()), die sich am besten an die
Fldche (11.8) in diesem Punkt anschmiegt. Genauer gesagt gilt folgendes: Wenn fiir ein a € R

gilt
lim f(z) = f(xo) — {a, 2 — 20))
720 |z — o]

dann ist die Ebene {(z, f(zo) + (a,© — 79)) € R* x R : z € R?} die Tangentialebene an die
Flache (11.8) in zg, d.h. a = V f(xo).

=0,
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Mittelwertsatz Esseien U C R” offen, z,y € U, und fiir alle A € [0, 1] gelte Ax+(1—N)y € U.
Ferner sei f : U — R™ differenzierbar. Dann folgt

() - <<WJZZ

0<A<1 1 j=1

(v 2w)[ e =yl

11.7 Der Satz iiber implizite Funktionen

Satz Esseien U C R™ xR" offen, (g, zg) € U, f: U — R" stetig differenzierbar, f(Ag, z9) =0

und
n

det [%(Ao, LU()):| % 0.
8:@ k=1
Dann existieren ¢ > 0 und § > 0 mit K (\g,e) x K(x9,0) C U und eine stetig differenzierbare
Funktion ¢ : K(Ag,€) — R", so dass fiir A € K(\g,¢) und = € K(zg,0) gilt
f(A,z) = 0 genau dann, wenn z = @(\).

Ferner gilt fiir A € K (A, ¢)

mit
FOE) BEOEO) o OO
%Ww_am@mmqw»“M@w»
9 (0, o(N) 2\ (V) ... 2(h (M)
und
(N p(N) A e(N) ... H(h ()
of ) o) - 2E (V)
S0 e() = 5 A 5
(X o(N) 22 e(N) o (N e(V)

Folgerung: Satz iiber den lokalen Diffeomorphismus Es seien U C R" offen, xzy € U,
f U — R" stetig differenzierbar und

det f'(zg) # 0.

Dann existieren offene Mengen V' C U und W C R" mit zy € V und f(z9) € W, so dass
die Abbildung f die Menge V' bijektiv auf die Menge W abbildet und dass die entsprechende
Umbkehrabbildung f~! ebenfalls stetig differenzierbar ist. Ferner gilt fiir alle z € V

(F ) (f(2) = (f'(x) "
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11.8 Hohere partielle Ableitungen und lokale Extrema von Funktio-
nen mehrerer Variabler

Definition Es seien U C R” offen und f : U — R™ eine Abbildung.

(i) Die Abbildung f heifit zweifach differenzierbar, wenn f differenzierbar ist und wenn al-
le partiellen Ableitungen von f differenzierbar sind. Die partiellen Ableitungen delr2 partiellen
Ableitungen von f werden zweite partielle Ableitungen von f genannt und mit agj gzk (x) be-
zeichnet, d.h.

0 f; _ 9 ((‘912-

Ox 0y, AT Ox;

)(x) fir i=1,...,m, j,k=1,...,n und =z € U.

Ferner schreibt man zur Vereinfachung

D fi
ox?

J

2 f
(@)= ajg;-(x)‘

(ii) Fiir I € N heifit f [-fach differenzierbar, wenn f (I —1)-fach differenzierbar ist und wenn alle
(I — 1)-ten partiellen Ableitungen von f differenzierbar sind. Die partiellen Ableitungen dieser
(I — 1)-ten partiellen Ableitungen werden [-te partielle Ableitungen von f genannt und mit

d'f;

J1 : Ir
bezeichnet.

Bemerkung zur Bezeichnungsweise In der obigen Definition ist definiert, wann eine Ab-
bildung f : U C R" — R™ [-fach differenzierbar ist und was ihre [-ten partiellen Ableitungen
sind. Diese Definitionen arbeiten durch Induktion bzgl. [, und das ist moglich, weil die [-ten
partiellen Ableitungen und die [ — 1-ten partiellen Ableitungen Objekte von derselben Sorte
sind, ndmlich Abbildungen von U in R.

Analog kann man induktiv bzgl. [ definieren, was die [-te Ableitung einer [-fach differenzier-
baren Abbildung f : U C R™ — R™ ist. Das ist allerdings nicht mehr so einfach wie bei den
partiellen Ableitungen, weil die [-te Ableitung und die [ — 1-te Ableitung nur dann Objekte
von derselben Sorte sind, wenn man den Begriff “Objekte von derselben Sorte” hinreichend
allgemein fafit. Zum Beispiel miissen dabei die Ableitung nullter Ordnung, also die Abbildung
f:U — R™ und die Ableitung erster Ordnung, also die Abbildung f’, die U in die Menge der
m x n-Matrizen abbildet, Objekte von derselben Sorte sein.

Satz von Schwarz Es sei U C R" offen, und f : U — R™ sei zweifach differenzierbar. Dann
gilt
Fho o OF
Ox;0z), "~ Orp0x;

(x) furalle i=1,...,m, j,k=1,...,n und x € U.

Satz iiber die Taylor-Formel Es seien U C R" offen, x,y € U, und fiir alle A € [0, 1] gelte
Az + (1 — ANy € U. Ferner sei f : U — R sei (I + 1)-fach differenzierbar. Dann existiert ein
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6 € (0,1), so daB gilt

fly) = Z Z : ! . 91 (x)(y1 — Ilfl)jl oo (Yn — xn)j"

| | J1 Jn
20 jut e 1 dn Oy O

T S A s R

NN Jn
i I Oxy' ...0xy

Insbesondere gilt im Falln =2, [ =1

1) = @) + 5@ on = 1) + (@) — 22

81’1
%(%(993 + (1= 0y)) (1 — 1) + g—xjgr(@ff + (1= 0y))(y2 — $2)2>
+(‘9fl@fx2 (0 + (1 = 0y))(y1 — 1) (y2 — 22).

Satz und Definition: Lokale Extrema und notwendige Bedingungen dafiir Es seien
U C R? offen, 2y € U und f : U — R.

(i) Wenn ein € > 0 existiert, so daf§ fiir alle x € U mit ||z — zo|| < € gilt f(x) < f(zo) (bzw.
f(z) > f(xg)), so heifit zq lokales Maximum (bzw. lokales Minimum) von f.

(ii) Wenn f differenzierbar in z ist und wenn z, ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum

von f ist, so gilt
of of

9y Oy

(iii) Wenn f zweifach differenzierbar ist, wenn alle zweiten partiellen Ableitungen von f stetig

in zy sind und wenn ) ) )
o°f, O°f o°f 2
ox? (I())&xz (w0) < (8:618362 (x0)> ’ (11.10)
1 2

erfiillt ist, dann ist xy weder ein lokales Maximum noch ein lokales Minimum von f. In diesem
Fall nennt man x, Sattelpunkt von f.

Satz und Definition: Strenge lokale Extrema und hinreichende Bedingungen dafiir
Es seien U C R? offen, 2o € U und f : U — R.

(i) Wenn ein € > 0 existiert, so daf fiir alle € U mit 0 < ||z — x| < € gilt f(z) < f(zo) (bzw.
f(x) > f(x0)), so heift xy strenges lokales Maximum (bzw. strenges lokales Minimum) von f.
(ii) Es sei f zweifach differenzierbar, alle zweiten partiellen Ableitungen von f seien stetig in
xg, und (11.9) sei erfiillt, dann gilt: Wenn

of Of o f ’ 0*f

a—x%(ifo)a—x%(ifo) > (8:):18:):2 (:):0)) und 8—x%(x0) <0, (11.11)
dann ist x( strenges lokales Maximum von f. Wenn

*f, Of 0 f 2 0*f

5223 %) > (g, () o gl >0 (11.12)
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dann ist xy strenges lokales Minimum von f.

Bemerkung zur Bezeichnungsweise: Hesse’sche Matrix Es sei U C R"” offen, und f :
U — R sei zweifach differenzierbar in xy € U. Dann heifit die Matrix

7w

x

0z ;0xy, 0
Hesse’sche Matrix von f in xy. Die Bedingungen (11.10) bzw. (11.11) bzw. (11.12) sind dquivalent

dazu, dal die Hesse’sche Matrix von f in xg indefinit bzw. negativ definit bzw. positiv definit
ist.

n

jk=1

12 Einfiihrung in die mehrdimensionale Integralrechnung

12.1 Integrierbarkeit und Integral

Definitionen: Quader, Zerlegungen, Zwischenwertevektoren, Riemannsche Sum-
men, Integrierbarkeit und Integral
(i) Fiir j =1,...,n seien reelle Zahlen a; < b; gegeben. Dann heifit die Menge

Q={z=(21,...,2,) €R": q; <z; <b; fiiralle j=1,...,n}
(beschrankter, abgeschlossener, achsenparalleler, n-dimensionaler ) Quader, und
mes Q = (by —ay) ... (by —ay)

heifit Mafl von Q).

(ii) Es seien Q1,Qa,... C @ Quader, und fiir alle j # k gelte entweder Q; N Qr = 0 oder
mes ; N Qr = 0. Dann heifit die Menge Z = {Q1,...,Qn} Zerlegung von (). Das Maximum
aller Seitenldngen aller Quader in Z heifit Feinheit von Z.

(ili) Fir j = 1,...,m seien Vektoren &; € (); gegeben. Dann heifit der Vektor

52(51,---,&%) eRmn

Zwischenwertevektor zu der Zerlegung Z.

(iv) Eine Funktion f : @ — R heifit integrierbar, wenn ein Z € R existiert, so dafi folgendes
gilt: Fiir alle € > 0 existiert ein 6 > 0, so daB} fiir alle Zerlegungen Z von (), deren Feinheit
kleiner als ¢ ist, sowie fiir alle Zwischenwertevektoren & zu Z gilt

<eE.

> f() mes Q— T
j=1

Die Zahl Z (die dann durch die obige Bedingung eindeutig bestimmt ist) heiit Integral von f
iiber (), und man schreibt

/Qf(ml,...,xn)dxl...dxn ::/Qf(m)dm —T
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Die Summe > ;" | f(§;) mes Q; heifit Riemannsche Summe der Funktion f zur Zerlegung Z
und zu dem Zwischenwertevektor &.
(v) Es sei M eine beschrénkte Teilmenge in R™. Eine Funktion f : M — R heifit integrierbar,
wenn ein Quader @ in R™ mit M C Q existiert, so daf die Nullfortsetzung f : Q — R von f
auf @), d.h.

2o flx) fur xe M,

f(:E)_{ 0 fir z€eQ\ M,

integrierbar ist. Die Zahl

/M f(z)dx = /Q f(x)dz.

heifft dann Integral von f iiber M (und ist, ebenso wie die Integrierbarkeitseigenschaft von f,
nicht von der Wahl von @) abhingig).

Satz: Integrierbarkeit und Darbouxsche Summen Es sei () ein Quader in R". Eine
Funktion f : @ — R ist integrierbar genau dann, wenn sie beschréinkt ist und wenn fiir alle
e > 0 eine Zerlegung Z = {Q; : j=1,...,m} von () existiert mit

O, 2) ~U(f. Z) < e.

Dabei heiflen die Summen

O(f,Z) = _ sup f(&) mes Q;

j=1 €€Qj

bzw.
m

U(f,Z):=)_ inf f(£) mes Q;
= £€Q;
Darbouxsche Ober- bzw. Untersumme der Funktion f zur Zerlegung Z, und es gilt

/ f(x)dx =supU(f, Z) =inf O(f, Z).
Q Z Z

Definition: Nullmengen Eine Menge M C R" heifit Nullmenge, wenn fiir alle £ > 0 eine
Folge von Quadern @1, Qs, ... in R” existiert mit

M C OQJ- und imes Qj <e.
j=1 n=1

Satz und Definition: Meflbare Mengen und Mafl Es sei M eine beschrinkte Teilmenge
des R™, dann sind folgende Bedingungen &quivalent:

(i) OM ist eine Nullmenge.

(i) Die konstante Funktion x € M +— 1 € R ist integrierbar.

Wenn (i) und (ii) erfiillt sind, so nennt man M mefibar, man definiert

mes M::/ dx
M
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und nennt diese Zahl Mafl von M, und es gilt

mes M = inf {Z mes (); 1 Q; C R" Quader, M C UZ,Q);, mes Q; N Qx = 0 fiir alle j # k} :

j=1
Satz von Lebesgue Es sei M C R" mefbar, dann gilt: Eine Funktion f : M — R ist

integrierbar genau dann, wenn f beschrankt ist und wenn die Menge ihrer Unstetigkeitspunkte
{z € M : f ist in x unstetig} eine Nullmenge ist.

12.2 Rechenregeln
Lemma: Integrierbarkeit und Linearkombinationen Es seien M eine beschrankte Teil-

menge des R™, A\, u € R, und die Funktionen f,g : M — R seien integrierbar. Dann ist auch
die Funktion Af + pg integrierbar, und es gilt

| 0@ g de =2 [ s [ glayin

Satz Es seien M, N C R" zwei meflbare Mengen. Dann sind auch die Mengen M U N und
M N N meBbar. Wenn ferner f: M UN — R eine integrierbare Funktion ist, so sind auch ihre
Einschrankungen f|ys, f|y und f|M N N integrierbar, und es gilt

/MUNf(:C)d:c:/Mf(x)dij/Nf(x)dx_/MﬂNf(x)dx'

Lemma: Integration von Ungleichungen Es sei M eine beschrinkte Teilmenge des R™.
Wenn zwei Funktionen f, g : M — R integrierbar sind und wenn fiir alle z € M gilt f(x) < g(x),

so gilt auch
/f(x)dxﬁ/ g(z)dz.
M M

Lemma: Integralabschitzungen Wenn M C R™ mefibar ist und wenn f : M — R inte-
grierbar ist, so gilt

inf{f(x):z e M} mesMS/Mf(:)s)dxgsup{f(x)::BGM} mes M.

Ferner ist dann auch die Funktion |f| integrierbar, und es gilt

' | s@as| < [ (ras
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12.3 Mehrfachintegrale und der Satz von Fubini

Satz Es seien M C R™ x R” eine beschriankte Menge und f : M — R eine integrierbare
Funktion. Ferner sei

N := {z € R™ : Es existiert ein y € R" mit (z,y) € M.},

und fiir alle x € N sei die Funktion f(z,-): M, := {y € R" : (z,y) € M} integrierbar. Dann
ist auch die Funktion

re€Nw— [ f(z,y)dy
M;v

| twpasiy= [ ( sz(:)s,y)dy) ar.

Folgerung Es seien a < b zwei reelle Zahlen, ¢, ¢_ : [a,b] — R zwei stetige Funktionen mit
o_(z) < py(z) fur alle x € [a, b] und

Yy, Y-t My = {(z,y) € R*:

a
zwei stetige Funktionen mit ¢_(z,y) < ¢y (x,y) fir alle (z,y) € My. Dann ist jede stetige
Funktion

fiM:={(z,y,2) ER*:a<x<b p_(2) <y< (), v_(z,y) <z <vi(z,y)} —R

integrierbar, und es gilt

b o4 (z) Vi (z,y)
/f(:c,y,z)dmdydz:/ / / f(z,y,2)dz | dy | dz.
M a o—(z) Y- (z,y)

Folgerung: Gaufy’scher Integralsatz fiir Quader Es seien Q = [a1,b1] X ... X [an, b,] €in
Quader in R” und f : Q — R” eine stetig differenzierbare Abbildung. Dann gilt

/Q i %(z)dz =

j=1
b1 bj—1 prbjt1 bn
= / / / / (fj(xlv’"7xj—17bj7xj+17"'7xn)_
j=1 7 a1 aj-1 Jaju an

— fj(.ﬁ(fl, ey L1, Qg g1y - - ,Zl,’n)) dl‘l e dl‘j_ldl'j+1 Ce d.flfn

integrierbar, und es gilt

<z <b o (z) <ypi(r)} — R

Satz: Prinzip von Cavalieri Es seien a < b zwei reelle Zahlen, und fiir jedes = € [a, b] seien
meBbare Mengen M, C R" gegeben so dass die Funktion

z € [a,b] — mes M, € R

integrierbar ist. Dann ist auch die Menge M := {(z,y) € R"™' : z € [a,b], y € M,} meBbar,
und es gilt

b
mes M :/ mes M,dzx.
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12.4 Transformationsformel

Satz Es seien U eine offene Teilmenge des R", M eine meBbare Teilmenge von U, g : U — R”
eine injektive, stetig differenzierbare Abbildung mit det ¢'(x) # 0 fiir allex € U und f : g(U) —
R eine beschriankte stetige Funktion. Dann ist auch die Menge g(M) meBbar, und es gilt

" f(y)dy = ; f(g(x))] det ¢'(x)|dz.

Folgerung: Guldinsche Regel Es sei M € R? eine mefibare Menge, und es gelte > 0 fiir
alle (z,z) € M. Dann ist auch die entsprechende Rotationsmenge (Rotation um die z-Achse)

{(reosp,rsing,2) € R : (r,z) € M, 0< ¢ < 27}

mef3bar, und es gilt

mes {(rcosp,rsing,z) €eR¥: (r,2) e M, 0 < p <271} = 27T/ xdxdz.
M

13 Einfiihrung in die Theorie gewdhnlicher Differential-
gleichungen

13.1 Anfangswertaufgaben

In diesem Kapitel sind U C R" eine fixierte Menge und f: R x U — R" bzw. g : R x U — R
fixierte Abbildungen, und wir betrachten

a'(t) = f(t,x(t)), (13.1)

ein sogenanntes System (gewohnlicher Differentialgleichungen) n-ter Ordnung (in Normalform),
sowie

v () = g(t,y(0),y' (1), ...,y (D)), (13.2)
eine sogenannte (skalare gewohnlicher Differential-) Gleichung n-ter Ordnung (in Normalform).
Funktionen x : I — R™ bzw. y : I — R heiflen Losung von (13.1) bzw. (13.2), wenn I C R ein
Intervall ist, wenn x bzw. y differenzierbar ist und wenn (13.1) bzw. (13.2) fiir alle ¢ € [ erfiillt
ist, d.h. wenn insbsondere fiir alle t € I gilt x(t) € U baw. (y(t),y'(t),...,y" V) € U.

Die Anfangswertaufgabe zu dem System (13.1) bzw. zu der Gleichung (13.2) besteht darin,
zu gegebenen tg € R und zg € U bzw. (yo,Y1,---,Yn_1) € U eine Losung = : I — R" bzw.
y: I — R von (13.1) bzw. (13.2) mit

x(to) = xo (13.3)

bzw.
y(to) = Yo, y,(to) =Y. >y(n_1)(t0) = Yn—1, (134)
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also insbsondere mit tq € I, zu finden.

Maximale Losung Eine Losung x : [ — R" bzw. y : I — R von (13.1) bzw. (13.2) heif}t
maximal, wenn fiir jede andere Losung & : [ — R™ bzw. § : I — R von (13.1) bzw. (13.2) gilt
I C T und Z(t) = z(t) bzw. y(t) = y(t) fir alle t € I.

Satz: Existenz, Eindeutigkeit und Verhalten am Rand des Definitionsbereiches Es
seien U offen, f bzw. g stetig, und alle partiellen Ableitungen ngi(t,x) mit t € R, x € U

und j,k = 1,...,n bzw. aaTgk(t,yo,yl,...,yn_l) mit ¢t € R, (yo,¥1,---,Yn-1) € U und k =
0,1,,...,n—1 mogen existieren und stetig von ¢ und x bzw. (yo, ¥1, - - -, Yn—1) abhidngen. Dann
gilt:

(i) Es existiert genau eine maximale Losung von (13.1)(13.3) bzw. (13.2)(13.4).

(ii) Der Definitionsbereich jeder maximalen Losung ist offen.

(iii) Es sei U = R", I sei der Definitionsbereich einer maximale Losung von (13.1) bzw. (13.2),
und es gelte sup I < co. Dann folgt

|z(t)]] — oo bzw. |y(t)| + |y ()] + ...+ |y("_1)(t)| — oo fiir ¢t Tsup 1.

13.2 Gleichungen mit getrennten Variablen

In diesem Unterkapitel betrachten wir Anfangswertaufgaben vom Typ

2'(t) = f(z(t)g(t), z(to) = o (13.5)
mit stetigen Funktionen f: U — R unf g : R — R, einem offenen Intervall U C R, t; € R und
Xo € U.

Satz Essei f(x) #0firallex € U, F': U — R sei eine Stammfunktion von %, und G: R — R
sei eine Stammfunktion von ¢. Ferner sei I C R das maximale Intervall mit
G(I) - G(to) — F([L’o) +F(U) und ty € 1.
Dann ist
v: I —U: z(t):=F G — G(ty) + F(xp))
die maximale Losung von (13.5).

Bemerkung Die algebraische Gleichung zur Berechnung der Werte z(¢) der maximalen Lésung

von (13.5) ist
z(t) d t
—é) :/t g(T)dr, (13.6)

und der Definitionsbereich dieser maximalen Losung ist das grofite Intervall I, das ¢y enthélt
und das die Eigenschaft besitzt, dass fiir alle t € I die Gleichung (13.6) eine Losung z(t) € U
besitzt.
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13.3 Lineare Gleichungen und Systeme
In diesem Unterkapitel betrachten wir lineare inhomogene Systeme
2'(t) = A(t)z(t) + b(t) (13.7)

mit stetigen Abbildungen A : R — M, und b : R — R"™ und die entsprechenden linearen
homogenen Systeme

2 (t) = A(t)z(t) (13.8)
bzw. lineare inhomogene Gleichungen
Y (1) + ana (By" () -+ a8y (1) + ao(t)y(t) = b(1) (13.9)
mit stetigen Funktionen ag,...,a,_1,b: R — R und und die entsprechenden linearen homoge-
nen Gleichungen
Y (1) 4+ a1 Oy V@) + ..+ a0y (t) + ao(t)y(t) = 0. (13.10)

Lemma Jede maximale Losung von (13.7) bzw. (13.9) ist auf ganz R definiert.

Im weiteren ist mit “Losung” stets eine maximale Losung gemeint, und wir bezeichnen mit £
die Menge aller Losungen des linearen homogenem Systems (13.8) bzw. der linearen homogenen
Gleichung (13.10).

Satz: Algebraische Struktur der Lésungsmengen (i) Die Menge L ist ein n-dimensionaler
Unterraum im Raum aller Abbildungen = : R — R" bzw. y : R — R.

(ii) Die Menge aller Losungen von (13.7) bzw. (13.9) ist ein n-dimensionaler affiner Unterraum
im Raum aller Abbildungen = : R — R” bzw. y : R — R, namlich z, + £ bzw. y, + L. Dabei
ist z, : R = R” bzw. y, : R — R eine beliebige fixierte Losung von (13.7) bzw. (13.10).

Satz: Lineare homogene autonome Systeme Es sei A(t) = A fiir alle ¢ € R, und fiir alle
A € C gelte

det(AT — A) = (A= A))™ ..+ (A= Ap)® mit \; # Ay fiir j # k.

Ferner gelte
dimker(\; I —A) =, fiir j=1,...,m

d.h. die algebraischen Vielfachheiten aller Eigenwerte von A sind gleich den entsprechenden
geometrischen Vielfachheiten. Die Eigenwerte seien folgendermafien geordnet:

)\jle+j¢Rﬁirj:1,...,l, und A\, eRfirj=2[+1,...,m.

Schliellich seien v; 1, .. ., vj 4, linear unabhéngige Eigenvektoren zu \; (komplex fiir j = 1,...,1
und reell fir j =20+ 1,...,m). Dann bilden die folgenden n Funktionen eine Basis in £:

Re)\jt i L@l . .
e (cos ImA;t Rev; — sin ImA;t Imw; ) }j k=1,

e®ehit(cos TmAt Tmw, ; + sin ImA\;t Rev; )
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und

N, j=2+1, . m k=1,...,q;.

Satz: Lineare homogene autonome Gleichungen Es sei a;(t) = a; fiir alle ¢ € R und
7=0,1,....,n—1, und fiir alle A € C gelte

AN 4 A" e Fag = (A= A)™ (A= A)Y mit A #£ N fiir § £ k.
Ferner seien die Nullstellen folgendermaflen geordnet:
A=Ay gRfiirj=1,...,0, und N\, €Rfiirj=20+1,...,m.
Dann bilden die folgenden n Funktionen eine Basis in L:
eReAittk cog ImA;t, eReAittk gin ImA\;t, j=1,...,, k=1,...,q

und
etk i =21+1,...,m, E=1,..., 0.
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