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1 Vektorriaume

Axiomensystem des “abstrakten” Vektorraums FEine Menge V mit einer Abbildung
(u,w) € VXV i—u + v eV (genannt Addition) und einer Abbildung (A,v) e RXx V = \v € V
(genannt Multiplikation mit Skalaren) heifit Vektorraum, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:
(I)  Fur alle w,o,w € V gilt (u+v) +w=u+ (v+w).
(II) FiralleuwwveVgltu+v=v+u.
(III)  Es existiert ein 0 € V, so daf fiir alle v € V gilt 0+ v=w.
(IV) Fiir alle v € V existiert ein —v € V, so daf} gilt —v+v=0.
(V) Firalle \,y € Rund v € V gilt (Au)v= A(uv).
(VI) Fir alle A\, p € R und ve V gilt (A + p)v= Av+ pw.
(VII) Fir alle A € R und w,v € V gilt A(u+v) = Au+ .
(VIIT) Fiir alle v € V gilt lv =w.
Die Elemente von V heiflen Vektoren. Im Gegensatz dazu werden Zahlen auch Skalare genannt.

Elementare Folgerungen aus den Axiomen (i) Wenn fiir ein w € V und fir alle v € V gilt,
dal u + v =w ist, so folgt u=0. Mit anderen Worten: Der besondere Vektor 0 € V', dessen Existenz
in (IIT) postuliert ist, ist eindeutig bestimmt. Dieser Vektor heifit Nullvektor.

(ii) Wenn fiir w,vo € V gilt dal w+wv=0 ist, so folgt u= —v. Mit anderen Worten: Der Vektor
—v € V, dessen Existenz in (IV) postuliert ist, ist, bei gegebenem v, eindeutig bestimmt. Dieser
Vektor heifit zu v entgegengesetzter Vektor. Anstelle von u + (—v) schreibt man einfacher u — v.
(iii) Fiir beliebige u,v € V und A € R mit A # 0 ist die Gleichung Ax + u = v nach der “Unbekannten”
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x € V auflosbar: x = (v —u).

(iv) Fiir beliebige v € V und A € R gilt 0Ov =0 und A\0=0 .

1



Bemerkung zur Bezeichnungsweise Das Symbol + wird in zweierlei Sinn benutzt, ndmlich als
Addition zwischen Zahlen und zwischen Vektoren. Zum Beispiel steht im Axiom (VI) links vom Gleich-
heitszeichen in der Klammer eine Summe von Zahlen, dagegen steht rechts vom Gleichheitszeichen
eine Summe von Vektoren.

Beispiel: Der Vektorraum R” Die Menge R" der n-Tupel reeller Zahlen ist ein Vektorraum mit
den “komponentenweise” definierten Operationen

(Upy .y tup) + (V1,0 0n) = (Up+01, .00 Uy + Up),
Avr, .o vn) = (Av, ..o, Un).

Hier stehen links von den Gleichheitszeichen die Operationen “Addition von Zahlentupeln” und “Mul-
tiplikation von Zahlen mit Zahlentupeln”, die zu definieren sind, und rechts stehen die bekannten Sum-
men und Produkte von Zahlen. Der Nullvektor in diesem Vektorraum ist das Zahlentupel (0,0, ..., 0).
Das obige Axiomensystem und die darauf aufbauende Theorie der Vektorrdume ist weitgehend durch
Abstraktion aus dem Vektorraum R" entstanden.

Die Bezeichnung “Vektor” wird sowohl fiir Elemente eines abstrakten Vektorraumes als auch fiir
Elemente des R", also fiir Zahlentupel, verwendet. Dabei werden z.B. Zahlentripel (vy, vo, v3) entspre-
chend der geometrischen Anschauung mit Punkten im 3-dimensionalen Raum oder mit Pfeilen (im
Nullpunkt fest verankert) oder mit Aquivalenzklassen von Pfeilen (zwei Pfeile sind dquivalent, wenn
sie durch Parallelverschiebung ineinander iiberfithrt werden kénnen) identifiziert.

Kartesisches Produkt zweier Vektorraume Wenn V und W zwei Vektorrdume sind, so ist auch
ihr sogenanntes kartesisches Produkt

VxW={(v,w): veV,weW}
ein Vektorraum mit den “komponentenweise” definierten Operationen

(v, wy) + (Va,w3) = (V) + Vo, w1 + Wwy),
AMv,w) = (Av,  \w).

Analog macht man mit Hilfe der algebraischen Operationen in V' das n-fache kartesische Produkt
V x -+ xV (n Faktoren) zu einem Vektorraum, und diesen bezeichnet man mit V". Offenbar ist die
Bezeichnung R" ein Spezialfall dieser Bezeichnungsweise.

Beispiel: Ein Funktionenraum Die Menge aller Funktionen f : R — R ist ein Vektorraum mit
den “punktweiseweise” definierten Operationen

(f+9)(@) = fl@)+g(x), |
Af)(z) = M(2), } fir alle z € R.

Hier stehen wieder links von den Gleichheitszeichen die Operationen “Addition von Funktionen” und
“Multiplikation von Zahlen mit Funktionen”, die zu definieren sind, und rechts stehen die bekann-
ten Summen und Produkte von Zahlen. Der Nullvektor in diesem Vektorraum ist die Funktion, die
identisch gleich Null ist.



Beispiel: Der Vektorraum der Polynome Die Menge R[z] aller Polynome mit reellen Koeffizi-
enten (und mit der sogenannten unabhéngigen Variablen z) ist ein Vektorraum mit den Operationen

(ag+ ...+ ™)+ (Bo+ ...+ Bpx™) = ag+Bo+ ...+ (m + Bn)T™ + Bpr2™ ™ + ...+ Bua™,
Mag+ a1z + ...+ apz™) = g+ Aaqz + ...+ Aaga™.

Dabei ist in der Definitionsgleichung fiir die Addition ohne Beschrénkung der Allgemeinheit nur der
Fall m < n betrachtet. Der Nullvektor in diesem Vektorraum ist das Polynom, dessen Koeffizienten
alle Null sind.

Unterrdume FEine Untermenge U eines Vektorraumes V' heifit Unterraum von V', wenn fiir alle
uw € Uund A € R gilt u+v € U und Mu € U. Man kommt also nicht aus U heraus, indem
man mit Elementen von U die Operationen “Addition” und “Multiplikation mit Skalaren” ausfiihrt.
Insbesondere ist U mit den von V' “geerbten” Operationen wieder ein Vektorraum.

Affine Unterrdume Eine Untermenge A eines Vektorraumes V' heifit affiner Unterraum von V,
wenn ein v € V und ein Unterraum U von V existieren, so daf§ gilt A = {v+u: we U}. Dann
schreibt man auch

A=v+U. (1.1)

Bemerkungen zur Bezeichnungsweise (i) Ein Unterraum ist auch ein affiner Unterraum, aber
ein affiner Unterraum ist im allgemeinen kein Unterraum. Die in der obigen Definition eingefiihrte
und allgemein iibliche Sprachregelung ist deshalb etwas unlogisch.

(ii) In der Darstellung (1.1) eines affinen Unterraues A mit Hilfe eines Vektors v und eines Unter-
raumes U ist U eindeutig bestimmt, nicht aber v. Es gilt ndmlich v, + U; = vy + Us genau dann,
wenn die Unterrdume U; und U; gleich sind und wenn v; — v, in diesem Unterraum liegt. In diesem
Sinne sagt man, daf§ U “der” Unterraum zu dem affinen Unterraum A = v + U ist, wiahrend v “eine”
Translation ist, durch die A aus U hervorgeht.

Beispiel: Unterriume und affine Unterriume in R? In R? existieren genau folgende Un-
terriume: Die trivialen Unterrdume {(0,0)} und R? sowie die Geraden durch den Nullpunkt. Eine
Untermenge des R? ist genau dann affiner Unterraum, wenn sie mit einem dieser Unterrdume zusam-
menfillt oder wenn sie eine Gerade ist, die nicht den Nullpunkt enthélt.

Beispiel: Unterrdume und affine Unterrdume im Funktionenraum Die stetigen Funktionen
sind ein Unterraum im Vektorraum aller Funktionen f : R — R. Dieser Unterraum wird mit C'(R)
bezeichnet. In C(R) bilden die stetig differenzierbaren Funktionen wiederum ein Unterraum. Dieser
Unterraum wird mit C'!'(R) bezeichnet. Fafit man die Polynome als Funktionen auf, so ist R[z] ein Un-
terraum in C*(R). Schlieflich bilden die Polynome, deren Grad nicht grofier als eine fixierte natiirliche
Zahl n ist, wiederum einen Unterraum in R[z]. Dieser Unterraum wird mit R, [z] bezeichnet.

Im Vektorraum aller Funktionen f : R — R ist ferner die Untermenge {f : f(0) = 0} ein Unterraum.
Die Untermenge {f : f(0) = 1} ist kein Unterraum, aber ein affiner Unterraum. Wenn man mit dem
Symbol 1 nicht nur die Zahl Eins, sondern auch die Funktion, die identisch Eins ist, bezeichnet, so
gilt, entsprechend der Bezeichnungsweise (1.1),

{f:- fO) =1} =1+{f: f(z) =0}



Linearkombinationen und lineare Hiille Es seien vq,...,v, Elemente eines Vektorraumes V'
und Aq, - - -, A\, Zahlen. Dann nennt man die Summe A\jv;+- - -+, v,, Linearkombination der Vektoren
vy, - -, V,. Die Menge aller solcher Linearkombinationen ist ein Unterraum von V', heifit lineare Hiille
der Vektoren vy, ..., v, und wird mit span{v,...,v,} bezeichnet, d.h.

span{vy,...,v,} = {\v1 + -+ v, 0 A € R}

Durchschnitt und Summe von Unterrdumen Wenn U; und U, zwei Unterraume eines Vek-
torraumes V sind, so ist auch ihr Durchschnitt U; N Uy ein Unterraum von V. Ferner ist auch ihre
sogenannte Summe

U+ Uy = {Ul‘l"LLQ cu € Up,us € Ug}

ein Unterraum von V. Dagegen ist die Vereinigung U; U U, im allgemeinen kein Unterraum.

Komplement, direkte Summe und Projektor Es seien U; und U; zwei Unterrdume eines
Vektorraumes V. Dann gilt U; N Uy = {0} genau dann, wenn fiir alle v € U; + Us genau ein u; € Uy
und genau ein u, € Us existieren, so daf3

v=1uj+ Uy (1.2)

ist. In diesem Fall heifit U; + Uy direkte Summe von U; und U, man schreibt U; @ U, anstelle von
U + Us, und die Abbildungen v€ V — uy € Uy bzw. v € V +—uy € Uy, die durch (1.2) definiert
sind, heilen Projektoren auf U; entlang U, bzw. auf U, entlang U;.

Wenn U; @ Uy =V ist, so heilen U; bzw. Uy Komplement zu U, bzw. U; in V.

Beispiel Wenn U; und U, zwei Ebenen in R? sind, die den Nullpunkt enthalten und die nicht gleich
sind, so gilt U; + Uy = R?, aber R? ist nicht die direkte Summe von U; und Us.

Beispiel Wenn U, eine Gerade in R? durch den Nullpunkt ist, so ist U ein Komplement zu U; in
R? genau dann, wenn U, eine andere Gerade durch den Nullpunkt ist.

Beispiel Die Menge aller Polynome der Art ay, 12" + ayp02™ ™ + -+ - + 2™ (n fixiert, m > n
beliebig) ist ein Komplement zu R,,[z] in R[z].

Lineare Abhingigkeit Elemente vy, ..., v, eines Vektoraumes V heiflen linear abhingig (bzw.
linear unabhéingig), wenn Zahlen Ay, ..., \, existieren, so daB A2+ - -+ A2 > 0 und \jv;+- - -+ N\, v, =
0 gilt (bzw. wenn solche Zahlen nicht existieren). Dies ist genau dann der Fall, wenn ein j € {1,...,n}
existiert, so dafl gilt

v; € span{vy,...,Vj_1,Vjt1,...,Vn}
(bzw. wenn ein solches j nicht existiert).

Beispiel Zwei Vektoren in R? sind linear abhiingig genau dann, wenn sie auf einer gemeinsamen
Geraden, die den Nullpunkt enthélt, liegen.
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Beispiel Die Funktionen f(x) = sin®x und g(x) = cos® x sind linear unabhingig, dagegen sind sie

gemeinsam mit der Funktion A(x) = 1 linear abhéngig.
Beispiel Die Funktionen f;(z) = ﬁ, (j =0,1,...,n) sind linear unabhéngig.
Beispiel Die Funktionen 1,sin z, cos x, sin 2z, cos 2z, . . ., sin nz, cos nx sind linear unabhéingig.
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Basen und Koordinaten Fiir Elemente by,...,b, eines Vektorraumes V sind folgende Bedin-
gungen #dquivalent:

(i) Die Vektoren by, ..., b, sind linear unabhéngig, und gemeinsam mit jedem weiteren Vektor sind
sie linear abhéngig.

(ii) Fiir jeden Vektor v € V existiert genau ein Zahlentupel (vy,...,v,) € R", sodaB v= v;b; +...+
vpb, gilt.

In diesem Fall sagt man, daf} die Vektoren by, ..., b, eine Basis in V' bilden, und die Zahlen vy, ..., v,
heiflen Koordinaten des Vektors v beziiglich dieser Basis.

Beispiel: Die kanonische Basis in R" Die Vektoren

e; =(1,0,...,0), ea=1(0,1,...,0), ..., e, = (0,0,...,1) (1.3)
bilden eine Basis in R™, die sogenannte kanonische Basis. Die Koordinaten eines Tupels (vy, ..., v,) €
R™ beziiglich dieser Basis sind die Zahlen vy, ..., v,, denn es gilt

(’Ul, c. .,Un) =vi€e] + ey + ... +v,e,.
Beispiel Die Polynome 1,x,z?, ..., 2" bilden eine Basis in R, [z]. Die Koordinaten eines Polynoms
ap + aqx + - - - + a,x™ beziiglich dieser Basis sind die Zahlen «, . .., a,. Eine andere Basis in R, [z]

bilden z.B. die Polynome (z 4+ 1)", (z +2)",...,(x +n+ 1)™.

Dimensionen Wenn a4,...,a,, und by,...,b, zwei Basen in einem Vektorraum V sind, so gilt
m = n. Diese Zahl heifit Dimension von V und wird mit dim V' bezeichnet, und V heiit dann
endlich-dimensional. Wenn in V' beliebig viele linear unabhéngige Vektoren existieren, so heifit V'
unendlich-dimensional.
Unter der Dimension eines affinen Unterraums versteht man die Dimension des entsprechenden Un-
terraums, d.h.

dim (v + U) = dim U. (1.4)

Beispiel dimR" =n

Beispiel R,[z] besitzt die Dimension n + 1. Dagegen ist R[z] unendlich-dimensional, weil fiir belie-
biges n die Polynome 1, z, 22, ..., 2" linear unabhingig sind.

Beispiel Es gilt dim span{v,...,v,} = n genau dann, wenn die Vektoren vy, ...,v, linear un-
abhéngig sind. Andernfalls ist dim span{wvy,...,v,} < n.

Dimension des kartesischen Produkts Wenn V und W zwei endlich-dimensionale Vektorraume
sind, so gilt
dim(V x W) = dim V + dim W. (1.5)

Dimensionsformel fiir Unterrdume Fiir zwei Unterrdume U; und U; eines Vektorraumes gilt
stets

dlm(Ul + Ug) = dim Ul + dim U2 — d1m(U1 N Ug)

Insbesondere gilt dim(U; @ Uy) = dim U; + dim Us, denn die Benutzung der Bezeichnung U; @ Us
impliziert, dafl U; N Uy = {0} ist.



Abschitzung der Dimension des Durchschnitts von Unterrdumen Wenn U; und U, zwei
Unterrdume in einem Vektorraum V' sind, so gilt dim(U; N Us) = dim Uy + dim Uy — dim(U; 4+ Us) >
dimV — (dimV —dimU;) — (dim V' — dim Us). Analog gilt

dim(U;N...NU,) >dimV —ny —... —n,, falls dimU; =dimV —n; fir j=1,...,m. (1.6)

Reelle und komplexe Vektorrdume Alle bisherigen Resultate gelten unveréndert, wenn iiberall
R durch C ersetzt wird. Man spricht dann von komplexen Vektorrdumen (oder Vektorrdumen iiber
C) bzw., bei Vektorrdumen wie bisher, von reellen Vektorrdumen (oder Vektorraumen iiber R).

Beispiele Mit wie oben eingefiihrten Operationen sind die Menge C™ der n-Tupel komplexer Zahlen,
die Menge der Funktionen f : C — C, die Menge C[z] der Polynome mit komplexen Koeffizienten
sowie die Menge C,[z] der Polynome mit komplexen Koeffizienten von Grad kleiner oder gleich n
komplexe Vektorraume.

Reellifizierung komplexer Verktorrdume Es sei V' ein komplexer Vektorraum. Dann erfiillt
die Einschrinkung auf R x V' der Operation “Multiplikation von Vektoren mit komplexen Zahlen”
(gemeinsam mit der in V' gegebenen Addition) alle Axiome eines reellen Vektorraumes. Der so ent-
stehende reelle Vektorraum wird mit Vg bezeichnet, und es gelten die folgenden Eigenschaften:

(i) Es sei v € V mit v#0, und 7 sei die imaginire Einheit (d.h. i = —1). Dann sind die Vektoren v
und v linear abhéngig in V', aber linear unabhéngig in Vg.

(ii) dim Vg = 2dim V.

(iii) Es sei by, ..., b, eine Basis in V. Dann ist z.B. by, ..., b,,iby, ..., ib, eine Basis in V.

(iv) Die lineare Hiille von Vektoren wvi,...,v, € V in V ist Menge aller Linearkombinationen
AMvy + - 4+ Ayv, mit \; € C. Die lineare Hiille dieser Vektoren in Vi dagegen ist Menge aller
Linearkombinationen A\jv; + - - -+ A\,v, mit A\; € R und folglich kein Unterraum in V.

Komplexifizierung reeller Vektorrdume Es sei V' ein reeller Vektorraum. Dann wird die Menge
aller Paare (v, w) € V2 zu einem komplexen Vektorraum, wenn man die Addition bzw. die Multipli-
kation mit komplexen Zahlen definiert durch

(v1,w1) + (Va, wa) = (V1 + Vo, w1 + Wwy),
A+ip)(v,w) = (M — pw, \w + pv).

Der so entstehende komplexe Vektorraum heiffit Komplexifizierung von V' und wird mit V¢ bezeichnet.
Anstelle von (v,0) bzw. (0,w) schreibt man einfach v bzw. jw und folglich v + {w anstelle von
(v,w) = (v,0) 4+ (0, w). Mit diesen Schreibweisen gehen die oben definierten Operationen iiber in

(’Ul + z'wl) + (’02 + ’l’l_Ug) = v +vV2+ Z(’U)l + ’U)g),
A +ip)(v+iw) = A — pw + i(Aw + pv),

und es gelten die folgenden Eigenschaften:

(i) dim Vg = dim V.

(ii) Es sei by, ..., b, eine Basis in V. Dann sind z.B. by, ..., b, oder iby, ..., ib, Basen in V.

(iii) Wenn V ein reeller (bzw. komplexer) Vektorraum ist, so gilt dim(Vg)g = 2dim V' (bzw. dim(Vg)c =
2dim V). Folglich sind die Vektorrdume V und (V¢)r (bzw. (Vk)c) wesentlich verschieden.
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Bemerkung zur Bezeichnungsweise Ublicherweise wird, soweit moglich, die Theorie fiir reelle
und komplexe Vektorrdume gleichzeitig behandelt. Man spricht dann von Vektorrdumen iiber K,
wobei sowohl K = R als auch K = C sein kann. Dabei ist die Bezeichnung K deshalb gew&hlt, weil
das Gemeinsame von R und C, das benutzt wird, ihre sogenannten Korper-Eigenschaften sind.

2 Skalarprodukte und Orthogonalitét

Im folgenden wird fiir z € C mit Z wird die konjugiert-komplexe Zahl zu z, mit Re z der Realteil, mit
Im z der Imaginérteil und mit |z| der Betrag von z bezeichnet, d.h. A + iy = X —iu, Re (A+ip) = A

Im (A +ip) = pund [N +ip| = /A% + p? fir A, u € R.
Analog werden (in Kapitel 8) die Bezeichnungen v, Rew und Imw fiir v € C" benutzt.

Ein Skalarprodukt in einem Vektorraum V ist eine Abbildung (u,v) € V? —u-v € K, so daf fiir alle
uv,w €V und A\, p € K gilt

Autpv)w = AMu-w)+ p(v-w),
u-v = U-u,
u-u > 0, falls u # 0.

Ein Vektorraum iiber R (bzw. C) mit Skalarprodukt heifit Euklidischer (bzw. unitérer) Vektorraum.
Die nichtnegative Zahl
loll = Vo - v

heift Norm oder Lénge des Vektors v. Zwei Vektoren u,v € V heiflen orthogonal, wenn u - v = 0 gilt.

Elementare Folgerungen aus den Axiomen Fiir beliebige u € V und A € Kist u-0=0-u =0
und || Au|| = |A|||u||. Ferner gilt ||u|| = 0 genau dann, wenn u = 0.

Beispiel: Das Euklidische Skalarprodukt Das sogenannte FEuklidische Skalarprodukt in R™ ist
definiert durch

n
(Ugy o ytup) s (V1,0 0,) = Zujvj.
j=1

Die diesem Skalarprodukt entsprechenden Begriffe “Lénge” und “orthogonal” sind die der Elemen-

targeometrie, zum Beispiel ist
[(v1,v2)[| = /v + 03

die Linge des Vektors (vy,vy) € R? (Satz des Pythagoras). Wenn im folgenden ein Skalarprodukt
bzw. eine Norm in R" benutzt wird, so ist stets das Euklidische Skalarprodukt bzw. die diesem
Skalarprodukt entsprechende Norm gemeint. Es existieren aber auch andere Skalarprodukte in R™.

Beispiel: Das Hermitesche Skalarprodukt Das sogenannte Hermitesche Skalarprodukt in C”
ist definiert durch

n
(Upy ooy tp) - (V1. 0,) = Zujv_j.
j=1
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Beispiel: Skalarprodukte im reellifizierten bzw. komplexifizierten Vektorraum Wenn K =
C bzw. K = R ist, so kann man in Vg bzw. V¢ ein Skalarprodukt einfithren durch

(v,w) € Vg Re(v-w) €R
bzw. durch

(V1 +iwy, vy +iwy) € VE = vy - vy + wp - wy +i (wy - vy — vy - wy) € C.

Beispiel: Ein Skalarprodukt in einem Funktionenraum Im Vektorraum der stetigen Funktio-
nen f:[—1,1] — R (mit den “punktweise” definierten algebraischen Operationen) ist

fg= / fa)gla)da (2.1)

ein Skalarprodukt.

Binomische Formel, Parallelogramm-Identitidt und Satz des Pythagoras Fiir beliebige u,v €
V gilt
I+ v[* = [lul|* + 2Re (u - v) + ||v|

und folglich
I+ [* + [lu = ]* = 2(|u|* + [|v]]*)

und
|u+v|? = ||lu—v|* = ||u|* + ||v|*, genau dann, wenn Re (u - v) = 0.

Cauchy-Schwarz-Ungleichung und Dreiecksungleichung Fiir beliebige u,v € V' gilt
w- v < flufl [[v] und [luf = v < flu + o] < ul| +[jv]| firalle w,v €V

Im Fall des Euklidischen Skalarprodukts in R™ ergibt sich

n 2 n n
(Sww) <> ud
Jj=1 j=1 j=1
und
n 1/2 n 1/2 1/2 1/2 n 1/2
(2w) "= (X0) " < (S o) < (u)" + ()
7j=1 7j=1 7j=1 7j=1 7j=1

Winkel Essei K = R. Fiir gegebene u,v € V existiert dann (wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

genau ein ¢ € [0, ] mit
u-v

COS P = ———
el vl

der sogenannte Winkel zwischen den Vektoren w und v. Dabei gilt

I+ vl* = fJull* + [[o]* + 2||u][[v] cos p.

8



Orthonormalbasen Es sei dim V' = n, und fiir gegebene Vektoren ey,...,e, € V gelte |le;|] =1
und e; - e, = 0 fiir alle j und alle £ # j. Dann ist ey, ..., e, eine Basis in V. Solche Basen werden
Orthonormalbasen genannt.

Beispiel Die kanonische Basis in R™ ist eine Orthonormalbasis bzgl. dem Euklidischen Skalarprodukt.

Beispiel Die Polynome p;(x) = \/g, po(x) = \/gx und p3(x) = \/%(31’2 — 1) (die ersten drei

sogenannten Legendre-Polynome) bilden eine Orthonormalbasis in Ry[z] bzgl. dem Skalarprodukt
(2.1).

Hilbert-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren Es sei by, ..., b, eine Basis in V. Dann exi-
stiert genau (bis auf den skalare Faktoren vom Betrag Eins) eine Orthonormalbasis ey, ...,e; in V,
so daf gilt
span{ey,...,e;} =span{by,...,b;} fir j=1,...,n
Dabei ist i
b b, —>_(bi-ep)e
e =c—— und e; = ¢;—2 foll( - €k) e fir j=2,...,n,
e 1B; = >25—1(b; - ex) ex]]
wobei ¢y, ..., ¢, skalare Faktoren vom Betrag Eins sind.
Koordinaten bzgl. Orthonormalbasen Wenn e, ..., e, eine Orthonormalbasis in V ist, so gilt
fiir jedesve V
v=> (v-e)e; und vf]P=> (v-e;).
j=1 j=1
Mit anderen Worten: Die Zahlen v-eq,...,v-e; sind die Koordinaten von v bzgl. dieser Orthonor-

malbasis, und die Lange von v ist gleich der Wurzel aus der Quadratsumme dieser Koordinaten.

Orthogonales Komplement, orthogonale Summe und orthogonaler Projektor Es sei U ein
Unterraum in V', und V sei endlich-dimensional.

(i) Die Menge U+ = {ve V : w-v=0 fiir alle we U} ist ein Unterraum in V, das sogenannte
orthogonale Komplement zu U, und es gilt V = U @ U+. Eine solche direkte Summe, wobei der eine
Summand das orthogonale Komplement des anderen Summanden ist, nennt man auch orthogonale
Summe.

(ii) Fiir jedes v € V existiert genau ein uw € U, so daB gilt

|lv — u|| = min{|jv — w|| : we U}.

Dabei ist v —u € U*, und die Abbildung v+ u ist der Projektor auf U entlang U~ (der sogenannte
orthogonale Projektor auf U). Die Vektoren u bzw. v —u nennt man auch orthogonale Projektion
bzw. senkrechtes Lot von v auf U, und ||v — u|| heit Abstand von v zu U, und es gilt

|lv —ul| = max{|<v’w>| Cw € Ul}.
I

Ferner gilt

u = Z(’u - €j) ej,

Jj=1



falls ey, - - -, e, eine Orthonormalbasis in U ist.
(iii) Wenn U; und Uy zwei Unterrdume in V sind, so gilt (U; + Us)* = Ui N Uy~

Beispiel Es sei U eine Ebene in R3, die den Nullpunkt enthilt, also ein zweidimensionaler Unterraum
in R3. Dann ist U+ die zu U senkrechte Gerade durch den Nullpunkt, und die kiirzeste Verbindung
zwischen einem Punkt & € R? und U ist das Lot von « auf U, d.h. die Strecke von @ zum Schnittpunkt
von U und x+U~+. Wenn dabei U die Menge aller Losungen (ug, us, us) € R? der Gleichung A\ju; +
Aoty + Azuz = 0 (mit AZ + A3 + X2 > 0) ist, so gilt U = (span{(A;, A2, A3)})*, und folglich ist der
Abstand von (z1, 22, x3) zu U gleich

‘)\12}1 + >\21’2 + >\3£L’3‘

VAT + A+ N

Beispiel Es sei U eine Gerade in R3, die den Nullpunkt enthélt, also ein eindimensionaler Unterraum
in R3. Dann ist U+ die zu U senkrechte Ebene durch den Nullpunkt, und die kiirzeste Verbindung
zwischen einem Punkt € R? und U ist das Lot von « auf U, d.h. die Strecke von & zum Schnittpunkt
von U und x+U~+. Wenn dabei U = span{ug} ist, d.h. wenn die Gerade U durch den Vektor ug # 0
aufgespannt wird, so ist der Abstand von @ zu U gleich

%‘@nwumw_w' Lﬁf

Einheitsnormalen zu Hyperebenen Es sei U ein Unterraum in V' mit dimU = dim V' — 1. Dann
heit U Hyperebene in V, und es gilt dimU+ = 1, d.h. U+ ist eine Gerade durch den Nullpunkt.
Folglich existiert genau (bis auf skalare Faktoren vom Betrag Eins) ein Vektor in U+ mit der Liinge
Eins. Diese Vektoren heiflen Einheitsnormalen zu U. Mit anderen Worten: Die Einheitsnormalen zu
einer Hyperebene U sind die Vektoren v€ V mit ||v]| =1 und v - u = 0 fiir alle u € U.

3 Lineare Abbildungen

Es seien V und W zwei Vektorraume iiber K (bei V' und W gleiches K). Eine Abbildung F: V — W
heifit linear, wenn

F(Au + pv) = A\F(u) + pF(v) fir alle \, p € Kund w,v € V

gilt. Die Menge aller linearen Abbildungen von V nach W wird mit £(V; W) bezeichnet. Anstelle
von L(V; V) schreibt man auch £(V'). Mit I € £(V') bezeichnet man die identische Abbildung in V.

Beispiel F : R — R" ist linear genau dann, wenn ein vy € R" existiert, so dafl fiir alle A € R gilt
F()\) = >\’U(].

Beispiel F' :R"™ — R ist linear genau dann, wenn ein vy € R” existiert, so daf fiir alle v € R™ gilt
F(v) =v - vy.
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Beispiel F : C — C ist linear genau dann, wenn ein ¢ € C existiert, so daf} fiir alle v € C gilt
F(v) = cv. Wenn ¢ = re' ist mit r, ¢ € R, so ist also F' die Superposition der “Drehung” v +— e*?v
und der “Streckung” v +— rv.

Beispiel F:R? — R? ist linear genau dann, wenn relle Zahlen a1, ais, as;, as existieren, so daf fiir
alle (v1,v2) € R? gilt F(vy,vy) = (a11v1 + V1209, G101 + G90s).

Komplexifizierung linearer Abbildungen Wenn F: V' — W linear ist und K = R, dann ist
v+ iw— F(v)+iF(w)

eine lineare Abbildung von V¢ nach We und wird Komplexifizierung von F' genannt.

Beispiel Es seien g € C(R) und zy € R fixiert. Dann sind die Abbildungen f € C(R) — fg € C(R)
mit (fg)(x)=f(x)g(x). f € C(R) — f(wo) € Rund f € C(R) — F € C(R) mit F(z) = [} f(y)dy
linear. Ferner ist die Abbildung f € C*(R) — f’ € C(R) (die Ableitungsabbildung) linear.

Eigenschaften (i) £(V;W) ist ein Vektorraum iiber K mit den Operationen

(F+G)(v) = F(v)+G(v),

(AF)(v) = AF(v). } fir alle v € V.

Das Nullelement in £(V; W) ist die Abbildung, die alle v € V' auf den Nullvektor in W abbildet.
Wenn V und W endlich-dimensional sind, so gilt

dim £(V; W) = dim V dim W. (3.1)

(ii) Wenn F : U — V und G : V — W zwei lineare Abbildungen sind, so ist auch ihre Superposition
GoF :U — W linear.

(iii) Wenn F : V — W linear und bijektiv ist, so ist auch seine Umkehrung F~' : W — V linear.
(iv) Fir fixiertes G € L(V) sind die Abbildungen F € L(V) — FoG € L(V) und F € L(V) —
G o F € L(V) linear. Dagegen sind die Abbildungen F € L(V) — Fo F € L(V) oder (F,G) €
L(V)?+— F oG € L(V) nicht linear.

Kern und Bild von linearen Abbildungen Es sei F' € £L(V;W). Dann heiflen die Unterrdume
ker F={veV: F(v)=0} bzw. imF ={F(v) e W: v eV}

Kern bzw. Bild von F'.

Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen und Fredholmsche Alternative Es sei F' €
L(V;W) und dim V' < co. Dann ist

dimker FF +dimim F' = dim V.

Wenn dim V' = dim W ist, gilt insbesondere, dafl F' genau dann injektiv (d.h. ker F' = {0}) ist, wenn
es surjektiv (d.h. im F' = W) ist. Mit anderen Worten, wenn dim V' = dim W ist, so gilt die folgende
Alternative: Entweder die sogenannte homogene Gleichung F'(v) = 0 besitzt eine Losung v # 0 oder
die sogenannte inhomogene Gleichung F(v) = w besitzt fiir jedes w € W genau eine Losung v € V.
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Losungsmengen inhomogener linearer Gleichungen Wenn F € L(V; W) und w € W fixiert
sind, so ist die Menge aller Losungen v € V' der Gleichung F(v) = w ein affiner Unterraum. Es gilt
namlich

{v: F(v) = w} =vg + ker F genau dann, wenn F(vg) = w. (3.2)

Diesen Sachverhalt formuliert man bisweilen auch folgendermaflen: Die allgemeine Loésung der inho-
mogenen Gleichung, nédmlich {v : F(v) = w}, ist gleich der Summe aus einer partikuldren Losung
der inhomogenen Gleichung, ndmlich vy, und der allgemeinen Lésung der homogenen Gleichung,
namlich ker F'.

Kern und Bild von Superpositionen Es gilt
dimker G < dimker F' o G < dim ker F' 4 dim ker G

und
dimim F o G < min{dimim F', dimim G}.

Projektoren Wenn V = U; @ U, ist und P der Projektor auf U; entlang Us, so ist P linear, es
gilt Po P = P, und I — P ist der Projektor auf U, entlang U;. Ferner gilt: Wenn P € L(V) die
Gleichung P o P = P erfiillt, so ist P der Projektor auf im P entlang ker P.

Ein Kriterium fiir Unendlich-Dimensionalitit Ein Vektorraum V ist genau dann unendlich-
dimensional, wenn ein Unterraum U in V und ein F' € L(U; V) existieren, so dafl U # V ist und daf}
F' trotzdem bijektiv ist.

4 Matrizen

Eine m x n-Matrix iiber K ist eine Anordnung

a1 a19 N AT

21 929 ... Qop
A = la;]

Am1 Am2 ... Qmnp

mit a;; € K. Die Zahlen a;; heiflen Koeffizienten von A. Die m-Tupel bzw. n-Tupel

aij
42 bzw. [ Al Qi ... Qip ]
Qrmj

heiflen Spalten bzw. Zeilen von A. Wenn a;, a, ..., a, die Spalten der Matrix A sind, so schreibt

man auch
A= [a1a2 an]
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Die Menge aller m x n-Matrizen iiber K wird mit M(m x n; K) bezeichnet. Elemente von M(m x 1; K)
bzw. M(1 xn; K) heiflen in Spalten bzw. Zeilen ausgeartete Matrizen und werden mit den entsprechen-
den Elementen aus K" bzw. K™ identifiziert. Matrizen mit gleicher Spalten- und Zeilenzahl heiflen
quadratisch. Die quadratische Matrix, auf deren Diagonale Einsen stehen und deren Nichtdiagonalko-
effizienten alle Null sind, heiffit Einheitsmatrix und wird mit I bezeichnet. Haufig schreibt man auch
I = [6;;], dabei ist

|1 falls i =7,
0ij = { 0 sonst (4.1)

das sogenannte Kronecker-Symbol.

Addition und Multiplikation mit Zahlen M(m x n;K) ist ein Vektorraum iiber K mit den
Operationen
lai] + [bis] = lag; + bl
Aag] = [Aag].
Das Nullelement in M((m x n; K) ist die Matrix, deren Koeffizienten alle Null sind, und sie wird auch
mit dem Symbol 0 bezeichnet. Ferner gilt

dimM(m x n; K) = mn.

Multiplikation von Matrizen bzw. von Matrizen und Vektoren Es seien A = [a;;] € M(I X
m; K), B = [bjr] € M(m x n;K) und C = [¢;] € M(I x n; K) Matrizen, und es gelte

cik:Zaijbjk firalle 1 =1.---,l und k=1,---,n.

=1

Dann nennt man die Matrix C' Produkt der Matrizen A und B, und man schreibt C = AB. Wenn
insbesondere der zweite Faktor in eine Spalte b € K™ ausgeartet ist, so ist auch das Produkt ¢ € K
in eine Spalte ausgeartet, und es gilt

bl (&1
m bg Co
C;, = Z aijbj mit b= . und ¢ =
i=1 .
m C

In diesem Fall nennt man den Vektor ¢ Produkt der Matrix A mit dem Vektor b, und man schreibt
c = Ab.

Inverse Matrix Wenn zu einem gegebenem A € M(n x n; K) ein B € M(n x n; K) existiert, so dafl
gilt AB =1 oder BA =1, so gilt auch AB = BA = I. Die Matrix A heifit dann invertierbar, B
heifit inverse Matrix zu A, und man schreibt A~! anstelle von B.

Transponierte und konjugiert-transponierte Matrix (i) Fiir A € M(m x n;K) bezeichnet
man mit A7 € M(n x m;K) ihre transponierte Matrix, d.h. die Matrix, deren ite Zeile (bzw. jte
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Spalte) gleich der iten Spalte (bzw. jten Zeile) von A ist, also
T

a1 a2 ... Qip aijp a21 ... Ami
921 922 ... Qop 12 A922 ... Am2
Am1 Am2 ... Qmp A1y, A2y ... Apm

(ii) Fur A € M(mxn;C)ist A* € M(nxm;C) ihre konjugiert-transponierte Matrix, d.h. die Matrix
deren Koeffizienten die komplex-konjugierten Zahlen der entsprechenden Koeffizienten von A” sind,
also

*

a1 a1 ... Qip aijp a21 ... Ami
21 29 ... QA9pn A12 A29 ... Am2
Qm1 Am2 ... OGmn A1p A2 .. Gpm

Insbesondere ist AT = A*, wenn alle Koeffizienten von A reell sind.
(iii) Fiir beliebige A € M(m x n;K), u € K" und v € K™ gilt

Au-v=u- - A"v.

Rechenregeln Es gilt

(A + uB)C = M AC) + u(BC), C(AA+ uB) = \CA)+ pu(CB),
A(BC)=(AB)C, 0A=B0=0, TA=AI = A,
(AMA)* =QA*, (MA)'=1/AA"", (A7) =(A")"!, (AB)*=B*A*, (AB)"'=B'A™"

Dabei sind A, B und C bzw. A und p beliebige Matrizen bzw. Zahlen derart, dal die Operationen
ausgefithrt werden kénnen. Ferner gilt

Alby by ... b)) = [Ab, ... Ab,],

d.h. die Spalten eines Produktes AB (mit A € M(I x m;K) und B € M(m x n;K)) sind gleich den
Produkten von A mit den Spalten von B.

Beispiel Die Rechnung
01 11_00#02_11 01
01 00| |00 00| |00 01
zeigt, dal in Matrizenprodukten im allgemeinen nicht die Faktoren vertauscht werden diirfen und

dafl, wenn ein Matrizenprodukt Null ist, im allgemeinen keiner der Faktoren Null sein muf.

Beispiel Wegen

F 0 ]
aip ... Qi ... Qi ayj
1| =
am1 Qmyj Qmn, Ay
L 0]
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gilt: Wenn man eine Matrix auf die kanonische Basis anwendet, so erhédlt man ihre Spalten.

Ein Analogon zur geometrischen Reihe Wenn fiir A € M(n x n;K) gilt A =0,s0ist I — A
invertierbar, und es gilt (I — A)™' =T+ A+ A% +... + AP,

Basiswechsel-Matrix (i) Es seien by, - -+, b, und b}, - - -, b, zwei Basen in einem Vektorraum V und
C = [¢ij] € M(n x n;K) eine Matrix. Dann ist die Bedingung

by = ;b fiir alle j (4.2)

i=1
dquivalent zu der Bedingung

n

Z u;b; = Z w;b) genau dann, wenn w; = Z ciju; fir alle 4. (4.3)

j=1

Die Matrix C heifit dann Matrix des Basiswechsels von by, -+, b, zu b}, -, b/. Die Gleichung (4.2)
bedeutet, dafl die jte Spalte von C gleich den Koordinaten des jten alten Basisvektors bzgl. der
neuen Basis ist. Die Aussage (4.3) bedeutet, dafl C' die Koordinaten eines beliebigen Vektors bzgl.
der alten Basis in die Koordinaten desselben Vektors bzgl. der neuen Basis iiberfiihrt.

(ii) Die Matrix C ist invertierbar, und C~" ist die Matrix des Basiswechsels von der Basis b/, ..., b/,
zu der Basis by, ..., b,. Wenn ferner C’ die Matrix des Basiswechsels von der Basis b/, ..., b/, zu einer

N

Basis b}, ..., b ist, so ist C'C die Matrix des Basiswechsels von der Basis by, ..., b, zu der Basis
by,...,b.

(iii) Wenn b, ..., b, eine Orthomormalbasis bzgl. eines Skalarprodukts in V ist, so sind (4.2) und
(4.3) dquivalent zu der Bedingung

ci; = b, - b fiir alle 4, 7. (4.4)

Wenn ferner by, ..., b, ebenfalls eine Orthomormalbasis ist, so gilt C~! = C*.

Matrix-Darstellungen linearer Abbildungen (i) Es seien V' und W ein Vektorrdume tiber K,
a,...,a, und by,..., b, Basenin V und W, F : V — W eine lineare Abbildung und Ap = [a;] €
M(m x n;K) eine Matrix. Dann ist die Bedingung

F(aj) = Z CLZ'jbi fir alle j (45)
i=1
dquivalent zu der Bedingung
Z u;ja;) Z v;b; genau dann, wenn v; = Z a;ju; fir alle i. (4.6)
J=1 Jj=1

Die Matrix A g heifit dann Matrixdarstellung von F' bzgl. der Basen ay, ..., a, und by, ..., b,,. Die
Gleichung (4.5) bedeutet, daf8 die jte Spalte von A g gleich den Koordinaten von F'(a;) bzgl. der
Basis by, ..., by, ist. Die Aussage (4.6) bedeutet, daf8 A p» die Koordinaten eines beliebigen Vektors
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v € V bzgl. der Basis ay, . . ., a,, in die Koordinaten des Bildvektors F'(v) bzgl. dieser Basis tiberfiihrt.
(ii) Es gilt fiir beliebige A, u € Kund F,G € L(V)
A>\F+MG = )\AF + ,LLAG und AFoG = AFAG‘
(iii) Wenn by, ..., b, eine Orthomormalbasis bzgl. eines Skalarprodukts in W ist, so sind (4.5) und
(4.6) dquivalent zu der Bedingung
Q5 = F(aj) : bl fir alle ’L,j (47)

(iv) Insbesondere ist eine Abbildung F' : K" — K™ linear genau dann, wenn eine Matrix A €
M(m x n; K) existiert, so daf fiir alle v € K" gilt F(v) = Av. Die Matrix A ist dann die Matrix-
Darstellung der linearen Abbildung F' beziiglich der kanonischen Basen in K" und K™. In diesem
Sinne identifiziert man lineare Abbildungen aus £(K™; K™) und Matrizen aus M(m x n;K). Dabei
entspricht die Superposition zweier linearer Abbildungen dem Produkt der entsprechenden Matrizen.

Matrix-Darstellungen unter Basiswechsel Es seien F' : V — W eine lineare Abbildung, A

bzw. A’ die Matrix-Darstellungen von F' bzgl. der Basen ay,...,a, und by,...,b,, bzw. @}, ..., al,
und b},...,b in V und W, und C und D seien die Matrizen der Basiswechsel von ag,...,a, zu
aj,...,al, und von by, ..., b, zu by, ... b, . Dann gilt

A =DAC™.

Ahnliche Matrizen Zwei Matrizen A, B € M(n x n;K) heiflen dhnlich, wenn eine invertierbare
Matrix C' € M(n x n; K) existiert, so daf8 gilt B = CAC™", d.h. wenn eine Basis in K" existiert, so
daB B die Matrix-Darstellung von A bzgl. dieser Basis ist. Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation in
M(n x n; K).

Beispiel Im Vektorraum Rj|x] der Polynome vom Grad kleiner oder gleich Drei bilden die Polynome
1, x, 2% und 2% eine Basis. Die Ableitungsabbildung d/dz bildet Rj[z] linear in sich ab, und die
Matrix-Darstellung dieser linearen Abbildung bzgl. der obigen Basis ist wegen (4.5),

Folglich ist die Matrix-Darstellung von d?/dz?, d®/dx?® bzw. d*/dx* bzgl. derselben Basis gleich

0020 0006 0000
, 000 . o000 . |0oo0oo0o0
A=lgo0o0o0| "™ A=g000] "™ A=qg000
0000 0000 0000

Beispiel Es sei w = (uy, us,u3) # 0 ein fixierter Vektor in R3, und F : R® — R3 sei der Orthopro-
jektor auf span{wu}. Dann gilt

_u-v
]

F(v) u fiir alle v € R?,

16



und die Matrix-Darstellung von F' bzgl. der kanonischen Basis in R? ist wegen (4.7)

1 u? wguy uug
— | wuy  uE usu
T iy Uy Usly

ujus U2U3 Us

Dagegen ist, wenn v, w eine beliebige Basis in (span{u})* ist,

o O O
o O O

0
0
1

die Matrix-Darstellung von F' bzgl. der Basis ﬁ, v, w in R3.

Beispiel Es sei (u;,u3) # (0,0) ein fixierter Vektor in R?, und F : R? — R3 sei die Spiegelung bzgl.
span {(uy, uz)}. Dann bilden die Vektoren

(1, ug) 1 (ug, —uy)
U=——== und U = ——=
Vui 4 u3 Vui 4 u3
eine Orthonormalbasis in R?, und
1 0
=[]
ist die Matrix-Darstellung von F' bzgl. dieser Basis. Wegen (4.4) ist ferner
o~ dealt 3
u? +ud [ Y2 —w

1

die Matrix des Wechsels von der Basis u,u— zur kanonischen Basis. Weil beide Basen orthonornal

sind, gilt C~!' = CT, und folglich ist

1 w—u2  2uqu
CACT: |i 1 2 2122:|

ud +ul | 2uup  up — uy

die Matrix-Darstellung von F bzgl. der kanonischen Basis. Mit anderen Worten: Fiir alle (v, vy) € R?
gilt

F(U v ) . 1 u% — u% 2U1U2 U1 o 1 (u% - U%)Ul + 2u1u2U2
1,V2) = 55— 2,2 = 2 _u?
W ud | 2wy ud—ul Vo ud +ud | 2urugur + (U3 — uf)ve

Symmetrische und antisymmetrische Matrizen (i) Eine Matrix A € M(n x n;R) heifit sym-
metrisch (bzw. antisymmetrisch oder schiefsymmetrisch), wenn A” = A (bzw. AT = — A) gilt.

(ii) In M(n x n;R) ist A-B = >7"._ a;;b; (bei A = [a;;], B = [b]) ein Skalarprodukt, und es gilt
AB-C =B -A"C = A.-CB”. Ferner gilt

{A: A=A"}'={A: A=-A"},
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d.h. die orthogonale Ergénzung in M(n x n; R) (bzgl. des obigen Skalarprodukts) des Unterraums der
symmetrischen Matrizen ist der Unterraum der antisymmetrischen Matrizen.

Quadratische Formen Eine Abbildung ¢ : R" — R heifit quadratische Form auf R", wenn eine
Matrix A € M(n x n;R) existiert, so daf fur alle v gilt
q(v) = Av - v. (4.8)

In diesem Fall existiert auch eine symmetrische Matrix A = [a;;] € M(n x n;R) mit (4.8), und diese

ist vermittels 1

ay = 7 (alei +e;) —alei —e)))

durch ¢ eindeutig bestimmt. Dabei ist ey, ..., e, die kanonische Basis in R" (vgl. (1.3)).

5 Determinanten

Die Determinante einer quadratischen Matrix [a;;] € M(n x n; K) kann man z.B. definieren durch die

sogenannte Leibnitz-Formel
n

det[ai) = Y € a1 gy (5.1)
J1yegin=1
Dabei ist
1 falls (ji ...Jjn) eine gerade Permutation von (1,...,n) ist,
€jy.jn =< —1 falls (j1...Jn) eine ungerade Permutation von (1,...,n) ist, (5.2)
0 sonst

der sogenannte Permutationstensor, und eine Permutation (j; ... 7,) ist gerade bzw. ungerade, wenn
die Anzahl der Zahlenpaare i < k mit j; > j, gerade bzw. ungerade ist. In der Summe (5.1) ist also
€j..jn M!/2 mal gleich Eins und n!/2 mal gleich minus Eins. Zum Beispiel ist

det 11 Q12 |
€ = (11022 — Q12021,
a1 Q22

ai;; Q12 a3
det a1 Q22 (23 = Q11022033 + Q12023031 + (13021032 — G13022G31 — G12021G33 — A11023032.
az1 azz 23

Eigenschaften (i) Wenn man eine Zeile oder Spalte mit einer Zahl multipliziert und danach zu einer
anderen Zeile oder Spalte addiert, d&ndert sich die Determinante nicht.

(ii) Wenn man zwei Zeilen oder Spalten vertauscht, so &ndert sich die Determinante um den Faktor
—1.

(iii) Wenn man eine Zeile oder Spalte mit einer Zahl A multipliziert, so &ndert sich die Determinante
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um den Faktor A. Insbesondere gilt det(AA) = A" det A.
(iv) Wenn die Spalten ay,...,a;_1,a;41,...,a, € K" fixiert sind, so ist die Abbildung

a € K"+ detla; ...a;-1aaj1...a,] €K

linear. Aber die Abbildung (as,...,a,) € K — det[a; ...a,] € K ist nicht linear. Eine analoge
Aussage gilt fiir Zeilen.

(v) Die Determinante det[a;;| héngt glatt von den Koeffizienten a;; ab. Insbesondere gilt: Wenn
det[a;;] # 0 ist, so existiert ein € > 0, so da8 auch det[b;;] # 0 ist, falls nur |a;; — b;;| < ¢ fiir alle ¢
und 7 ist.

(vi) Es gilt det A = det A” und det AB = det A det B fiir alle A, B € M(n x n;K).

Entwicklung nach Zeilen oder Spalten Fiiralle:=1,--- n gilt
det A = Z(—l)”jalj det A;j bei A = [aij].
j=1

Dabei ist Aj; die (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die man erhilt, wenn man aus der Ausgangsmatrix A die
1te Zeile und die jte Spalte entfernt. Zum Beispiel ist

@11 a2 13

det | as az a3 | = apdet [ (22 23 } — app det [ 21 023 } + a3 det { @21 G2 } :

32 A33 az1 ass asy Aasz
31 az2 A3

Analog kann man Matrizen auch nach Spalten entwickeln.

Determinantenformel fiir die inverse Matrix Fiir ein A € M(n x n;K) sind folgende Eigen-
schaften dquivalent:

(i) A ist invertierbar.

(ii) det A # 0.

(iii) Die Zeilen von A sind linear unabhéngig.

(iv) Die Spalten von A sind linear unabhéngig.

In diesem Fall gilt

det A’ — det A}, oo (=Dt det AL,
. 1 —det Al det A, oo (=D 2 det AL,
T detA : : - : ; (5.3)
(1) det A, (=1)*™Mdet A, ... det A/

zum Beispiel

-1 1
aix aig . Q22  —ai2
a21 QA22 11092 — Q120921 | —A21 Q11

Insbesondere hingen die Koeffizienten von A™! glatt von den Koeffizienten von A ab.
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Beispiel In Ry[z] sei (z+1)2, (x+2)% und (z+ 3)? die alte Basis, und 1, x und z? sei die neue Basis.
Wegen (z+1)2 =22 +2z+1, (r+2) =2>+4x+4, (v + 3)? = 22 + 62 + 9 und (4.2) ist dann

C:

[ N
o e
= o ©

die Matrix des Basiswechsels von der alten zur neuen Basis. Ihre Determinante ist —4. Folglich ergibt
die Formel (5.3)

det[i1 ij} —det[éll ?] det[;1 2}
1 1 2 6 19 19 /2 =5/4 3
C :_Z —det 11 det 11 —det 9 6 = —31 _23 —13
4 9 19 1 4
_ det[4 6] —det{2 6] det[2 4] _

Die Matrix-Darstellung der Ableitungsabbildung d/dz bzgl. der neuen Basis ist

010
A=100 2|,
00 0
bzgl. der alten Basis aber
1/2 —5/4 3 010 149 —3/2 —1/2 1/2
cl'Aac=| -1 2 -3 00 2 2 4 6| = 2 0 =2
3 -3 1 000 111 0 6 12

Das Beispiel zeigt, dal die Matrix-Darstellung einer linearen Abbildung bzgl. einer Basis “gut” sein
kann, d.h. viele verschwindende Koeffizienten besitzen kann, wihrend die Matrix-Darstellung dersel-
ben linearen Abbildung bzgl. einer anderen Basis “schlecht” ist.

Rang Fiir jede Matrix A € M(m x n;K) sind die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten
von A, die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilen von A sowie die maximale Ordnung von
quadratischen Untermatrizen von A mit nichtverschwindender Determinante gleich. Diese Zahl, die
zwischen Null und min{m, n} liegt, heifit Rang von A und wird mit rang A bezeichnet, und es gilt
wegen (3.1)

rang A = dimim A = n — dim ker A. (5.4)

Orthogonale Matrizen (i) Fiir eine Martix Q € M(n x n; R) gilt
Q" = Q! genau dann, wenn Qu - Qv = u - v fiir alle u,v € R",

d.h. wenn @ das Skalarprodukt zweier beliebiger Vektoren nicht é&ndert. In diesem Fall heifit Q or-
thogonal, und die Menge aller solcher Matrizen wird mit O(n) bezeichnet.
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(i) Es gilt @ € O(n) genau dann, wenn @ die Matrix des Basiswechsels zwischen zwei Orthonormal-
basen in R™ ist.

(iii)) Wenn @, und @, aus O(n) sind, so sind auch die Produkte Q,Q, und Q,Q, in O(n). Mit
anderem Worten: O(n) ist eine Gruppe bzgl. der Matrizenmultiplikation (die sogenannte orthogonale

Gruppe nter Ordnung).
(iv) Fiir @ € O(n) gilt 1 = det(QTQ) = (det Q)?, also det Q = +1. Die Menge

SO(n)={Q € O(n): detQ =1}
ist ebenfalls eine Gruppe bzgl. der Matrizenmultiplikation (die sogenannte spezielle orthogonale Grup-
pe nter Ordnung).
Die orthogonale Gruppe zweiter Ordnung Die Matrizen

o= [m8 2]

sing  cosp

(Drehungen um den Winkel ¢ entgegen dem Uhrzeigersinn) bilden die Elemente von SO(2), und
0(2) = SO(2) U{JQ(p) : v € R}. Dabei ist

710 4]

die Spiegelung an der x;-Achse, und es gilt

J*=1,Q(¥)Q(¥) = Q(p +¢) und JQ(p) = Q(—p)J.

Daraus folgt: Die Elemente von O(2) sind entweder Drehungen oder Spiegelungen, denn

JQ(p) = Q(—¢/2)JQ(p/2)

ist die Spiegelung an der um den Winkel —p/2 im Uhrzeigersinn gedrehten x;-Achse. Insbesondere
gilt, dal die Nacheinanderausfiithrung einer Drehung und einer Spiegelung oder einer Spiegelung und
einer Drehung eine Spiegelung (an einer anderen Achse) ist, wihrend die Nacheinanderausfiihrung
zweier Spiegelungen eine Drehung ist.

Die orthogonale Gruppe dritter Ordnung und Eulersche Winkel Die Matrizen

cos 1 cosp —siny cosfsingy —cosysinp —siny cosfcosp  sinysinf
Q(Y,0,p) = | sinycosy +cospcosfsing —sinysinp + coscoshcosg —cospsind
sin # sin ¢ sin 6 cos cos

bilden die Elemente von SO(3). Wenn ey, e;, e die kanonische Basis in R? ist (vgl. (1.3)), €} =
Q(,0,0)e; (j = 1,2,3) die neue Orthonormalbasis nach der Drehung Q(¢,0, ») und v € R? ein
Vektor in der Schnittgeraden von span{e;, es} und span{e},e;} mit detles Q(v, 0, p)es v] > 0, so
gilt:

(i) Der sogenannte Prézessionswinkel ¢ € [0,27) ist der Winkel von e; nach v (Drehung um die
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es-Achse gegen den Uhrzeigersinn der eq, eo-Ebene).

(ii) Der sogenannte Nutationswinkel 6 € [0, 7) ist der Winkel zwischen e; und €} (Drehung um die
v-Achse).

(iii) Der Winkel ¢ € [0,27) ist der Winkel von v nach €] (Drehung um die ej-Achse gegen den
Uhrzeigersinn der e}, ej-Ebene).

Die Winkel v, # und ¢ heiflen Eulersche Winkel der Drehung Q(v,0, ¢). Sie beschreiben eine in
vielen Anwendungen niitzliche Art der Parametrisierung der “3-dimensionalen Fliche” SO(3) im
9-dimensionalen Vektorraum M(3 x 3; R).

6 Vektorprodukt und Orientierung

In diesem Kapitel wird ausschlieSlich im Vektorraum R3 gearbeitet. Am Ende des Kapitels wird
gezeigt, wie die Ergebnisse auf den Fall eines beliebigen endlichdimensionalen reellen Vektorraumes
mit Skalarprodukt verallgemeinert werden koénnen.

Positiv orientierte Dreibeine und Regel der rechten Hand Drei linear unabhéngige Vektoren
vy, V9, v3 € R3 heifilen positiv oder rechts orientiert (bzw. negativ oder links orientiert), wenn die
Determinante der Matrix des Basiswechsels von der kanonischen Basis zur Basis vy, vo, v3 positiv
(bzw. negativ ist). Dies ist genau dann der Fall, wenn folgendes gilt:

Es sei e;, es, ez die kanonische Basis in R? (vgl. (1.3)). Ferner sei Q@ € SO(3;R) eine Drehung des
R3, so daBl Qu; = Me; ist mit A > 0, dal Quv, € span{e;, e} ist und dal Qu, - €5 > 0 ist (d.h.
Qv ist ein skalares Vielfaches von e;, und Qv, und e; zeigen in dieselbe der beiden Halbebenen,
die durch die e;-Gerade in der ejes-Ebene erzeugt werden). Dann mufl Qus - e3 > 0 gelten (d.h. Qus
und e3 zeigen in denselben der beiden Halbriume, die durch die ejes-Ebene in R? erzeugt werden).

Vektorprodukt Das Vektorprodukt w x v € R3 von zwei Vektoren w und v aus R? ist folgender-
maflen definiert: Falls w und v linear abhéngig sind, so gilt w x v = 0. Andernfalls bilden u, v und
u X v ein positiv orientiertes Dreibein, w x v steht auf span{w, v} senkrecht steht und besitzt die
Lange

lw x o] = [ull[|v] sin Z(u, v).

Dabei ist Z(u,v) € (0,7) der Winkel zwischen w und v, d.h. ||ul|||v|| cos £(u,v) = u - v.

Wenn e, e;, e; die kanonische Basis in R? ist, so kann man die Koordinaten des Vektorprodukts
aus den Koordinaten der Faktoren (Koordinaten jeweils bzgl. der kanonischen Basis) folgendermaflen
berechnen:

Uy Uz Uz
(w1, ug, uz) X (v1,v9,v3) = | v1 V2 w3 | = (UgV3 — U3V2, UzV] — U V3, UsVg — UsV1).
€1 €y €3
Rechenregeln Fiir alle u,v,w e R®und \,p e Rgilt u x v=-v xu, u X (v X w) = (u-w)v —

(w-v)w, [|ux vl = [u|*[v]* - (u-v)* und

(Au+ pv) x w = AMu X w) + p(v x w). (6.1)
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Die Rechenregel (6.1) entspricht den analogen Rechenregeln bei Skalarprodukten und Matrizenpro-
dukten und besitzt Analoga auch bei allen anderen “Produkten”, die in der linearen Algebra eingefiihrt
werden (wie Tensorprodukt oder dufleres Produkt). Sie ist eine Verallgemeinerung der Rechenregel
“Punktrechnung geht vor Strichrechnung”. Sie bedeutet, dafl, wenn man einen Faktor fixiert, das
Produkt linear von dem anderen Faktor abhingt. Von beiden Faktoren (als Paar betrachtet) hangt
das Produkt allerdings nicht linear ab, denn

(U1—|—U1>X (UQ+U2):U1XUQ+U1XU2—|—U1 X U9 + V1 X V.

Allen Produkten ist gemeinsam, daf}, wenn die Faktoren glatt von einem Parameter abhingen, die
Ableitung des Produkts nach dem Parameter nach der bekannten Produkt-Regel berechnet werden
kann. Zum Beispiel gilt

%(’u,(t) X v(t)) = dq;it) X v(t) + u(t) x d'z;it)

Allerdings mufl dabei beachtet werden, ob die Produkte kommutativ sind oder nicht. Zum Beispiel
gilt fiir das Skalarprodukt reeller Vektoren (das kommutativ ist)

@ () -u(t)) =24 ),

wéhrend fiir das Produkt von Matrizen (das im allgemeinen nicht kommutativ ist) gilt

%(A(t)A(t)) = %t(t)A(t) + A(ﬂ%ﬂ

wobei die beiden Summanden der rechte Seite im allgemeinen ungleich sind.

Anwendungsbeispiel: Einheitsnormalen Wenn u, v € R? linear unabhiingig sind, so ist span{u, v}

die Ebene mit den Einheitsnormalen
U X v
Ju x vl

Anwendungsbeispiel: Darstellung der Schnittgeraden zweier Ebenen Wenn u, v und u/, v’
jeweils zwei linear unabhingige Vektoren in R? sind, so gilt

span{wu, v} Nspan{u’, v'} = span{(u X v) x (v’ x v')}.

Anwendungsbeispiel: Volumen von Parallelepipeds Fiir beliebige u, v, w € R? gilt
u-(vXw) =v-(wxu) =w-(uXxv),

und der Betrag dieser Zahl einerseits gleich dem Volumen des von u, v und w aufgespannten Pa-
ralellepipeds {au + fv +yw : 0 < a, 3,7 < 1} und andererseits gleich

U-u uUv U-w
lu-(vxw)|= |det | v-u v-v v-w |. (6.2)
weu W w-w
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Insbesondere ist die Determinante unter der Wurzel, die sogenannte Gramsche Determinante der
Vektoren u, v und w, positiv, wenn u, v und w linear unabhéngig sind (und sonst Null).

Wenn uq, us, ug bzw. v, v9,v3 bzw. wy, wq, w3 die Koordinaten von w bzw. v bzw. w bzgl. einer
beliebigen positiv orientierten Orthonormalbasis sind, so gilt

Uy Ui Wy
|lu- (v xw)|=|det | us v wo
u3z U3 ws

Anwendungsbeispiel: Die Determinante als Maf} fiir Volumeninderung Es seien eine Matrix
A € M(3 x 3;R) und drei Vektoren u,v,w € R? gegeben. Dann ist das Volumen des von Au, Av
und Aw aufgespannten Paralellepipeds gleich

| det[Au Av Aw]| = | det Al| det[u v w]|,

d.h. A {iberfiihrt Paralellepipeds in Paralellepipeds und &ndert dabei das Volumen um den Faktor
| det A.

Anwendungsbeispiel: Fliche von Parallelogrammen Die Fliche des von zwei Vektoren u, v €
R3 aufgespannten Parallelogramms {au + fv : 0 < «a, 3 < 1} ist gleich

Huxv“:\/det[“'“ “""} (6.3)
u-v vV-v

Wenn uq, us, ug bzw. vy, vg, v3 die Koordinaten von w bzw. v bzgl. einer beliebigen positiv orientierten
Orthonormalbasis by, by, bs sind, und wenn Pj;, der Orthoprojektor auf span {b;, b} ist, so gilt

uj 2 u? UV + Uk Uk
lux vl = 3 [[(Pyiw) x (Pyyw)2 = Zdt[ P
o J P; ~ UjV; + UV, Vi + v ’

d.h. das Quadrat der Fliche des Parallelogramms ist gleich der Summe der Quadrate der Flichen der
orthogonalen Projektionen des Parallelogramms auf die Koordinatenebenen. Das ist ein Analogon
zum Satz von Pythagoras.

Anwendungsbeispiel: Bewegungen eines starren Korpers um einen fixierten Punkt Die
Teilchen des Kérpers mogen zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Menge 2 C R? einnehmen. Ferner moge 0 € Q
gelten, und der Koérper moge im Nullpunkt fest verankert sein.

(i) Bewegung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit:

Es sei e3 = (0,0,1) der dritte Vektor der kanonischen Basis in R3. Wenn sich der Kérper z.B. um die
e3-Achse dreht, so dafl die Lange des Geschwindigkeitsvektors jedes Teilchens € €2 konstant bzgl.
der Zeit t ist, so ist der Ort p(t,x) des Teilchens x = (x1, 22, x3) zum Zeitpunkt ¢ gleich

coswt —sinwt 0 Ty
p(t,x) = | sinwt coswt 0 x2 |,
0 0 1 T3
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und folglich ist dier Geschwindigkeitsvektor 0,p(t, x) gleich

—wsinwt —wcoswt 0 Ty 0 —w 0 coswt —sinwt 0 Ty
weoswt —wsinwt 0 o | =|lw 0 0 sinwt coswt 0 xe | =wezxp(t, ).
0 0 0 x3 0 0 O 0 0 1 T3
Analog gilt: Wenn sich der Kérper um eine Achse, die von einem Vektor w € R? mit |lul| = 1

aufgespannt wird, dreht, so dafl die Lange des Geschwindigkeitsvektors 0,p(t, ) jedes Teilches x € ()
konstant bzgl. der Zeit ¢ ist, so ist O;p(t,x) = wu X p(t,x) mit einem w € R. Der Vektor wu bzw.
die Zahl |w| heien dann vektorielle bzw. skalare Winkelgeschwindigkeit dieser Bewegung. Dabei ist
der Winkel, um den sich der Korper in der Zeit ¢ > 0 dreht, gleich |w|t.

(ii) Bewegung mit variabler Winkelgeschwindigkeit:

Wenn sich der Korper beliebig um den fixierten Nullpunkt bewegt, so gilt

p(t,x) = Q(H)z mit Q(t) € SO(3;R),

und zu jedem Zeitpunkt ¢ existiert eine “virtuelle” Winkelgeschwindigkeit w(t) € R?, so daf fiir alle
x € () gilt
op(t,x) = w(t) x p(t, ).

Mit anderen Worten: Zu jedem Zeitpunkt existiert eine “virtuelle” Achse durch den Nullpunkt, deren
Punkte zu dem gegebenen Zeitpunkt die Geschwindigkeit Null besitzen. Die Geschwindigkeitsvektoren
aller anderen Punkte sind zu dem gegebenen Zeitpunkt orthogonal zu dieser Achse und zum Lot aus
dem Punkt zur Achse, und die Lénge der Geschwindigkeitsvektoren ist proportional zum Abstand
der entsprechenden Punkte von der Achse.

Anwendungsbeispiel: Lorentz-Kraft Wenn sich ein geladenes Teilchen der Ladung ¢ mit der
Geschwindigkeit v durch ein Magnetfeld mit der magnetischen Induktion B bewegt, so wirkt auf das
Teilchen die Lorentz-Kraft gv x B. Insbesondere ist die Lorentz- Kraft orthogonal zu der Geschwin-
digkeit und der Induktion, und Geschwindigkeit, Induktion und Lorentz-Kraft bilden ein positiv
orientiertes Dreibein, falls das Teilchen positiv geladen ist.

Anwendungsbeispiel: Coriolis-Kraft Eine Punktmasse m befinde sich zum Zeitpunkt ¢ am Ort
coswt —sinwt 0
p(t) = Q(t)x(t) mit Q(t) = | sinwt coswt 0 | € SO(3) und =(t) € R?
0 0 1

(z.B. Bewegung auf der Erdoberfliche, tiberlagert mit der Rotation der Erde). Dann gilt

d*p(t) d*x(t) dx(t)
= Q¢ 2 X —.
T R
Die Tragheitskraft —mdi%;(t) ist also die Summe aus der sogenannten relativen Trégheitskraft
—mQ(t) dzgt:g(t) (die Tréagheitskraft, die ein Beobachter, der sich mit der Masse m bewegt und nichts von

der Uberlagerung mit der Rotation Q(t) weiB, erwarten wiirde) und der sogenannten Coriolis-Kraft

25



da;t(t). Die Coriolis-Kraft ist orthogonal zu der Ebene, die durch e3; und die Relativge-

schwindigkeit dwdt(t) aufgespannt ist, und sie verschwindet (falls m > 0 und w > 0) genau dann, wenn
die Relativgeschwindigkeit und es parallel sind. Wenn die Relativgeschwindigkeit und es nicht par-
allel sind, bilden Coriolis-Kraft, Relativgeschwindigkeit und es ein positiv orientiertes Dreibein.

Im Fall der Bewegung auf der Erdoberfliche bedeutet das folgendes: Wenn die Relativgeschwindigkeit
z.B. zum Erdmittelpunkt zeigt, so wirkt die Coriolis-Kraft als nach Osten ablenkende Kraft (maximal
am Aquator und verschwindend an den Polen). Wenn die Relativgeschwindigkeit dagegen tangential
zur Erdoberfliche ist, so wirkt die Coriolis-Kraft auf der nordlichen (bzw. siidlichen) Halbkugel als

nach rechts (bzw. links) ablenkende Kraft (maximal an den Polen und verschwindend am Aquator).

—2mwes X

Orientierung eines beliebigen endlichdimensionalen reellen Vektorraumes Es sei V ein
endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Zwei Basen in V' heiflen gleich orientiert, wenn die Deter-
minante der Matrix des Wechsels von der ersten Basis zur zweiten (oder von der zweiten zur ersten)
positiv ist. Offenbar zerfillt die Menge aller Basen in V' in zwei disjunkte Teilmengen M; und Ms, so
daf alle Basen aus M; (bzw. aus M) untereinander gleich orientiert sind. Man sagt, daf8 eine Orien-
tierung in V' gewéhlt ist, wenn eine der beiden Mengen M, oder M, ausgezeichnet ist. Die Basen aus
dieser ausgezeichneten Menge heiflen dann positiv orientiert, die anderen negativ orientiert.

In R™ z.B. bietet sich eine kanonische Wahl der Orientierung an: Man zeichnet diejenige der Mengen
M; und M, aus, in der die kanonische Basis liegt, d.h. man nennt alle die Basen positiv orientiert,
die zur kanonischen Basis gleich orientiert sind. Wenn V' aber z.B. ein echter Unterraum des R" ist,
so existiert im allgemeinen keine kanonische Wahl einer Orientierung in V.

Wenn dim V' = 1 (bzw. 2 bzw. 3) ist, so bedeutet die Wahl einer Orientierung in V' die Festlegung
einer “Richtung” (bzw. einer “Drehrichtung” bzw. einer “Schraubenrichtung”) in V.

Wenn V' eine Hyperebene in einem Vektorraum W ist und wenn in W schon eine Orientierung fest-
gelegt ist, so kann man eine Orientierung in V' dadurch wéhlen, dafl man eine Einheitsnormale w an
V' auszeichnet und dann festlegt, dafi eine Basis vy, --,v,_1 in V positiv orientiert sein soll, wenn
die Basis v, -, v,_1, w positiv orientiert in W ist. Wenn W z.B. der R?® mit seiner kanonischen
Orientierung ist und wenn V eine Ebene durch den Nullpunkt in R? ist, so bedeutet diese Wahl der
Orientierung in V folgendes: Wenn man aus dem Halbraum in R3, in den die ausgezeichnete Normale
w zeigt, auf V' schaut, so ist die entsprechende “Drehrichtung” gegen den Uhrzeigersinn gerichtet.

Vektorprodukt in einem beliebigen endlichdimensionalen reellen orientierten Vektor-
raum mit Skalarprodukt Es sei V' ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt, dimV = n, und

in V sei eine Orientierung fixiert. Dann wird das Vektorprodukt v, x --- X v,,_1 € V von Vektoren
v1,...,0,_ 1 € V folgendermaflen definiert: v; X - -+ x v,,_1 = 0, falls die Vektoren vy, ..., v,_1 linear
abhéngig sind. In gegenteiligen Fall ist v; X - - - X v,,_; eindeutig definiert durch die Festlegungen, dafl
die Vektoren vq,...,v,_1,v1 X -+ X v,_1 positiv orientiert sein sollen und daf} gelten soll
V) X+ X Up_1 € (Span{vla SRR vn—l})J_>
V1V (VNI D)) V1 Up-1
V1 Vo Vo - Vo V2 - VUp_1
||’Ul X oo X ’Un_1|| = det
V1-Up-1 V2-Up_—1 ... Up_1'Up
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7 Lineare Gleichungssysteme

In diesem Kapitel werden lineare Gleichungssystem

a11T1 + a12T2 + -+ 10Ty = Y1
2171 + A22T2 + -+ -+ A2, Ty = Yo

(7.1)
11 + Qa2 + -+ -+ QT = Ym
betrachtet. Anstelle von (7.1) schreibt man auch kompakter Ax = y. Dabei sind
aix G2 ... Qin Y1 21
A= a:21 a:22 a?n e M(m x n;K), y= y:2 e K" bzw. x = 112 e K"
ar‘nl ar‘n2 e Clr;m ym In

die gegebene Koeffizientenmatrix, der gegebene Vektor der rechten Seiten bzw. der gesuchte Vektor
der Unbekannten. Bei der Diskussion des Losungsverhaltens von (7.1) spielt ferner die sogenannte
erweiterte Koeffizientenmatrix

@11 A2 ... dip Y1
Q21 Q22 ... QA2n Y2

[Ay] = . o . | €eM(m x (n+1);K)
Am1 Am2 -+ Amn  Ym

eine Rolle. Das Gleichungssystem (7.1) heifit homogen, wenn y = 0 ist.

Notwendige und hinreichende Losbarkeitsbedingung Das Gleichungssystem (7.1) besitzt ge-
nau dann mindestens eine Losung, wenn

rang [A y| = rang A. (7.2)

Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn y - v = 0 fiir alle v € K™ mit A*v = 0. Mit anderen
Worten: Es gilt
K™ =1im A @ ker A* (orthogonale Summe).

Die Menge der y, die (7.2) erfiillen, ist im A, also ein Unterraum in K™ der Dimension rang A. Wenn

(7.2) erfiillt ist, so ist rang[A y] = rang A die maximale Anzahl linear unabhéngiger Gleichungen in
(7.1).

Die Lésungsmenge als affiner Unterraum Es sei @y € K” eine beliebige Losung von (7.1), dann
gilt wegen (3.2)

{x eK": Az =y} =z,+ {x € K": Az =0},
d.h. die Losungsmenge von (7.1) ist, wenn sie nicht leer ist, gleich dem affinen Unterraum axq + ker A.
Insbesondere gilt wegen (1.4) und (5.4): Wenn eine Losung von (7.1) existiert, so ist die Dimension

der Losungsmenge gleich
dim{x € K": Ax =y} =n —rang A,
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d.h. die maximale Anzahl linear unabhéngiger Losungen von (7.1) ist gleich der Differenz aus der
Anzahl der Unbekannten und der maximalen Anzahl linear unabhéngiger Gleichungen.

m = n und det A # 0 In diesem Fall gilt (7.2) fiir jedes y € K", und folglich ist (7.1) fiir jede
rechte Seite y 1osbar. Die Losungsmenge besitzt die Dimension n — rang A = 0, d.h. die Losung ist
eindeutig. Mit anderen Worten: Wenn die homogene Gleichung Az = 0 nur die Lésung = 0 besitzt,
so besitzt die inhomogene Gleichung Ax = y fiir jede rechte Seite genau eine Losung, ndmlich, nach
der sogenannten Cramerschen Regel,

aiy ... Q-1 Y1 Q41 ... Qin

T = det

det A

am1 .-+ Gnj—1 Yn Gnj+1 ... Gnp

Die Losung @ héingt glatt von A und y ab.

m = n und det A = 0 In diesem Fall besitzt (7.1) nur fiir spezielle rechte Seiten y eine Losung,
némlich nur fiir solche, die (7.2) erfiillen. Die Dimension des Unterraums dieser y ist rang A, also in
diesem Fall kleiner als n. Die Dimension der Losungsmenge ist n—rang A, in diesem Fall also positiv.

m < n und rang A = m In diesem Fall ist (7.2) fiir jedes y € K™ erfiillt, und folglich besitzt (7.1)
fiir jede rechte Seite y eine Losung. Die Losungsmenge besitzt die Dimension n — m.

m < n und rang A < m In diesem Fall besitzt (7.1) wiederum nur fiir einige spezielle rechten
Seiten y eine Losung, und die Dimension der Losungsmenge ist dann n—rang A, also grofler als n—m.
Die Dimension des Unterraums der y € K™, die (7.2) erfiillen, ist wieder rang A, also kleiner als m.

m > n und rang A = n In diesem Fall besitzt (7.1) ebenfalls nicht fiir alle rechten Seiten y
eine Losung. Die Losungsmenge besitzt dann aber die Dimension n—rang A = 0, d.h. die Losung ist
eindeutig. Die Dimension der Menge der y € K™, die (7.2) erfiillen, ist rang A = n.

m > n und rang A < n Die Dimension des Unterraums der y € K™, fir die (7.1) losbar ist, d.h.
die (7.2) erfiillen, ist in diesem Fall kleiner als n, und die Dimension der Losungsmenge von (7.1) mit
solchen rechten Seiten ist n—rang A, also positiv.

Storungsbetrachtungen Die Fille mit rang A = min {m,n} und nur diese haben die Eigenschaft,
daB sich das Losungsverhalten von (7.1) (m = n: genau eine Losung; m < n: Losungsmenge der
Dimension n — m; m > n: keine Losung) nicht &dndert, wenn man A und y geringfiigig dndert. Alle
anderen Fille haben in gewissem Sinn die gegenteilige Eigenschaft: “Fast jede” kleine Anderung von
A und y éndert das Losungsverhalten (und zwar zu einem der Fille mit rang A = min {m,n}). In
diesem Sinn kann man formulieren: Wenn die Zahl der Gleichungen gleich bzw. kleiner bzw. grofler
als die Zahl der Unbekannten ist, so besitzt “fast jedes” lineare Gleichungssystem genau eine bzw.
unendlich viele bzw. keine Losung.

Der “seltenste” Fall ist rang A =rang|[A y] < n < m: In diesem Fall existieren unendlich viele
verschiedene Losungen, obwohl mehr Gleichungen als Unbekannte auftreten.

Die Losungsmenge als Schnittmenge von affinen Hyperebenen Fiir jedes ¢ moge ein j exi-
stieren, so daB a;; # 0 ist, d.h. keine Zeile von A mége nur aus Nullen bestehen. Dann sind die
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Dimensionen der Unterrdume
{(z1,...,2,) € K" : apx1 + -+ ajpz, = 0} = (span{(a;q, . . .,am)})l, i=1,---,m

und folglich der affinen Unterrdume

(@1, 20) Q@1+ Qi = i} = —— 2 (@i, - .., am) + (span {(ai, . . ., am) > (7.3)

2
Qi+ TGy

gleich n — 1. Solche Unterrdume bzw. affinen Unterrdume nennt man Hyperebenen bzw. affine Hy-
perebenen in K".

Die Losungsmenge von (7.1) ist gleich dem Durchschnitt der affinen Unterrdume (7.3). Wegen (1.6)
ist Dimension der Losungsmenge von (7.1) folglich nicht kleiner als n —m. Durch geeignete Wahl von
A und y kann man mit Hilfe von (7.3) jedes Tupel von m affinen Unterrdumen in K" der Dimension
n — 1 erzeugen. Deshalb kann man die obigen Resultate auch wie folgt geometrisch formulieren:

Es seien Hyperebenen Uy, ..., U,, in K" gegeben, dann gilt: Wenn m < n und dim(U; N ---NU,,) =
n — m ist, so folgt

dim((v1+U1)ﬂ---ﬂ('vm+Um)) =n —m fiir alle vq,...,v,, € R™

Wenn dagegen m > n oder dim(U; N ---NU,,) > n —m gilt, so ist

(v +U) NN (v +Uy) =0 fiir “fast alle” vy, -+, v, € R".

Ubungsaufgabe Verifizieren Sie die obigen Aussagen in den Fillen m =n = 2 bzw. m = 2, n = 3
bzw. m =3, n = 2.

8 Eigenwerte und Eigenvektoren

Es sei A € M(n x n;C), A € C und v € C" mit
Av = )v, v#0.

Dann heilen A bzw. v Eigenwert bzw. Eigenvektor von A. Die Menge aller Eigenwerte von A wird
mit spec A bezeichnet und heiffit Spektrum von A. Die gleiche Terminologie kann man fiir lineare
Abbildungen F' : V — V auf einem beliebigen Vektorraum V' einfiithren. Falls V' endlich-dimensional
ist, gelten dann Analoga zu den fogenden Resultaten.

Charakteristisches Polynom FEine Zahl ) ist Eigenwert von A € M(n x n;C) genau dann, wenn
det (A—AI)=0

ist. Nach dem Hauptsatz der Algebra besteht folglich spec A aus mindestens einer und héchsten n
verschiedenen komplexen Zahlen.
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Geometrische und algebraische Vielfachheit, Eigenraum und verallgemeinerter Eigen-
raum Es sei A\ Eigenwert von A € M(n x n;C).

(i) Der Unterraum ker(A — AI) aller Eigenvektoren zu A heift Eigenraum zu A, und seine Dimensi-
on heiflit geometrische Vielfachheit von A\. Mit anderen Worten: Die geometrische Vielfachheit eines
Eigenwertes ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger Eigenvektoren zu diesem Eigenwert.

(ii) Es existiert ein I € {1,---,n}, so dafl gilt

rang (A — A" > rang(A — AD)* fir k=1,...,1,
rang (A — M)* = rang(A — A\ fiir k> 1.

Der Unterraum ker(A — AI)! heifit verallgemeinerter Eigenraum von ), und seine Dimension heifit
algebraische Vielfachheit von A. Die algebraische Vielfachheit von X ist gleich der Vielfachheit von
A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms, d.h. es gilt a = dim ker ker(A — M\ )! genau dann,
wenn

A
dp

(A=l == () (A= D]y =0 wd () (A= pD),, £0.

Halbeinfache und einfache Eigenwerte Es sei A Eigenwert von A € M(n x n; C). Die geometri-
sche Vielfachheit von A ist gleich der algebraischen Vielfachheit (d.h. der Eigenraum ist gleich dem
verallgemeinerten Eigenraum) genau dann, wenn

rang (A — \I) = rang (A — \I)*.

In diesem Fall heifit A halbeinfacher Eigenwert. Wenn insbesondere die algebraische (und folglich auch
die geometrische) Vielfachheit gleich Eins ist, so heifit A einfach.

Faktorzerlegung des charakteristischen Polynoms Es seien \,...,\,, die Eigenwerte einer
Matrix A € M(n x n;C), und die entsprechenden algebraischen Vielfachheiten seien ay, ..., a,,. Dann
gilt a1 + - -+ a,, = n und

det(A = AT) = (A — A (Ag — A)%2 - (A — A)*.

Zerlegung des C" mit Hilfe der verallgemeinerten Eigenrdume Es seien \,..., \,, die Ei-
genwerte einer Matrix A € M(n x n;C), und die entsprechenden algebraischen Vielfachheiten seien
ai, ..., ay,. Dann sind ker(A—\;I)% die entsprechenden verallgemeinerten Eigenrdume (i = 1,...,m),
und es gilt

C" =ker(A—MI)" @ker(A — X I)? & --- @ ker(A — N\, ).
Insbesondere sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig.

Matrizen mit ausschliefllich einfachen Eigenwerten Eine Matrix A € M(n x n;C) besitzt
ausschliefllich einfache Eigenwerte genau dann, wenn sie n verschiedene Eigenwerte besitzt. Diese
Eigenschaft besitzen in gewissem Sinn “fast alle” Matrizen, es gilt ndmlich:

(i) Wenn A ausschlieflich einfache Eigenwerte besitzt, so gilt fiir alle B € M(n x n;C), die “hinrei-
chend nahe” bei A liegen, dafl auch B ausschliellich einfache Eigenwerte besitzt.
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(ii)) Wenn A nicht ausschliefllich einfache Eigenwerte besitzt, so existieren Matrizen B € M(n x n; C),
die “beliebig nahe” bei A liegen und die ausschlieflich einfache Eigenwerte besitzten.

Storungsverhalten einfacher Eigenwerte Es sei A ein einfacher Eigenwert von A € M(n x n; C),
und B € M(n x n;C) sei beliebig fixiert. Dann existieren positive Zahlen ey und §, so dafl fir alle
€ € (—€p, €) genau ein Eigenwert A\, von A + eB mit |\, — | < § existiert. Dabei gilt A, — A fiir
€ — 0. Mit anderen Worten: Einfache Eigenwerte hingen stetig von der entsprechenden Matrix ab.
Das Storungsverhalten von Eigenwerten, die nicht einfach sind, ist erheblich komplizierter.

Matrizen mit ausschliefllich halbeinfachen Eigenwerten und Hauptachsentransformation
Eine Matrix A € M(n x n; C) besitzt ausschlielich halbeinfache Eigenwerte genau dann, wenn in C*
eine Basis existiert, die aus Eigenvektoren von A besteht.

Genauer gesagt gilt folgendes: Es seien Aq, ..., \,, die Eigenwerte von A, und alle seien halbeinfach.
Ferner sei g; die geometrische (und algebraische) Vielfachheit von A;, und wjy,... v, sei eine Basis
im zu A; gehorenden Eigenraum ker(A — A\ I) (j = 1,---,m). Dann ist vq,..., V14, Va1, .- ., Umg,.

eine Basis in C". Insbesondere gilt n = ¢; + - - - + ¢,,, und
C'=ker(A—MI)&---dker(A -\, I). (8.1)

Die Matrix-Darstellung von A in dieser Basis ist eine Diagonalmatrix, auf deren Diagonalen die
Eigenwerte von A (so oft, wie ihre Vielfachheit ist, und in der entsprechenden Reihenfolge) stehen,
d.h. es gilt

A 0 ... 0 0 ... 0]
0 A\ ... 0 0 ... 0

CAC'=|0 0 ... A\ 0 0 0 |, (8.2)
0 0 0 A 0
L0 0 ... 0 0 ... A\l

wobei C' die Matrix des Basiswechsels von der kanonischen Basis zur Eigenvektor-Basis ist. Den
Ubergang von der Matrix A zur Diagonalmatrix CAC~" nennt man auch Hauptachsentransforma-
tion von A. Falls K = R ist und alle A; reell sind, so besagt die Darstellung (8.2), dal A die Geraden
span{C~'e;} auf sich abbildet und dabei um den Faktor \; streckt.

Hermitesche Matrizen Eine Matrix A € M(n x n;C) heift hermitesch (oder selbstadjungiert),
wenn A = A" gilt. Die Eigenwerte hermitescher Matrizen sind alle halbeinfach und reell, und die
direkten Summen in (8.1) sind alles orthogonale Summen. Mit anderen Worten: Es existiert eine
Orthonormalbasis in C", bestehend aus Eigenvektoren von A, so dal die Matrix-Darstellung von A
bzgl. dieser Basis eine Diagonalmatrix ist (mit den Eigenwerten von A auf der Diagonalen). In diesem
Fall gilt

A|v]]? < Av-v < Ay |v? fiir alle v € C™.

Dabei sind A_ bzw. A, der kleinste bzw. der grofite Eigenwert von A.

Matrizen mit nicht halbeinfachen Eigenwerten und beigeordnete Eigenvektoren Es sei
A Eigenwert von A € M(n x n;C) mit der geometrischen Vielfachheit g und der algebraischen
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Vielfachheit a, und A sei nicht halbeinfach, d.h. ¢ < a. Ferner sei viy,...,v, eine Basis im zu A
gehorenden Eigenraum ker(A — AI'). Dann gilt: Diese Basis kann ergénzt werden zu einer Basis

V11, V12, - -5, V145, V215 - - - Vgl
im zu \ gehorenden verallgemeinerten Eigenraum ker(A — A\I)!. Dabei gilt
A'Ujl = )\'vjl und A'Ujk = >\Ujk + Vjk-1 fir j = 1, ... g und k£ = 2, cey lj. (83)

Die Vektoren vy, . . ., v;;, heiflen beigeordnete Eigenvektoren zum Eigenvektor v;1, und vj1, vjo, . . ., vy,
heifit Jordan-Kette zu v;;. Insbesondere gilt | = max{ly,...,l,;} und l +---+ 1, = a.

Jordan-Basis Es seien \; die Eigenwerte von A € M(n xn; C) mit den geometrischen Vielfachheiten
g; und den algebraischen Vielfachheiten a; (i = 1,...,m). Ferner seien v;;; (j = 1,...,¢;) Basen in
den Eigenrdaumen ker(A — A1), und vy, (K =1,...,1;) seien Jordan-Ketten zu den Eigenvektoren
v;;1. Dann bilden die Vektoren aller dieser Jordan-Ketten gemeinsam eine Basis (eine sogenannte

Jordan-Basis) in C", insbesondere gilt
m  gi

ZZlij:n.

i=1 j=1

Die Matrix-Darstellung von A bzgl. dieser Basis, angeordnet in der Reihenfolge

V111, V1125 - - -, Ulllyg5 V121, V1225 - - -5 V120595 - - - 5 Umginls Umgm2s - - -5 Umgmlmgn, »

kann mit Hilfe von (8.3) leicht konstruiert werden. Sie besitzt eine sogenannte Block-Diagonalstruktur,
d.h. alle ihre Koeffizienten sind Null aufler denen, die in gewissen quadratischen Blocken entlang der
Diagonale von A liegen. Diese Blocke sind die sogenannten Jordan-Késtchen

[\, 1 0 ... 0 0
0 A 1 0 0
0 0 0 ... A\ 1

0 0 0 ... 0 A |

Es treten gy + - - - + g, Jordan-Késtchen auf, ndmlich zu jedem Basis-Vektor v;;; eins (mit der Sei-
tenlénge [;;). Diese Matrix-Darstellung von A heifit Jordansche Normalform von A. Sie ist, bis auf
die Reihenfolge der Jordan-Késtchen, eindeutig durch A bestimmt, obwohl bei der Wahl der Jordan-
Basis sehr viele Freiheiten existieren: Die Basen in den Eigenrdumen konnen beliebig gewahlt werden,
und jeder beigeordnete Eigenvektor w zu einem Eigenvektor v kann durch v + w ersetzt werden.

Reelle Matrizen Es sei A € M(n x n;R) eine Matrix mit reellen Koeffizienten. Dann kénnen
trotzdem einige oder sogar alle ihrer Eigenwerte nicht reell sein.

Ein reeller Eigenvektor v € R” zu einem Eigenwert A von A existiert genau dann, wenn A reell ist.
Dabei sind die Dimensionen von ker(A — AI') und ker(A — \I)!, aufgefaft als Unterriume von R™,
gleich den Dimensionen von ker(A — M) und ker(A — \I)!, aufgefafit als Unterriume von C". Mit
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anderen Worten: Die geometrischen und die algebraischen Vielfachheiten reeller Eigenwerte reeller
Matrizen kénnen “in R™ bestimmt werden.

Konjugiert-komplexe Eigenwertpaare reeller Matrizen Wenn A Eigenwert von A € M(n x
n;R) ist, so ist auch X\ Eigenwert von A, und die entsprechenden geometrischen und algebraischen
Vielfachheiten sind gleich. Wenn ferner v € C" ein Eigenvektor zum Eigenwert A ist, so ist auch v
ein Eigenvektor zu dem Eigenwert A\. Wenn schlielich v, vq, v, . .., v; eine Jordan-Kette zu v ist, so
ist auch v, vy, v,,...,v; eine Jordan-Kette zu v.

Beispiel Das charakteristische Polynom der reellen 2 x 2-Matrix
a b
A-|2 ]

det{a;A b }:)\2—(a+d))\+ad—bc.

ist

Die beiden Eigenwerte
1
A2 = §(a +d+ +/(a—d)?+ 4bc) (8.4)

bilden ein konjugiert-komplexes Eigenwertpaar, wenn (a — d)? < —4bc ist. Andernfalls sind sie reell.
Zugehorige Eigenvektoren v, o miissen der Gleichung

(A—)\12I)’012:{%(a_dq:\/(a—dy#—llbc) b
’ ’ c

1(d—aF +/(a—d)?+4bc) vz =0

geniigen. Folglich sind z.B.
v12 = (2b,d —a £ /(a — d)? + 4bc)
zugehorige Eigenvektoren, falls b # 0 ist. Im Fall b = 0 sind z.B.

v — (0,1) falls a < d,
! (2(a —d),c) falls a >d,

bzw.
oo — (2(a —d),c) falls a <d,
27 (0,1) falls a > d,

zu A\; bzw. Ay gehorende Eigenvektoren. Wenn (a — d)? # —4bc ist, so sind die beiden Eigenwerte
(8.4) verschieden und folglich einfach.
Es sei nun

(a — d)* = —4bc. (8.5)

Dann besitzt A genau einen Eigenwert
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Er ist genau dann halbeinfach, wenn der Rang von

| V—bc b
A —+/=bel = . e

gleich dem Rang von (A—+/—bcI)?, also Null, ist. Folglich besitzt A genau dann einen nicht einfachen,
aber halbeinfachen Eigenwert, wenn @ = d und b = ¢ = 0 (und dann sind alle v € R? Eigenvektoren).
In diesem Sinn gilt fiir “fast alle” reellen 2 x 2-Matrizen, die einen nicht einfachen Eigenwert besitzen,
daf} dieser auch nicht halbeinfach ist. Ein analoges Resultat existiert auch fiir n x n-Matrizen.

Es sei schliellich (8.5) erfiillt, aber b # 0 oder ¢ # 0, d.h. der Eigenwert (8.6) sei nicht halbeinfach.

In diesem Fall miissen Eigenvektoren v bzw. diesen beigeordnete Eigenvektoren w den Gleichungen
(A—+/=bcI)v =0 bzw. (A — v/—bcl)w = v geniigen. Losungen sind z.B.

v — (b,—v/—bc) falls b#0,
] (0,¢) falls b =0,

und

w — (0,1) falls b#0,
] (1,0) falls b=0.

Die Vektoren v und w bilden dann eine Jordan-Basis in R?. Eine Basis in R?, die nur aus Eigenvek-
toren besteht, existiert in diesem Fall nicht.

Reelle Matrizen mit ausschliellich einfachen Eigenwerten Es seien )\, ..., \, die Eigenwerte
von A € M(n x n;R), alle Eigenewerte seien einfach, die nicht rellen Eigenwerte seien A1, ..., Ay,
und sie seien folgendermaflen zu konjugiert-komplexen Paaren angeordnet: A\ = A2, Aame1 = Aom.
Ferner seien wvq,...,v, entsprechende Eigenvektoren, und es gelte v; = v3,..., V9,1 = Vs, und
Vomait, - - -, U, € R™. Dann bilden die Vektoren

Re'vl, Im'vl, R,e’l)g, ey Im’Ugm_l, Vom+1, U2m+2, - - -, Up

eine Basis in R", und bzgl. dieser Basis besitzt A folgende Matrix-Darstellung:

[ ReA; —Im )\ 0 0 0 0 0 0 0 7
ImA; Rel) 0 0 0 0 0 0 0
0 0 ReXs —ImAj 0 0 0 0 0
0 0 ImAs; Rels 0 0 0 0 0
0 0 0 0 . Re )\2m—1 —Im )\Qm_l 0 0 0
0 0 0 0 ... Im )\Qm—l Re )\Qm_l 0 0 0
0 0 0 0 0 0 Aoma1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 A2mt2 0
0 0 0 0 ... 0 0 0 0 .. M|

Wenn m > 0 ist, existiert allerdings keine Basis in R", bzgl. derer die Matrix- Darstellung von A
Diagonalgestalt hat.
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Im Fall reeller Matrizen mit ausschlieflich halbeinfachen Eigenwerten existiert ein analoges Resul-
tat. Der Fall reeller Matrizen mit moglicherweise nicht halbeinfachen Eigenwerten ist, wie schon bei
komplexen Matrizen, komplizierter.

Reelle symmetrische Matrizen Wenn die relle Matrix A € M(n x n;R) symmetrisch ist, d.h.
wenn A = A7 gilt, so existiert eine Orthonormalbasis in R”, bestehend aus Eigenvektoren von A, so
dafl die Matrix-Darstellung von A bzgl. dieser Basis eine Diagonalmatrix ist (mit den Eigenwerten
von A auf der Diagonalen). Die Matrix C in (8.2) ist dann orthogonal, d.h. C~' = C* und A
ist eine Streckung in die zueinander orthogonalen Richtungen, die durch die Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren gegeben sind, jeweils um den Faktor, der durch den entsprechenden Eigenwert gegeben
ist.

Anwendungsbeispiel: Quadriken (Kurven und Flichen zweiter Ordnung) Es seien A €
M(n x n;R) eine symmetrische Matrix, @ € R" ein Vektor und a € R eine Zahl. Dann heifit die
Menge aller Punkte & € R", die die Gleichung

Az -z +a-xz+a=0

erfiillen, zu A, a und «a gehérende Quadrik.
Es sei det A # 0. Dann gilt

Aly - ;A7) (y— A a) ta-(y— A a) to=Ay-y o Aa-a

Mit Hilfe dieser Darstellung 148t sich die Form der Quadrik leicht diskutieren.

Es sei z.B. n = 2, und A\, Ay seien die Eigenwerte von A. Ferner seien v; und v; zugehorige Eigen-
vektoren mit v; - vo = 0 und ||v1| = [Jv2| = 1. Wenn nun die Zahlen A;, > und >Aa - a — « alle
positiv oder alle negativ sind, so ist die Quadrik eine Ellipse (im Spezialfall ein Kreis), deren Zentrum
im Punkt —1/2A 'a liegt, und deren Hauptachsen )\1_1/2'01 und )\2_1/2'02 sind. Wenn die Zahlen Ay,
Ao gleiches Vorzeichen haben, aber %Aa -a — « das entgegengesetzte Vorzeichen besitzt (bzw. Null
ist), so ist die Quadrik leer (bzw. besteht aus einem Punkt). Wenn die Zahlen A1, Ay unterschiedliches
Vorzeichen haben, und iAa -a — « nicht Null ist (bzw. Null ist), so ist die Quadrik eine Hyperbel
(bzw. besteht aus zwei nichtparallelen Geraden).

Im Fall n = 3 sind natiirlich mehr verschiedene Quadrikformen zu unterscheiden. Hier treten u.a. El-
lipsoide (wenn alle Eigenwerte und iAa-a—a gleiches Vorzeichen besitzen) und einschalige und zwei-
schalige Hyperboloide (wenn die Eigenwerte unterschiedliche Vorzeichen besitzen und %Aa ca—a#0
ist) auf.

Etwas komplizierter ist der Fall det A = 0, d.h. wenn mindestens ein Eigenwert von A gleich Null
ist. Dann treten u.a. Parabeln (im Fall n = 2) und elliptische und hyperbolische Paraboloide (im Fall
n = 3) auf.

Positiv definite Matrizen Eine reelle symmetrische Matrix [a;;] € M(n xn;R) heifit positiv definit,
wenn alle ihre Eigenwerte positiv sind. Nach der sogenannten Regel von Sylvester ist das genau dann
der Fall, wenn die Determinanten der sogenannten Hauptminore



alle positiv sind. Zum Beispiel ist eine reelle symmetrische 2 x 2-Matrix [a;;] positiv definit genau
dann, wenn a1, > 0 und aias — a2, > 0 ist.

Anwendungsbeispiel: Minima von glatten Funktionen mehrerer Veridnderlicher Es sei
f: R™ — R eine glatte Funktion, deren erste partielle Ableitungen in einem fixierten Punkt oo € R"
alle verschwinden. Ferner sei die sogenannte Hessesche Matrix

[8225% (mo)]

der zweiten partiellen Ableitungen in diesem Punkt positiv definit. Dann ist &g ein strenges lokales
Minimum von f, d.h. es existiert ein € > 0, so daf fiir alle x € R™ mit 0 < ||z|| < € gilt f(xo+ x) >
f(®o).

Die Wurzel aus einer positiv definiten Matrix Es sei A € M(n x n;R) eine positiv definite
Matrix. Dann existiert genau eine positiv definite Matrix AY? € M(n x n;R) (die sogenannte Wurzel
aus A), so daB A'Y2AY? = A ist. Dabei gilt fiir jeden Eigenwert A von A und jeden Eigenvektor v
zu \, daB AY?v = V)w ist.

Polarzerlegung Es sei A € M(n x n;R) eine invertierbare Matrix. Dann sind die Matrizen AT A
bzw. AAT positiv definit und besitzen folglich Wurzeln U bzw. V. Ferner existiert eine orthogonale
Matrix Q € O(n;R), so dafl gilt

A=QU =VQ.

Wenn \; die Eigenwerte von U mit Eigenvektoren v; sind, so sind die \; auch Eigenwerte von V' mit
den Eigenvektoren Qu;.

Mit anderen Worten: Wenn man A als “Deformation” des Raumes R™ auffalt, so kann man die-
se Deformation auf zweierlei Art als Nacheinanderausfithrung zweier “elementarer Deformationen”
darstellen. Bei QU wird zunéchst die “reine Streckung” U (Streckung um die Faktoren )\; in die
Richtungen v;) und danach die “starre Deformation” @ (Drehung oder Drehung mit Spiegelung)
durchgefiihrt. Bei V' Q wird zunéchst dieselbe starre Deformation durchgefiihrt und danach eine reine
Streckung mit denselben Streckungsfaktoren, aber anderen Streckungsachsen. Diese Betrachtungs-
weise wird in der Kontinuumsmechanik benutzt.

9 Tensoren

Multilineare Abbildungen Es seien Vi, ..., V,, und W Vektorrdume iiber K (iiberall gleiches K).
Eine Abbildung F: Vi x --- x V,, — W heifit multilinear, wenn fiir alle j = 1,...,n,u;,v; € V; und
A\ p€ Kogilt

F(’Ul, N O >\’U,j —+ MU, V541, .. .7’Un) =
= AF(vq,...,0j_1,U;,V41,...,0,) + pF(v1, ..., 01,0}, V41, ...,0,).

Die Menge aller multilinearen Abbildungen von Vj x --- x V,, nach W wird mit £(Vi,...,V,; W)
bezeichnet. Die Elemente von L(V;, Va; W) heiBen bilinear. Die Menge L£(V3, ..., V,; W) ist ein Vek-
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torraum iiber K mit den Operationen

(F+G)(vy,...,v,) = F(vy,...,v,)+G(vy,...

V) | g
()\F)(vla"'avn) = )\F(’Ul,...,’Un), } fiir alle /Ule‘/lv'”avnevn.

Wenn Vi, ..., V, und W endlich-dimensional sind, so gilt

dim L(V4,...,V; W) =dim V; - - - dim V,, dim W.

Lineare und multilineare Abbildungen Die im Spezialfall n = 1 durch die obige Definition er-
zeugte Menge L£(V1; W) ist der in Sektion 3 eingefithrten Menge £(V7; W) der linearen Abbildungen
von Vi nach W gleich, d.h. der Begriff der multilinearen Abbildung ist eine natiirliche Verallgemei-
nerung des Begriffs der linearen Abbildung. Im Fall n > 1 sind lineare und multilineare Abbildungen
allerdings sehr verschiedene Objekte: Eine lineare Abbildung von V; x --- x V,, nach W, die nicht die
Nullabbildung ist, ist nicht multilinear, und eine multilineare Abbildung von V; x --- x V,, nach W,
die nicht die Nullabbildung ist, ist nicht linear. Ferner besitzen die Vektorrdume £(V} x - -+ x V,,;; W)
und L£(V3, ..., V,; W) auch verschiedene Dimensionen, denn es gilt wegen (1.5) und (3.1)

dim L(Vy X -+ x Vy; W) = (dim V; + ... + dim V,,) dim W,

Zum Beispiel bildet die bilineare Abbildung (u,v) € R? — uv € R eine Basis in dem eindimensionalen
Vektorraum L(R,R;R), wihrend die linearen Abbildungen (u,v) € R? — u € R und (u,v) € R? —
v € R eine Basis in dem zweidimensionalen Vektorraum £(R x R;R) bilden.

Beispiele Die Abbildungen

(u,v) ER3 X R? — u x v € R3,
(A,v) € M(m x n,K) x K" — Av € K™

sind bilinear, die Abbildung
(Aq,...,A,)) e M(m xm,K)" — A;-...- A, € M(m x m,K)

ist multilinear.

Beispiele: Hohere Ableitungen vektorwertiger Abbildungen mit vektorwertigen Argu-
menten

Es seien f : R™ — R" eine glatte Abbildung und zy € R™ ein fixierter Punkt. Dann ist die Ab-
leitung f'(zo) € L(R™;R™) von f in z( eine lineare Abbildung von R™ nach R”, die man z.B. nach
der Formel

[ (zo)v = 11_1}01% (f(xo +1tv) — f(zo)) fiir alle v € R™.

berechnen kann. Die zweite Ableitung f”(xg) € L(R™,R™;R"™) von f in zy ist eine bilineare Abbildung
von R™ x R™ nach R", und es gilt

1" (xo) (v, w) = lim% (f'(zo + tw)v — f'(xo)v) fiir alle v,w € R™.

t—0
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Analog ist die j-te Ableitung fU)(zo) € L(R™,...,R™;R") von f in x, eine multilineare Abbildung
von R™ x ... x R™ (5 Faktoren) nach R". Alle diese multilinearen Abbildungen spielen z.B. in der
Taylor-Formel

k

flzo+v) = Z

J=0

1 _ 1k
%f(j)(xo)(v, o)+ /0 %f(kﬂ)(xo +tv)(v,...,v)dt

eine Rolle.

Im weiteren sei stets V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K.

Lineare Funktionale, dualer Raum und duale Basis Eine lineare Abbildung ¢ : V' — K heifit
lineares Funktional oder lineare Form oder Linearform oder Kovektor auf V. Der Vektorraum L£(V'; K)
der linearen Funktionale auf V' wird mit V* bezeichnet und heifit dualer Vektorraum zu V. Zu jeder
Basis by, ..., b, in V existiert genau eine Basis 8',..., 3" in V* (die sogenannte zu by, ..., b, duale
Basis), so dafl '
B (b;) =9, (9.1)
Dabei ist o
5?-:{ 1 falls ¢ = j,
' 0 sonst

das Kronecker-Symbol, und es gilt

v = Zﬁj(v)bj firalle veV, = Zgo(bj)ﬁj fiir alle ¢ € V™. (9.2)
j=1

j=1

Einsteinsche Summenkonvention Daf die Indizes der Basisfunktionale 8’ oben geschrieben wer-
den und daf in der Tensorrechnung ein Index des Kronecker-Symbols 55 oben geschrieben wird (im
Gegensatz zur Schreibweise (4.1)), liegt an der sogenannten Einsteinschen Summenkonvention. Diese
besagt, dafl {iber gleiche, oben und unten auftretende Indizes summiert werden soll. Setzt man diese
Konvention voraus, so gehen die Formeln (9.2) iiber in

v=/3F(v)b; fiiralle veV, ¢=¢(b)3 firalle p V"

Diese Konvention erspart nicht nur Schreibarbeit, sondern weist auch haufig auf Fehler in komplizier-
ten Tensorformeln hin: Wenn der gleiche Index zweimal oben oder zweimal unten oder sogar 6fter als
zweimal auftritt, dann ist irgendwas falsch.

Der biduale Vektorraum und seine kanonische Identifizierung mit den Grundraum Der
duale Vektorraum zu V* wird mit V** bezeichnet und bidualer Vektorraum zu V' genannt. Dabei ist
die Abbildung

veVi—aeV™: alp)=¢) firalle p € V*

linear und bijektiv, und man identififiert mit ihrer Hilfe die entsprechenden Elemente von V und V**
und damit die Raume V und V**.

38



Tensoren, Kovarianz und Kontravarianz Eine multilinearen Abbildung von V* x (V*)! nach
K heiit Tensor (k + [)-ter Stufe auf V' oder, genauer, k-fach kovarianter und [-fach kontravarianter
Tensor auf V. Den Vektorraum aller k-fach kovarianten und [-fach kontravarianten Tensoren auf V'
wird mit 7;'(V) bezeichnet. Insbesondere ist dann

I'(V)=V",

also Funktionale sind einfach kovariante Tensoren, und (wegen der Identifizierung von V' und V**)

also Vektoren sind einfach kontravariante Tensoren.

Bemerkung zur Bezeichnungsweise Vektoren v € V sind einfach kontravariante Tensoren auf
V. Andererseits sind Tensoren o € 7}'(V) in gewissem Sinne Vektoren, nimlich Elemente des Vek-
torraumes 7, (V). Das kann aber nicht zur Sprachverwirrung fiihren, weil in der Tensorrechnung der
Begriff “Vektor” ausschlieSlich fiir die Elemente des Grundraumes V' benutzt wird.

Tensorprodukt Fiir zwei Tensoren o € 7,'(V) und 7 € 7,*(V) ist ihr Tensorprodukt o ® T €
T (V) definiert durch

k+m

(0- ® T)(vla co oy Ukm, P15 - - '>Qol+n)
=0

(vla s Uk Py e ey Qol)T(’vk-l-l? cos Uktms Prats -+ - Sol—l-n) (93)

fir alle vy, ..., V4qm € V und 4, ..., ¢, € V*. Das Tensorprodukt besitzt folgende Eigenschaften:
(i) Die Abbildung (o, 7) € (V) x T2(V) — o @ T € T1" (V) ist bilinear.

(i) Es gilt p® (6 ®@T) = (p® o) ® 7, und dieser Tensor wird dann mit p ® o ® T bezeichnet.

(iii) Im allgemeinen ist ¢ @ T # T ® 0. Fir v € V und ¢ € V* z.B. gilt aber stets v ® ¢ = p @ v.

Basen in Tensorrdumen und Koordinaten von Tensoren Es seien by, ..., b, eine Basis in V'
und B, ..., 3" die zu dieser Basis duale Basis in V*. Dann ist

b, ®..b0;, 0" ®...0 0% i,....i,51,-jx=1,...,n}
eine Basis in 7}'(V). Insbesondere ist
dim T/(V) = n**.
Wenn o € 7,'(V) ein Tensor ist und
oc=0""b,®.. .b,®B ®.. 03"

seine Entwicklung nach der obigen Basis (mit Summenkonvention), d.h. wenn die Zahlen a’iijj'i»’ die

Koordinaten von o bzgl. dieser Basis sind, so nennt man diese Zahlen auch (etwas im Widérsg}uch
zum {iblichen Koordinatenbegriff) Koordinaten von o bzgl. der Basis by, ..., b, im Grundraum V.
Dabei gilt o

a;;jjj;’k =o(bj,,....b;, 0", ...,0").
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Duale Paarung Die Abbildung (u,p) € V x V* — ¢(v) € K ist bilinear und folglich ein ein-
fach kovarianter, einfach kontravarianter Tensor auf V, die sogenannte duale Paarung auf V. Die
Koordinaten bzgl. einer Basis by, ..., b, sind 8%(b;) = §! (das Kronecker-Symbol, vgl. (9.1)).

Basiswechsel und entsprechende Koordinatentransformation Esseien by, ..., b, und by, ..., b},
zwei Basen in V, und C = [C?] € M(n x n; K) sei die Matrix des Wechsels von der Basis b; zur Basis
b, (vgl. (4.2) und (4.3)), d.h.

b; = Cb). (9.4)

Wenn B',...,8" und B",...,3" die entsprechenden dualen Basen in V* sind, so ist (C*)~! die
Matrix des Wechsels von der Basis 3; zur Basis 3., d.h. es gilt

B =CiB ud Ci = (b, B").

Es sei schlieflich o € T(V) ein Tensor, und %'~ bzw. ¢/

o 0 selen die Koordinaten von o bzgl. der
Basen b; bzw. b;. Dann gilt

C?l . CSk mi..rp Cﬂ"l . Crl 01...9]
J1

Jk 31 Sk U Jl Jk”

Wenn man diese Formel nach den “neuen” Koordinaten og "' umstellen will, mufi man fiir die

Komponenten der Matrix C~' Bezeichnungen einfiihren Es sei also C' = [C7], d.h.

b, = C'b; und CiCY = CiCY = 4. (9:5)
Dann folgt '
Triak = Cil - GO - Ctoy (5:6)

Hier sind auch die Bezeichnungen “kovariant” und “kontravariant” begriindet: Die unten stehenden,
d.h. kovarianten Indizes der Koordinaten eines Tensors transformieren sich unter einem Basiswechsel
nach der gleichen Regel wie die Basen (ndmlich b = C}'b;), wéhrend die oben stehenden, d.h. kon-
travarianten Indizes sich nach der in gewissem Sinne entgegengesetzten Regel transformieren.

Im weiteren sei stets V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber R mit einem fixierten

Skalarprodukt.

Metrischer Tensor Die Abbildung (u,v) € V? +— u - v € R ist ein zweifach kovarianter Tensor
auf V', der sogenannte metrische Tensor (zu dem gegebenen Skalarprodukt). Seine Koordinaten bzgl.
einer Basis by, ..., b, sind

9ij = bi - b;
(gi; ist eine Standardbezeichnung in der Tensorrechnung). Wenn by, .. ., b, eine Orthonormalbasis ist,
so gilt
1 fallsi=y,
957 0 sonst

Dualitatsabbildung und Transformation von Tensoren beliebigen Typs in rein kovariante
Tensoren Die Abbildung J : V' — V*, die definiert ist durch

(J(v))(u) =u-v firalle u,v €V,
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ist linear und bijektiv und heiffit Dualitédtsabbildung des Euklidischen Vektorraumes V. Mit ihrer Hilfe
identifiziert man héufig die Elemente von V' und V*, d.h. man identifiziert ein lineares Funktional
@ € V* mit dem Vektor J ' € V.

Analog kann man einem beliebigen Tensor o € 7!(V) eineindeutig z.B. einen rein kovarianten Tensor
& € T2,(V) zuordnen nach der Vorschrift

o(vy,..., V) =0V, .., U, J(Vks1),...,J (V) fiir alle vy,... vy €V. (9.7)

Wenn dabei by, ..., b, eine Basis in V ist und a;-i::j-lk bzw. 6. .., die Koordinaten von o bzw. &
bzgl. dieser Basis sind, so gilt

= PR R 0. —b. . b
Ojicdprt = Yingr -+ - 9aii 05, i mit g;; = b; - b;. (9.8)

Wenn insbesondere by, ..., b, eine Orthonormalbasis ist, so gilt 7;,. j,,, = Uﬁﬂj’]w Deshalb ist es
einfach und sinnvoll, dafl man, wenn man ausschlieflich mit Orthonormalbasen arbeitet, alle auf-
tretenden Tensoren in rein kovariante transformiert. Folglich werden in einem Kontext, in dem aus-
schliefllich mit Orthonormalbasen gearbeitet wird, die Begriffe “kovariant” und “kontravariant” meist
tiberhaupt nicht bené6tigt, weil von Anfang an ausschliefllich mit einem Typ von Tensoren gearbeitet
wird.

Bei nicht-orthonormalen Basen kénnen die Transformationen (9.8) allerdings einen erheblichen Re-

chenaufwand erfordern.

Beispiel Wenn o € 7'(V) die duale Paarung auf V ist und & € 7,)(V') definiert ist entsprechend
(9.7), dann ist & der metrische Tensor auf V', denn es gilt

o(u,v)=0(u,J(v)) =(J(v))(u) =u-v firalle u,veV.

Heben und Senken von Indizes Die Abbildung o € (V) — & € T2,(V), die durch (9.8)
“koordinatenweise” bestimmt ist, nennt man auch “Senken aller Indizes”. Es werden auch die ana-
logen Abbildungen “Heben oder Senken einiger Indizes” benutzt, die einem gegebenen Tensor eines
gegebenen Typs einen anderen Tensor eines anderen Typs zuordnen.

Es sei z.B. ein Tensor o € 72(V) mit den Koordinaten o bzgl. einer Basis by, . .., b, gegeben. Dann
definieren die Formeln ‘

5'; = gjkO'ik und O:'; = gjkO'ki mit Gij = bl . bj (99)
zwei im allgemeinen verschiedene Tensoren &,6 € T (V) (genauer deren Koordinaten bzgl. der
gegebenen Basis). Oft schreibt man auch o? ; anstelle von 6; und aji anstelle von 5;, um Schreibarbeit
zu sparen. Dann mufl man aber eine Reihenfolge fiir alle oben und unten stehenden Indizes einfiihren
und beachten. Auf diese Art und Weise kénnen Schreibweisen wie z.B. o, fiir die Koordinaten eines

einfach ko- und dreifach kontravarianten ~Tensors entstehen.
Ubrigens kann man die Tensoren ¢ und & auch basisunabhéngig einfiihren, ndmlich durch

&(v, o) = o(p, J()) und 6(v,p) = o(J(v),¢) firalle veV und ¢ € V*. (9.10)
Koordinatenweiser Zugang zum Tensorbegriff Der Begriff “Tensor” wird bisweilen nicht fiir

das “invariante” (d.h. von der Wahl irgendwelcher Basen unabhéngige) Objekt “multilineare Abbil-
dung von V* x (V*)! nach R” benutzt, sondern fiir die Menge aller seiner Koordinaten bzgl. aller
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moglichen Basen. Die entsprechende Sprachregelung ist dann die folgende:

Ein k-fach kovarianter und [-fach kontravarianter Tensor auf V ist gegeben, wenn fiir jede Basis
bi,...,b, in V Zahlen a;i:::?k (41...4,71 .. Jk = 1,...,n) gegeben sind, wobei (9.6) gelten soll, wenn
die entsprechenden Basen (9.4) gilt. In diesem Sinne ist ein Tensor eine Abbildung “Basis — Koor-
dinatenmenge” mit einer Transformationsregel.

Wenn allerdings nur eine einzige fixierte Basis benutzt wird, so kann man jeden Tensor mit seinen
Koordinaten bzgl. dieser Basis identifizieren. In einem solchen Kontext ist ein k-fach kovarianter und

[-fach kontravarianter Tensor nichts anderes als eine “k + [-dimensionale Matrix”.

Invariantes und koordinatenweises Arbeiten Zwischen den Formeln (9.7) und (9.8) (und analog
zwischen (9.10) und (9.9)) besteht ein wesentlicher Unterschied: (9.7) definiert den Tensor & mit Hilfe
des Tensors o unabhéngig von der Wahl irgendwelcher Basen. (9.8) dagegen definiert fiir jede Basis
by,...,b, Zahlen ¢;,. j,,, (mit Hilfe der Koordinaten a;-ij:j;lk des Tensors o bzgl. dieser Basis). Ob die
so erzeugte Abbildung

(bla SRR bn) = {5-j1---jk+1 : jl .- -jk—i—l = 1a s ,TL}
aber tatsédchlich einen Tensor erzeugt, d.h. ob die Transformationsregel

~/ . /1 Tkl
Ts1osnpr — Csl T Csk+l Oryemieq

(9.11)

erfiillt ist, mufl noch nachgepriift werden. Das ist in diesem Fall nicht schwer, denn (9.11) folgt
unmittelbar aus (9.5), (9.6), (9.8) und der (9.8) entsprechenden Formel

G

_ / /1.0
J1eJk+l Girjy - Gigy

Uj1+l~~~jk+l

mit g;; = bj - b}

Bei anderen “koordinatenweise” eingefithrten Tensoroperationen kann das erheblich komplizierter
sein.

Im weiteren betrachten wir ausschliellich kovariante Tensoren. Anstelle von ¢ k-fach
kovarianter Tensor” sagt man dann einfacher “Tensor k-ter Stufe”.

Symmetrische und antisymmetrische Tensoren Ein Tensor o € 7,2(V) heifit symmetrisch bzw.
antisymmetrisch, wenn gilt

U(vjv BRI vjk) = 0'(,017 BRI vk) bzw. U(vjm Tty vjk) = Ejl---jko-(vl> cee avk)
fir alle vq,..., v, € V und alle Permutationen (ji,...,j;) von (1,..., k). Dabei ist €, j, der in (5.2)
eingefithrte sogenannte Permutationstensor. Antisymmetrische Tensoren werden auch duflere Formen

genannt.
Die Mengen der symmetrischen bzw. antisymmetrischen Tensoren auf V' sind jeweils Unterrdume in
T2(V). Diese Unterrdume werden mit Si(V') bzw. Ay (V) bezeichnet, und es gilt, falls dim V' = n ist,

nn+1)---(n+k—1)
k! ’

dim Sk(V) =

nn—1)---(n—k+1)
k!

dim A (V) = , insbesondere Ay (V) = {0} fur k> n.
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Ferner ist

L(V) = S(V) & Ay (V),

d.h. jeder Tensor zweiter Stufe kann eindeutig als Summe eines symmetrischen und eines antisym-
metrischen Tensors zweiter Stufe (seines sogenannten symmetrischen bzw. seines antisymmetrischen
Anteils) dargestellt werden, ndmlich

o(u,v) = —<0'(u,'v) + a(v,u)) + %(a(u,v) — a(’u,u)) fir alle u,v € V.

Tensoren zweiter Stufe und lineare Abbildungen auf V' (i) Jeder linearen Abbildung F €
L(V) kann man einen Tensor zweiter Stufe o € 7;)(V') zuordnen durch die Vorschrift

o(u,v) = F(u)-v firalle u,veV. (9.12)

Die so definierte Abbildung F ~ o ist linear und bijektiv von £(V') auf 7)(V'), und folglich identi-
fiziert man héaufig lineare Abbildungen mit den entsprechenden Tensoren zweiter Stufe (und umge-
kehrt). Dabei gilt

oy = a;; furalle 4,7 =1....,dimV,

wobei o;; die Koordinaten von o bzgl. einer gegebenen Orthonormalbasis in V' sind und [a;;] die
Matrixdarstellung von F' bzgl. dieser Basis.

(ii) Wenn man Vektoren mit Funktionalen indentifiziert, so ist, fiir gegebene u,v € V, u ® v ein
Tensor zweiter Stufe. Wenn man die diesem Tensor zweiter Stufe entsprechende lineare Abbildung
ebenfalls mit u ® v bezeichnet, so gilt wegen (9.3) und (9.12)

(u®@v)(w) = (u-w)v firalle weV.
Insbesondere ist, wenn by, ..., b, eine Basis in V ist, {b; ® b; : i,j =1,...,n} eine Basis in L(V).
Anwendungsbeispiel: Trigheitstensor Das Gebiet 0 C R? beschreibe einen starren Kérper,

der sich mit der Winkelgeschwindigkeit w € R? drehe, und die Abbildung m : Q@ — R sei seine
Massendichte. Dann ist

L:/Qm(:c)<]|:c||2w—(w-:c):c)d:c

der Drehimpuls des Korpers. Die lineare Abbildung w +— L bzw. der ihr entsprechende Tensor
I= / m(w)(||ac||2g —T® ac)dac € S;(R?)
Q

heifen Trigheitstensor des Korpers. Dabei ist g der metrische Tensor in R3. Ferner ist

1 1 1
—I(w,w):—L-w:—/m(m)]|wxw||2dw
2 2 2 Jq
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die kinetische Energie des Korpers.
Wenn z; (i = 1,2, 3) die Koordinaten bzgl. der kanonischen Basis in R? der unabhiingigen Ortsvaria-
blen x € () sind, so sind

/ m(xy, x2, T3) ((:c% + 25 + 23)6ij — xixj>d:c1dx2dx3 (i,7=1,2,3)
Q

die Koordinaten des Trégheitstensors bzgl. dieser Basis.

Anwendungsbeispiel: Deformationstensor Das Gebiet ) C R? beschreibe einen deformierbaren
Koérper und die Abbildung u :  — R3 seine Deformation. Ferner sei &g € € fixiert. Dann heiflen die
lineare Abbildung F' € L(R?), die definiert ist durch

F(v) — lim u(xo + tv) — u(xy)

fiir alle v € R?,
t—0

bzw. der ihr entsprechende Tensor zweiter Stufe Deformationstensor im Punkt xy. Es gilt
u(xo +v) = u(ao) + F(v) + O(|[v]*) fiir [v]| -0,

und folglich beschreibt der Deformationstensor die infinitesimale Deformation jedes infinitesimalen
Ortszuwachses im Punkt xg.

Wenn x; bzw. u;(x1, 29, 73) (i = 1,2,3) die Koordinaten bzgl. der kanonischen Basis in R?® von der
unabhingigen Ortsvariablen € € bzw. von u(x) sind, so sind die partiellen Ableitungen

axj (wo) (27] - 17273)

die Koordinaten des Deformationstensors bzgl. dieser Basis.

Bisweilen wird auch mit anderen Tensoren, die die infinitesimale Deformationen nahe x, beschreiben,
gearbeitet, z.B. mit dem symmetrischen Anteil des Deformationstensors (dem sogenannten Green-
schen Deformationstensor). Dessen Koordinaten bzgl. der kanonischen Basis in R? sind

8uj
8@-

1(8%

2 8xj (wO) +

(m0)> (i,7=1,2,3).

Anwendungsbeispiel: Spannungstensor Es sei x( ein fixierter Punkt in einem Koérper, und M
sei eine Hyperfliche durch x(, die den Kérper in zwei Teile A und B teilt. Ferner sei n € R? die
Einheitsnormale an M in x, die in B zeigt, und t € R3 sei die Kraft pro Fliche von M, mit der A
auf B in xy wirkt. Dann gilt, dal ¢ von A und B nur iiber n abhingt und daf§ die Abbildung n — ¢
linear ist. Diese lineare Abbildung bzw. der ihr entsprechende Tensor zweiter Stufe in R® heiflen
Spannungstensor in xy. Wenn sich der Kérper in Gleichgewicht befindet, ist der Spannungstensor
symmetrisch.

Tensoren vierter Stufe und lineare Abbildungen auf L£(V) Jeder linearen Abbildung F €
L(L(V)) kann man einen Tensor vierter Stufe o € 7,°(V) zuordnen durch die Vorschrift

o(uy, U, us, uy) = (F(u1 ® u2)> (u3) - uy fiir alle wy,...,uy € V.
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Die so definierte Abbildung F' — o ist linear und bijektiv von L£(L£(V)) auf T.2(V'), und folglich
identifiziert man haufig lineare Abbildungen auf £(V') mit den entsprechenden Tensoren vierter Stufe
auf V' (und umgekehrt).

Anwendungsbeispiel: Hookescher Tensor Deformierbare Materialien, bei denen in jedem Punkt
und bei hinreichend kleinen Deformationen der Spannungstensor linear vom Deformationstensor
abhéngt, heifen elastisch. Die lineare Abbildung, die dabei (in einem fixierten Punkt) dem Defor-
mationstensor den Spannungstensor zuordnet, bzw. der ihr entsprechende Tensor vierter Stufe in R?
heiflen Hookescher Tensor.

Der Vektorraum 7,°(R?) besitzt die Dimension 3* = 81. Allerdings sind bei weitem nicht alle Elemen-
te dieses Vektorraumes auch Hookesche Tensoren, also als elastische Materialgesetze interpretierbar.
Im idealen Fall (isotropes Material, spannungsfreier Referenzzustand) ist die Menge der Hookeschen
Tensoren ein nur zweidimensionaler Unterraum in 7,°(R®). Dieser Unterraum wird z.B. durch die
beiden sogenannten Lamé-Koeffizienten parametrisiert.

Tensorfelder In den meisten Anwendungen héngen die betrachteten Tensoren von Parametern ab. Z.
B. ist der Deformationszustand eines deformierbaren Korpers nicht durch einen Deformationstensor
beschrieben, sondern duch die Abbildung, die jedem Punkt @y, € ) den Deformationstensor F' &€
L(R?) in diesem Punkt zuordnet. Eine solche Abbildung “Punkt +— Tensor” heifit Tensorfeld. Hiufig
wird dann das Wort “Tensor” auch fiir den Begriff “Tensorfeld” benutzt.

Die Untersuchung von Tensorfeldern (mit Hilfe der Differential- und Integralrechnung) ist Gegenstand
der sogenannten Tensoranalysis.

Beispiel: Der Volumentensor in R" Die Abbildung

V11 Vin V11 V12 ... Uin
V21 Van Vo1 V22 ... Uop

( ] e ) € (R™M)" +— det . o . ceR
Un1 Unn Um1i Um2 .- Umn

ist ein antisymmetrischer Tensor n-ter Stufe in R", der sogenannte Volumentensor (oder die soge-
nannte Volumenform) auf R™. Er ordnet einem positiv orientierten n-Tupel von Vektoren in R”"
das Volumen des von ihnen aufgespannten Parallelepipeds zu. Seine Koordinaten bzgl. einer positiv
orientierten Orthonormalbasis in R™ sind (vgl. (5.1)) gleich €;j,...;, (der Permutationstensor). Seine
Koordinaten bzgl. einer beliebigen positiv orientierten Basis by, ..., b, sind

V9 €y.j, mit g = det[b; - b;]i";_,

(g ist eine Standardbezeichnung in der Tensorrechnung).
Wegen dim A, (R™) = 1 ist jeder antisymmetrische Tensor n-ter Stufe auf R™ zum Volumentensor
linear abhéngig.

Beispiel: Der Volumentensor eines Unterraumes des R" Es sei U sei ein k-dimensionaler Un-
terraum von R”, und in U sei eine Orientierung fixiert. Dann existiert genau ein w € A (R"), der
sogenannte Volumentensor von U, so dafl gilt:

Wenn ein beliebiges Tupel von Vektoren vy, ..., v, € R™ gegeben ist, wenn uy, ..., u; € U die ortho-
gonalen Projektionen dieser Vektoren auf U sind, und wenn das Tupel w4, ..., u; positiv orientiert ist,
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so ist w(vy, ..., vy) gleich dem Volumen des von uy, . .., u; aufgespannten Parallelepipeds, ndmlich

Uy Uy UL -Ugy ... U1 UL
Uy Uz Uz -Ugy ... Vo Vg

w(vy,...,v;) = |det . . . . , (9.13)
U - U, U U ... U - UL

Dabei ist das Volumen von Parallelepipeds in R™ induktiv nach dem Prinzip von Cavalieri definiert:
Das Volumen des von einem Vektor v € R™ aufgespannten Parallelepipeds ist gleich ||v||. Das Volumen
des von Vektoren vq,...,v, € R" aufgespannten Parallelepipeds ist gleich dem Produkt aus dem
Volumen des von den Vektoren vy, ..., v, € R" aufgespannten Parallelepipeds und der Linge der
orthogonalen Projektion von vy auf (span{vy,...,vs_1})*.

Die Formel (9.13) ist eine Verallgemeinerung von (6.2) (k =n = 3) und von (6.3) (k =2, n = 3).

Vektoren und antisymmetrische Tensoren zweiter Stufe in R?* Jedem Vektor u € R? kann
man einen Tensor w € As(R3) zuordnen durch die Vorschrift

wv,w)=u-(vxw) fiir alle v,w € R,

Die so definierte Abbildung u — w ist linear und bijektiv von R? auf A,(R3), und folglich identifi-
ziert man manchmal Vektoren und antisymmetrische Tensoren zweiter Stufe in R3. Dabei ist w der
Volumentensor von span{u}*, wenn ||u| = 1 ist und wenn in span{u}* die Orientierung gewéhlt
ist, die durch die Standard-Orientierung in R? und durch die Normale w induziert ist. Der Vektor
u definiert einen homogenen Fluf in R3, und w(v,w) ist dann der Durchsatz dieses Flusses durch
das Parallelogramm, das durch v und w aufgespannt wird (positiv, wenn das Tripel u, v, w positiv
orientiert ist).

Analog kann man Vektoren w € R" mit Tensoren w € A, _;(R") identifizieren.
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