Ubungsaufgaben' ,, Algebra I¢
Serie 8 zum 9.6.04

1. Mit U, V und W werden endlichdimensionale K-Vektorrdume der Dimensionen p,

n bzw. ¢ bezeichnet, fiir die eine exakte Folge

0 U ey e - 0

existiert. Beweisen Sie:

(1) Es existiert eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
I AP(U)@g AY(W) — A™(V), fir die
A(ur Ao Aup) @ (Wi A Awg)) =ur A Auy AW A L Ay,
ist, wenn u; € U und w; € W sind sowie w’; € V' Vektoren bezeichnen, so dass
P(w') = w; gilt.
(2) Der unter (1) gefundene Homomorphismus I ist ein Isomorphismus.

2. Wir betrachten den reellen Standardraum V = R?® mit der kanonischen Basis B =

(61, €9, 63)-

(1) Geben Sie die Basen A'B, A?B und A®B fiir die Vektorrdume AY(V), A%(V)
bzw. A3(V) an.

(2) Bestimmen Sie die Koordinaten der folgenden Vektoren beziiglich der Basen A'B,
und zwar fur

a) 331/\332, WObei Irq :61+€3 U_Hd Lo = —€1+2'62+2'63,

und fir

b) @1 Axg A x3, wobel &1 =€+ ey, &y =€ —2-e; und T3 =2-€; + 2 es.

Ergebnis.
(1) A'B = (€1, €z, €3)
A’B = (e; Ney el Nes,es N es)
AB=(e; Ney Aes).
(2) Wir erhalten durch Ausmultiplizieren
a) T1NTe=—e Ne;+2-e;Nexs+2-e;Nes—esNe;+2-e3Nex+2-e3Ne3 =
0+2-e1Nex+2-e;Nes—esNej+2-esNey+0 = 2-e;Aes+2-e1Nes—esNe;+2-
esNey = 2-e;Neyt+2-e;Nest+ej Nes—2-eaNes = 2-e;Ney+3-e;Nes—2-es N\es,
b) 1 Axs Ax3 =0,
womit in jedem Fall das Koordinatentupel aus den entsprechenden Koeffizienten der
Basisvektoren abgelesen werden kann.
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3. Bestimmen Sie die folgenden dufleren Potenzen, und zwar
(1) A%(A) fiir die Matrix
(2 -2 0 1 )
A=120 0 0 | sowie
2-1-1-2
(2) A*(B) fiir die Matrix
22 =22

B=11-11 =2
01 -1 2

Ergebnis.
4 0 —2000
(1) AA) =] 2 —2-6251
—2-2-4000

(2) A(B)=(0-220)

4. R bezeichnet einen Ring (wie bisher kommutativ, mit Eins) und n, m natiirliche
Zahlen. Beweisen Sie:

(1) Falls ein surjektiver Homomorphismus R™ — R™ von R-Moduln existiert, so ist
m > n.

(2) Folgern Sie insbesondere den (bereits bekannten) Satz, dass aus R™ = R" stets
m = n folgt.

5. ¢ : M — N sei ein Homomorphismus von R-Moduln. Mit o(¢) bezeichnen wir das
Ideal o(p) := > jen+im(f-p) in R, wobei (wie bisher) N* := Hompg(N, R) der duale
Modul zu N ist. Zeigen Sie:

(1) Fir N =R ist o(p) =im(yp).

(2) Ist M =R™, N =R" und A= (a;;) € M(n x m,R) die Matrix von ¢, so gilt
o(p) = i R - aj;.

(3) Sind M, N endlich erzeugte freie Moduln und ist % : N* — M* die transpo-
nierte Abbildung von ¢ : M — N, so folgt o(¢) = o(*p).



