Kapitel 4

Multilineare Abbildungen

In diesem Kapitel werden Abbildungen von Vektorrdumen untersucht, die in
mehreren Argumenten linear sind.

Besonders niitzlich ist fiir uns die Determinante, mit der wir ein weiteres
Werkzeug zur Losung von Gleichungen erhalten. Die Bezeichnung wurde be-
reits 1801 von C. F. GAUSS verwendet; sie steht fiir ein schon vorher bekann-
tes Hilfsmittel zur Untersuchung von Gleichungssystemen. Wir erldutern, wie
sich die Determinante in das Studium multilinearer Abbildungen einordnet.

Einen anderen wichtigen Spezialfall bilden die Bilinearformen. Einige von
ihnen eignen sich dazu, die im Kapitel 6 untersuchten Begriffe der Linge und
des Winkels einzufiihren.

Allgemein sind multilineare Abbildungen durch R&ume von Tensoren gege-
ben, die mittels Universaleigenschaften charakterisiert werden koénnen und so
ein selbststandiges Interesse erlangen.

4.4 Tensorprodukte

Die Untersuchung multilinearer Abbildungen fiihrt ganz allgemein auf die
Frage nach einem klassifizierenden Objekt. Tatséchlich gibt es eine universelle
p-lineare Abbildung, deren Konstruktion zunéchst fiir p = 2 beschrieben wird.

Definition. (Tensorprodukt)

V, W seien K-Vektorriume sowie ¢t:V x W — T eine bilineare Abbildung
mit der folgenden Eigenschaft:

Ist f:V xW — P bilinear, dann existiert genau eine lineare Abbildung
p:T — P mit ¢-t=f, d.h. fiir die das Diagramm

V x W !

NS

kommutiert. Ein solches Paar (T,t) (oder nachlissig einfach der Vektorraum
T) heifit Tensorprodukt von V. und W (iber K).

P

Trotz der etwas abstrakten Begriffsbildung beinhaltet diese Definition nichts
Anderes als eine Prizisierung des zuvor naiv verwendeten Begriffs klassifizie-
rendes Objekt. Fiir einen Vektorraum 7' mit der angegebenen Universalei-
genschaftist Homg (T, P) bis auf Isomorphie der Vektorraum aller bilinearen
Abbildungen V x W — P.

Satz. Zu jedem Paar (V,W) von K-Vektorriumen existiert ein Tensorpro-
dukt (T,t). Es ist bis auf kanonische Isomorphie eindeutig bestimmt, d.h. fir
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Diese Definition sichert noch nicht die
Existenz eines Tensorprodukts — sie
ergibt sich allerdings aus dem
folgenden Satz.
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jedes Tensorprodukt (T',t') von V und W existiert ein eindeutig bestimmter
Isomorphismus v : T — T', fiir den das folgende Diagramm kommutiert:

¢

VW

N

Dariiber hinaus gibt es eine kanonische Konstruktion, die unter den (isomor-
phen) Tensorprodukten von V. und W ein konkretes auswdihlt, es wird von
nun an auch das Tensorprodukt von V und W genannt.

Tatséchlich wird die letzte Feststellung erst im Beweis des Satzes priizisiert.
Wer bereit ist, sich mit der Existenz eines in Abhiingigkeit von Basen konstru-
ierten Tensorprodukts zu begniigen (das damit nur bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt wire), erhiilt dafiir die Anleitung in 4/4/5.

Beweis. Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit. Sie ergibt sich (wie schon
bisher bei Objekten mit Universaleigenschaft) ohne besonderen Aufwand,
denn definitionsgemif existieren eindeutig bestimmte Homomorphismen
Y:T—T und ¢' : T' - T, fiir die das folgende Diagramm kommutiert:

TI

Nach Voraussetzung ist fiir ein Tensorprodukt (7,t) von V und W der
Homomorphismus ¢ = ¢’ -9 : T — T mit o -t = t eindeutig bestimmt.
Offensichtlich gilt auch idy -t = ¢, und die Eindeutigkeit von o ergibt
o = idp, d.h. ¥’ -9 = idy. Analog folgt ¢ - ¢’ = idg», daher ist ¢ ein
Isomorphismus.
Zum Beweis der Existenz eines Paares (T,t) mit der geforderten Eigenschaft
withlen wir fir 7 den Faktorraum T := K(V*W) /U des K-Vektorraumes
KV>*W) nach dem Unterraum U, der von allen Vektoren

(v—l—v’,w)—('v,'w)—(v',w), U7’UI€V7 weWw

(v,w+w') - (v,w) - (v,w'), veEV, ww eW

(av,w) — a(v,w), (v,oaw)—a(v,w), veEV, weW, aeK
erzeugt ist. Dabei wird mit der {iblichen Identifikation V x W als Basis
von KWV*W) betrachtet (vgl. 3/3/9). t : V. x W — T sei das Produkt
der Inklusion V x W — K(V*W) mit dem kanonischen Homomorphismus
7 KV>XW) 4 T, Dann ist t offensichtlich bilinear (U wurde gerade so
definiert, dass die Bilinearitéit auf den Klassen erfiillt ist). Fiir eine beliebige
bilineare Abbildung f:V x W — P haben wir nun zu zeigen, dass genau
eine lineare Abbildung ¢ : T — P mit ¢ -t = f existiert. Dazu untersuchen
wir das folgende Diagramm:

Denken Sie dabei etwa an
Kardinalzahlen, mit denen Sie ohne
Kenntnis der expliziten Konstruktion
rechnen kénnen.
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VxW

Da V x W eine Basis von K(V*W) st existiert nach dem Prinzip der li-
nearen Fortsetzung ein eindeutig bestimmter Homomorphismus

o : KVW) 4 P mit o(v,w) = f(v,w), fir v € V und w € W,
d.h. das #uflere Diagramm kommutiert. Da f bilinear ist, wird das oben
angegebene Erzeugendensystem fiir U durch o auf 0 abgebildet, d.h.
U C ker(o). Deshalb faktorisiert ¢ iiber den kanonischen Homomorphismus
7 : KVXW) 5 7 = KV*W) /U und eine lineare Abbildung ¢ : T — P,
so dass das gesamte Diagramm kommutiert (vgl. 3/2/16 ). Die Eindeutigkeit
von ¢ folgt aus der Surjektivitit der Abbildung =: Ist ¢' : T — P mit
@' -t = f, so muss auch ¢' -7 = o sein (aufgrund der Eindeutigkeit der
linearen Fortsetzung), also ist ¢’ - 7™ = ¢ - w, und die Surjektivitét von
impliziert ¢' = ¢. d

Bezeichnungen. Das Tensorprodukt 7" von V und W {iber K wird mit
V @k W oder (bei fixiertem Grundkérper K) nachlissig mit V @ W be-
zeichnet, die Elemente von T heiflen Tensoren. Fiir die zugehorige kanonische
bilineare Abbildung ( Tensorabbildung) t =ty,w : VxW -V @k W setzen
wir t(v,w) =: vQw. Die Vektoren v®w werden zerfallende, auch zerlegbare
Tensoren genannt.

Die Menge der zerfallenden Tensoren heifit Segre-Kegel von V @ gk W und ist
im Allgemeinen kein Unterraum.

Bemerkung. (Rechenregeln fiir Tensoren)

(1) Jedes Element von V @ g W ist Summe (endlich vieler) zerfallender Ten-
soren, d.h. {v@w | v € V, w € W} bildet insbesondere ein Erzeugen-
densystem des Vektorraumes V @ W.

(2) Die Bilinearitit der Tensorabbildung t: VxW — V @k W findet ihren
Ausdruck in den folgenden Rechenregeln.

w+v)ew=vw+v w, v,v'eV,weW
v (wt+w)=vw+vew, veV, w,w eWw
(av)@w=a(vQw)=vQ (aw), veV,weW, acK

Aus Basen in V und W lassen sich — wie nachfolgend erliutert — Basen des
Produkts V @ k W gewinnen.

Bemerkung.
By = (vi)ier und Bw = (w;);ecs seien Basen der Vektorrdume V bzw. W.

(1) Es existiert eine bilineare Abbildung ' : V x W — K*J) mit

(Z$ivi,zijj)’_> Z ziy;-(3,7),

iel jed (4,)ETXT
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wobei (2;)ier bzw. (y;)jcs Koordinatenfamilien von Vektoren aus V
bzw. W bezeichnen. Dadurch werden die Paare (v;,w;) auf die Ele-
mente (i,5) der kanonischen Basis von K(/*/) abgebildet. Nach dem
Prinzip der linearen Fortsetzung existiert fiir jede bilineare Abbildung
f:V xXW — P eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

@ : KI5 P fiir die das Diagramm

VxW

~ A

K(IXJ)

kommutiert. Daher erfiillt ¢ die Universaleigenschaft des Tensorpro-
dukts. Es folgt K (IxJ) = V @x W mit einem eindeutig bestimmten
Isomorphismus, der die bilineare Abbildung ¢ und die Tensorabbildung
von V x W respektiert; die Vektoren t'(v;,v;) € K(I*7) werden durch
ihn auf v; @ w; abgebildet. So ergibt sich auch:

(2) By®Bw = (vi®w;j)(;,j)erxs ist eine Basis von V®@x W, insbesondere
dimg (V @ x W) = dimg (V) - dimg (W).
(3) Ein Tensor u € V @ W ist stets von der Gestalt
u = Z uijvi Qwj,
iel,jeJ
wobei (u)(; jyerxs die Koordinatenfamilie von u beziiglich der Basis
By ® By bezeichnet. Die Zahlen u* werden auch Tensorkomponenten
des Tensors u beziiglich der Basis By ® By genannt. Fiir V = W
und By = Bw heiflen sie kurz Tensorkomponenten von u beziiglich
By . In der Technik wird die Notation Tensor fiir Familien solcher Zah-

len (u®) verwendet, die durch Basistransformation in V auseinander
hervorgehen.

Beispiel. (Segre-Kegel)

V = R? sei der reelle Standardraum.
Sind (u¥) die Tensorkomponenten von u € V ®g V beziiglich der kanoni-
schen Basis B, so zerfillt der Tensor u genau dann, wenn er von der Gestalt
u = (z1€1 +12€2) ® (y1€1 +Yoe2) ist, d.h.

Uu=z111€1 €1 +T1Y2e1 R €3 + Tay1€2 R €1 + Tay2€2 R €3
mit geeigneten z;,y; € RR. Die Tensorkomponenten beziiglich B sind da-
her u'' = 2191, uv'? = z1y2, u?' = 2991, u?? = zy,. Sie geniigen der
Bedingung u!'u?? = u'2u?!.
Der Isomorphismus VQrV — IR4, der (e1®e1,e1®e2,ea0€1,e2®e3) auf
die kanonische Basis abbildet, hat als Bildmenge der zerfallenden Tensoren
die Nullstellenmenge V(X3 X4 — X2X3) C IR*.
Das rechtfertigt die Bezeichnung ,Kegel“: Wer noch keinen Kegel im 4-
dimensionalen Raum gesehen hat ist eingeladen, sich die Schnitte mit den
dreidimensionalen Unterrdumen V(X4 — aX3) fiir feste Zahlen « € R zu
veranschaulichen.

Satz. Sind V, W wund P Vektorriume, so existieren folgende Isomorphis-
men, die durch die angegebenen Bedingungen eindeutig bestimmt sind:

(1) VerW=2WekV, vQw—wRuv.
(2) VorkW)x P=Vx WRkP), vw)prrvQ(wap).
B) VOW)exP=(Vexk P)BWekP), (v,w)®p+— (v@p,wep).

Damit erhalten wir das Tensorprodukt
ohne die abstrakte Konstruktion.

Durch das Transformationsverhalten
von (u) werden die Eigenschaften
des Tensorprodukts in Koordinaten

beschrieben.

Fiir Tensorprodukte von mehr als zwei
Vektorrdumen erhalten wir dann
Tensoren als Verallgemeinerungen des
Begriffs der Matriz.
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(1) - (3) und (5) werden als
Ubungsaufgaben empfohlen;
verwenden Sie vorzugsweise die
Charakterisierung des Tensorprodukts
durch seine Universaleigenschaft.
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4 KrgV=2V, a@u—av.

(5) Homg (V,Homg (W, P)) 2 Hom(V @k W, P);
dabei wird ¢ € Homg (V,Homg (W, P)) die eindeutig bestimmte lineare
Abbildung V  x W — P zugeordnet, die mittels der Tensorabbildung
der bilinearen Abbildung V x W — P, (v,w) —~ (¢(v))(w) entspricht.

Wer fiir die obigen Regeln Namen wie ,, Kommutativitat“, , Assoziativitat“
usw. verwendet, sollte beachten, dass hier nur Isomorphie besteht — keine
Gleichheit. Die Eigenschaft (5) wird auch als adjungierte Assoziativitit be-
zeichnet.

Beweis des Satzes. Die angefiihrten Eigenschaften ergeben sich aus der
Universalitit des Tensorprodukts; wir zeigen (4).

t: K xV — V seidie durch t(a,v) := av gegebene bilineare Abbildung; es
ist nur zu zeigen, dass ¢t die Universaleigenschaft des Tensorprodukts erfiillt.
Dazu betrachten wir eine beliebige bilineare Abbildung f : K x V — P;
offenbar ist ¢ : V — P mit ¢(v) := f(1,v) die eindeutig bestimmte lineare
Abbildung, fiir die das Diagramm

KxV ! . p

(a,v)—~a-v ¢

kommutiert. 4

Nachdem ein Tensorprodukt von Vektorrdumen definiert ist, lisst sich auf
nahe liegende Weise auch ein Tensorprodukt linearer Abbildungen erkliren,
das in beiden Argumenten funktoriell ist.

Satz. (Bifunktorialitit des Tensorprodukts)
Sind Vi, Vo, W1, Wy Vektorriume und o1 : Vi — Wy, @ : Vo — Wy lineare
Abbildungen, so gibt es genau eine mit 1 @k Y2 bezeichnete lineare Abbildung
Vi®g Vo = Wy @k Wa, fiir die
(01 ®K 92)(V1 ®V2) = P1(V1) ® P2(v2), VI EVL, V2EV
ist. Das so definierte Tensorprodukt zweier Homomorphismen besitzt die fol-
genden Eigenschaften:
(1) idV1 K idV2 = idV1®KV2 .
(2) Sind @) : Wi — Py und ¢y : Wo — Py weitere lineare Abbildungen,
dann gilt

(©] - o1) Ok (03 - 92) = (9] ®K ¥3) - (91 Ok P2).

Beweis. Die bilineare Abbildung
[Vix Voo W@k Wa, (v1,02) = ¢1(v1) ® @2(v2)

ldsst sich durch einen eindeutig bestimmten Homomorphismus iiber das Ten-
sorprodukt Vi3 @k Va fortsetzen, und die so entstehende lineare Abbildung
Vi ®k Vo = W1 @k Wy bildet v; ® va auf ¢1(v1) ® ¢1(v2) ab. Die verblei-
benden Eigenschaften folgen daraus, dass Tensorprodukte von zerfallenden

a/4/7

Der Begriff der Bifunktorialitit soll
hier nicht prézisiert werden, er diirfte
aber durch seinen gelegentlichen
Gebrauch einleuchten.
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Tensoren erzeugt werden; es geniigt also, die Ubereinstimmung der betref-
fenden Abbildungen auf der Teilmenge {v; @ vy | v1 € Vi, v2 € W} zu
tiberpriifen. |

Fir Vi = Wy =V setzen wir auch idy Qg w2 =: V ®k o, entsprechend
wird 1 Qx W 1= 1 QK idw definiert.

Wir bemerken, dass das Symbol ¢; ®k 2 einen Doppelsinn hat, es koénn-
te ebenso ein Element des Vektorraumes Hompg (Vi, W1) @ k Homg (Va, Wa)
bezeichnen. Erfreulicherweise ist in wichtigen Féllen keine Unterscheidung
erforderlich; dies ergibt der folgende

Satz. Vi, Vo, Wi und W,. bezeichnen endlichdimensionale Vektorrdume.
(1) Die (gemaf der Konstruktion aus Satz 4/4/7) durch (p1,p2) — v1 QK 2

induzierte kanonische Abbildung
Hompg (Vi, W1) @k Hompg (Va, Wa) — Homg (Vi @k Vo, W1 @k Wa)

st ein Isomorphismus. Insbesondere gilt

(2) Endx(Vi) ®x Endg(Va) = Endg (Vi ®x Va).

Beweis. Fiir einen Vektorraum W gibt es zu beliebigen Zahlen m € IN
Isomorphismen W™ = Homg (K™, W), die (wy,...,w,,) € W™ auf den
Homomorphismus K™ — W, e; — w; abbilden. Es geniigt offenbar, den
Satz fiir den Fall zu beweisen, dass Vi = K™ und V5 = K™2 endlichdi-
mensionale Standardriume sind. Dann ist bis auf Isomorphie auch V; ® g V5
der Standardraum K™'™2  und die Behauptung (1) ergibt sich aus der Kom-
mutativitit des folgenden Diagramms.

W™ @x Wi —» Homg (K™, W1) @k Homg (K™, W)

1R

(W1 @k Wa)™™ — =+ Homg (K™ @k K™, W) @k Wa)

Erweiterung des Skalarbereichs

Wir fixieren eine Koérpererweiterung K C K', d.h. von nun an ist K Un-
terkorper eines Korpers K', der dann selbst als Vektorraum iiber K ange-
sehen werden kann.

Bezeichnungen. V und W seien K-Vektorrdume, ¢ : V — W eine K-
lineare Abbildung.

(1) Vg := K' ®k V ist ein K'-Vektorraum, der seine Addition durch die
Struktur als Vektorraum iiber K erhilt und fiir den die Multiplikation
mit Skalaren durch die K-bilineare Abbildung

(+) K' x Vi = Vi
gegeben ist, die durch (a',b’' ® v) — (a’b') ® v eindeutig bestimmt wird.

Vi heifit der aus V' durch Skalarerweiterung mit K' entstandene Vek-
torraum.

Weitere Eigenschaften — wie die
Vertauschbarkeit des Tensorprodukts
mit einer Summe von
Homomorphismen — werden in den
Ubungsaufgaben behandelt.

a/4/8

. eine kleine Rechnung mit
zerfallenden Tensoren. Wie sieht die
Abbildung zum linken vertikalen Pfeil
aus?
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Rechnen wir mit Vektoren des
Standardraumes R"™ und betrachten
wir das Ergebnis spéter in €*, so
haben wir genau das ausgefiihrt, was
hier beschrieben wird: eine
Skalarerweiterung.

Verwenden Sie die K-bilineare
Abbildung K’ x K' — K’, die durch
(a’,b') = a'-b eindeutig bestimmt ist.
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(2) Dem Homomorphismus ¢ : V — W wird die K’-lineare Abbildung
YK = K ®k p: Vg = Wik
der durch Skalarerweiterungen entstandenen Vektorrdume zugeordnet.

Ist K Unterkorper der komplexen Zahlen (hier meist K = R oder K =Q),
so heiflit Vg bzw. g die Komplexifizierung von V bzw. ¢.

Homomorphismen endlichdimensionaler Vektorrdume haben wir schon wie-
derholt mittels der zugeordneten Matrizen beschrieben. Das ist im vorliegen-
den Fall besonders leicht.

Satz.

(1) V sei ein K-Vektorraum und By = (v;)jcs eine Basis von V. Dann
ist By = (1®wv;)jes eine Basis des K'-Vektorraumes Vi, insbeson-
dere dimK/ (VK/) = dimK(V).

(2) ¢ : V= W sei eine K-lineare Abbildung endlichdimensionaler Vek-
torriume, Bw = (w;)ics eine Basis des K-Vektorraumes W wund
By = (1 ® wi)icr, dann gilt Mg, 5 (¢x') = Mg, By (), wo-
bei M(I,J;K) mittels der Inklusion K C K' als Teilmenge von
M(1I,J; K') betrachtet wird.

Beweis. Die K-bilineare Abbildung
K'x KU — K'Y (d,(a;)je0) = (d'ay)jes

erfiillt die Universaleigenschaft des Tensorprodukts iiber K, daher existiert
ein K-Isomorphismus

(K(J))Kl =K' ®x KY) KI(J), a ® (aj)je,] = (a'aj)jeJ;
er ist mit der Multiplikation von Elementen aus K’ vertriiglich, daher ein
K'-Tsomorphismus .
Fiir die Basis (v;);es des Vektorraumes V erhalten wir nun mittels linearer
Fortsetzung einen K-Isomorphismus V = K (/) v; — e;. Sein Tensorpro-
dukt mit idg: iiber K ergibt einen Isomorphismus, dessen Komposition mit
dem vorhergehenden ein K’-Isomorphismus

Vi =K' @xV = K' 9 K — K'Y
ist; er bildet die Familie (1 ® v;);cs auf die kanonische Basis (e;);es von

K'Y) ab. Die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition der
Matrix einer linearen Abbildung. a1

Anmerkung. So sieht der typische Fall aus: Ist ¢ : V. — W ein Homo-
morphismus reeller Vektorrdume, dann erhalten wir durch Erweiterung des
Skalarbereichs mit den komplexen Zahlen ein kommutatives Diagramm

% e - W
v—1ev w—low
1% i - W

von IR-linearen Abbildungen, in dem ¢ sogar C-linear ist.
Wird ¢ : R® - R™ durch die Matrix A = M(p) € M(m,n;R) definiert, so
entspricht das obige Diagramm einem kommutativen Diagramm

4/4/10

Das Studium von Endomorphismen
reeller Vektorrdume kann zweckméfig
auf dem Umweg iiber die komplexen
Zahlen ausgefiithrt werden.
Einzelheiten dazu folgen im 5. Kapitel.
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c" - "
R™ i R™
in dem beide Zeilen durch Multiplikation mit derselben Matrix A gegeben
sind.
Das Kroneckerprodukt 4/4/11

Das Tensorprodukt linearer Abbildungen lisst sich insbesondere fiir endlich-
dimensionale Vektorrdume als Matrizenoperation interpretieren. Aus Basen

@M jen, @)nen von Vi bzw. Vo und (w{))ier,, (w))ier, von

Wi bzw. W, erhalten wir Basen By, ® By, = (vﬂ) ® ”5’2))(j1,j2)eJ1ng von

Vi® Ve und By, ® By, = (wz(ll) ® wg))(il,ig)ehxh von Wi ® Ws. Sind
AW = (all) ) € M(I, J1; K) und A® = (a2),) € M(Iy, J; K) die Matri-
zen der Homomorphismen ¢; : V3 — Wi bzw. ¢, : Vo — Ws bezliglich der
entsprechenden Basen, so ist

MpBy, @By, B, @Bw, (P1 @K ¥2) = (b(iy i), (jr1,j2)) € M(I1 X Iz, J1 X J2; K)
(1) (2)
- qa

mit b(ily @i s Q22"

i2),(j1,d2) =

Definition. (Kroneckerprodukt zweier Matrizen)

Fiir Matrizen A1) = (agllg.l) € M(I, J;; K) und A® = (ag;.z) € M(Iy, J>; K) Hier wird lediglich das Tensorprodukt
heif3t von Homomorphismen in

AW g A .= (b(il i2).Gn j2)) e ML x I, Jy x Jo; K)  mit Matrizenschreibweise ausgedriickt.

1 2
b(z'l,z'2),(j1,j2) = a§1;1 ’52;2

das Kroneckerprodukt, auch Tensorprodukt von A und B.

- Q

Gemif der allgemeinen Definition im Kapitel 1 (vgl. 1/3/1) sind hierbei die
Paare (i1,42) Zeilenindizes und die Paare (j1,j2) Spaltenindizes.

Die Rechenoperationen zwischen Matrizen sind so definiert, dass die vertraute
Anordnung der Eintrége als rechteckiges Schema nicht erforderlich ist. Fiir
das Kroneckerprodukt der Matrizen A = (a;,5,) € M(m1,n1; K) und B €
M(ms,n9; K) wird jedoch die folgende Konvention verwendet, bei der A® B
als Blockmatrix so geschrieben werden kann:

auB alle alnlB .
Beachten Sie: Das Kroneckerprodukt
A®B = € M(mima,ning; K) st fiir beliebige Matrizen definiert.
amB ... amuB ... amin, B
Beispiel.
10 2 0 00
1 20 1 0 2 3 46 00
(113)®<23)_101030 -
2 3 2 3 6 9

Die obige Anordnung der Eintrige der Matrix A ® B ergibt sich so: Sind V
und W Vektorrdume mit Basen By = (vy,...,v,) und By = (w1,...,Wn),
dann wihlen wir die Anordnung der Vektoren in By ® By als

By ® By =
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(V1@W1,V1QWa, ..., V1 QWn, V2aQW, ..., V2Q@Wm, ..., Up@W1, ..., UnQWn).

Bemerkung. (FEigenschaften des Kroneckerprodukts)

(1) Sind ¢; : K™ — K™ und ¢, : K™ — K™ lineare Abbildungen
mit zugehorigen Matrizen A = M(p;) € M(my,n1; K) und A?) =
M(gp2) € M(mg,ny; K), so ist AN @ AP die Matrix von ¢; @ @2
beziiglich der Tensorprodukte der kanonischen Basen.

(2) Fiir das Kroneckerprodukt gelten folgende Rechenregeln:

(i) (@A)®B=a(A® B)=A® (aB)
fir A € M(mq,n1;K), B € M(ma,nq; K), a€ K.

(i) (AN +A40)eB=A0gB+A® B
fir AW, A € M(my,n1; K), B € M(mgy,ng; K).

(iiil) A® (BM +B®)=A4% B" + A B®
fir A€ M(ml,nl;K), B(l),B(2) € M(mz,nz;K).

(iv) (A(l) ® A(2)) . (B(l) ® 3(2)) = (A(l) .B(l)) ® (A(Q) .3(2))
fir A € M(mq,n1;K), BY € M(ny,p1; K), A® € M(mg,no; K),
B® € M(ny, p2; K).

Beweis. (1) ist offensichtlich. (2) folgt aus den entsprechenden Eigenschaften
des Tensorprodukts von Homomorphismen durch Ubergang zu den zugehori-
gen Matrizen. d

Wer den Versuch unternimmt, Formeln wie die unter (2) aufgefiihrten ele-
mentar zu verifizieren, lernt die Vorziige ,,basisfreier“ Beweise schétzen.

4.5 Tensoralgebra

Die in 4.4 ausgefiihrte Klassifikation Klassifikation der bilinearen Abbildun-
gen zweier Vektorriume in einen dritten lisst sich auf die Untersuchung p-
linearer Abbildungen tibertragen.

Fir K-Vektorriume W, Vi,...,V, (p > 1) wird von nun an der K-
Vektorraum aller p-linearen Abbildungen

ix...xV,=+W

mit dem Symbol L(Vi, ..., V,; W) bezeichnet. Als Spezialfall ergibt sich da-
mit L(V1; W) = Hom(V;,W). Bei der Untersuchung des Tensorprodukts
haben wir im vorigen Abschnitt insbesondere gesehen, dass fiir p = 2 die
Komposition mit der Tensorabbildung einen Isomorphismus
Hom(V; @k Vo, W) — L(V;, Va; W)

herstellt. Induktiv kann iiberpriift werden, dass im allgemeinen Fall nur
Vi @k Va2 durch Vi @k (Vo ®k (... (... ®K Vp)...)) zu ersetzen ist, um
einen entsprechenden Isomorphismus mit L(Vi, Va, ..., Vp; W) zu erhalten.
Ebenso konnten die Klammern anders gesetzt werden, denn dadurch entsteht
nach 4/4/6 (2) ein auf natiirliche Weise isomorpher Vektorraum. Die Mehr-
deutigkeit ist zu vermeiden, wenn in vollstindiger Analogie zum Beweis des
Satzes 4/4/2 ein Tensorprodukt von p Vektorrdumen definiert wird, das wir
dann auf nahe liegende Weise mit den obigen Produkten identifizieren.

a/a/12

Es handelt sich um Eigenschaften, die
fiir das Tensorprodukt von
Homomorphismen bewiesen wurden
bzw. leicht zu priifen sind.

4/6/1

Diese Eigenschaft verbleibt als
Ubungsaufgabe.
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Satz. Sind Vi,...,V, Vektorrdume iber K, so existiert ein bis auf Iso-
morphie eindeutig bestimmtes Paar (T,t), bestehend aus einem Vektorraum
T und einer p-linearen Abbildung t : Vi x ... x V,, = T mit der folgen-
den Eigenschaft: Ist f € L(V4,...,Vp; W), dann gibt es genau eine lineare
Abbildung ¢ : T - W mit -t = f, d.h. fiir die das Diagramm

Vix...xV, !
\ /
T

kommutiert. Ein solches Paar (T,t) oder nachlissig einfach der Vektor-
raum T heift Tensorprodukt von Vi, ...,V, (iber K). Es gibt eine ka-
nonische Konstruktion, die unter den (isomorphen) Tensorprodukten dieser
Vektorrdume ein konkretes auswdihlt; es wird von nun an auch das Tensor-
produkt von Vi,...,V, genannt und mit dem Symbol Vi ®k ... ®x V}
bezeichnet.

Die zugehorige p-lineare Abbildung
t= t;q7.__7y% :Vix...x ‘G, - Vi®Kk ... Rk ‘G,,
(Wi, -, 0p) P VIR ... QUp

heiit (wie im Fall p = 2) Tensorabbildung; ihr Bild erzeugt Vi ®k ... ®k Vp;
es besteht aus den zerfallenden Tensoren v1 ® ... ® vp.

Nach dem Satz ergibt sich ein kanonischer Isomorphismus
Hom(Vi ®k ... ®x Vp, W) — L(V4, ..., Vp; W).

Nun lassen sich verschiedene der in 4.4 ausgefiihrten Uberlegungen auf den
Fall mehrerer Faktoren {ibertragen, etwa die Konstruktion des Tensorpro-
dukts linearer Abbildungen. Es handelt sich um so offensichtliche Folgerun-
gen, dass wir darauf verzichten, sie im Einzelnen zu formulieren.

Die Tensoralgebra eines Vektorraumes

Ist V ein K-Vektorraum, so wird mit
TP(V)=VQ®k...QrV , p>1
p Faktoren
V):=K, THV):=V
das p-fache Tensorprodukt von V bezeichnet. TP(V) heifit auch p-te Ten-
sorpotenz.

Fiir jede lineare Abbildung ¢ : V — W existiert wegen der Universalitit des
Tensorprodukts eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

T(p) : TP(V) > TP(W), v1Q®...Q0vp = p(v1)® ... p(vp),
die im Fall p =0 als idg definiert ist und fiir p =1 mit ¢ iibereinstimmt.

Bemerkung. (Funktorialitit der Tensorpotenzen)
p sei eine natiirliche Zahl.

(1) TP(idv) = idre(v)
(2) Fiir lineare Abbildungen ¢ : V - W und ¢ : W — P ist

4/5/2
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T?(¢ - @) = T?(¢) - T?(¢).
Zum K-Vektorraum

T(V) :=®,enT?(V) =K Ve (VRkV)d(VRkVRkV)d ...
gehoren injektive Homomorphismen T?(V) — T(V), die TP(V) auf die
entsprechenden direkten Summanden abbilden; sie werden kiinftig als Inklu-
sionen angesehen.

Lemma.
(1) Es existieren eindeutig bestimmte bilineare Abbildungen

®p,q : TP(V) x TYV) = TPH(V),
(1®...02Tp,Y1®...0Y,) P T1®...0%,Y; ® ... ®Y,,

die fir p = 0 oder q = 0 durch Multiplikation mit Elementen des
Grundkdorpers gegeben sind.

(2) Die Abbildungen ®p 4 besitzen eine eindeutig bestimmte Fortsetzung zu
einer bilinearen Abbildung

®: T(V)x T(V) = T(V).
Mit der Operation ® (Multiplikation) wird T(V) zur K-Algebra.

Beweis. Die jeweiligen Tensorabbildungen induzieren auf natiirliche Weise
Isomorphismen T?(V) @ T4(V) — TPT4(V). W]

Die durch das Lemma beschriebene K-Algebra T(V) heifit Tensoralgebra
des K-Vektorraumes V.

Satz. (Universaleigenschaft der Tensoralgebra)

Ist R eine (nicht notwendig kommutative) K-Algebra und ¢ : V — R eine
lineare Abbildung von V' in die (als K-Vektorraum betrachtete) Algebra R,
so existiert genau ein Homomorphismus f : T(V) — R von K-Algebren,
der mit o wvertrdglich ist, d.h. fir den das folgende Diagramm kommutiert.

v 4 R

N
T(V)

Beweis. Die Eindeutigkeit von f folgt so:
Fiir zerfallende Tensoren v1 ® ... v, € TP(V) ist stets f(v1 Q... Qvp) =
f(v1)--.-f(vp) = p(v1)-...-¢(vp), und jedes Element von T (V) ist Summe
von Tensoren des Typs v1 ® ... ® vp.
Umgekehrt lisst sich die Existenz eines K-Algebrahomomorphismus mit der
geforderten Eigenschaft nachweisen: Die Abbildungen

V25 R, (v1,-0e,05) 2 0(01) - - p(v,)
sind K-multilinear, daher existieren eindeutig bestimmte K-lineare Abbil-
dungen TP(V) — R, die v1 ® ... ® vp auf ¢(v1)- ... - p(v,) abbilden.
Die durch lineare Fortsetzung gegebene Erweiterung auf die direkte Summe
T(V) = @ penTP(V) ist ein Ringhomomorphismus. (|

Wie unschwer iiberpriift werden kann, ist die Tensoralgebra durch ihre Uni-
versaleigenschaft bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Wird fiir V' ein Vek-
torraum mit der Basis (X1, ...,X ) gewihlt, so erhalten wir durch T(V)

4/5/3

Die Abbildungen sind wieder nur fiir
zerfallende Tensoren angegeben, von
denen wir wissen, dass sie die
Tensorprodukte erzeugen.

4/5/4

Noch allgemeiner kénnen wir jede
K-Algebra als Faktoralgebra einer
Tensoralgebra erhalten. Dazu geniigt
es, auf den (naheliegend definierten)
surjektiven Homomorphismus

T(A) - A den Homomorphiesatz
anzuwenden.
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die ,nichtkommutative Version einer Polynomalgebra“ in den ,, Unbestimm-
ten“ X1, ..., X,; T(V) ist dann als K-Vektorraum von allen Produkten
X ®...0X,;, mit te€ N und iy, ...,i € {1,...,n} erzeugt (wobei als
Produkt iiber die leere Indexmenge die Zahl 1 € K zu wihlen ist).

Korollar. (Funktorialitit der Tensoralgebra)

Ist ¢ : V — W ein Homomorphismus von K -Vektorrdiumen, so existiert ge-
nau ein mit T(p) bezeichneter K-Algebrahomomorphismus T(V) — T(W),
fiir den das folgende Diagramm kommutiert.

T(V) ceeeernemmmatannens » T(W)
v d W

Weiter sind die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(1) T(idy) = idyvy -
(2) Fiir lineare Abbildungen ¢ :V - W und ¢ : W — P ist
T -¢) =T) - T(p).

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt aus der Universalitéit der Ten-
soralgebra. (1) und (2) ergeben sich aus der Funktorialitéit der Tensorpoten-
zen TP, |

Symmetrische und duflere Potenzen

Die Unterrdume der symmetrischen bzw. der alternierenden multilinearen
Abbildungen aus LP(V,W) haben wir im allgemeinen Fall noch nicht be-
schrieben.

Satz — Definition. Fir p > 2 sei s,(V) der Untervektorraum in TP(V),
der von allen Tensoren

VI® ... V) — V1) ® ... AVq(p), V1,---Vp €V, 0€S,
erzeugt wird und a,(V') der Unterraum, der von allen Tensoren
V1® ... ®Vp, v; =v; fir ein Indexpaar (i,j) mit i # j
erzeugt wird. Weiter wird fir p = 0,1 8, = ap = 0 gesetzt. Dann heiflen
die Faktorraume
SP(V):=TP(V)/sp(V) und AP(V):=TP(V)/ap(V)
die p-te symmetrische bzw. p-te dufere Potenz von V.

Durch Hintereinanderausfihrung der kanonischen Homomorphismen mit der
Tensorabbildung erhalten wir die symmetrische bzw. alternierende p-lineare
Abbildung

53’) : VP = SP(V), /\37) VP o AP(V).
Ist ¢ : V. = W ein Homomorphismus, so wird durch TP(p) das angegebene
Erzeugendensystem von s,(V) in eine Teilmenge von s,(W) und entspre-
chend das angegebene Erzeugendensystem von a,(V') in eine Teilmenge von
a,(W) dberfihrt; es existieren daher eindeutig bestimmte lineare Abbildun-
gen SP(p) : SP(V) — SP(W) bzw. AP(p) : AP(V) — AP(W), fiir die folgende
Diagramme kommutieren:

4/5/5

4/5/6

Hier wird die Konstruktion der
symmetrischen und der dufleren
Algebra vorbereitet.

Auflere Potenzen fiihren iiberdies zu
einem tieferen Verstindnis des Begriffs
der Determinante.
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V) — e W) AV) — e (W)
V) —— S TIW) THV) ——— s T(W)

(Die vertikalen Pfeile bezeichnen jeweils die kanonischen Homomorphismen
auf die Faktorrdume).

SP und AP sind funktoriell, d.h. es gilt:
(1) SP(idy) =idge(vy, AP(idy) =idr(vy -
(2) Fiir lineare Abbildungen ¢ :V =W und ¢ : W — P st
SP(¢p- ) =SP(4) - SP(p) und  AP(¢- ) = AP(Y) - AP(p).
SP und AP besitzen die folgenden Universaleigenschaften:
(3) Ist f € LP(V;W) eine symmetrische p-lineare Abbildung, so existiert
genau eine lineare Abbildung ¢ : SP(V) = W, fir die f = - 537) ist.

v d W
sg’) /
SP(V)

(4) Ist f € LP(V;W) eine alternierende p-lineare Abbildung, so existiert
genau eine lineare Abbildung ¢ : AP(V) = W, fir die f=¢- Ay ist.

Beweis. Die angegebenen Eigenschaften sind bereits durch ihre Formulie-
rungen weitgehend offensichtlich. Wir beweisen beispielsweise (4). Die Uni-
versalitit des Tensorprodukts zeigt, dass f sich mittels einer eindeutig be-
stimmten linearen Abbildung o : TP(V) — W iiber TP(V) faktorisieren
lasst. Da f alternierend ist, liegen alle Tensoren v1 ® ... @ v, mit v; = v;
fiir ein Indexpaar (i,j) und ¢ # j in ker(c). Das bedeutet, dass diese im
Kern a, des kanonischen Homomorphismus T?(V') — AP(V) liegen, also o
iber einen Homomorphismus ¢ : A?(V) — W faktorisiert.

Ve ! W
(V) V)

— > AP

Die Eindeutigkeit von ¢ folgt aus der Surjektivitit des kanonischen Homo-
morphismus T?(V) — AP(V). a

Fiir ein p-Tupel (v1,...,v,) € VP von Vektoren wird /‘\3)) (v1,...,vp) auch

mit v1 A ... Av, bezeichnet.

Bemerkung. 4/5/7

(1) vaA...Av, =0, falls v; = v; fiir zwei verschiedene Indizes 4, j.
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(2) Alternierende multilineare Abbildungen sind schiefsymmetrisch, daher
gilt fiir jede Permutation o € S,

Vo) A -- o AVg(p) = sign(o) - v1 A ... Avp.

Anwendung. (Determinante eines Endomorphismus)

Ist n = dim(V) > 0, so folgt aus dem vorigen Satz (4), dass A™(V)* =
Hom(A™(V), K) zum Vektorraum der Determinantenfunktionen auf V' ka-
nonisch isomorph ist. Daraus folgt dim (A"(V)) = 1. Wie schon in 4/2/4
(2) gezeigt, existiert zu jeder Basis B = (v1,...,v,) € V™ von V ge-
nau eine Determinantenfunktion Dg : V"® — K, die B auf 1 abbildet.
Bezeichnet dg : A"(V) — K die eindeutig bestimmte lineare Abbildung
mit dp - /\3” = Dpg, soist 1 = Dg(vy,...,v,) = dl;(/‘\g,”)(vl, ceayU)) =
dg(v1iA...Av,) #0 und deshalb v1 A ... Av, (wie jeder von O verschiedene
Vektor) eine Basis des eindimensionalen Raumes A™(V).

Nun betrachten wir fiir einen Endomorphismus ¢ : V — V' den zugehorigen
Endomorphismus A™(p) : A"(V) — A™(V'). Dieser ist wegen dim(A™(V)) =
1 durch Multiplikation mit einer Konstanten d € K gegeben. Wir zeigen,
dass d = det(yp) ist. Dazu bezeichnen wir mit A = (a;;) = Mg(yp) die Matrix
von ¢ beziiglich B. Offensichtlich gilt

dg(A™ (@) (V1 A ... Avy)) =
= dB((an’Ul + ...+ anl'vn) FANPIRAAN (anlfvl + ...+ ann'vn))

= DB(au'ul + ...+ ap1Vnp, ---, Ap1V1 + ...+ a,m'vn) = det(A)
In dem kommutativen Diagramm
e
A () )
dzg\% dp | =
d-
K 0 - K

bildet die lineare Abbildung in der unteren Zeile 1 € K auf det(A4) ab, denn
d-dp(vi A ... Avy) =d-1=dp(A™(p)(v1 A ... Avy)) = det(A). |

Diese Uberlegung rechtfertigt es, auch die lineare Abbildung A"(y) als De-
terminante des Endomorphismus ¢ zu bezeichnen. Die Funktorialitdt von
A™ beinhaltet als Spezialfall den Multiplikationssatz fiir Determinanten (vgl.

4/5/6 (2)).
Symmetrische Algebra und duflere Algebra

Ist V ein Vektorraum, dann sind die durch 4/5/6 gegebenen Unterrdume
s(V) = GapeN sp(V) CT(V) und a(V) = EBpeN a,(V) C T(V) Ideale in
der K-Algebra T(V). Mit

S(V):=T(V)/s(V) und A(V):=T(V)/a(V)
werden die Faktoralgebren nach diesen Idealen bezeichnet; S(V') heifit sym-
metrische Algebra von V., A(V) dufere Algebra, auch grassmannsche Al-

gebra des Vektorraumes V. Weiter identifizieren wir mittels der durch
T?(V) — SP(V) bzw. TP(V) — AP(V) induzierten K-Isomorphismen
S(V) =T(V)/s(V) = EPSP(V) baw.

pEN

A(V) =T(V)/a(V) = 24(V),

pEN

4/5/8

Fiir einen endlichdimensionalen
Vektorraum V erhalten wir durch das
duflere Produkt erneut einen
vertrauten Begriff, diesmal ohne den
Umweg iiber eine Basis.

4/5/9

Wir finden hier eine neue
Interpretation der Polynomalgebra,
studieren erneut SP(V), A?(V) und
geben eine neue Matrizenoperation an.
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sehen diese also von nun an als gleich an.

Satz.

(1) Ist ¢ :V — W eine lineare Abbildung, so existieren eindeutig bestimmite
Homomorphismen

S(p) : S(V) = S(W) wund A(p) : AV) —» A(W)
von K-Algebren, die auf den durch SP und AP gegebenen direkten Sum-
manden mit SP(p) bzw. AP(p) ibereinstimmen.

(2) S und A sind funktoriell, d.h. fir jeden Vektorraum V gilt
S(idv) = idg(v), A(idy) = idywv),
und fir lineare Abbildungen ¢ :V - W und ¢ : W — P st
S(¥ - ) = 5(¢) - S(¢p) und
A - o) = A(Y) - A(p).

Beweis. Ist ¢ : V — W eine lineare Abbildung, so faktorisiert z.B. T(p)
{iber einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus S(¢) = @, S* (),
fiir den das folgende, durch die kanonischen Homomorphismen auf die Fak-
toralgebren gebildete Diagramm kommutiert.

™(V) T ()

™W)

SP(¢)

SP(V) - SP(W)

Die Funktorialitiit folgt daher aus der Funktorialitdt der Tensoralgebra. Ent-
sprechend ist fiir A vorzugehen. d

Fiir die Multiplikation in A(V) wird das Symbol A verwendet, das auf diese
Weise bilineare Abbildungen induziert:

Ap,g + AP(V) x AU(V) = APYU(V),
(VIA AV, WAL AWY) B UILA LAV AW A L AWy

Fiir die Multiplikation in S(V') wird aus einem anschlieend ersichtlichen
Grund das gewohnliche Multiplikationszeichen benutzt.

Die symmetrische Algebra ist kommutativ, und es gilt der folgende

Satz. V sei ein n-dimensionaler Vektorraum, (€1, ...,x,) eine Basis von
V. Dann ist der Einsetzungshomomorphismus

K[X1,...,X,] = S(V), X;—x;€SYV) firi=1,...,n
ein Isomorphismus von K-Algebren.

Beweis. Der Einsetzungshomomorphismus ist surjektiv, denn sein Bild er-
zeugt S(V) als K-Vektorraum. Bezeichnet M, den K-Untervektorraum

des Polynomringes K[Xi,...,Xp,], der von den Monomen mit vollstindi-
gem Grad p erzeugt wird, so existiert eine surjektive lineare Abbildung
wp : My = SP(V), die X, -...-X;, auf x; - ... =x;, abbildet. Umge-

kehrt definiert
VP — M,

4/5/10

4/5/11

Die Existenz von
Einsetzungshomomorphismen
K[X,,...,X,] — A ist insbesondere
fiir kommutative Algebren A
bewiesen worden.
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(@G1z1+ ...+ a1y, --- ,01pT1 + ..+ QppTy)
— ((111X1 +...+ (J,ann) et (alel + ...+ aann)

eine symmetrische p-lineare Abbildung. Diese faktorisiert eindeutig iiber die
universelle symmetrische p-lineare Abbildung;:

%4 M,
N A
S (V)

Aus 9, -pp =idpy, folgt die Injektivitdt von ¢, d.h. die surjektiven Abbil-
dungen ¢, sind Isomorphismen von K-Vektorrdumen. Der Einsetzungsho-
momorphismus X; — x; ist die direkte Summe

Per: KXy, ..., Xal =P M, - P S°(V) =S(V)

peEN PEN PEN
und daher ebenfalls bijektiv. H |

Korollar. Fiir einen n-dimensionalen Vektorraum V ist
. p _ p+n—1
dim (SP(V)) ( v )
die Anzahl der Monome vom vollstindigen Grad p in n Unbestimmten.

Beweis. Der Einsetzungshomomorphismus aus dem Satz bildet den Unter-
vektorraum von K[Xj,...,X,], der durch die Monome mit vollstindigem
Grad p erzeugt wird, isomorph auf SP(V) ab. a

Im Gegensatz zur symmetrischen Algebra ist die duflere Algebra im Allge-
meinen nicht kommutativ.

Satz. p > 1 sei eine natirliche Zahl. Fiir eine beliebige Basis B =
(x1,...,2n) des K-Vektorraumes V ist APB := (ziy A.. . AT, )1<ir<...<in<n
eine Basis von AP(V), insbesondere folgt

dim(AP(V)) = (Z)

Beweis. Fiir p > n ist AP(V) = 0. Fiir p = n besteht die angegebene
Familie in A™(V) aus genau einem Vektor x; A ... A &,; er ist — wie wir
in 4/5/8 gesehen haben — von 0 verschieden und daher eine Basis dieses
eindimensionalen Raumes. Von nun an sei 2 < p < n. Da die Tensoralgebra
von den zerfallenden Tensoren erzeugt wird, ist die Menge aller

(ana:l + ...+ anla:n) TANPIVAN (alpml + ...+ anpa:n)

mit a;; € K ein Erzeugendensystem des K-Vektorraumes AP(V). Die ange-
gebenen Elemente von AP(V) sind Linearkombinationen der x; A ... Ax;,
mit 1 <4y < ... <4, < n; dies wird offensichtlich, wenn wir A?(V') als Un-
tervektorraum von A(V) betrachten und darin die Beziehungen x; Ax; = 0

und z; Ax; = —x; A x; verwenden.
Nun bleibt die lineare Unabhiingigkeit zu priifen. Angenommen,
(*) Z Qiy, ... ipTiy FANPIA T, = 0

(i15 0 sip), 1 <01 < o <in<m
mit Zahlen a;,, . ;, € K; wir zeigen, dass diese Koeffizienten dann alle ver-
schwinden. (i1, ... ,i,) sei einer der Multiindizes und {1, ...,n} \ {i1, ... i}
=:{j1, .-+, Jn—p}. Multiplizieren wir (*) im Ring A(V) mit z;,A...Ax;, _,,

4/5/12

Es bleibt die Anzahl der Monome vom
vollstindigen Grad p zu bestimmen.

4/5/13
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so ergibt sich 0 = a;,,... 5,1 A ... Az, € A™(V) und daher a;, .. ;, =0
aus dem schon bewiesenen Fall p = n. |

Nachdem Basen der Vektorrdume AP(V') konstruiert sind, l&sst sich das dufle-
re Produkt als Matrizenoperation interpretieren. Wir beginnen mit der

Definition. (dufere Potenz einer Matriz)
A € M(m,n; K) sei eine Matrix. Fiir 0 < p < min{m,n} wird die duflere
Potenz AP(A) durch A°(A) := (1) € M(1;K) definiert und fiir p > 0 durch
Ap(A) = (GIJ)[eMP,JeNP S M(Mp,Np;K),
wobei folgende Bezeichnungen verwendet werden:
My = {(i1, ... ,ip) | 1 <i1 < ... <ip <m},
Np :={(1,---,dp) [ 1 <1 < ... <jp <},
ary :=det(4ry),
und A;y € M(p; K) bezeichnet die p x p-Teilmatrix von A, die dem Mul-
tiindexpaar (I, J) entspricht, Ar; = (aij)icr,jes-

Es gibt keine zwingende Anordnung der Multiindizes; wir fixieren die lexiko-
graphische Ordnung und verwenden entsprechend das Symbol APB kiinftig
fiir diejenige Basis des Vektorraumes APV, die so aus der Basis B von V' ent-
steht. Damit kann AP(A) wieder in vertrauter Weise als rechteckiges Schema
von Zahlen aufgeschrieben werden, und es gilt A'(A4) = A.

Beispiel.
1 340 -6 -7 1 3 3 4
A212 01 1)l=[-2 -4 1 -4 3 4
110 1 2 -1 1 -1 -1 1

Satz. ¢ : V. — W sei eine lineare Abbildung endlichdimensionaler Vek-
torrdume und By eine Basis von V, Bw eine Basis von W.

Ist p < min{dim(V),dim(W)}, dann hat die lineare Abbildung AP(p)
beziiglich APBy und APByw die Matrix

MarBy, 4By (Ap((p)) = AP (MBV,BW (90)) .
Beweis. Wir setzen By = (v1,...,0,), Bw = (w1, ..., wy) und
A = (a;j) = Mg, B, (¢). Dannist ¢p(v;) = YI", ajjw;, folglich
(,0(’(1]'1 AN...A ’Ujp) =

= E a,mwzl E awszk E azp]pwzp

11=1 =1 p—l

= E ailjl-...-a,-pjpwh/\.../\wip

Z ( Z Sign(a)aa(il),jl S G(iy) g Win N - /\’wip)
(315---18p),01< ... <ip OTESy
= > det ((@ig)izis, ... ipriz=in, o rip) Wis A -+ A Wi,
(15 sip)yi1 < o <dp
Damit folgt die Behauptung aus der Definition der dufleren Potenz einer
Matrix. |

Das Kriterium 4/2/19 zur Rangbestimmung mit Unterdeterminanten erhalt

4/5/14

4/5/15

4/5/18
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nach dem Satz folgende Gestalt, die von der Wahl der Basen nicht abhingt.

Korollar. Ist ¢ : V. = W eine lineare Abbildung endlichdimensionaler
Vektorriume, so gilt fir p < min{dim(V), dim(W)}
rang(p) < p <= AP(p) =0.

Korollar. Sind A € M(m,n; K) und B € M(n,k; K) Matrizen, so ist
AP(A- B) = AP(A) - AP(B)
fiir alle p < min{m,n, k}.

Beweis. A und B sind Matrizen geeigneter Homomorphismen von Stan-
dardriumen. Die Behauptung folgt daher aus der Funktorialitdt von AP und
dem zuvor bewiesenen Satz 4/5/15. |

Wir bemerken, dass sich die Formel fiir die duflere Potenz eines Produkts
von Matrizen ebenso wie die Determinantenformeln in 4/2/28 auf beliebige
kommutative Ringe iibertragen lassen.

Als Spezialfall ergibt sich, dass fiir eine quadratische Matrix C' € M(n; K)
die duflere Potenz A™(C) mit der Determinante von C' {ibereinstimmt.

Korollar. (allgemeiner Multiplikationssatz fiir Determinanten)
Es seien A € M(n,m; K) und B € M(m,n;K) Matrizen.

(1) Fir m<n ist |A-B|=0.

(2) Fiir m >n ist

A-Bl= 3

1<1<...<jn<m

a1, cee 1y, bj11 [N bj1n

Qnjy cee Qpg, bjnl e bjnn

Beweis. (1) folgt wegen rang(A-B) < rang(A) < m < n. (2) ergibt sich als
Spezialfall p = n aus dem vorhergehenden Korollar 4/5/17 und der Formel
fiir die Matrizenmultiplikation. d

Klassische Tensorrechnung

Fiir den Rest des Kapitels wird ein Vektorraum V der endlichen Dimension
n fixiert. Aufgrund der kanonischen Isomorphie V' — V** wird nicht mehr
zwischen V' und seinem bidualen Raum unterschieden, d.h. von nun an wird
V =V** gesetzt. Aus 4/4/6 — 4/4/8 und mit den Bezeichnungen von 4/5/1
erhalten wir beispielsweise
VgV =V"Qg V** =Hom(V*,K) ®k Hom(V*, K)
=~ Hom(V* @ V*, K) 2 L(V*,V*; K)
sowie
V* @k V* =Hom(V, K) ®x Hom(V, K)
= Hom(V @k V,K) 2 L(V,V; K);
beide Formeln sind Spezialfille der folgenden

Bemerkung. Fiir endlichdimensionale Vektorrdume Vi, ...,V,, iiber K
ist die durch die Tensorabbildung induzierte natiirliche Abbildung

Vi @k ... @k Vi 5 LV, ..., Vi K)

a/5/17

. eine sonst wohl nicht leicht zu
beweisende Formel.

4/5/18

Fiir praktische Rechnungen diirfte die
Formel von eher geringem Nutzen sein.

4/5/19
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ein Isomorphismus.

Definition. (gemischte Tensoren)
Der Vektorraum
Tg(V) =TP(V*) @k TUV) = \V’k Rk ... Ok Vt@KY Ok ...k V,

J

~" ~

p q
der auf natiirliche Weise zum Raum der (p + ¢)-linearen Abbildungen V7 x
(V*)? - K kanonisch isomorph ist, heilt Raum der gemischten Tensoren
vom Doppelgrad (p,q) auf V. Seine Elemente werden auch p-fach kovariante
und g-fach kontravariante Tensoren genannt.
Insbesondere heifien die Elemente von T9(V) =V in diesem Zusammenhang
auch einfach kontravariante Tensoren, die Vektoren aus T§(V) = V* einfach
kovariante Tensoren.
(p+ q) heifit vollstindiger Grad der Elemente von T?(V'), die gelegentlich
auch Tensoren (p+ q)-ter Stufe genannt werden.

Beispiele. (Tensoren)
(1) T3(V) =V* @ V* 2 L(V,V;K) = Hom(V,V*).

bH(w;b(z,))

Dies ist eine Interpretation von T3(V) als Raum der Bilinearformen
auf V. Entsprechend ist TH(V) als Raum der p-Linearformen auf V/
anzusehen. Die Determinante det : V" — K ist in diesem Sinne ein
spezieller n-fach kovarianter Tensor auf V.

(2) T{(V)=V*®r V =2L(V,V* K) = End(V),
THV*) =V er V* 2L(V*,V;K) 2End(V*).

3) TH(V) = L(V,V, V5 K) 2 L(V,V;V),

d.h. ein Tensor u € T?(V) definiert eine Operation auf V. Bildet der
Vektorraum V mit der durch u definierten bilinearen Abbildung V' x
V — V eine K-Algebra, so heiit u der Strukturtensor dieser Algebra.
Als Beispiele {iber dem Koérper K = IR der reellen Zahlen eignen sich
die komplexen Zahlen oder die Quaternionenalgebra, die sich aus der
in einer der Ubungsaufgabe entsprechend bezeichneten Matrizengruppe
gewinnen l3sst.

Die vorige Bemerkung ergibt fiir beliebige p, ¢ einen natiirlichen Isomor-
phismus

Tfl’(V) = L(V,...,V,V* ...,V K),
—_——— —— ——
P q
der gewohnlich als Gleichheit verstanden wird.
Ist B=(by,...,b,) eine Basis fir V und B’ = (b',...,b") eine Basis fiir
V*, so erhalten wir w € T?(V') durch seine Tensorkomponenten
Ty 19 € K beziiglich (B,B') als

u= Z 375117’_'_'_':1/};(1'byl®---®byp®bﬂl®'“®bﬂp5
VlyeouyUpy 1y -+ - 5 Mg
dabei variieren die Indizes p;, v; jeweilsin {1,...,n}.

Solche Koordinaten haben wir bereits verwendet. Wiahlen wir beispielsweise
B' als duale Basis zu B, dann bilden die Tensorkomponenten von u € T3(V)

4/5/20

Die Bezeichnung T%(V) wird in der
Literatur nicht einheitlich verwendet.
Eine ,Ubersetzung“ der Notationen
sollte aber nicht schwerfallen.

Die Strukturtensoren sind in beiden
Fillen leicht anzugeben.
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die Matrix der dem Tensor u entsprechenden Bilinearform V xV — K
beziiglich B.

Zur Vereinfachung der Notationen wird die einsteinsche Summenkonventi-
on eingefiihrt: Uber alle in einem Produkt ,,oben und unten“ auftretenden
Indizes ist zu summieren. Das verdeutlicht den Sinn der hier verwendeten
Bezeichnungen. Die vorige Formel fiir u als Linearkombination der angege-
benen Basisvektoren von T#(V') lautet dann

u :a:’,fll:_""' 7’5; Do P Rby, ®... @by,

Die Indizes variieren nun immer in dem offensichtlich sinnvollen Bereich, der
nicht mehr ausdriicklich angegeben wird.

Das Rechnen mit den Tensorkomponenten gestaltet sich recht einfach. Die
Vektorraumoperationen sind durch die Formeln

i1, -5 b Ly e M1y slg | Ly eee s b
(:Uyl:... ,71/:) +( 1/1:... :I/pq) = ( 1/1,7... :1/: + 1/1:... :qu)’
M1y .- s M1y .- 3 1
a-(.z'yl:___:,/pq)=(a-w,/1:___:,/;), a€ K
gegeben.

Satz. (Koordinatentransformation)

Sind B = (by,...,b,), B = (51,...,Bn) Basen von V sowie B' =
®',...,b"), B' = (b",...,b") Basen von V*, und wird der Basiswech-
sel jeweils durch die Matrizen (s%), (th) € M(n; K) mit

= ~k
by =sib;, b =tib
beschrieben, so hat ein Tensor mit den Komponenten

M1, --- 5 Hg v 7. f
(Vl""’Vp)p’la"-;ﬂqayla---;Vp beziiglich (B,B')

die Komponenten

T o L.
(xkl, ,lip)z-l, T T A beziiglich (B,B'),

die durch

~7,'1,...,1:q 11 iq M1, --- 5 g 141 Vp
T =S8, " .--"8y T S
kl,...,kp H1 Bqg V1, .- Vp Tk kp

gegeben sind.

Beweis. Die Behauptung folgt durch Einsetzen, sie ist lediglich unter Ver-
wendung der einsteinschen Summenkonvention aufgeschrieben. |

Bemerkung. (Tensorprodukt)
Die auf offensichtliche Weise definierte bilineare Abbildung

TP(V) x T?, (V) — TP (V)

0'®..0RV®...0V,w' ®..w QW ® ... Qw,)
o' ®... 00w ®...0uw QUIQ...0V, QW ... dwy)
wird in Tensorkomponenten beziiglich eines gegebenen Basenpaares durch

! ! ! !
H1, - -5 Mg His .o My Y 7 A L R
(ml/l;---;yp)7( ! ! ) *_’(ml/l Uy Y ' )

Viyeen Uy A e TR

beschrieben. Sie induziert einen Isomorphismus T (V)®Tf1’: V)= T’q’if;,, (V).

-5 Vp

Satz. (Dualitit von T?(V) und T4(V))

Es existiert eine bilineare Abbildung

4/5/21

4/5/22

... Surjektivitdt und
Dimensionsvergleich.

4/5/23
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T(V) x TH(V) = K,
die durch die Bedingung

'®..02°QY,®...0Y,2'®...2°Q0u® ... Qu,)

B<etu > <aPuy, > <zhiy > <2y, >

eindeutig bestimmt ist. Sie wird ebenfalls mit < , > bezeichnet und ist eine
duale Paarung. Die durch sie induzierte Abbildung

o8 THV) = (TE(V))", w=<w, >
ist ein Isomorphismus des Tensorraumes TH(V) zum dualen Raum des
Raumes TE(V).

Beweis. Die Konstruktion der bilinearen Abbildung < , > folgt dem ver-
trauten Muster und wird nicht ausgefiihrt.

Wir zeigen, dass eine duale Paarung vorliegt: Dazu wéhlen wir ein Paar
(b',...,b"), (by,...,b,) dualer Basen fiir V. Zum Beweis der Injektivitiit
von @7 nehmen wir an, fiir einen gegebenen Tensor w € TH(V) sei

<w, >:TIV)—= K, u—=<w,u>
die Nullabbildung. Sind (w},,? .’ :#pq)m e

ponenten von w beziiglich des gegebenen Basenpaares, so erhalten wir durch
Einsetzen der Basisvektoren von T%(V) insbesondere

die Tensorkom-

0=<w,b"®.. 0b®b,®. . 0b, >=uw,’ 1}

fiir beliebige p;, v;; es folgt w = 0.
Aus dim(T%(V)) = dim(Tg(V)) = dim(V)P*9 ergibt sich nun die Behaup-
tung. [l |
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