Ubungsaufgaben' Lineare Algebra und analytische Geometrie I*

Serie 11 zum 24.1.05

1. Essel w= 3+ Z§ (dann ist w® =1 und w? +w+1 = 0). Zeigen Sie, dass der
Erweiterungskorper Q[v/2, w] = (Q[v/2])[w] von @ die folgenden Eigenschaften besitzt:

(1) Alle Nullstellen von X3 — 2 liegen in Q[v/2,w].

(2) Q[v/2,w] ist der kleinste Erweiterungskorper mit der Eigenschaft (1), d.h. Q[v/2, w]
ist Zerfallungskorper von X3 — 2.

2. (1) Im reellen Standardvektorraum R® bezeichne U die Menge aller (z,y,z) mit
r—3y+22=0
r+y—2z2=0.
Zeigen Sie, dass U ein Unterraum ist.
(2) W sei die Menge aller (z,y,z) mit
r—3y+2z2=1
r+y—z=0.
Zeigen Sie, dass W kein Unterraum ist!

(3) L C K™ sei die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

111 + a19T9 + ... + 1Ty = bl

Am1T1 + A2l + ..+ ATy = bm
itber dem Korper K. Zeigen Sie, dass L genau dann ein Unterraum des

Standardraumes K™ iiber K ist, wenn das obige System homogen ist (d.h.
by=...=bp=0).

3. Wir betrachten den R-Vektorraum V' aller Folgen (a,)n,en reeller Zahlen a,. Ent-
scheiden Sie in jedem der folgenden Félle, ob die betreffende Teilmenge einen Unter-
raum bildet.

(1) Uy :={(an) € V| lim,—(a,) =0}
(2) Us:={(a,) € V|lim, .(a,) =1}
(3) Us:={(an) €V |¥neN:a, #1}
(4) Uy :={(an) € V|(a,) konvergiert}
(5) Us:={(an) € V|3Ing €N : a, = any1 fiir n > ng}.
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4. Im Standardvektorraum V = K? {iber dem Kérper K betrachten wir die Unterrdume
Uy = {(z1, 22, 73) € K*| 21 + 29 + 23 = 0},
Uy=K-(1,1,1):={t-(1,1,1)| t € K}.
Zeigen Sie: Fiir K =R ist U; + Uy = V. Gilt dies auch im Falle K = IF3?

5. V sei ein K-Vektorraum und wvy,...,v, € V. Wir definieren eine Abbildung f :
K™ — V durch

fz1,.. . x,) =201 + ... + T,

Zeigen Sie:
(1) f ist eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen.

(2) f ist genau dann surjektiv, wenn {vi,...,v,} ein Erzeugendensystem von V'
bildet.



