Ubungsaufgaben' Lineare Algebra und analytische Geometrie I*

Serie 14 zum 14.2.05

1. Im Standardvektorraum R iiber R betrachten wir die Vektoren
v = (=2,2,2,-1), vy =(1,-2,—1,2),
vy = (—2,-2,—-1,1), vy=(1,—-1,1,0) und
w, = (1,-1,2,-2), w,=(0,—1,0,-2).
(1) Uberpriifen Sie, dass (vi,vs,vs,v,) ecine Basis bilden und w,;, w, linear un-
abhingig sind.
(2) Verwenden Sie das Austauschverfahren zur Bestimmung einer Basis der Gestalt
(w1, wa, vy, V).

2. Im Standardvektorraum V = R* sei durch U := R-a+R-b ein Unterraum gegeben
mit a = (—1,2,0,-2), b= (0,0,-2,2).
(1) Zeigen Sie, dass die Vektoren
v; =(2,—-2,—2,—1) und vy = (1,0,0, —5)
dieselbe Klasse im Faktorraum V/U haben.
(2) Geben Sie eine Basis fiir V/U an.

(3) Geben Sie die Klasse des Vektors von v = (1, —1,—2,0) als Vielfachensumme der
Vektoren der unter (2) gefundenen Basis an!

3. Bestimmen Sie die Dimension des Bildes und des Kerns der linearen Abbildung ¢ :
IF; — IF3, die durch die Matrix

1 0-10 -1
0 1 0 —-1-1
A=]1-11 -1-10
0 0-10 0
0 -1-11 1

gegeben ist.

4. Wir betrachten die abelsche Gruppe (C*,-) der von 0 verschiedenen komplexen Zahlen
und die Untergruppe S' := {z € C||z| = 1}; Gruppenoperation ist in beiden Féllen
die Multiplikation komplexer Zahlen. Beweisen Sie: Die Gruppen (C*,-) und (S1,-)
sind isomorph.

Anleitung zum Beweis. Ein Isomorphismus R q R x IR lisst sich so wihlen, dass
1 € R auf (0,1) € R x IR abgebildet wird. Wir vergessen die Vektorraumstrukturen
und erhalten ein kommutatives Diagramm von Gruppenhomomorphismen:

! Ein * weist auf eine fakultative Aufgabe hin.
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Z—= R - R/Z

{0} xZ —=+ RxR — Rx (R/Z)

5. Im K-Vektorraum V := M(n; K) wéhlen wir eine Matrix A.
(1) Zeigen Sie, dass die durch ¥(X) := X-A—A-X definierte Abbildung ¥ : V — V

linear ist.
(2) Nunsei K =R, n=2 und

- (21)

Geben Sie eine Basis fiir ker(¥) an.



Lineare Algebra und analytische Geometrie I*
Losungsblatt der Aufgabenserie 14 zum 14.2.05

. Losung. Mit A bezeichnen wir die Matrix, deren Spalten durch die Vektoren wv;
gebildet werden,

-2 1 =21

2 —2-2-1

A=12 1210

-12 1 0

Durch Zeilenoperationen wird diese leicht in die Matrix

—21-21
, 1 0140
A= 0 0-32
0001

tiberfithrt, die offensichtlich 4 Stufen und daher den vollen Rang 4 = rang(A’) =
rang(A) hat. Daher ist (v, vy, vs,v4) eine Basis von R*.

Nun fiigen wir zu A auf der linken Seite die durch w; und w, gebildeten Spalten hin-
zu und fithren wiederum Zeilenoperationen aus, die diese Matrix in Zeilenstufenform
transformieren,

1 0-21-21 10-21 -21
1-12 —2-2-1 010 1 40
20 2 -1-11| 7 |00-63-31
2912 1 0 00 0 21457

Dann bilden die Spalten der ersten Matrix, deren Positionen durch die Stufenindizes
der zweiten gegeben sind, eine Familie linear unabhéngiger Vektoren. Insbesondere
bilden die ersten beiden Spalten und damit (w;,ws) ein linear unabhéngiges Paar.
Wir erhalten die Basis

((1,-1,2,-2),(0,—1,0,-2), (=2,2,2,—1), (1, -2, —1,2)).

. Ergebnis.

(1) Bs ist vy — vy = (—=1,2,2,—4) = 1-(=1,2,0,-2) — 1 - (0,0,—2,2) € U, daher
T, =1, € V/U.

(2) Die Klassen der Vektoren: ¢ = (1,0,0,0) und d = (0,1,0,0) bilden eine Basis
(e,d) in V/U.

(3) Esgilt v=2-¢—3-d.

. Losung. Es ist rang(A) = dim (im(p)) = 5 — dim (ker(y)). Wir bestimmen den

Rang der Matrix A, indem wir sie (beispielsweise mit dem gauBschen Algorithmus)
in eine zeilendquivalente Stufenmatrix iberfithren. Es ergibt sich

-1 0101

0 -1011
rang(A) =rang| 0 0 100 | =3,

0 0000

0 0000

daher dim (ker(yp)) =2 und dim (im(y)) = 3.



5. Losung. Wir bestimmen das Resultat zu (2). Dazu schreiben wir die Bedingung

X—(””l “), X-A—A-X—(O 0)
T3 T4 0 0

als lineares Gleichungssystem fiir die Zahlen z1, ..., x4 auf und erhalten:

—x3=10

T, —4x9 — x4 =0

4rs3 =0

z3 =0
Das {ibliche Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme liefert nun die Menge
aller Losungen; insbesondere hat ker(¥) die Basis

(67)-(50))



