Ubungsaufgaben' Lineare Algebra und analytische Geometrie IT*

Serie 2 zum 2.5.05

Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrix A in Abhéngigkeit von den Parametern
s, t aus dem Korper K.

—2t+7s—t+5s t+s
A= 8 +8s 8+ 8s —2t —2s
2t +2s Tt+T7s 2t+ 2s

. Wir untersuchen Determinanten von Endomorphismen eines endlichdimensionalen K-
Vektorraumes V.

(1) Essei V = R? und ¢ definiert durch
QO(JT, Y, Z) = (iC, Oa —T+y+ Z)
Bestimmen Sie det(y).

(2) U und W seien Unterrdume, fir die V.= U @ W gilt. Durch die folgenden
Vorschriften sind auf eindeutige Weise lineare Endomorphismen von V' definiert.

(e +y) ==, xelU yeW
vo(x+y) =x—2y, zclU yeWW
Bestimmen Sie die Determinanten von v; und s.

(3) Zeigen Sie, dass fiir jede Zahl o € K ein Endomorphismus des Vektorraumes
V # 0 existiert, dessen Determinante « ist.

Wir untersuchen Abbildungen V x V — K fiir K-Vektorrdume V. Entscheiden Sie,
in welchem Fall Bilinearitéat vorliegt.

(1) f(z,y) :=x -y fir den Standardvektorraum V = K™,
(2) g(A,B):=tr(A-B) fir den K-Vektorraum V = M(n; K),
(3) h(A,B) :=det(A- B) fir den K-Vektorraum V = M(n; K).

4. f sei die Bilinearform auf R?, die durch

f((@1,22), (y1,92)) = =191 + 27291 — 372y0
definiert wird.
(1) Geben Sie die Matrix A = Mg(f) von f beziiglich der Basis B = ((0, —1), (—1,—2))
an.
(2) Geben Sie die Matrix B = Mg/(f) von f beziiglich der Basis B’ = ((1,2), (-2, 1))
an.

(3) Geben Sie die Ubergangsmatrix U := Ug s von B’ zu B an und iiberzeugen Sie
sich davon, dass B ="U-A-U ist.
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5. Essei A € M(n;R), sowie g : R — R die durch g(x) := x - A - 'z definierte
quadratische Form.

(1) Zeigen Sie, dass der Wert von g nur von A + *A abhingt. Folgern Sie, dass A
stets durch eine eindeutig bestimmte symmetrische Matrix B ersetzt werden kann,

ohne dass sich dabei die Abbildung g &ndert.
(2) Es sei n =3,
q(z1,79,23) := —23 — 22179 — 61173 — 42973 + 3x§.
Bestimmen Sie die geméf} (1) existierende symmetrische Matrix B mit der Eigen-
schaft g(x) = - B-‘z fir € R®.
(3) Geben Sie eine Basis des Standardraumes R® an, beziiglich der die unter (2)
definierte Form q eine Diagonalmatrix besitzt.
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. Losung. Eine prinzipielle Moglichkeit zur Behandlung solcher Aufgaben ist durch
das Determinantenkriterium gegeben; dazu sind die Nullstellen aller Determinanten
quadratischer Teilmatrizen zu untersuchen. Wir gehen hier anders vor, dabei werden
die folgenden Fille unterschieden.

(1) s=t =0, dann ist A =0 und folglich rang(A) = 0.

(2) s =0 und t # 0; dann ergibt sich

—2t —t t
A= 8t 8 —2t
2t Tt 2t
Wegen t # 0 ist rang(A) = rang(% - A),
1 —2-11
SA=| 8 8 —2|,
t 2 7 2

also rang(A) = 2.
(3) s #0, soist rang(A) = rang(% - A). Setzen wir u = %, S0 ist
—2u+T7—-u+5 u+1
A= 8u+8 8u+8 —2u—2
2u+2 Tu+7 2u+2
Wir berechnen die Determinante
—2u+T7—-u+5 u+1
8u+8 8u+8 —2u—2|=150u®+ 300u + 150
2u+2 Tu+7 2u+2
und erhalten fir u # —1 (d.h. ¢ # —s) det(A) # 0, daher rang(A4) = 3. Fiir

1
S

u = —1 1st
. 960
~.A=1|000],
5 000

folglich rang(A) = 1.

. Losung. Wir fithren die Rechnungen zu (1) und (2) aus.
(1) Die Matrix des Endomorphismus beziiglich der Standardbasis B ist

100
Mgs(p) =1| 0 00
—-111
Daher folgt
100
det(¢) = det (Mp(p)) =] 0 00| =0.
—-111

(Die Zeile 2 ist null.)



(2) Wir wihlen Basen By = {uy,...,u,} in U und By = {w,,...,ws} in W, dann
ist B={uy,...,u,,wy,...,ws} eine Basis in V. Beziiglich B haben 1 bzw.
1o die Matrizen

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

und

1 0 O 0

0 1 0 0
MB(¢2) = 0 0 —2 0

0O ... 0 O —2

Folglich ist det(¢1) =0 und det(¢) = (—2)°.

4. Losung.
(1) Offensichtlich ist

F((0,=1),(0,=1)) =
(0, —1)7( : 2))
F((=1,-2),(0, - 1))
f((=1,=2), (=1, =2

wir erhalten
-3 —4
A= (_ . 9>.
(2) Entsprechend finden wir
-9 0
B - ( - _3>.

(3) Die Ubergangsmatrix ist

voa= (7))
(¢ %) = (52)- (52)(57)

5. Ergebnis.

~1-1-3
(2) B = (1 0 2)
—3-2 3

(3) Wir verwenden den symmetrischen gaufischen Algorithmus oder (ganz naiv) die
Methode der quadratischen Ergénzung. So ergibt sich eine Basis

B =((1,0,0),(1,-1,0), (2,1, —1)),

beziiglich der q die Diagonalmatrix

= —6
) =

und



Mpz(q) = diag(—1,1,11)
hat, d.h. q ist aquivalent zur quadratischen Form
—z3 4 23+ 1123,
Wer Lust dazu hat, kann durch Multiplikation der Basisvektoren mit Konstanten

nun noch erreichen, dass die quadratische Form in die fiquivalente Gestalt —x3 +
73 + 22 transformiert wird.



