Ubungsaufgaben' Lineare Algebra und analytische Geometrie IT*

Serie 5 zum 23.5.05

1. V sei der Unterraum des R-Vektorraumes aller Abbildungen von IR in IR, der von
den Abbildungen 1, sin(z), cos(x) erzeugt wird.
(1) Zeigen Sie: dimg(V) = 3.

(2) Essei ¢ : V — V der lineare Endomorphismus f +— %( f) von V, der durch

die Ableitung definiert wird. Ist ¢ diagonalisierbar?

2. Trigonalisieren Sie die reelle Matrix

~1-3-2
A= 2 -7-1,
4 —2-7

d.h. geben Sie eine obere Dreiecksmatrix B sowie eine regulidre Matrix U an, fiir die
B=U"1 AU ist.

3. Untersuchen Sie, ob die folgende Matrix A € M(4;F;) halbeinfach ist.

0110
0101
0111
1001

A:

4. Uberpriifen Sie, dass die folgende Matrix

—3-41 4
0 —22-1

A=| 050 |eM@R
—2-42 2

nilpotent ist und geben Sie ihre Normalform B, sowie eine reguldre Matrix U an, fiir
die B=U"1-A-U ist.

5. ¢ sei ein Endomorphismus des n-dimensionalen C-Vektorraumes V mit der Eigen-
schaft

tr(p) = tr(¢?) = ... =tr(¢") =0,
wobei tr(p!) die Spur des Endomorphismus ¢ bezeichnet.
Beweisen Sie: ¢ ist nilpotent.

! Entnommen aus M. Roczen, H. Wolter, W. Pohl, D. Popescu, R. Laza: Lineare Algebra individuell
Online-Version: http://www.math.hu-berlin.de/~roczen/software/la.htm


http://www.math.hu-berlin.de/~roczen/software/la.htm




Lineare Algebra und analytische Geometrie IT*
Losungsblatt der Aufgabenserie 5 zum 23.5.05

2. Losung. Zur Trigonalisierung der Matrix A berechnen wir zunéchst das charakte-
ristische Polynom y4 = det(X-FE3 — A). Esist x4 = (X + 5)® (daraus folgt, dass A
trigonalisierbar, nicht jedoch diagonalisierbar ist, denn die Ahnlichkeitsklasse einer Matrix A-E, ist einele-
mentig). Zur Bestimmung eines Eigenvektors zum Eigenwert A = —5 haben wir das
homogene lineare Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix \-F5 — A, d.h. das
System

—4x1 + 319+ 2235=0
—2331 + 2%2 + x3 = 0
—45(,’1 + 2%2 + 2%3 =0

zu losen. Wir finden als Basis seines eindimensionalen Losungsraumes einen Vektor
vy = (1,0,2).

Wird mit ¢ : R®> — R® der Endomorphismus des Standardraumes bezeichnet, der
durch M (p) = A definiert ist, so gilt zunichst p(v;) = A\-v;. Die Aufgabe ist gelost,
wenn wir v; zu einer Basis (v, v, v3) erginzen, fiir die die dritte Koordinate des
Vektors ¢(vy) verschwindet.

Zunéchst kann einer der Vektoren der kanonischen Basis B = (ej, €3, e3) durch den
hier gefundenen Vektor v, ersetzt werden, so dass wiederum eine Basis entsteht; wir
wéhlen B; = (v1, es, e3). Mit diesen Vektoren als Spalten ergibt sich eine Ubergangs-

matrix
100
U1 = UBl,B: 010
201
und so eine zu A dhnliche Matrix
-5 -3-2
A=U"AU = 0 -7-1
0 4 -3

Die Teilmatrix
A= (_7 _1> € M(2; R)

4 =3
der Matrix A hat als einzigen Eigenwert ebenfalls A = —5. Losen wir das lineare
Gleichungssystem

v (2)- ()

so erhalten wir fiir A’ einen Eigenvektor (—1,2) € R*. Wihlen wir Vektoren w,
mit den Koordinaten (0, —1,2) und vz mit Koordinaten (0,0,1) (beziiglich B; ), so
entsteht eine neue Basis By = (v, vy, v3) des Standardraumes R® fiir die Mg, (¢)
eine obere Dreiecksmatrix ist.

Mit der Ubergangsmatrix
100
U2 = UBQ,Bl == 0-10
021
erhalten wir



—5—-1-2
Mp,(p) =U; " A1 U= 0 =5 1 |;

0 0 =5
diese Matrix ist eine Trigonalisierung von A, d.h.
—5—-1-2
051 |=U"4U
0 0 =5
mit
100
U=U,-Uy=[0-10
2 21

Losung. Wir berechnen zunéchst das charakteristische Polynom f = y4(X) € Fy[X]
und erhalten

X 1 1 0
B 0X+1 0 1
f=detf oy xaq o

1 0 0 X+1
= X'+ X3P+ X2+ X +1.
Um festzustellen, ob f mehrfache Nullstellen besitzt, wird der grofite gemeinsame
Teiler von f und der Ableitung f’ von f bestimmt. Es ist
ff= X?+1.
Offensichtlich ist f’ = (X + 1)?, daher existiert wegen f(1) # 0 kein gemeinsamer
irreduzibler Faktor mit f. Aus ggT(f, f') =1 folgt, dass f keine mehrfachen Null-

stellen in den Erweiterungskorpern von IF; besitzt. In einem Zerfallungskoérper des
Polynoms f hat die Matrix A daher 4 verschiedene Eigenwerte, ist also halbeinfach.

Losung. Offensichtlich ist
A#0, A?=0, rang(A)=2,
daher muss A die Normalform haben, die der Partition (2,2) von 4 entspricht.

Zur Bestimmung der zyklischen Vektoren berechnen wir zundchst den Kern K =
ker(p) der zugehorigen linearen Abbildung, der durch die Losungsmenge des ho-
mogenen linearen Gleichungssystems mit der Koeffizientenmatrix A gegeben ist.
((4,-1,0,2),(—1,1,1,0)) ist eine Basis von K; diese wird durch die Vektoren
wy; = (1,0,0,0), wyz = (0,1,0,0) der kanonischen Basis zu einer Basis von V
erganzt.

Zusammen mit wo; = p(wi1) = (—3,0, =1, —2) und wae = p(wi2) = (—4, -2, —4, —4)
entsteht eine Basis B = (w1, way, wia, wee) von V| beziiglich der Mz(y) die gesuch-
te Normalform B annimmt. Werden die Vektoren aus B als Spalten einer Matrix

1-30-4
001-2
U= 0-10—-4
0-20-4

angeordnet, so erhalten wir durch



0000
1000
0000
0010

B=U'A.U=

die Normalform von A.



