Ubungsaufgaben' Lineare Algebra und analytische Geometrie IT*

Serie 7 zum 6.6.05

1.* Mit U, V und W werden endlichdimensionale K-Vektorrdume der Dimensionen p,

n bzw. ¢ bezeichnet. Weiter sei

0 Uy e - 0

eine exakte Folge. Beweisen Sie:

(1) Es existiert eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
I': 2PU)eg A (W) — A™(V), fir die
F(ur Ao Auy) @ (wr Ao Awg)) = p(ur) Ao Ap(up) Ay A Lo Ay,
ist, wenn u; € U und w; € W sind sowie w; € V' Vektoren bezeichnen, so dass
P(w') = w; gilt.
(2) Der unter (1) gefundene Homomorphismus I" ist ein Isomorphismus.

2. Wir betrachten den reellen Standardraum V = IR® mit der kanonischen Basis B =
(617 €9, 63).
(1) Geben Sie die Basen A'B, A?B und A3B fiir die Vektorrdume A'(V), A*(V)
bzw. A3(V) an.

(2) Bestimmen Sie die Koordinaten der folgenden Vektoren beziiglich der jeweiligen
Basis A‘B, und zwar fiir

a) o1 A\ xo, wobel &y =e; —ey;und Ty =2-€; +2- €3 + e3,
und fir

b) @3 AxoAxz, wobel 1 = —es—2-e3, £y = —2-e;+e3 und 3 = —e; —2-€3.

3. Bestimmen Sie die folgenden &ufleren Potenzen, und zwar

1) A2(A) fiir die Matrix
(1)

00 0 1
A=122-1-1| sowie

22-20

(2) A3(B) fiir die Matrix

1001

B=1-1210

1 1-12

4. Bestimmen Sie die Normalform einer Prasentationsmatrix fiir
011
A=|[111] € M(3;IFy).
110

5. Essei A€ M(n;C) eine invertierbare Matrix. Beweisen Sie, dass fiir jede Zahl m € Z
ein Polynom f,, € C[X] existiert mit deg(f,,) <n —1, so dass A™ = f,,(A) ist.

! Ein * weist auf eine fakultative Aufgabe hin.
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2. Ergebnis.
(1) AB = (e, ey, €3)
A’B = (e; Ney, e Nes,es N es)
/138 = (61 AL WA 63).
(2) Wir erhalten durch Ausmultiplizieren
a) &1 A Ty
=2-e1Nej+2-egtNey+eNes—2-eaNe;—2-e3Ney—eg N es
:O+2'€1/\62+€1/\63—2'62/\€1+0—62/\€3
=2-etNey+e Nes—2-esNe; —ey Nes
=2-e;Neyst+e Nes+2-e Ney— ey Aes
24‘61/\62+€1/\63—62/\63,
b) 1 NXoy N\ X3
=—4-esNe;Nes+ey NesAey
=4+1)-egNexNe;
:5'61/\62/\63,
womit in jedem Fall das Koordinatentupel aus den entsprechenden Koeffizienten der
Basisvektoren abgelesen werden kann.

3. Ergebnis.
00 -20-21
(1) AA)=]100-20 -2 2
0-2 2 —2 2 =2
(2) A(B)=(-312-3)

4. Losung. Die charakteristische Matrix ist

X 1 1
X -E3—A=|1X+11 |eM(3IF[X].
1 1 X
Nach Vertauschen der ersten beiden Zeilen entsteht eine Matrix
1 X+11
B=1X 1 1|,
1 1 X

die an der Position (1, 1) einen von 0 verschiedenen Eintrag minimalen Grades besitzt.
Durch Subtraktion geeigneter Vielfacher der ersten Zeile von den {ibrigen ergibt sich
daraus eine Matrix

1 X+1 1

0X?+X+1X+1],

0 X X+1
deren erste Spalte bereits die gewiinschte Gestalt hat. Sie ist offensichtlich dquivalent
7Zu



1 0 0
0X?2+X+1X+1
0 X X +1

Wegen e1(A) = 1 muss die Teilmatrix

([ XP+X+1X+1 : ea(A) 0
C’( D% X+1> zur Matrix ( 0 63(14)>

dquivalent sein. Anstatt den obigen Algorithmus fortzusetzen, lassen sich in diesem
besonders einfachen Fall auch die grofiten gemeinsamen Teiler d3(A) und da(A) der
duBeren Potenzen A°(C) (i = 2,1) schnell bestimmen: Dies sind im ersten Fall die
Determinante und im zweiten der gg'T aller Eintrage von C. So ergeben sich

dz(A
es(A) = (4 _ X34+ X2+ X +1, eA)=dy(A) =1
d2(A)
und damit die gesuchte Normalform
10 0
01 0

00X3+X24+X+1
der Prasentationsmatrix fiir A.



