Ubungsaufgaben' Lineare Algebra und analytische Geometrie I

Serie 4 zum 17.11.08

1. In S, betrachten wir fir ¢ € S, die Untergruppe (o) := {o*| i € Z}. Die Zahl

o(0) := |(0)| heifit Ordnung von o.

(1) Zeigen Sie: (o) = {o*| i € N}.

(2) M:={7-(0)| 7 €S,} mit 7-(0) :={7-0"| n € Z} ist eine Partition der Menge
Sn.

(3) Die Klassen der Partition M enthalten gleichviele Elemente, und es gilt

[M]-o(0) = [Sal,

insbesondere ist also o(c) ein Teiler von n! = |S,|.

(4) Es sei id # o € Sy mit sign(o) = 1. Zeigen Sie, dass die Ordnung von o eine der
Zahlen 2, 3, 5 ist.

(5)* Berechnen Sie die Ordnung einer Permutation mittels ihrer Zyklenzerlegung. Be-
stimmen Sie insbesondere die Ordnung von

(12 345 678 91011121314151617 1819 S
38135712461618 11719101115 2 914 ?

2. (G,-) sei Gruppe. Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢ : G — S(G) mit p(g)(z) =
g - x von G in die Gruppe S(G) der bijektiven Abbildungen G — G ein injektiver
Gruppenhomomorphismus ist.

3. G sei eine Gruppe, H eine Untergruppe vom Index 2, d.h. eine Untergruppe, die
genau zwei rechte Nebenklassen besitzt. Beweisen Sie: H ist Normalteiler in G.

4.* Untersuchen Sie in jedem der folgenden Fille, welche der aufgefiihrten Gruppen iso-
morph sind.

(1) (Ss,0), (Z/(6),+), (Z/(7)",")
2) (Z,+), @)

(3) (R,+) und (Rsq,-), wobei IR.y die Menge der positiven reellen Zahlen ist;
die Operationen sind Einschréankungen der ebenso bezeichneten Operationen fiir
Zahlen.

(4) (D,,o) (die Diedergruppe) und (S,,-) (fiir ein festes n > 2)

5. Rechnen mit komplexen Zahlen:
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a, b bezeichnen a =3i —2, b=3i — 1 €. Geben Sie a+b, a —b, ab und
an.

Bestimmen Sie alle komplexen Zahlen x mit der Eigenschaft
2?4+ (i —2)x — (115 — 3) = 0.
Losen Sie die Gleichung 2% = —40i mit z € C.
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b
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1. Ergebnis. Zu (5) geben wir das Resultat der Rechnung an. Durch

(1,3,13,19,14,10,18,9,16,15,11)

(2,8,6,12,17)

(4,5,7)

ist die Zyklenzerlegung der Permutation o gegeben; es folgt o(o) = 165.

5. Losung.
(1) Esist a+b=6i—3, a—b=—1 und ab= -9 — 7.
Den Quotienten % erhalten wir als

a b (3i—2)(=3i—1) 3i+11 ( 3 - 11)
—_ = — = = = —1 — ).
bbb (3i—1)(=3i-1) 10 10" 10

(2) Mit quadratischer Ergénzung lasst sich die gegebene Gleichung auch durch

1 9

(@ + (50— 1))? = (10i — 7

ausdriicken, gleichbedeutend als

1

(*)  4-(z+ (52' —1))* = 40i — 9.
Dies ist genau dann erfiillt, wenn 40i — 9 das Quadrat einer komplexen Zahl
z=wu-+vi ist (u,v € R). Nun ist (u + vi)* = u* — v* + 2uvi, daher

(u+vi)® =40i — 9

dquivalent zum System
(*) u? —v? = -9

* 2uv = 40.
Multiplizieren wir die erste Gleichung mit 4u? und quadrieren wir die zweite, so
entsteht nach Addition eine leicht zu l6sende biquadratische Gleichung fiir die

reelle Zahl u; nun finden wir auch v und priifen durch Einsetzen, ob tatséchlich
Losungspaare (u,v) des Systems vorliegen. Es ergibt sich

z=u+vi=*£(bi+4).
Gleichheit der Quadrate zweier Zahlen bedeutet, dass diese bis auf den Faktor
—1 iibereinstimmen. Aus (x) erhalten wir daher

2-(x+(;i—1)) S

Durch Einsetzen von z ergeben sich z; = —3i—1 und z9 = 2043 als diejenigen
komplexen Zahlen, fiir die die Gleichung (2) erfiillt ist.
(3) Wir setzen z = u + iv mit reellen Zahlen u, v. Die Gleichung x® = —40i ist
nun dquivalent zu
u® + 3uvi — 3uw® — v¥i = —40i,

daher zu



ud — 3uv? =0
3uv — v3 = —40.

Im Fall u =0 ergibt die zweite dieser Bedingungen v = 2-+/5, wobei die erste
trivialerweise erfiillt ist.

Ist u # 0, so erhalten wir aus der ersten Gleichung
w? —3v? =0, dh. (u+v3v)(u—+V3v) =0, also
u =430

und nach Einsetzen in die zweite

83 = —40, daher v = —+/5.
3 _

x° = —40: ist daher genau dann erfiillt, wenn x eine der drei Zahlen x = 2:v/5 1,

xz:l:\/§~\3/5— \?/gz ist.



