Ubungsaufgaben' Lineare Algebra und analytische Geometrie I

Serie 13 zum 2.2.09

1. Beweisen Sie: Sind U; und U, Unterrdume des Vektorraumes Us und U; C Us,, so
ist Uy/U; Kern eines kanonischen Homomorphismus

Ug/U1—>U3/U2, ’U+U1|—>’U+U2,
der einen Isomorphismus (Us/U;)/(Uz/Uy) = Us /U, induziert.

2. F sei ein endlicher Korper; beweisen Sie:

Es existieren eine Primzahl p sowie eine natiirliche Zahl n > 1, fiir die |F| =p" die
Anzahl der Elemente von F' ist.

3. Wir untersuchen die folgende Matrix

—-201-21
0022 -1

A= 395 3 1 S MR(4,5)
-120 1 2

(1) Welchen Rang hat A?
(2) ¢ sei der Homomorphismus von R® nach R?*, der durch A definiert wird. Bestim-
men Sie jeweils eine Basis von im(y) und ker(yp).

(3) Ergéinzen Sie die gefundene Basis von im(y) zu einer Basis von R*.

4. Im R-Vektorraum R? betrachten wir die kanonische Basis B := (e, es, e3) und das
Tripel B’ := (b1, by, b3) mit
b, :=(0,0,—-1), by :=(-2,—-1,-1), by :=(2,—1,2).
Zeigen Sie, dass B’ eine Basis ist und geben Sie beide Ubergangsmatrizen zwischen den
Basen B und B’ an. Stellen Sie fest, welche Koordinaten der Vektor x = (3, —1, —3)

beziiglich B’ hat. Wie wiirden Sie diese Aufgabe 16sen, wenn die betreffende Uber-
gangsmatrix nicht gefragt wére?

5. Py sei der Unterraum der Polynome vom Grad < 2 im R-Vektorraum R[X] der
Polynome in einer Unbestimmten iiber R. Wir betrachten die lineare Abbildung ¢ :
P, — Py, die beziiglich der Basis B := (1, X, X?) durch die folgende Matrix
010
Mp(p) = | 100
001
beschrieben wird.
(1) Zeigen Sie, dass B’ := (—X? — X +1,-2X? —2X — 2, —X? — 2) eine Basis von
P2 ist.
(2) Bestimmen Sie Mg/ ().
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3. Ergebnis.
(1) Die Matrix A hat den Rang 3.
(2) Eine Basis fiir ker(y) ist
((6,-5,4,0,8), (—6,—5,—4,4,0)),
eine Basis fiir im(y) ergibt sich als
((=2,0,-3,-1),(0,0,1,1), (1,2,5,0)).

(3) Die zuvor gefundene Basis fiir im(¢) lésst sich folgendermafien zu einer Basis von
R?* ergénzen:

((=2,0,—3,—1),(0,0,1,1), (1,2,5,0), (1,0,0,0))

4. Ergebnis. Wir erhalten die Ubergangsmatrizen

0 -2 2 1 3 —2-4
MB’,B = 0 —1-1 und MB,B’ = 1 —1-20
—-1-1 2 1 =20
23 15
x hat die Koordinaten (Z’ T Z) beziiglich B'.

5. Ergebnis (2). Es ist
100
MB’(@) = —111
2 0-1



