Ubungsaufgaben' Lineare Algebra und analytische Geometrie I*

Serie 6 zum 6.12.10

1.* Uberpriifen Sie, dass fiir beliehige Mengen F und G von Polynomen aus K[Xi,. .., X,]
die folgenden Eigenschaften erfiillt sind.

(1) V(FUG)=V(F)NV(G),

(2) FCG=V(F)2V(G),

(3) V(IFNG) 2 V(F)UV(G),

(4) 1e F=V(F)=0,

(5) V({0}) =V(0) = K"

2. Losen Sie das folgende (bereits in Zeilenstufenform vorliegende) Gleichungssystem iiber IF3,
d.h. bestimmen Sie die Menge aller (1, s, z3, 24, 75) aus IF3, so dass die angegebenen
Bedingungen erfiillt sind.

I1+ZE2+I3—$4:0
—x3 — Ty = 1
Ty — Ty = 1

3. Losen Sie das Gleichungssystem
—21'1 + 101‘2 - 61’3 =12
—12371 — To + 101‘3 + 21‘4 =46
—7331 + 101’2 + T3 — 41’4 =28
r1 + 1023 — 424 = 10
iiber dem Korper K in jedem der folgenden Félle
(1) char(K) =0,
(2) char(K) =25,
(3) char(K) = 3.

Beachten Sie, dass das Symbol fiir eine ganze Zahl n auch als Bezeichnung fiir das
Element n-1 € K verwendet wird.

4. Losen Sie das folgende Gleichungssystem iiber €, d.h. bestimmen Sie die Menge aller
(z1, T, x3) €C fiir die folgende Bedingungen erfiillt sind.
—T1 — i[L’Q — i[Eg = (Z — 1)

5. Losen Sie fiir eine feste Zahl ¢ € R das folgende Gleichungssystem:
1+ (¢ — Dag + (¢ — 3)xg = —(c+ 3)
-1 + 5ZL‘3 =10
z1 + (2¢ — 2)xg + (2¢ + 2)x3 = —(2¢ — 10)

! Ein * weist auf eine fakultative Aufgabe hin.
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Lineare Algebra und analytische Geometrie I*
Losungsblatt der Aufgabenserie 6 zum 6.12.10

Losung. Wir setzen Parameter ¢, t; € [F3 fiir die beiden Unbestimmten ein, die an
keiner Stufenposition vorkommen.

,» Von unten® beginnend ergibt sich durch schrittweise Substitution nun (x1, s, z3, T4, Ts5)
in Abhéngigkeit von den Zahlen t;. Durch Umstellen erhalten wir die Losungsmenge

{(~=1,0,—1,1,0) + t;-(=1,1,0,0,0) + to-(—1,0, —=1,1,1) | t;, ts € F3} C IF3.

Ergebnis.

(1> {<_2727272>}7
2) {(0,-1,-2,0)+ t1-(—1,-1,2,1) | t, € K},
(3) {(1, —1,0, 0) +t1'(—17 1, 1,0) +t2'<1, —1,0, 1) | t1, 10 € K} .

Losung. Mit dem gaulschen Algorithmus wird die erweiterte Koeffizientenmatrix des
Systems in die Stufenmatrix

(—1 —i =i (i—1) )
0 —i(1+2)—(1+2)
iiberfithrt. Stufenindizes sind 1 und 2. Entsprechend der verbleibenden Position setzen
wir einen Parameter x3 = t € € ein. Nach Umstellen der zweiten Gleichung ergibt
sich

xe = —(20 — 1)t — (2 — 1), sowie durch Einsetzen in die erste

x1 = —(2i 4+ 2)t — (2i + 1), folglich

(xl, To,x3) = (—(20 +2)t — (20 + 1), —(2i — 1)t — (20 — 1), 1)

=(—(2i+1),—(20 —1),0) +t-(—(2i + 2),—(2¢ — 1),1).

Der gauflsche Algorithmus zeigt, dass eine notwendige und hinreichende Bedingung

gefunden wurde, wir erhalten damit die Losungsmenge des Gleichungssystems als
{(=(2i4+1),—(2i —1),0) +t-(—=(2 +2),—(2i — 1),1)]| t €C} CC.

Losung. Mit dem gauflschen Algorithmus erhalten wir leicht das folgende dquivalente
System:
1+ (¢ — Dag + (¢ — 3)xg = —(c+3)
(c—Dao+ (c+2)xg3=—(c—T)
3&73 =6
Im Falle ¢ #1 ergibt sich daraus die Losungsmenge

{(07 _37 2) }7

sowie fiir c=1
{(0,0,2) +¢-(0,1,0)| t € R}.



