Ubungsaufgaben' Lineare Algebra und analytische Geometrie I*

Serie 11 zum 31.1.11

1.* Wir betrachten eine Folge endlichdimensionaler K-Vektorraume V; und linearer Ab-
bildungen

fo ! f2 In Ir

0—"—=WV ——=V, —— - T,
fir die im(f;) = ker(fi+1) gilt, i =0,...,n — 1. Beweisen Sie
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> (=1)" - dimg (Vi) = 0.
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2. F sei ein endlicher Korper; beweisen Sie: Die Anzahl der Elemente von F' ist Potenz
einer Primzahl.

3. Eine Nachricht wird in der folgenden Weise verschliisselt, indem zunéchst Buchstaben
auf Elemente des Primkorpers IFog abgebildet werden.
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Die entstandenen Ziffern werden als Folge von Zahlenpaaren angeordnet (wobei ggf.
am Ende der Nachricht ein Leerzeichen einzufiigen ist, damit eine gerade Anzahl von
Buchstaben entsteht).

Nun bezeichne A eine reguldre Matrix aus M(2;IFq); die zugehorige lineare Abbil-
dung F3, — IF5, der Standardriume bildet die Paare der Folge auf neue Paare ab.

Als verschliisselte Nachricht bezeichnen wir denjenigen Text, der der Folge der Bilder
der Zahlenpaare entspricht.

EMIL hat eine Nachricht unter Verwendung der Matrix A € M(2,Fy) nach obiger
Methode verschliisselt; diese lautet nun

,WGPLH,ABVTIM¢.

Wir nehmen an, dass EMIL in der Nachricht eine gerade Anzahl von Zeichen verwen-
det und der Brief mit dem Vornamen EMIL endet.

Entschliisseln Sie die Nachricht.

! Ein * weist auf eine fakultative Aufgabe hin.
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4. Wir untersuchen die folgende Matrix

-110 2 0
1 0-1-2-1

A= 10-21 1 GMR(4,5).
-12-25 1

(1) Welchen Rang hat A?
(2) ¢ sei der Homomorphismus von R® nach R?*, der durch A definiert wird. Bestim-
men Sie jeweils eine Basis von im(y) und ker(yp).

(3) Ergéinzen Sie die gefundene Basis von im(p) zu einer Basis von R*.

5. Py sei der Unterraum der Polynome vom Grad < 2 im R-Vektorraum R[X] der
Polynome in einer Unbestimmten iiber R. Wir betrachten die lineare Abbildung ¢ :
P, — Py, die beziiglich der Basis B := (1, X, X?) durch die folgende Matrix
010
Ms(p) = 001
100
beschrieben wird.
(1) Zeigen Sie, dass B’ := (2,—X?+2X —1,—X? — X — 1) eine Basis von P ist.
(2) Bestimmen Sie Mpg/(yp).
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3. LoOsung. Zunéichst stellen wir die Zuordnung der Buchstaben zu den Elementen von

IFo9 her und erhalten die folgende Liste von Paaren
(22,6),(15,11),(7,27),(0,1),(21,19), (8,12).

Wir haben die Matrix A zu finden. Nun sind ,,EM “ und ,,IL “ die letzten beiden Buch-
stabenpaare der Nachricht. Offensichtlich entsprechen diese gerade den Zahlenpaaren
wy; = (4,12) und we = (8,11). Durch Multiplikation ihrer Transponierten mit der
Matrix A erhalten wir die letzten zwei Paare der obigen Liste, d.h. u; = (=8, —10)
up = (8,12). Es folgt A-W = U mit

-8 8 4 8
U:<—1o12>’ W:<1211>'

Daraus ergibt sich
8—13
-l —
revw - (3)
Durch Multiplikation der Transponierten der Paare u mit der Matrix

. [-86
=(35),

d.h. durch 'u — A~!. ‘' erhalten wir die gesuchten Urbilder; das erste entsteht
beispielsweise durch

22 1 (22 5
<6>HA 1'<6>:<17>‘
Die Resultate werden wiederum als Liste von Paaren aus IFg9 angeordnet; es ergibt
sich
(5,17),(4,8),(19,0), (6,26), (4,12), (8,11).
Wir stellen geméafl der Tabelle die Zuordnung zu den Buchstaben her und erhalten die

unverschliisselte Nachricht
L FREITAG-EMIL*.

4. Ergebnis.
(1) Die Matrix A hat den Rang 3.
(2) Eine Basis fiir ker(y) ist
((3,3,2,0,1),(5,3,3,1,0)),
eine Basis fiir im(y) ergibt sich als
((~1,1,1,-1),(1,0,0,2), (0, =1, —2, —2)).
(3) Die zuvor gefundene Basis fiir im(y) lésst sich folgendermafien zu einer Basis von
R* ergénzen:

((=1,1,1,-1),(1,0,0,2), (0, —1,—2,—2),(1,0,0,0))



5. Ergebnis (2). Es ist

1 —690
—866



