Ubungsaufgaben' Lineare Algebra und analytische Geometrie IT*

Serie 2 zum 27.4.11

1.* K sei ein Korper. Fiir ay,...,a, € K setzen wir
a1 0O 0 0 0 . 0
-1 a 1 0 0 0 . 0
. 0O -1 a3 1 0 0 . 0
ansafi=det g 0 L o
0 0 -1 a,
Beweisen Sie:
(1) [ar,...,an] =an-[ar,...,an-1]+[a1,...,an 2]
ai,...,0n 1
@ MZ‘“* 1
25+, 0n ay +
a3+' 1
Lk

n

2. Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrix A in Abhéngigkeit von den Parametern

s, t.
—2t +4s 4t + 2s 4t — 6s
A= —s 2t+s —t+6s
t+ 3s 3s —3t

3. Beweisen Sie fiir die Adjungierte adj(A) einer Matrix A € M(n; K):
(1) det (adj(A)) = det(A)",
(2) adj(adj(A)) = det(A)"2- A fiir n > 2.

4. Wir untersuchen Determinanten von Endomorphismen eines endlichdimensionalen K-
Vektorraumes V.

(1) Essei V =R? und ¢ definiert durch
QO(I,Z/,Z) = (—:L’—i—y—i—z, —Yy— <5z _Z)-
Bestimmen Sie det(yp).

(2) U und W seien Unterrdume (# 0), fiir die V = U @ W gilt. Durch die folgenden
Vorschriften sind auf eindeutige Weise lineare Endomorphismen von V' definiert.

i (x+y) ==, xelU yeW
(x+y)=3x—-2y, xclU yeW
Bestimmen Sie die Determinanten von t¢; und .
L Ein * weist auf eine fakultative Aufgabe hin.
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(3) Zeigen Sie, dass fiir jede Zahl o € K ein Endomorphismus des Vektorraumes
V' # 0 existiert, dessen Determinante « ist.

5. ¢ :V =V sei Endomorphismus des K-Vektorraumes V' und k£ > 1 eine natiirliche
Zahl. Zeigen Sie:

(1) Ist A € K Eigenwert von ¢, so ist A\¥ ein Eigenwert des Endomorphismus ¢*.

2) Ist & € V Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A, so ist & auch Eigenvektor von
& g
©* zum Eigenwert \*.
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2. Lo6sung. Eine prinzipielle Moglichkeit zur Behandlung solcher Aufgaben ist durch
das Determinantenkriterium gegeben; dazu sind die Nullstellen aller Determinanten
quadratischer Teilmatrizen zu untersuchen. Wir gehen hier anders vor, dabei werden
die folgenden Fille unterschieden.

(1)
(2)

s=1t=0, dann ist A =0 und folglich rang(A) = 0.
s =10 und t # 0; dann ergibt sich

—2t 4t 4t
A= 0 2t —t
t 0 -3t
Wegen t # 0 ist rang(A) = rang(% - A),
1 —24 4
SA=|02-1],
t 10-3

also rang(A) = 2.

s # 0, so ist rang(A) = rang(% - A). Setzen wir u = %, so ist

—2u+44u+2 4u—6
A= -1 2u+1-u+6
u—+3 3 —3u
Wir berechnen die Determinante
—2u+44u+2 4u—6
—1 2u+1-u+6|=—42u>+126u
u+3 3 —3u
und erhalten fir u # 0,3 (i.e. t # 0,3s) einen von 0 verschiedenen Wert, also
rang(A) = 3. Fir u =0 ist

1
S

1 4 2—-6
SA=|-116 |,
5 330

also rang(A) = 2. Fir u =3 ist
1 —214 6
SA=|-17 3|,
5 6 3 —9

folglich rang(A) = 2.

4. Losung. Wir fithren die Rechnungen zu (1) und (2) aus.
(1) Die Matrix des Endomorphismus beziiglich der Standardbasis B ist

-1 1 1
Ma(p) = | 0 ~1-1
1 0 -1



Daher folgt

-1 1 1
det(p) = det (Mp(p))=| 0 —1 -1
1 0 —1
-1 1 0
=0 —-10
1 0 -1
-1 0
- _’ 1 —1’ =L
(2) Es sei r = dim(U) und s = dim(W). Wir wihlen Basen By = {u4,...,u,} in
U und By = {wy,...,ws} in W, dann ist B = {uq,...,u,, wq,...,ws} eine
Basis in V. Beziiglich B haben 1y bzw. i die Matrizen
1 00 ... 0
0 1 0 ... 0
Ms(v1) =1 00 ...0
0 0 0 0
und
3 0 O 0
0 3 0 0
Ms(va) = | 0 -2 0
0O ... 0 O -2

Folglich ist det(¢1) =0 und det(¢y) = 3" - (—2)°.



