Ubungsaufgaben' Lineare Algebra und analytische Geometrie IT*

Serie 11 zum 27.6.11

1. Im affinen Standardaum IF;l wird der Unterraum Y; durch das lineare Gleichungssy-
stem

Ty —x3=1
T1+ 29 —23=0
und der Unterraum Y5 durch das lineare Gleichungssystem
—To+ w3+ xs=1
—x1+ T4 = 0
gegeben. Bestimmen Sie fiir Yy, Y1 NYs, Y] VY, je eine affine Basis!

2. A := (IFy)? sei der affine Standardraum iiber dem zweielementigen Korper IFs.
(1) Wieviele Punkte hat A7
(2) Wieviele Geraden enthélt A7
(3) Wieviele Ebenen enthéalt A?

3. X = K" seider n-dimensionale affine Standardraum iiber dem Korper K, Py,..., P, €
X mit dim(P,V...VP,)=n—1, dh. Y =P V...V P, ist eine Hyperebene.
(1) Zeigen Sie, dass fiir P; = (pi1,. .., Pim) durch

Ty ... Ty 1
P11 --- Pin 1
det |7 T =0

eine Gleichung mit der Losungsmenge Y gegeben ist.
(2) Im affinen Raum R® sei Y = (=2, -4,0) V (=5, 4, —1) V (=5, 1, —1).
Bestimmen Sie mittels (1) eine Gleichung fiir Y.

4. A := " sei der affine Standardraum iiber dem Korper € der komplexen Zahlen,

f : A — A die durch f(zl, .. .,Zn) = (?1, . ,fn) (komplexe Konjugation) gegebene

Abbildung.

(1) Zeigen Sie: f ist Kollineation (d.h. jede Gerade G C A wird durch f auf eine Gerade f(G)
abgebildet) .

(2) Ist f eine affine Abbildung?

5. Wir betrachten den affinen Standardraum X = R3.
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Zeigen Sie: B = (P, Py, P>, P3) mit
PO = (17170), P1 = (172,1)7 P2 = (2,3,1), P3 = (2,3,3)
ist eine affine Basis von X.

Durch 2x; + 329 — 423 = 3 wird eine Ebene E in R? gegeben. Bestimmen Sie
eine Gleichung fiir £ in den Koordinaten beziiglich B.
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Losung. Mit dem gaufischen Algorithmus ist fiir das erste Gleichungssystem leicht
die Losungsmenge

Y1 ={(1,-1,0,0) + ¢1-(1,0,1,0) + ¢2-(0,0,0,1) | ¢1, to € F3}
zu finden. Aus der Parameterdarstellung Y; = P + F3v; + [F3v, mit
P=(1,-1,0,0), vy =(1,0,1,0), vy =1(0,0,0,1)
erhalten wir eine affine Basis {P, P, P,}, wobei
P=P+v,=(-1,-1,1,0), P,=P+wvy=(1,-1,0,1)
gewahlt wurden.
Nun wird der Durchschnitt Y; N Y5 bestimmt. Wir erhalten ihn durch das lineare
Gleichungssystem
Ty —x3=1
T+ x93 —23=0
—Tot+ax3t+a4=1
-1 +24=0
(gebildet aus den Gleichungen fiir Y; und Yz ). Die Losungsmenge ist
YinY; = {(_17 -1, 1, _1)}7
und dieser Punkt bildet gleichzeitig eine affine Basis des Unterraumes Y; N Y5.
Zur Bestimmung einer affinen Basis fiir Y; VY5 erinnern wir an die Dimensionsformel
fiir den Verbindungsraum. Sie lautet (fiir Y, NYy #0)
dim(Y; V Ys) = dim(Y7) 4+ dim(Y3) — dim(Y; NY3),
woraus wegen dim(Y;) = dim(Ys) =2 und dim(Y;NY3) = 0 sofort dim(Y; VYs) = 4,
dh YiVY; = IF§ folgt. Affine Basis von Y V Y, ist daher jede beliebige affine Basis
des Raumes IF§, beispielsweise die kanonische Basis

((0,0,0,0), (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)).

Losung fiir Teil (2). Offensichtlich ist

1 Ty T3 1
—-2-4 01
det 5411 =31 —923+6=0

—5—-1-11
die gesuchte Gleichung.
Anmerkung. Esist leicht zu sehen, dass die gegebenen Punkte affin unabhéngig sind.

Allerdings ist es unnotig, das zu priifen, denn im Fall affiner Abhéngigkeit miisste die
angegebene Determinante identisch verschwinden.



