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Zur numerischen Behandlung der Optimierung eines
Polymerisationsprozesses

A, Isa, W, R8misch

Humboldt-Universitét Berlin, Sektion Mathematik

1., Zur mathematischen Modellierung der Polymerisation wvon
Styrol und deren Optimierung

In [5] wurde ein Modell zur radikaliechen Polymerisation
von Styrol angegeben, auf das in den folgenden Betrachtungen
kurz eingegangen werden soll, Fir eine ausfiihrliche Darstel-
lung des mathematischen Modells sei auf Anhang 1 (bzw. [61)
verwiesen,

Ee bezeichne M(t) die Monomermenge, R¥(t) die Radikalmenge,
T(t) die Reaktionstemperatur, IJ(t) die Menge des j-ten Ini-
tiators (j=1,2,3) jeweils zum Zeitpunkt tc[O,tE](tE ist die
Reaktionsezeit). Gem#B (51 beschreiben dann Bilanzgleichungen
des folgenden Typs den zeitlichen Verlauf des Polymerisa-
tionsprozesses:

GROCED o f, (RM(E)M(E),T(E),T, (1) ,T,(t) Iq(t))

L) o £ (R™(£) M(t),T(t)) vefo, 1.
Lyl w ey (TN (), ge1.2,3,

dt J

(Dabei wurde auf die Energiebilanzgleichung verzichtet, um
das Modell zunschst einfacher zu gestalten. Es ist allerdings
zu beachten, deB bel der praktischen Realisierung die Tempe-
ratur nur mittelbar durch Verénderungen der Kihlwasserzufuhr
beeinfluBt werden kann. Zur Definition von fi' f2, kJ' I=1,..
vgl. Anhang 1)

Festgelegte Anfangswerte der Reaktion sind R™(0)= 0 und
M(0)= M,+ Die Temperaturfihrung T(t), t€f0,t I, und die An-
fangswerte der Initilatormengen IJ(O), J=1,2,3, sind die
(EinfluB- bzw.) SteuergrbBen fir den ProzeBablauf. Dabei tre-
ten eine Reihe von Beschrénkungen fir die Steuer- und ProzeB8-
gréBen auf, die im folgenden aufgez&hlt werden (vgl. Anh. 1):
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- Schranken fOr die Initiatormengen IJ(O). 3=1,2,3;

- Schranken fir den Anstieg des Temperaturverlaufs und fir
T(tE), auBerdem ist T(0)w= T festgelegt;

- Schranken fOr den eog. Polymerisationsgrad SPZ(t.) am
Ende der Reaktion;

- Beschrénkung fUr die Umeatzgeschwindigkeit dutt
hingigkeit vom Temperaturverlauf T(t), t€f0,tcl.

Dabei wird unter dem (Monomer-) Umsatz U(t):=(M = M(t))/M,

zum Zeitpunkt tE[O,tEJ veretanden.

Wir nennen nun diejenigen Steuerungen (T(-),I,(0),I,(0),I;(0))

zuldesig, die séimtliche Beschrdnkungen fiir den ProzeRver-

lauf realisieren, und betrachten die folgenden Optimie-

rungsprobleme:

in Ab-

(1) U(té) ——e Max | bzgl. aller zuldssigen Steuerun=

gen und bei fester Endzeit t..
("Umsatz-optimale Aufgabe”)
bzgl. aller zuldssigen Steuerun-
gen und Reaktionszeiten, sowle

beli Einhaltung einer gewiesen
Umsatzhdhe U(tE)? UE

(“zeitoptimale Aufgabe”)
FOr eine geeignete mathematische Formulierung dieser Optimal-
steuerungsprobleme (vgl. Kap. 2) ist noch zu beachten, da8
der Temperaturverlauf T(<) wenigstens eine absolutstetige
Funktion (z.B. stlckweise linear) sein soll. Aue dissem
Grund wird die “formale" Differentialgleichung (DGL)

9 o v(r) , refo,t1, T(O) = T,
zu den bisherigen Bilanzgleichungen hinzugeflgt und
vel.(o tE) als SteuergrbBe neben dem Steuervektor
.(11(0) 1,(0), 13(0))ER3 bzw. p:a(I,(0),1,(0),1,(0),t.)%
(far variante (I) bzw. (II)) betrachtet.
Ferner werden neue Bezeichnungen fiir die (ProzeB- oder)

(11) tg — Min 1
)

ZustandsgréBen
Xy 1= R”, Xpim M, Xgi= T, x3+j" I, , J=1,2,3, sowle neue
Zustandsvariable x, , }=7,8,9, (nebst DGLn) zur geeigneten
Formulierung der Zustandsbeschrénkungen in der Gestalt

(*’) QJ(X(tE) lp) €0, J=1,2,..., X:-(xl,....xg)T
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eingefihrt, Auf diese Welee gelingt es, alle auftretenden
Beschrénkungen als schranken fir die Steuerungen v und p
bzw. als Restriktionen vom Typ (¥#) zu formulieren.

Das entstandene gewbhnliche DGL-Syetem der Dimension 9 er-
weist sich als eehr steif (die Jakobi-Matrix der rechten
Seite in der L&sung besitzt fur t>0, t=~0O als betrags-
kleinsten Eigezwert Apin= O und als betragsgrdBten Eigen-
wert A, xa.-10 (fur eine spezielle Wahl von v und p)). und
besitzt eine sehr komplizierte rechte Seite (siehe Anh. 1).
Folglich erfordern die Funktional- und Gradientenberechnun-
gen einen grofen Rechenaufwand, Deshalb wurde auf eine geeig-
nete Implementierung des verwendeten numerischen Integra-
tionsverfahrens, eine effektive Berechnung des Gradienten
{vgl. jeweils Kap. 3) und eine angepaBte Auswahl der Ver-
fahren der nichtlinearen Optimierung groBer Wert gelegt.
Die Optimierungsverfahren missen ferner fiir nichtkonvexe
Aufgaben geeignet und "robust* sein, sowle *globale”™ Kon-
vergenzeigenschaften besitzeni(vgl. Kap. 4).

AbschlieBend sel darauf hingewiesen, daB bei der vorliegen-
den Polymerisationsoptimilerung aus technologischen Griinden
fir die Temperaturfihrung auch ein etilckweise linearer An-

satz
T(t):' Tj—i + (t s tJ_i)_IJ:_-__IJ:i_ ' te[tJ_ith]a J'11-005ma
3 3 tO:- o, tm:- tE'

mit "kleinem" m seinnvoll ist, was dazu flhrt, die Probleme
(I) und (II) so zu formulieren, daB nur ein Steuervektor
der Form p.-(Il(O),12(0),13(0),t1,....t 1,...,T ) € R
auftritt, Ferner gelingt es auch, alle bisherigen Schranken-
restriktionen als lineare Restriktionen fir p zu formulie-
ren (vgl. Anh. 1, (III)).

2r+3

2. Ein Standardmodell der optimalen Steuerung

Die folgende Aufgabenklasee der optimalen Steuerung mit
gewdhnlichen DGLn erweist sich als hinreichend allgemein und
tiberschaubar, und soll deshalb allen welteren Betrachtungen
zugrunde liegen (vgl. L61,[91):
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(1) J(u) =g (x(tg),p) — Min |  bzgl. wu=Cv,pleC
(2) Ci={ueCy |gy(x(tg),p) €0 , 3=1,.00d }

(3) 01:-{u-[v,pJeL£(t°,tE)x R® |aYgv(t)sbY, f.G. 1in (tyete),

apsp<bp}
(4)  x(t) = F(e.v(t),p.x(t)) , telt,,tgd, x(ty) = X,(p).
Dabei seien die nachfolgenden Voraussetzungen erflllt:
9y R"x R® — R? . j-O,...,d,

fi Lt tgdx R7x RSx R" — k", x t R® —R" ;

tyetg € R1. r,s,n,d selen natirliche Zahlen,

av,b¥eR", aP, bPeR®;

Xoe 940 320, c00,d, f(t, ,+,°), te[to,tE], seien stetig
differenzierbar nach allen Variablen und (4) sel eindeu-

tig l¥sbar flr alle auftretenden Anfangswerte xo(p).

Die obige Aufgabenklasse ist sehr eng verwandt mit der in
[11] betrachteten Klasse und &hnlich der in [13, §1]. Es
sel bemerkt, daB andere Aufgabenstellungen der optimalen
Steuerung, z.B. Probleme mit Integralfunktionalen oder in-
tegralen Beschrénkungen, mit allgemeineren (z.B. nichtlinea~
ren) Beschrénkungen fiir v und p und mit sllgemeineren Zu-
standsbeschrénkungen, durch Einflhrung geeigneter neuer Zu-
standsvariabler in Aufgaben des obigen Typs UberfOhrt wer-
den k8nnen (siehe [111,[12],[133).

wir betrachten 2 typische Beispiele:

(1) Im GGtefunktional oder in den Restriktionen tritt ein

t
Ausdruck der Gestalt Atw SE h(t.v(t),p.x(t))dt auf.
t

In diesem Fall definiert maz durch die DGL
Xoeg (€)= h(t,v(t),p,x(t)) , x  4(t;) = 0 , eine neue
Zustendsvariable x ., , nimmt diese zu x und die DGL
zu (4) hinzu und erh#élt: A = xn+1(tE) .
(11) Zur Behandlung einer Zustandsbeschrénkung des Typs
h(t,v(t),p,x(t)) €0 , telt ,td,
definiert man {vgl. [11, S. 160],[12, chapt. 6,7])

eine neue Zustandsvariable Xn4q durch die DGL
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%,,,(t) = max2 {0, h(t.v(t),p.x(t))} o xq,4(t;) = O,
und erh&lt ale #quivalente Beschrénkung

xn+1(tE) £0 (oder xn+1(tE) =0 ),
Auch Optimalsteuerungsprobleme mit freiler Anfangs- und (oder)
Endzeit t .tg k8nnen in Probleme des obigen Typs mit fe-

stem Intervall [té,té] tberfihrt werden, indem man die

Transformation P
t(e)em ty + (T = t)) =——=2 , welt!,tL], durchfihrt,
. e
0
sowlg t, und (oder) tE in den Steuervektor p aufnimmt.
(4) hat denn die Gestalt
t. -t
X(t) = e F(H(®),V(E(T)).pux(T)) , TELty,t2], x(t)=
E 0

X, (p).
In die Restriktionemenge 01 gehen lediglich Schranken fir
v und p ein. Es kann sich aber durchaus problemabhéngig els
notwendig erweisen, allgemeinere lineare Rastriktionen fir
v bzw. p mit in C, (und nicht erst in C) aufzunehmen. Jedoch
kann sich dann das verwendete Optimierungsverfahren, das
evtl, flir lineare Restriktionen modifiziert ist (vgl. Kap.
4), im Ablauf komplizierter gestalten.
Selbstverstdndlich kdnnen in die Formulierung von C Glei-
chungs- und Ungleichungsrestriktionen getrennt eingehen.
In manchen Anwendungsfillen kénnen die auftretenden Steuer-
funktionen durch eine endliche Anzahl von Paremetern cha-
rakterisiert werden (vgl. z.B. Kep. 1, [113], [121]), die
mit in den Steuervektor p aufgenommen werden kénnen. In
diesen F#llen ist r=0 =zu setzen und das obige Steuerungs-
problem stellt eine Aufgabe der nichtlinearen Optimierung
im R® dar (vgl. auch [2]).

3, Zur Diskretisieruna von Steuerungsproblemen und Berechnung

des Gradienten

Bei der numerischen Behandlung von Optimaslsteuerungspro-
blemen fir stetige Prozesse muB in jedem Fall eine Diskreti-
sierung bzw. Finitisierung vorgenommen werden, die sowohl
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Steuer- als auch Zustandsvariable betrifft. Dabeil werden wir
une auf das in [9] dargestellte Konzept der "problemabhdn-
gigen Diekretieierung” orientieren und verweisen aneonsten
suf 7, chapt. 9], [13] und die Literatur in [9].

FOr eine geeignete Diskretisierung der Zustandsvariablen iet
zu beachten, daB beim heutigen Entwicklungsstand meist ein
vorhandenes Programm (-system), ein Code, zur automatischen
Integration von (4) eingesetzt wird (bzw., werden muB). Da-
bei beruht die Aueswahl des Codes auf gewissen Eigenschaften
von (4), z.B. nicht-steif oder steif u.d. Solche Codes wlh-
len in jedem Integrationsschritt ausgehend von einem vom
Nutzer vorgegebenen Toleranzparameter § (z.B, einer Schran-
ke fGr den lokalen oder globalen Diskretisierungsfehler)
und dem lokalen Verhalten der DGL (4) (also euch abh&ngig
von u |) das spezielle Integrationsverfashren und die
Schrittweiten automatisch aus. Als Ergebnis wird ein sog.
“variables Integrationsverfahren" realisiert und das Gitter
fir die Zustandsvariablen problemabhsngig erzeugt, Dies
fohrt in der Konsequenz zu 1.a, unterschiedlichen Formeln
und Gittern fOr verschiedene Steuerungen.

FOr die vorliegende Polymerisationsaufgabe wurde aus ver-
schiedenen Grinden das implizite Euler-Verfahren in einer
Implementierung nach [4] (vgl, [6]) verwendet. Einerseits
erscheint es flr nichtlineare steife DGLn mit wenig glatter
rechter Seite aue theoretischen Griinden gut geeignet. Ande-
rerseits hat dis verwendete Implementierung in Vergleiche-
rechnungen bei der Polymerisationsaufgabe mit: den BDF-Ver-
fahren (bis zur 3, bzw. 6, Ordnung) in verschiedenen Imple-
mentierungen (Gear bzw. Rilbner-Petersen) bzgl. Rechenzeit
(Anzahl der Funktions- und Jakobi-Matrix-Aufrufe 1) und
Genauigkeit gut abgeschnitten (vgl. [61).

Fir die Finitisierung der Steuervariablen wird,"heuristisch"
motiviert, ein festes Gitter vorgegeben und dies evtl. ab-
héngig vom Erfolg der Optimierung ("adaptiv") YTgeeignet”
verfeinert, AuBerdem erscheint ein Ansatz mit stlckweise
konstanten Steuerungen als "problem-angepaBt" und ginstig.

7

Dieser Zugang fiihrt zu folgendem Typ von Diskretisierung
fOr die stetigen Steuerungsprobleme aus Kap. 2 (wobei die
Beschrénkung auf das implizite Euler-Verfahren nicht we-
sentlich ist, vgl. [93):
Jp(uid,h) = go(xN,p) - Min | bzgl. ue Cy(4d,h)
Cp(&.h):= {u Eci(h)l QJ(xN:P) €0, J=1,...,d}
C,(h):= {u=fv.ple 01| veHG}
r ~ ”~
Hgi= {veLlg(ty.tg) | v(t)= vler", ¢ €(¥,,.%,1,
j=l,e0e,m}
< 0e<T at hi= m T,-T
: nt tele 1?14!1: 37t
xl - x1_1 + hlf(tllv(tl)lplxl) ] l'ia-co'N, xo-xo(p).

G:= {t°= nt‘°<';

(dabei sind N, x;, hyi=t) = t; , von § und u abhéngig !)

Als wesentliche Frage ergibt sich nun das Problem der Sta-
bilitét der diskretisierten Probleme fir &, h — 0 bzgl.,
des stetigen Originalproblems (im Sinne der nichtlinearen
parametrischen Optimierung). Wir verweisen dabei auf die
Bemerkungen und die Literatur in [9] (vgl. auch [2] fdr r=0)
und nehmen die Stabilit&t sls erflillt an,

Ein welteres wesentliches Problem bei der numerischen Be-
handlung der entstandenen diskreten Optimalsteuerungsprob-
leme besteht in der Berechnung des Gradienten, der fir die
Realislerung von Verfahren der nichtlinearen Optimierung
meist bendtigt wird., Dazu nehmen wir an, deB der verwende-
te Integrations=Code bei nur sehr kleinen Anderungen von u
dieselben N&herungen 3 und Schrittweiten hl' 1=1,...,N,
erzeugt. Dann gilt im vorliegenden Fall fGr den Gradienten
(fells derselbe existiert) nach [9, Kap. 4]:

35(+:8,h) = LI :JI'J'p]: Cp(d,h) — H R

D,v ' G X
N
. -~ -~ -1 of T r~ ~
3, (U ()= (T Ty _p) Ehl(—wll) 2 te(E, . §0,
-~ Lred J-
t) e (T 4.%,]

N
8 f
%,p (W)= hl(Tap|1).Tz1 + (5B(p)) Tz, + (Bo(xy.p))T




78

i - hN<—§|N)T> zy = (B2o(xy.0))"
(1 - hl(—g‘l)T) 2y =z, o le N-1,0.001,

z
0" %

("induzierte" diskrete duale Gleichung)

Dabel bezeichnet z.B. Clig 2f

PaE=-AN . Die Gra-
ox 1 ax|(t1,v(tl),p,x1) ShSke

dienten der Funktionale JD'J(u):- gJ(xN,p) y Jul,eea d,

d.h, der Restriktionsfunktionen, ergeben sich analog durch
Ersetzung von 9 durch g,, j=1,...,d.

Zur Berechnung der Gradienten missen also die Jakobi-Matrizen

3 of  Jdf
55 - VA T %%0. %&J. ggj » J=0,,..,d, gegeben sein und

Xy hl' le1,,..,N, im Verlaufe der Integration von (4) ge-
speichert werden., (Bei Verwendung allgemeinerer Integratione-
verfahren muB auch eine Speicherung der Information Gber die
verwendeten Formeln erfolgen.) Dann miissen zur Berechnung

der dualen Variablen zy, 1.0,,..,N, lediglich N lineare Glei-
chungssyeteme (mit inegesamt N Aufrufen der Jakobi-Matrix

g; ) geldst werden. Dies ist in jedem Fall ein geringerer
Aufwand als die sutomatische Integration der stetigen dualen
DGL mit Hilfe eines Codes. Hinzu kommt, daB bei letzterem
Vorgehen der Gradient von Jp nur approximativ barechnet wird
(zumal meist auch Interpolationen der Werte %90 luwD,...,N,
erforderlich sind) und folglich i.a. kein hinreichender Ab-
stieg gewlhrleistet ist.

Bei Verwendung gleicher Gitter flr Steuer- und Zustendevari-
able vereinfacht sich die Berechnung von ab,v(") wesentlich;
dieser Fall wurde in ([13] fir verschiedene axplizite Inte-
grationsverfehren (mit fest vorgegebenen Schrittweiten) be=
handelt. Dies erscheint jedoch flir die vorliegende Aufgabe
nicht als praktikabel. M8glich wldre allerdings, das Gitter
fOr die Zustandsvariablen als Verfeinerung von G zu erzeugen,
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4. Bemerkungen zur Auswahl der Optimierungsverfahren, zu

deren numerischen Realisierung und zu den Ergebnissen

Als Zugang zur numerischen Behandlung der Optimalsteu-
erungsprobleme in Kap.2 wird eine Diskretisierung im Sinne
von Kap. 3 und damit eine Oberfilhrung in endlich-dimensio-
nale nichtlineare Optimierungsprobleme vorgeschlagen (siehs
auch 113, [13]). Im folgenden werden nun einige Bemerkun-
gen zur Auswahl von geeigneten Verfahren der nichtlinearen
Optimierung (nebst konkreten Vorschlégen) zur approximativen
Lésung dieser diekreten Steuerungsprobleme angefiihrt,

Dabei seien also zun#chst G und & (vgl. Kap.3) fest gewdhlt.
Die nichtlinearen Optimierungsprobleme besitzen dann die Di-
mension s+mr , d,h, diese wdchet fir r31 mit m schnell an.
Deshalb muB fir r 31 ein Verfahren gewdhlt werden, das fir
"groBe" Probleme geaignet ist. Aus diesem Grund werden die
F&lle r=0 (und & nicht "zu groB“, d.h. 8€50) und r21 un-
terschieden. Ein weiteres wesentliches Kriterium fir die Aus-
wahl ist, daB das Verfahren aue Aufwandsgriinden (bei Steu-
erungeproblemen besonders 1) mit einer geringen Anzahl von
Funktions- und Gradientenaufrufen auskommt.

Einheitlich fir beide vorzuschlagends Varianten ist eine
"adaptive™ Kopplung von Diskretisierungs- und Minimierungs-
methoden, d.h, bei fortschreitendem Erfolg der Minimierung
werden § und (oder) h geeignet verkleinert.

Fall r=0 :

Es wird ein Verfahren mit variabler Metrik fir nichtlineare
Restriktionen, das sog. Han/Powell-Verfahren (siehe [8] bzw.
esuch [10, S$.22]), vorgeschlagen. Das Verfshren beruht auf

der schrittweisen. Minimierung einer konvexen quadratischen
Zielfunktion bzgl. der linearisierten Restriktionen, wobei
die Matrix der quadratischen Zielfunktion geeignet aufdatiert
wird. Die L8sungen der konvexen quadratischen Teilprobleme
liefern die Abstiegerichtungen und die Abstiegsschrittweiten
werden ‘durch quadratische Interpolation einer nicht-differen-
zierbaren Straffunktion erhalten., Powell zelgt fir das Ver-
fahren unter geeigneten Voraussetzungen globale und lokal
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Oberlineare Konvergenzeigenechaften.

In umfangreichen Vergleichstests mit den meisten wesentli-
chen Codes der nichtlinearen Optimierung (in L[10]) hat die-
ser Gode (VFO2AD bzw, VMCON) von Powell (vgl. (21) eeine au-
Bergewdhnliche Effizienz nachgewlesen, speziell bzgl. der
Anzahl von Funktions- und Gradientenaufrufen.,

In (2] ist dieses gesamte Vorgehen implementiert und mit gu-
tem Erfolg getestet worden,

Fell r>1:

Es wird ein verallgemeinertes Strafverfahren nach Fletcher
[3] zur Behandlung der Zustandsbeschrénkungen (in CD(J.h))
vorgeschlagen, wobei schrittweise die Hilfsfunktion

d

gy (% sP) + % %;; ry max2{ 0, vy gj[xN.pﬂ (r.y € Rd)
tber Ci(h) mit Hilfe eines modifizierten Verfahrens der kon-
jugierten Gradienten (nach Best/Ritter [1]) minimiert wird
(in Cl(h) treten nur Schrankenrestriktionen auf 1). Dabei
werden die Verschiebungs- und Strafparameter y und r geméB
[3, chapt.4) edaptiv veréndert, Dieses Vorgehen ist fur
“groBe" Probleme geeignet (keine Speicherung einer Matrix
notwendig !) und es sind gute Konvergenzeigenschaften be-
kannt ({11, [31).

In [ 67 wurde das gesamte Vorgehen fir den Fall r31 imple-
mentiert. Allerdings wird dort noch des Verfahren der be-
dingten Gradienten zur Minimierung Uber Ci(h) verwendet, [6]
enth&lt ein FORTRAN-Programm, das auf einer ES 1022 getestet
und an der Polymerieationsaufgabe aus Kap. 1 (Probleme (I)
und (II)) erprobt wurde. Anhang 2 enth&lt einige Ergebnisse
fir eine spezielle Rezeptur und sowohl fir die Umsetz-opti-
male, als auch fur die zeitoptimale Aufgabenvariante (I)
bzw. (II). Dabel wurde jewells nach 1 Rechenzeit auf der
ES 1022 die Optimierung abgebrochen. Die Ergebnisse zeigen,
daB es speziell gelungen ist, ausgehend von einer vom Auf-
traggeber vorgegebenen Anfangsnéherung fir T(.) bzw. IJ(O),
j=1,2,3, mit nur geringen Umsatzverlusten die Beschrénkun-
gen flr den Polymerisationsgrad SPZ(tE) einzuhalten.
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Anhang 1: Formulierung des mathematischen Modells der Opti-
mierung der Styrol-Polymerisation RH(xs);- (r1 - r2(x3 - 273,15))/(r3 = r4(x3 - 273.15))

Nachfolgend wird dee in [5) bzw. Kap. 1 dargestellte Mo-

. 1-9 M, 92
dell in Form einer epeziellen Aufgabe dee Standardmodells Pxx)s= g4 + 93 1 exp(( 72) A g3

sus Kap. 2 formuliert. Wir beginnen dabei mit: der Umsatz- . : b
kJ(xs).- e><p(u:I - ;ﬂ)
optimalen Aufgabe (I) und gehen anschlieBend auf die Ande- 3 4=1,2,3
rungen bei den anderen Aufgabenvarianten ein. fJ(x3)=- 2(1 + exp(&, - gﬂ))-i
3
(1) ri=1, of%3, nied, di=d; t 80 4 kg (x3) = exp(aa - %2 . ke(xg)t= exp(at - %3
g.(x.,p)i= (x, = 0,02 M )2 M
° 2 ° k,(xg)s= exp(au = 28) K (xg)t= exp(av - by,
94(x,p)i= X3 = Tg gy(x.p)i= Xy 5 o J=2.3.4 b 3
w

aVie 0, bVis 20 ; ap:-(O,O.O)T ; ky(X3g):= exp(aw - ;; o oko(xg)em ko (x5)/(1 + k(x5))

FOEVaPax) (g (%) Fp(x) VLT (%) eenerfg ()T, Myi= 8.3769749 ; T :m 333.15 , Tgiw 393.15 <%
Xo(p)SII(O'MobTolplipzlpz,vo;o,o)T H o 0.9238 f i 0.0008766 ! r3i 1.087 ! fiwe; 0:.0007
g, i= 0.014973 , g,1= 1.15065 , gy:= 0.236674
2 -
8, t= 40,171 , b, t= 14805, = 3,0502 , b, := 8
f1(")" Q(x) - ka(x:s) é}xﬁ(‘: ‘ 1.. ¢ By 14805,2 ; a»i. ¢ by 1158,36
20 X3 ayi= 40.379 , b,:= 15963.4 ; &,:= 8.9883 , b,:= 3090.63
2
8= 44,106 , b = 17474,2 ; &,:= 4 B, = 1207.27
Fo(x)im —(k (x5) + Kk (Xg))eF 12-7-- k,(x) xz—-y 3 * O3 i 83 ¢ P3 i
2 w3 us3 VT§2'X3 LRI EPer sas= 30.05 , ba:= 1127.3 ; at:= 17.608 , bt:= 11494.7
fJ(x),. - k3-3(x3) Xy j=4,5,6, au:= 21,271 , bus= 5423.67 ; av:= 10.208 , bv:= 3989.5
» 100 aw:= 25,84 , bw:= 4041.3
f.(x):= max {0, - 3 fy(x) - 15 - 0.5(xg - 353,15)} p
° te, b", di’ d2 eind von der konkreten Rezeptur abhdngig.
fg(x) 1= Q(x)(B(x) - «(x)d;) Von den fir die Optimierung benstigten Ableitungen von x,
fg(*)" Q(x)(u(x)d1 - B(x)) 940 J"0s00e,4, und f (vgl. Kap. 3) stellt nur die Berech-
. (t)d e sl t)d nung der Jakobi-Matrix %é eine wesentliche Schwierigkeit
(Polymerisationsgrad SPZ(t):= -§é1%71+ xg(t 2= ) dar. Diese wurde in (6] angegeben.
wobel
6 2 (II) (RAnderungen im Vergleich zu (I))
Q(x):= ¥ k (x2)F _2{xz)x, + ko (x%5)
(x) 4oz 3-37737 133 3)%y ti*3 lezgxsi oim 4 , di= 5 ; 8Pi= (0,0,0,0)7;
«(x) i ku(xS)xz + [ka(XS) - O.5kc(x3)33<1‘?(x2] go(x,p)g- Py 95(x'p)=- X, = 0,02 Mo ;
N EEIEPY f(t,v,p,x) aus (I) wird mit p,/t. multipliziert.
2k (X)X, + 2k (X)X (X)) + Kk (Xg)x%
B(x) 1m —2 372 ka{xs}xlzfle w'3’’2 (III) (stOckwelse linearer Ansatz fir die Temperaturflhrung;
at”3 72 x Anderungen im Vergleich zu (I) bei zeitoptimaler Aufg.)
v(xz,x3):- RH(x3) + (1 - RH(xz))-nz-
) r:s= 0 , 8:= 2m+3 , n:= 8 ; (m fest gewdhlt)

go(x:P)" pm+3 ’ 91(".9)*' xz - 0.02 MO '
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gJ(x,p):- Xje4 J=2,3,4 ;

lineare Restriktionen fiir p:
T

lp £ (P1-P2:P3) (4 bp 0

0 < Pmezey = pm+3+J-1 ¢ ZO(PJ+3 - PJ+3_1) v 322,..0.,m,

O €Pps=-Ty ¢ 200, . Pomes € Tg + Ppe3 € tg -

f(t,v,p,x) aus (I) wird mit pm+3/tE multipliziert, ee

wird die 3.Komponente von f gestrichen und die Komponen-

ten werden neu numeriert,

Anhang 2: Ergebnisee bei der Optimierung der Styrol-Polymeri-
sation

Optimierungsrechnungen wurden durchgefiihrt fiir eine Rezeptur,
fOr die als wesentliche Restriktion d1 < SPZ(tE)< d2 , mit
d1:- 1100 , d2:- 1200, erflillt sein soll.

(I) Zielkriterium: U (tE)~ 0.98

bf 1= 0,0070199 , bB:a 0 , bB:e 0.0084356 ; tg:= 7 <">,

Anfangsndherung "optimilerte" Steuerung
Pyi= bg p, = 0.0059178
Pzi= b3 Pz = 0.00711125

T(1.5):= 363,15
T(5.0):= 368.15

T(1.5) = 358.44
T(5.0) = 368.36

T(7.0):= 393.15 T(7.0) = 390,75
u(7) = 0.98883 U(7) a 0.97177
SPZ(7) = 965.7 SPZ(7) = 1101,23

(der Temperaturverlsuf ist jeweils stiickweise linear,
mit den angefiihrten "Knickstellen")

(II) Zielkriterium: Minimierung der Reaktionszeit
bf:= 0.0059178 , bf:= 0, bf:= 0.00711125 , bhimt :=7.5

Anfangsndherung: obige “"optimierte" Steuerung, wobeil

T(t):= 390,75, tel7, 7,51, Pgi= 7.5 ;
(U(7.5)=20,98612 , SPZ(7.5)= 1067 .23)
"optimierte” Steuerung: )
Py® 0.005078 , Pz 0.0061025 , P4= 7.04035 ,

T§1.408)- 356,82 ; T(3.75)= 369.25 , T(4,69)= 372,02 ,
T(6.571)= 390.45 , T(7.04)s 390,74 ;

U(7.04) = 0.9786 , SPZ(7.04) = 1148.,02 ,



