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ziel dieser Arbeit ist es, ein Verfahren zur Simulation
stochastischer Prozesse vorzustellen, das unmittelbar auf
Digitalrechnern numerisch realisiert werden kann und ohne
Hilfe von Zufallsgeneratoren arbeitet. Dieses Verfahren be-
ruht darauf, daB stochastische Prozesse in Réumen von Zu-
fallsvariablen durch Prozesse mit endlich vielen Realisie-
rungen approximiert werden. Dabei kenn men sowohl die Rea-
lisierungen der approximierenden Progzesse als auch die
VWahrscheinlichkeiten fhres Auftretens direkt aus der Ver- .
teilung bzw. Verteilungsdichte des Prozesses bestimmen.
Grundlage des Verfahrens ist die Approximation der & -Al-
gebra des Prozesses.

Im folgenden sei (£, OL,P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
I¢ H1 ein Intervall, x ein stochastiecher Prozef {Uber
(n,o0L,P ) mit Parametermenge I und Zustandsraum 17t1 1’»‘
die Borelsche & -~Algebra {iber R1.
o, gzr A {Ix(0]7' @) |BeB , teI}) € o sei dte
& -Algebra des Prozesses X, d.h. Ol ist die kleinste
& —Algebra bzgl. der jede Zu:tellsveriable x{t), teI, des
Prozesses x meBSbar ist. Ist z eine Zufallsvariable {ber
(f2,04,P ), so sei ‘analog O, def{z '®)|Bes').
L (n,0,P’) mit der Norm |. 'p seien die Banachr#ume der
p-fach integrierbaren (reellen) Zufallavariablen {iber
(n,0,P ). FUr beliebiges z€L,(N,0,P ) bezeichne
E(z]4) a3 FEFA-Y Af z(w) 4P den bedingten Erwartungs-
- wert von z bzgl. A€OUP(4)>0)
%z €1,(0,8,P )  die hedingte Erwartung von = bagl.
der & -Algebra dcax.
POr die Definition dieser Begriffe und Eigenschaften
siehe /1/ und /2/.
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Mit diesen wahrscheinlichkeitstheoretischen Hilfsmitteln
werden nun die stochastischen Prozesse charakterisiert,
fir die das abzuleitende Verfahren anwendbar ist.

1. Definitien:
Ein stochastischer ProzeS x heiSt separabel konstruierber,
wenn ea eine Folge {zi}ie nz ¥on Zufallsvariablen Gber
(oa,x,P } gibt, so das

i g % a(ieunz azi) N

C S bedeutet, daB8 P-lHquivalente Ereignisse bei der Rela-
tion ¢ nicht unterschieden werden.)

2. Satz:

(a) Ist x ein stochastisch stetiger ProzeB und S €T eine
beliebige in T dichte und abzihlbare Menge, so ist x

. separabel konstruierbar mit {x(t)}, €s *

(b} Ist x€[I, Lp(n O,P )) ein BOCHNER-meBberer stocha-
stischer ProzeB, so existiert ein separabel konstru-
ierbarer Prozef £ mit =R(t) = x(t) fUr fast alle teI.

Beweis:

(a) vgl. /4/, Kapitel 6.2.

(b] Nach Definition der BOCHNER-MeSbarkeit (vgl./3/) kann
x fast Uberall durch Prozesse, die nur endlich viele
Werte annehmen, im p-ten Mittel approximiert werden,
Der weitere Beweisweg verléuft nun analog zu (a).

3. Bemerkung:

Nach Satz 2({a) sind im p-ten Mittel stetige Prozesse
(xeC(I,L_(N,0,F )}) und R-stetige Prozesse separabel
konstruierbar mit {x(t)}t‘€ g (S ST abzéhlber und dicht).

4, Konstruktion der Approximation filr (mit {.zi}ie'nz) se—
parabel konatruierbare stochastische Prozesse re[:[.L1 (n,00,P))
(siehe /4/, Kapitel 6.3.1.)

(A) Wir wéhlen {{Ig-n’)} j:l}ne ne

c %‘ mit den Eigenschaften
. n
(i) I(n) n Igzl) - ¢ fur j*j'n. _\J Ig—n) = R:'

() ac (=) 2 ¢ o {z0) 20

y NENzy

) , nenzg;
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. s ) = !
win ol {1} B ens = 2
(B) Wir definieren A(n’ ) [(31,...,21:)] T( X I(n))

1=1 ,...,nk, wobei Jedem. 1 eineindeutig ein k—tupel
(1ypeeerdy) mit 15€ {1,...,n} fOr i=1,...,k zugeord-
net sei; weiter wird definiert

(n,k)
o amYg et {a” }1-1) <a (xen.
(C) Wir definieren X4,k e[I,L,(n,a,P 1):

(n,k)

xn,k(t) asr Ea (x(t)) , te€T, n,ke'nz.

Der Einfachheit halber fthren wir eine Numerierung von
{(n,l‘c) | n,Xk enz} z.B. nach dem CANTORschen Diagonalprin-
zip durch, bezeichnen den neuen Index mit m und di_e ent- X
sprechenden Ausdrticke mit A{m), a(m)’ x, und s(m) aze ™ -
5. Eigenschaften:

s(m) : :
(a) (i) A{m}n A{’}‘) = ¢, 1417, l\_J1 4{“" = ), nenz;

(11 of® ¢ (@1} | p gng;

. (m)
Ot a( U =0 U a,.)
L 23 % (menza ienz Zi

(b} x () = E(x(t) | A;™) 1@ , tel, mens,
rs{™) >0 ‘

Beide Eigenschaften sind unmittelbare Folgerungen aus 4.

6. Satz (llber die Approximation):

vYor.: xel:I,l:.1 (£2,0t,P })) sei separabel konstruierbar,

{xm}mg nz gei wie in 4. konat?uiert.

Beh.: (a) PlUr alle teTI gilt:
Mo | xtw) - x(t,w)] = 0 P-f.0.

fim ., Ixytt) - x(t)llp =0, falls x(t) €L (n,,F)
(b) Ist I kompakt und x € C(I,Ly(N2,0,P )), so gilt:
H!im max fxy(t) - xte)fl, =0
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Beweis: .
{a) {a“‘"} b:lldet. eine sufsteigende Folge won 6 -Al-

gebren r.md ﬂir °‘a 1. a( U m‘“") gilt:

x(t) = B “X(x(t)) = g2 (xm} flir alle teI.
Deshalb folgt (a) aus den Bigenschaften der bedingten
Erwartung (siehe /2/, S.141/42}.

(b) siehe /4/, Kapitel 6.3.3.

7. Satz (Fehlerabschiitzung):

Vor.:(a) Fir x € [I,L,(0,0,P)) existieren A>0, « € (0, T]
so dag [[x(t) - x(e)f, < Alt - s|®, fur t,8 €I;
fast alle Realisierungen von x seien gleichmi#Big
beschrinkt.

(b) B sei {t;}; ., €T dicht in T und die Konstrulh-
tion 4. sei mit x = x(ti), i € nz, durchgefihrt.

Beh.: ||x, 4 (%) - x(t)ll, € mm k[ZAIt - til

( t(aﬁ“’ 2p¢ [x(t;)]™! c:‘“’m*]

£ ZA min |t - t.il+mar g™
=1,..,k §51,e0n
fir alle t €I, n,k€ nz, wobei )
( ) 0 , falls max P([x(ti]]"'l(Ign })=0
a5 aae 121,000
sup |ry = r,| , sonst
r‘,rzergn:' : 2

(= 1,0e0,n)
Beweis:

Kus 4., den Voraussetzungen und der Dreiecksungleichung
ergibt sich fdr beliebige t €I, n,keng, i e{1,...,k}
“x k(t) b x(t)nz ‘ nx k(t) - X k“’i)MZ
% 2 0ts) - x(t,i)ll2 + Jx(ty) = x(t)ll,
€ 2|t - tll + uxn’k(ti) - x(tl)llz
< 21t - (7 + Yz - x(ty)l,

fur jedes z, L eL,y(n, afms k) »P ).

n,
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wihlt men Zy,k speziell(vgl./4/,6.3.3.) so, das
znk(u)eI(n) gaw. x(t;,w)e I( n) s gilt’
I3, (@) - x(tg,w)] ¢ af e w elxttp] N xl™) una

folglich |z, o - xepl3 € ﬁ(agn))i’p([x(ti)]ﬂ(Ig.nm. .

8. Bestimmung der Realisierungen der approximierenden Pro-
zesse fUr einen stochastisch stetigen Prozef x aus den
endlichdimensionalen Verteilungsfunktionen F:(.;.) von x
(vgl. /4/, Kapitel 6.5.):

Gegeben seien n,kenz, {I(n) jn oo, {ti}i- € I. Dann
gilt nach 4. mit z; = x(ti)

(n k) sen
) Pai™E)y o = AF_(tyeeoty;@ye..8y)
( t ;{(n;k) ffn) £(n) x ety
. 1 1, T
(D) Etxee) ja{mEpi®E) o ¢ x(t,w) dp
.A](.n,k

8 dF (t,t,...4 ;8 ,8,...8.)

EIJ .-.S-(

R 1.(’n) n)
l
fir 1=1,...,n%, le—e(1,,...,1,) (vgl. 4.), tel.
Analoge Beziehungen ergeben sich mit Hilfe der Verteilungs-
dichtefunktionen.

9. Bemerkungen:

(a) PATE)) E(x(t)lA(n hpa{mEy a=1,...,n5
atellen selbst gewiasse Kenngraﬁen des stochastischen
Prozesses x dar (vgl. /4/, Kapitel 6.5.; /6/). Aus die-
gem Qrunde ist es miglich, sie direkt aus Messungen zu
gewinnen. Dabei erfordert die praktische Messung dieser
Kenngr#Sen nicht mehr Aufwand als die Messung v-ergle:[ch-
barer Verte].ltmgsfnnktionen. :

(b) sind die Ig- s J=15000,n, Intervalle und ist die k-di-
mensionale Verteilungsfunktion won x bekannt, so kann
die Berechnung von P(A](_n'k)), 1=1,...,nk, exekt erfol-
gen (vgl. /5/, S.149). I.a. midssen zur Bestimmung von
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(I) und (II) Methoden der numerischen Integration ange-
wendet werden. Dies wird bei (II) besonders durch den
uneigentlichen Integralanteil erschwert.

10, Bestimmung der Realisierungen der approximierenden Pro-
zesse Tir stochastisch stetige sentrierte Gauflache Prozesse
x sus der Autokorrelationsfunktion R, vOn x (vgl./4/,6.5.):

Auf Grand der speziellen Gestalt der Verteilungsdichte er-
hE1t man eus B.: (IT) BCx(t)[a{™ ) ypealmi)

1
2
- c
=“1‘5—rb°raar}"detcxx)-)* § 08 e explylg> - 4,))day...dey
(] I(n) I{n) o
1 1
1 k
-1

wobei R, g%¢ (R (t5:t3))5 50 ...k Bx = (P14, j=0,..,k

2 =

Y, a8t Too * Co der % Toj 85 » % aor £z, O1Tig®5
= s 3=

£Ar 1=1,...,05, 1e=(1,,...,1), n,kenz, t €l

Eine analoge Beziehung ergibt sich euch fir (I).

11. Bemerkungen:

(a) FOr den in 10. behandelten Fell wurde in /4/ ein ALGOL-
Progremm zur numerischen Berechnung von (I) und (IT)
aus der Korrelationefunktion Ry erarbeitet. Als Anwen-
dung ist z.B. die Sirulation des WIENER-Prozesses als
stetiger zentrierter GauBscher Proze8 mit
Rxx(t,s) = min(t,s8) méglich.

(b) Eine Vereinfechung der Beziehungen fUr (I) und (II) wie
in 10. erscheint auch im Fall anderer spezieller Klassen
von stochastischen Prozessen (z.B. Markowsche) denkbar.

(c) Da der Aufwand des Verfahrens mit n¥ schnell anwlichat,
ist flir feste n,k € nz die konkrete Wahl von {t'i}iL .
{I%“J}j:1 von Bedeutung. Es kommt darauf an, diese Wahl
dem statistischen Verhalten von x anzupapsen, Satz T
aagt aus, daB man die Unterteilung {Ién} j:1 dort mbg-

lichst "fein" wihlen sollte, wo der ProzeB mit grofer

Wahrscheinlichkeit Werte annimmt und sie dort "grtber”

wihlen kann, wo diese Wahracheinlichkeit geringer ist.
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Aus Satz 7 folgt ferner, deB die Wahl von n bzw. k un-
mittelbar von der GrSS8e des effektiven Wertebereiches
von x bzw. der Gr38e seimer Lipschitzkonstanten A ab-
h#ngt. Ausgehend von guten praktischen Ergebnissen er-
scheint aber die Fehlerabsch&tzung 7. zu "pessimistisch®,

(&) Die Art und Weise der Konstruktion der Approximation er-
mSglicht eine Anwendung zur numerischen Behandlung von
nichtlinearen stochastischen Differentialgleichungen
(vgl. /4/, /6/) und von stochastischen Optimalsteuve-
rungsproblemen (vgl./T7/).
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