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EIN VERPAHREN ZUR SIMULATION STOCHASTISCHER PROZESSE;
ANWENDUNG AUP SPEZILLLE PROZEBKLASSEN

In der Praxis spielen nichtlineare Probleme der stocha-
stischen Analysis eine immer grtfere Rolle. Erwihnt sei-~
en hier nur folgende Problemklassen:
- nichtlineare Differentialgleichungen mit zufdlliger
rechter Seite bzw., zufdlligen Koeffizienten,
- gtochastische Optimalsteuerungsprobleme.
Auf Grund des nichtlinearen Charskters dieser Aufgaben
versagen in der Regel spezielle Methoden zu ihrer Be-
handlung, wie z.B. die Korrelationsmethoden fiir lineare
Differentialgleichungen mit zufdlliger rechter Seite.
Dagegen erweisen sich Simulationsmethoden als universell
einsetzbar, die auf folgendem Prinzip beruhen: Zunichst
wird eine endliche Anzahl von Realisierungen der stocha-
stischen EingangsgrtBen ndherungsweise bestimmt, dann
werden flir diese endliche Familie von Eingangsrealisie-
rungen determinierte Probleme geldst und abschlieBend
aus den erhaltenen Ausgangsrealisierungen durch Mittel-
wertbildung KenngrtBen des stochastischen Ausgangs, wie
z.B. Mittelwerts-, Korrelations-, Moment- und Vertei-
lungsfunktionen, berechnet (vgl./6/). Als erstes wichti-
ges Problem bei diesem Vorgehen erweist sich die Simula-
tion der stochastischen EingangsgrdBen. Wiinschenswert
wdre dazu ein moglichst universelles Prinzip zur Simula-
tion, fiir das Konvergenzaussagen gewdhrleistet sind und
das bei speziellen Prozessen bzw, ProzeBklassen unmit-
telbar in effektive numerische Verfahren umgesetzt wer-
den kann. Aus der Literatur bekannte Verfahren zur Simu-
lation beruhen meist auf Reihenentwicklungen stochasti-
acher DProzesse mit zufidlligen Koeffizienten, wobei sich
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Mittelwerte und Varianzen dieser Koeffizienten sus Mit-
telwerts-~ und Korrelationsfunktion des zu simulierenden
Prozesses berechnen lassen (vgl./5/ und die dort zitier-
te Literatur)., Die Berechnung von Verteilungsfunktionen
der Koeffizienten aus entsprechenden KenngrtBen des Pro-
zeggses ist i.a, unmbglich. Deshalb stellt dieses Vorge-
hen de facto eine Beschrdnkung auf GauBsche Prozesse dar
bzw, ist im nichtlinearen Fall nicht anwendbar. Hinzu
kommt, daB zur praktischen Simulation des Prozesses der
Einsatz von (Pseudo-) Zufallsgeneratoren fiir die digita-
le Simulation der Koeffizienten unumgénglich ist. Im
folgenden soll nun ein Verfahren zur Simulstion stocha-
stischer Prozesse vorgestellt werden, dal die oben ge-
nannten wiinschenswerten Eigenschaften besitzt und ohne
Hilfe von Zufallsgeneratoren arbeitet., Dabei gehen wir
8o vor, daB nach einer kurzen mathematischen Einfiihrung
das allgemeine Prinzip des Verfahrens dargelegt und eine
umfassende Konvergenzaussage angegeben werden und daB
anschlieflend das spezialisierte Verfahren zur numeri-
schen Simulation GauBscher Prozesse (Beispiel: WIENER-
ProzeB) angefiihrt wird,

Im welteren sei (Q,0,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
CR1, ﬁﬂ) der Borelsche MeBraum und T eine Menge von Zeit-
punkten, Fﬁf elne reelle Zufallsvariable z iiber (L, ,P)
bezeichne E(z) bzw. E(zl|A) (A€ Ot, P(A)>0) den Erwar-
tungswert von z bzw. den bedingten Erwartungswert von z
bzgl. des Breignisses A. Lp(:l,a,,P) bezeichne den line-
aren Raum aller reellen Zufallsvariablen 2z mit

E(|z17) < o0 (t€p < a0 ), Bekanntlich wird L, (n,a,p)

mit der Norm [z, := (L(Izlb))1/p ein Banachraum.
SchlieBlich bezeiéhne x stets einen stochastischen ProzeB
iiber (N ,A,P) mit Parametermenge T und Zustandsraum RS
Wir nennen x einen Prozef§ p-ter Ordnung, falls fiir alle
teT x(t)e LD(.Q. s A ,P) erfiillt ist. Spidter wird noch
der Begriff der stochastischen Stetigkeit eine Rollg
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spielen (vgl./2/ bzw. Bem. (e)). Wir kommen nun zur Kon-
struktion von Prozessen mit endlich vielen Realisierun-

gen, die einen gegebenen stochastischen ProzeB x erster

Ordnung approximieren:

(A)(a) {ﬁl}ienz € T sei eine in T dichte Menge von Zeit-
punkten (nz := Menge der natiirlichen Zahlen),
(b) {{I }j=1}nenz C ;(’, (i €nz) seien Familien von
Intervallen mit folgenden Elgenschaften.

(i) I(n) fjn) =¢ , J43° 361 Igni = R', nensz,

(11){1 ? 1 gtellt fiir m>n eine Verfeinerung

}j 1 dar,

5 n

; 1
(iidi) { i1 3 1}nenz erzeugt die & -Algebra R%'.

von {I

(B) Fiir n,k €enz und 1= 1,...,11k definieren wir die Ereig-

nisse: Ai_n,k):= /.\ [x(t )]—1(I(n)i)

wobei jedem 1 durch die Beziehung

1=1+ 3 (1,-1)n'"" eineindeutig ein Multiindex
=1
(11,...,lk), lj_e{1,...,n} sy 1=1,...,k, zugeordnet

sei (Bez.: 1 *——’(11,...,lk))-
Fir feste n bzw. k sind diese Ereignisse nach Kon-
struktion paarweise disjunkt und ihre Vereinigung
ergibt die Grundmenge £2 .
(C) Fir alle n,k €nz definieren wir folgende Prozesse
mit endlich vielen Realisierungen.
(tyw) := E(x(t)lA ml)y  ten, falls w EA(n k)
n k
(1= 1,...,n ).
Satz (Konvergenzaussage):
Vor.: x sei stochastisch stetiger ProzeB8 erster Ordnung
Beh.:(a) Plir alle t€T gilt:
1im X, k(t,o:) = x(t,w ) fast sicher,

n,K~»co
lim %, k(t) - x(t)" = 0, fallsxtel (2,0,P),
nN,K=—"co

(b) Ist T eine in R kompakte Menge, x ein ProzeB

zweiter Ordnung und die Korrelationsfunktion
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Rxx(t 8):= B(x(t)x(s)) stetig, so gilt:

1lim max || x, (t) - x(t) H, =0
7, K—weo t€I %0,k 2

Einen Bewels dieser Aussage findet man in /3/ bzw. /4/.
Dort ist unter weiteren Voraussetzungen fiir x auch eine
Fehlerabschidtzung abgeleitet worden.

Bemerkungen:

(a) Aus den bisherigen Betrachtun%en ist ersichtlichS
daB bei Kenntnis von E(x(. )IA n,k) ) und P(A
1= 1,...,nk, fiir gewisse n,k € nz, die eingangs formu-
lierte Aufgabe der nidherungsweisen Simulation eines
stochastischen Prozesses x gelbst ist.

(b) Auf Grund der Konstruktion der A{n ok} 4 (B) erge-
ben sich mit Hilfe der endlichdimensionalen Vertei-
lungsfunktionen Fx(t‘l""’tm;aﬂ”"am) ,1 € Nz, von
x folgende Beziehungen:

(D) B Gy e Sy WBCEpenibgag e cmy)

2 DR
(11 E(x(8) |45 )=
;?XTE_ET; S S(n)}"%&n)k
9

PUP 1=1,...,05, 1-——+(1k,...,1k), te~{t,},5
(filr t= ty vereinfacht sich (II)).

Analoges erhdlt man mit Hilfe der Verteilungsdichte-

funktionen von X.

(o) 2al{™E)), B(x(t) [a{PF)yp(al®®)) (121,...,0%)
gtellen selbst gewisse Kenngrofen des stochastischen
Prozesses x dar (vgl./3/,Kap.6.5.). Aus diesem Grund
ist es mdglich, sie direkt aus Messungen zu gewinnen.
Dabei erfordert ihre praktische Messung nicht mehr
Aufwand als die Messung vergleichbarer Verteilungs-
funktionen.

(d) I.a. miissen zur praktischen Realisierung der Formeln
(I) uné (I, Methoden der numerischen Integration an-
gewendet werden. Bei weiteren Voraussetzungen fir x,

aode(t’t1"tk;ao""ak)

269



270

z.B. fiir GauBsche Prozesse und andere ProzeBklassen,
vereinfachen sich allerdings (I),(II) wesentlich.

(e) Die im Satz genannte Voraussetzung der stochastischen
Stetigkeit von x auf T ist z.B. erfiillt, wenn x fast
sicher stetig (R-stetig) oder im p-ten Mittel stetig
ist. Insbesondere ist der Satz anwendbar, falls x eine
stetige Korrelationsfunktion besitzt (vgl./1/,/2/).

Wir erwdhnen noch, daB die Realisierungen E(x(. )IA(n
stetig sind, falls x im Mittel stetig ist.

(f) Da der Aufwand des Verfahrens mit n® schnell anwédchst
ist fur feste n,k € nz die konkrete Wahl von {ti}i ,

Igni §=1 von Bedeutung. Aus der bereits oben erwahn—
ten Fahlerabschatzung ist ersichtlich, daB bei einer
Wahl von {I aug der Bedingung

P([x(t )] ng ))=1/n , i=1,...,k, j=1,...,n, eine
geeignete Anpasaung an das statistische Verhalten von
x erfolgt.

(g) Das dargelegte Verfahren ist auch zur Simulation
diskreter Prozesse (T=nz) und zufidlliger Vektoren
(T={1,...,m]) anwendbar. #ine Verallgemeinerung be-
steht z.B. darin, einen allgemeinen Zustandsraum X
mit zugehSriger & -Algebra & zu betrachten., Dann wiir-
den mit X=R™ auch vektorielle Prozesse erfafBt.

Numerische Simulation GauBscher Prozesse:

Auf Grund der speziellen Gestalt der Verteilungsdichten
140t sich (II) mit Hilfe eines veraligemeinerten Mittel-
wertsatzes wesentlich vereinfachen. (I) wird mit Hilfe
einer k-dimensionalen Rechteckregel nédherungsweisge be-
rechnet, Wdhlt man schlieflich noch {I(ng ]n1 gemsif
Bem.(f), s0 erhdlt man folgenden Aloori%hmﬁs.

Gegeben: Mittelwerts- und Kovarianzfunktion m (t)=B(x(t))

bzw. K_ (t,s)= u((X(t)"m (t))(x(s)-m (8)))

(a) Wahl von n,ke nz, €&,> 0 "klein" ;
N k
(b) Wahl von {t;},5 in7T;




(¢c) Wahl von {I(n)}j =1 1=1,...,k:
gn)o= Fs1( en + 3(1‘2 En)/n) 9 j=0,ooo,n, WObei FS
die Standard-Normalverteilung, d.h. N(0,1)-Vertei-

lung, darstellt.
“(;j = [c(n) i %n)) y J= 1,...,n,( ) .
. n =~
63 = K (4, v i=t,enk, I3 = 6y Ijn ;
(a) E(x(s) |4 (b)) a (t) + & K'k(t) , teT,

P(A(n k)) = ((2Jr) Kget(K )" Vaexp( 1/2 7 14‘1"1)

05
T=T G'i(c 1,- 1)
fiir 1=1,...,nk . 1«——»(11,...,1k) , wobei
KX:=(KX t )) T D
k() :=(K (t ,t),...,Kxx(tk,t)) :
/
1i=( e '(?),..., sk'egfkl)) ) Fp = s1s§f11),.., sk’é'§i)),
und Egn);ﬁgn)e'fgn) geeignet gewdhlt seien.

Beispiel: Simulation des WIEWER-Prozesses als Gaullscher
ProzeB mit mx(t)=0, Kxx(t,s)=m1n(t,s), T=[0,0)

Wir wihlen n,k€nz und 0O < t1 < s0. L tk< es . Dann

148t sich auf Grund der speziellen Gestalt der Kovarianz-
matrix X direkt K;1 angeben (vgl./7/) und man erhilt
folgendes Ergebnis fiir die Realisierungen:

't'"/_ {n) ,tefC, t,)

E(x(t)lAgn’k))= - ———¥—- [(t ~t)9t; _ -(n)1

(=t _ 1)1/_c(1")] e[t iuty)
(=2 o caylt)

-[—"<n) yteft,, o )

by Le—r(l,0..,1) , agn)e Tgn)

+

fﬁI‘ 1=1,000,nk
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