REINHARD ScHULZE/WERNER ROMISCH

Kennwertmethoden fiir nichtlineare VOLTERRAsche
Integralgleichungen in stetigen stochastischen Prozessen

1. Einleitung

Die Aufgabenstellung hat ihren Ursprung in Problemen der kontinuierlichen System-
theorie, inshesondere der Regelungstechnik. Ist das Eingangssignal eines kontinuier-
lichen Systems, das durch Differentialgleichungen bzw. Integralgleichungen be-
schrieben wird, zufillig, so kénnen wir Eingangs- und Ausgangssignal als Reali-
sierungen gewisser stochastischer Prozesse auffassen. Die Aufgabe besteht nun in
einer statistischen Charakterisierung des Ausgangsprozesses mit Hilfe von Kenn-
werten, wobei lediglich gewisse Kennwerte des Eingangsprozesses als bekannt voraus-
gesetzt werden sollen. Bei linearen Systemen konnen allein aus Korrelationsfunktionen
des Eingangsprozesses Korrelationsfunktionen des Ausgangsprozesses berechnet
werden, so daBl fiir Gausssche Prozesse diese kennwertmifBige Charakterisierung
vollstindig ausreicht. Fiir den Fall allgemeiner nichtlinearer Systeme sind uns
Verfahren zur Losung dieser Aufgabenstellung nicht bekannt.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, ein Verfahren zur Berechnung allgemeiner
Kennwerte der Lésungen nichtlinearer Gleichungen anzugeben.

Um die Klasse von Kennwerten charakterisieren zu konnen, auf die dieses
Verfahren anwendbar ist, beschéftigen wir uns zunichst mit Darstellungs-
und Klassifizierungsméglichkeiten von Kennwerten stochastischer Prozesse
x€ [[0, TT, Ly, A, P)), wobei (2, A, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum ist.

Wir fassen die auftretenden stochastischen Prozesse stets als abstrakte Funktionen
in speziellen Banacu-Réumen von Zufallsvariablen auf. Als systembeschreibende
Gleichung betrachten wir

12
a(l) =z + [[(t, 8. 2(s), u(s))ds, t€[0, T], (1)
0
die wir als Gleichung in diesen stetigen abstrakten Funktionen verstehen. Hierbei
fassen wir «€C([0, T], Ly(R2, A, P)) als Eingangsprozefy und die Losung x* von (1)
als Ausgangsprozef auf. Aussagen iiber den Zusammenhang der Lésungen von (1) und
der entsprechenden realisierungsweisen Losungen wurden in [1] angegeben.

Das Vorgehen zur Losung der Problemstellung wird dadurch charakterisiert, dafl
der in einem separablen Teilraum von L.(Q, U, P) liegende Wertebereich des stetigen
Kingangsprozesses « durch endlichdimensionale Teilraume konstruktiv approximiert
wird. Die wesentliche Grundlage dafiir bildet die gleichmifBlige Approximierbarkeit
jedes stochastischen Prozesses u € C([0, T'], L.(£2, U, P)) durch Prozesse der Form
s(m)

3 a1 gy, wobei {a{WHEPSO(0, T, R)
=1 l
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eine endliche Familie stetiger recller Funktionen und {4{m}stm eine endliche Ereignis-
disjunktion von (£, A, P)ist. D. h. jeder stochastische Prozeli u € C([0, T]. L,(Q2.%, P))
ist durch Prozesse mit endlich vielen stetigen Realisicrungen approximierbar. Dabei
lassen sich die fff""’}}“’;‘ und die {P(Afm)1m durch Kennwerte von u in der zu
definierenden allgemeinen Forni ausdriicken, f\llf der anderen Seite wird gezeigh. dali
sich eine grofle Klasse von Kennwerten von « und der Lésung a* von (1) gerade mit
Hilfe der {a{™}m und der {P(A{™)}¥™ approximativ berechnen IiBt. Um dieses
Vorgehen zu rechtfertigen, untersuchen wir zunichst wahrscheinlichkeitstheoretische
Eigenschaften stochastischer Prozesse.

2. Kennwertbegriff, Grundlagen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

Definition 1: Ist I eine beliebige nichtleere Indexmenge, @ € (R, Ly(Q, U, P)) X
X1, Ly2, A P)) mit dem Definitionsbereich Dy, S(R, Ly, A, P))XI und
2€ Ly(Q2, A, P), so heiBt F,€[Dy X Ly(2,U. P), R), (D, 2)-Kennwert, falls fiir alle
(2, 7)€ Dy, gilt:

Fyx, 7, 2) =(D(x, 1), £)g, -

Fyx, ., 2)€[L, R) heilit (D, z)-Kennwert des stochastischen Prozesses x. Jeder (@, z)-
Kennwert eines stochastischen Prozesses ist also eine reellwertige Funktion. Die Ein-
fiihrung des Operators @ gestattet eine Klassifizier ung von Kennwerten. So sprechen
wir von stetigen bzw. linear beschriinkten Kennwerten, wenn @(., 1) fiir alle /€ die
entsprechenden Eigenschaften hat. Fiir das Weitere von Bedeutung ist die folgende
Klasse von Kennwerten:

Definition 2: Es sei M ein BaNacu-Raum stochastischer Prozesse. Ein (@, z)-
Kennwert Fy, heilit reguldr auf M, wenn es ein ¢ € ({[0, T'], B) X I, R) und eine in M
dichte Teilmenge N derart gibt, daB fiir alle 1€ I, x € N it (x, ) € D, gilt:

@(e(., ), 1) =D(=, ?) (), P-fast iiberall.

Es erweist sich, dal Moment-, Verteilungs-, Korrelations- und Mittelwertsfunktio-
nen auf M =0([0, T], Ly(Q, A, P)) regulire Kennwerte darstellen. Das herzuleitende
Verfahren 1Bt sich gerade auf stetige regulire Kennwerte anwenden (weitere Aus-
sagen, inshesondere zur Stetigkeit vgl. [17).

Ferner sind fiir uns Aussagen iiber die von einem ProzeB « ¢[[0, T], [2, R)) er-
zeugte o-Algebra A, =A({[u(®)]~(B) | B€ B!, t€[0, T1}) wichtig (B! ist die BorEL-
sche g-Algebra iiber R).

U, ist nach Definition die kleinste o-Algebra beziiglich der «(¢) fiir jedes £€[0, T']
melibar ist. Unser Ziel sind Aussagen iiber die Separabilitit von L.(2, %, P).

Definition 3:

a) €< P, ist Erzeugendensystem von %dff W =A(E), wobei A(E) die Kleinste o-Algebra
bezeichne, die & enthilt.

b) U dst sepurabel = Es existiert ein abzihlbares Erzeugendensystem €={4}; .,

von .

Satz 4: L,(Q, %, P) (1 =p=<co) st genau dann separabel, wenn eine separable
o-Algebra W; SU mat A, f‘)I (d.h. L(Q, A, Py=L, (2, Ay, P)) existiert. (? bedeutet,
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daB sich die Ereignisse aus %, bzw. 9 nur durch P-Nullmengen unterscheiden. Vgl
dazu [1]).

Wir untersuchen nun, ob sich fiir eine gréfiere Klasse von stochastischen Prozessen
die Struktur der o-Algebra A, niher beschreiben laft und oh speziell L,(£2, U, P)
(1 =p < ) separabel ist. Dieses Problem wird im folgenden fiir stetige Prozesse
gelost.

Satz 5: Ist w€C([0, T, Lo(2, . P)) und S S [0, T} eine abzihlbare, in [0, T] diche
M enge, so gilt

u. 7 U %[u(t)

Da U, zu einer von abzihlbar vielen separablen o-Algebren erzeugten o-Algebra fast
gleich ist, st auch L, (2, U,, P) (1 =p <) separabel.

Bemerkung 6: a) Die Separabilitit von L,(2, %, P) ermoglicht es, den Prozel
u durch eine abzihlbare Menge von Zufallsvariablen zu approximieren, die samtlich
beziiglich %, meBbar sind. Die Bedeutung des Raumes L,(Q, %,,. P) fiir die nichtlineare
Theorie stochastischer Prozesse hesteht in folgendem:

Ist f€[ R, R) BoREL-meffbar und gilt
fELLL(2, 9, P), L2, U, P)) 5o folgt fiir «€[[0, T, L,(L.2, P)):
fu()) 0. T1, Ly(2, Ay P)).

b) Eine Aussage der Form von Satz 5 iiber die Struktur der o-Algebra %, bildet
eine Grundlage fiir die konstruktive Approximation stochastischer Prozesse.

3. Approximation der ProzeBalgebra 2,

Unser Ziel ist es, fiir w € C([0, T'], Ly(2, %, P)), ausgehend von der Darstellung fiir %,
eine Folge {A{™},. ., von o-Algebren zu konstruieren. die die folgenden Eigenschaften
besitzen:
(A) Fiir jedes m € nz wird AW von einer endlichen Ereignisdisjunklion erzeugt.
(B) AmM SAMm+D  fiir alle menz
(©) Wz ACY AG).

Wir wétherelnilazu in R eine solche Zerlegungsfolge {{IM}y ™\, .. daB

r(n)

1. UI(”) R, I ﬂ];.")zo, 1%j, né€nz,
2. A {I('”’}’(‘”) ) S A( {I(n“)}".(jﬁl)), neEnz,
3. Br=Y {{](n)}f(n)} ) o
Dies 1aBt sich z. B. durch geeignete Wahl von einer in R dichten Menge von Teil-
punkten, die entsprechende Intervalle I definieren, erveichen.
Ist ferner {t;};c,. eine in [0, T'] dichte Menge, so definieren wir fiir alle. &, n €nz

bz @I U, 1=1,... (o),
i=1

wobei jedem [ eineindeutig ein (I, ..., ), €{l, ..., r(n)} fiir i=1....,k, zu-
geordnet ist. Wird durch m € nz eine geeignete Durchnumerierung von {(n. k)| n, k € nz}
gewéhrleistet und bezeichnet s(m)=( rm)¥¢, so erfiillt, 9U""’—‘)I({A§"‘)}f(="1”) auf Grund

der Konstrultion und Satz 5 die Eigenschaften (A), (B). (C).
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4. Spezielle Projektoren aut C([0, T, L,(£,%, P))

Definition 7:
a) Fiir beliebige m € nz sei
P, €[0(0, T), L@, %, P)), C([0, T, Ly(2, U, P)))
definiert durch
QI(M)
(me)(t)dffE v oa@), tel0,T],
x €C([0, T, Ly, A, P))
b) ém(ﬁme(C’([O,- T, Ly(22, U, P)))
c) B(ﬁfO([O, T], L2, U, P))
(E ¥ hezeichne den bedingten Erwartungswert der o-Algebra ﬁ).
Der folgende Satz garantiert nun die gleichméBige Approximationsméglichkeit
stetiger Prozesse durch Prozesse mit endlich vielen stetigen Realisierungen:
Satz 8:
a) Fiir beliebiges a ¢ B gilt:
B masx [[(P,2)(6) — ()i, =0
b) Fiir beliebige x,, € B,, gilt
s(m) 1
T, () = Zl P(A—,("‘))(m(t)’ 1A§m))L2 1A§m>’ tefo, 71,

1
(ai'”’dff P} ) Lugm)s, €010, T), )

nennen wir auch Koeffizientenfunktionen von =, ]. Wir bemerken, daB die

(=(.), IA(m))L2 und P(4{™) spezielle regulire Kennwerte von « darstellen.
!

5. Projektionsmethoden fiir Gleichung (1)

Wir betrachten Gleichung (1) unter den Voraussetzungen :

’LLEC([O, T]5 LZ(Q’ %[’ P))

£€l{0, TIX[0, TIX R X R, R) sei stetig, und es existiere ein L =0 derart, daf fiir
alle a,, ay, by, b,€ R und ¢, s€[0, T gilt
If(t’ 8, ay, bl) _f(t, §, ty, bl)l §L(l“l _aQI + lbl _b2l)> (U0€L2(Q, %us P) 0

Satz 9:

a) Die Gleichung (1) besitzt eine eindeutig bestimmte Losung a* € B.
b) Fiir alle m € nz haben die Gleichungen

Ly(t) = Py + ftf(t, 8, Tp(8), (Ppu)(s)) ds, t€[0, T, 2)
0

eine eindeutig bestimmte Losung x); € B,,.

o) li *(t) —2*(8)]l 7, =0.
) Lim max lki(t) —a* (@), =0
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Der Beweis ergibt sich unmittelbar durch Anwendung des BaNacHschen Fix-
punktsatzes und aus den Eigenschaften der P,. Da nach Satz 8, b) fiir jedes m ¢ nz
P,u, Py, xk die Darstellungen

s(m)
Pmuz Zagm) 1A§’”) ’
I=1

s(m) .
wh= 20 L 4™ HPEO(O, TL B),

8(m)
meo = Z Cgm) 1A§m)’ Cfm) E R
=1

besitzen, erhalten wir:

Folgerung 10: Fiir alle m € nz gilt: «j st genaw dann Lésung von (2), wenn

f 8(m)
bty =™ + [ f(t, s, b{™(s), afm(s)) ds) - 3)
u

1-1

Dieses Ergebnis zeigt, daB wir allein aus der Kenntnis von {u{m};tm, {c(m}sm) die
Koeffizientenfunktionen der Lésung zj; von Gleichung (2) bestimmen kénnen.
Dieses Resultat wird die Berechnung von Kennwerten von «% erméglichen.

6. Berechnung von Kennwerten der Losung von (1)

s(m)
Ist y€ B, d. h.y= 2 dm 1 so gilt fiir jeden mit ¢ reguliren (@, z)-Kennwert
=1

F, fiir alle 7¢1:

(m)?
A

F . s(m) o
Fd)(?/) 1, Z) = 2 ‘P(d§m), 'L)(z, lA(m))Lg *
=1 2

Deshalb sind speziell beliebige regulire (@, z)-Kennwerte Fg von ) durch {b{™}m
und {(z, lA(m))L_,}f(ﬁ) bestimmt. Gilt aullerdem, daB F, stetig in a* ist, so stellen
(m)/ Iy

die Kennwerte F,, von &% Approximationen fiir den Kennwert Fg, von x* dar. Gemi s
Folgerung 10 benétigen wir zur approximativen Berechnung beliebiger reguldrer und
in @* stetiger Kennwerte von «* nur die Kenntnis folgender Eingabekennwerte

{(zg, 1 A;m))L2 P, 1A§”’))L2}?(=1?’
PAMRE, oLl

Diese Eingabekennwerte lassen sich z. B. im Falle ergodischer Eingangsprozesse aus
Zeitmittelungen gewisser Realisierungen oder aber aus Verteilungsfunktionen er-
mitteln. Besonders einfache Verfahren ergeben sich bei Gaussschem EingangsprozeB,
da in diesem Fall alle Verteilungsfunktionen allein durch die Mittelwerts- und Auto-
korrelationsfunktion bestimmt sind.
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7. Beispiel

Wir betrachten eine Transistor-Verstirkerstufe mit Demodulator und zufilligem
Gavssschen EingangsprozeB u:

—dr[/’

+—og Abb.1

Dieses System wird hei Verwendung einfacher Modelle fiirr T und 0 durch eine nicht-
lineare Differentialgleichung 3. Ordunng heschrichen. Das dargelegte Verfahren wurde
durch ein ALGOL-Programm numerisch realisiert und w. a. an diesem Beispiel ¢r-
probt. Fiir gegebene Mittelwertsfunktion m, und Autokorrelationsfunktion R,
wurden die Kreuzkorrelationsfunktion Ry, und die eindimensionale Verteilungs-
tunktion P,.,, fiir verschiedene Projektionsordnungen (I, n) néherungsweise be-
rechnet.
Fir m,(t) =0 und R,,((, s)=e~1=9 ¢, 5¢[0, 2.5], erhalten wir:

0/3|'

: Ryny (.,0)
(130, (44)

J

75

Abb. 2

[1] enthélt in ausfiihrlicher Darstellung die Beweise fiir alle angegebenen Aussagen,
ALGOL-Prograinme und die Auswertung von Testbeispielen.
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