NUMERISCHE METHODEN FUR
STOCHASTISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

R. SCHUIZE ; W. RUMISCH

In dieser Arbeit wird das Kennwertanalyseproblem flir nicht-
lineare stochastische Differential- bzw. Volterrasche
Integralgleichungen behandelt. Dafiir werden Verfehren ab-
geleitet, dle eine unmittelbare numerische Umsetzung ge-
statten und die am Ende dleses Artikels an einem Belspiel
1llustriert werden.

Diese Arbeit baut auf den Ergebnissen der Arbeit /1/ auf.
Zundchst betrachten wir eine Klasse von Operatoren, die

auf stochastischen Prozessen erklédrt sind und in gewissem
Sinne determiniert wirken. Es zelgt sich, dal Operatoren
dieser Klasse bezliglich der in /1/ hergeleiteten Ndherungs-
deratellungen filr stochastische Prozesse (Simulation)
glinstige Eigenschaften besitzt. Andererseits lassen sich
sowohl Kennwerte von Prozessen als auch L8sungsoperatoren
von Differentlalgleichungen bzw. Integralgleichungen durch
solche Operatoren beschreiben. Durch Anwendung von Néherungs-
darstellungen fitr stochastische Prozesse und geelgneten
numerischen Verfahren zur Losung von Differentialgleichungen
und geeigneten Darstellungen der gesuchten Kennwerte ergeben
gich dle gewiinschten numerischen Verfahren.

(2 ,0,P) sel ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum.

1. Definition:
Selen p,p’2 1 M € (R, Lp(.Q,a,P)) ein Banachraum

stochastischer.Prozesse. Ein Operator
D: M —> (R, I"p' n,a,r)) heift determiniert ase
Es gibt eilne Abbildung
d: (R,R) —> (R,R) und es gibt eine Menge
NE M dicht, derart daB filr alle x€&N gilt:
x)w) = d(x(.,@)) P-f.4,




2. Bemerkungen:

a) D determiniert heiBt: Das Blild des Operators D 1l#B8t sich
mittels d filr bestimmte Prozesse (z.B. R-stetige)
realisierungswelse gewinnen,

b) Der Begriff der Determiniertheit eines Operators stellt
" 4in gewisser Hinsicht eine Verallgemeinerung des Begriffes
Nemycki-Operator dar, denn Jeder Nemycki-Operator ist

determiniert.

¢) Eine Verallgemeinerung fiir Vektorprozesse ist mdglich.

d) Interessiert o.g. Eigenschaft filr fest vorgegebenes 4,N,
Bo schreiben wir d-, N- bzw. (d,N)-determiniert.

e) Die Hintereinanderausfilhrung D2D1 zweler Operatoren
Dy, (d1,N)—determin1ert und D2, (d2,D1(N))-determ1niert
ist (d2d1,N)-determiniert.

Im weiteren betrachten wir speziell folgende Rdume:
c'd%f? c [msTJoLz(Q 9aoP))
Cr 43¢ {xl x € IIO,T]X'.Q.R) und x R-stetig und
x € C}

Gemé&B den Approximationsaussagen filr stetige Prozesse in /1/
gilt CR dicht in C .
Ferner erklédren wir Projektoren von C in C der Gestalt:

(P x) (1) 450 EZUx(t)
dm)
(Pf‘m)x)‘(t) age B U x() t€ [o,t]

( pc28™cco, )

3. Satz:
Vor.: a) X,u€C 0.u die von u erzeugte o -Algebra
b) D: C—»C (d,Cp)-determiniert und stetig in Px

Beh.: DPx ist (I -meBbar.
Bew.:

, plm) * o(m)
Es gilt: P ~'x€Cp und P,"'x Qu-meﬁbar.

(m)
Pum b 4 Z al' 1A](.m) ’ ale c [EO,TJ.R) und
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(m} 1sjunkti
{Al t S i - eindimensionale Vertellung von x:

Pa D (4,C.)-determiniert und {A{™] Ereignisjunktion ist -
a D (4,0 , { 1 } gnis] 2=1, I 43, R, K, : k-determiniert mit
D(P'Elm)x) = E _d(al)‘-TA{m) und folglich 1 r&4
T .
k, (r
p({™x) @ -mehar. - 147) a3r
5 u . o] sonst
Da ferner P x = lim P,™'x und D in B x etetig folgt Pp(x,1,%,8,2) = F oy (1)
D(P -meBbar.,
( ux) au meiba . Im weiteren betrachten wir Volterrasche Integralgleichungen
Qe0.0. der Form: ¢
4. Polg g: Vor.: Wie in Satz =
olgerun or n Satz 3 x(t) = v + ff(t,s,x(s),u(s)) ds te [o,T] (1)
Beh.: a) DP,x = P DP.x ’
. = Q(V,x,u)(t)
») D plmy - p(m g pmy e p{Mgce unter folgenden Vorausset :
s g 8 . €cg etzungen:
5. Definition: : neo - |
Ist I eine nichtleere Indexmenge, K = {Ki} je1 V€L, 55¢ .I‘Z(Q ,aA,P) - I
K¢ M—> (RI,(Q,CQ,P)) 1€I eine Familie £€ [[0,9) x [0,T]xRXR , R) stetig und in den letzten
detex'n:?;e;tizzoper;:;re;h - belden Argumenten Lipschitzstetig mit L.
) e
z 1Ly »Cly ann ‘ (Der Operator f unter dem Integral ist der durch f erzeugte
FK(x,i.t.S,Z) . E(§i(x)(t)-2(85) t€D_, seD, Nemycki-Operator)
1. Satz:

(K,z)-Kennwert von X. 3 3
Q 1st auf C° (q,Cg)-determiniert mit

6, Bemerkungen:
a) Die Parameter 1,t,s gestatten dle Beschreibung von
Kennwertfunktionen. TER, a,b€C ﬂ_-O,T] \R)
b) Stetigkeits- und Linearitdtseigenschaften werden durch 3
die entsprechenden Eigenschaften der Operatorfamilie K ( (vyx,u) €C° mit v(t) age V't G[O.TJ )

t
q(rvaob) dsf r + ff(t’s’a(s)'b(s)) ds , wobel
4]

vermittelt.
| e ie,le , Bew.: Die Aussage ergibt sich unmittelbar aus den Eigen-
c D : schaften von £ (Nemycki-Operator
- Kreuzkorrelationsfunktion von x und z: toren . ? R
I g3¢ {13 K : ky-determiniert mit 8. Satz:
ky(r) 43¢0 T TER (Nemycki-Operator) / a) Fir beliebige (v,u) € Lyx C g_ibt es elne eindeutig

Fy(x,1,t,8,2) = R, (t,8) bestimmte Lsung x*€C von

X = Q(v,x,u)
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Die Zuordnung (v,u)—>x werde mit

se [L,xC, C) bezeichnet, d.h. S(vou) = x* .

( s ist Lssungsoperator filr die verallgemeinerte Integral-~
gleichung) (1) ) )

b) Piir beliebige (r,a) € RXC [fO,T],R) gibt es eine
eindeutig bestimmte Losung bYE C [fo.1] ,R) von

b = q(r,b,a) (2)
Die Zuordnung (r,a)—>b werde mit
s € [Rxc [o,9,B) , C [.7,8)) bezeichnet, d.b.

#*
g(r,a) = b
( s ist LBsungsoperator fir die gewthnliche Integral-

gleichung (2) )
¢) S bzw. 8 sind stetig und es gilt

NSCvqauy) = Stvpupdll ¢ €
g ey - vall, e 5 Jlle) - wptoll e}

fiir beliebige VisVo € L2 und Ugsltp €C
bzw. analog flir 8 .
d) S ist (s,Cg)-determiniert.
Bew.: Die Aussagen a) bis c¢) sind bekannte Resultaete filr
Gleiéhngen in Banachriéumen.
a) Sei (v,u)€Cqy beliebig und
(@) = s(v(e),u(w)) P-f.i. eo gilt
wegen c¢) (fiir s) x1E Cq (vgl. /2/ Abschnitt .

Durch Anwendung von Satz 7 erhalten wir das

gewinschte Resultat.
q.e.d.

Der nun folgende Satz stellt die Beziehungen zwischen Kenn-
wertermittlung, Gleichungsldsung und Approximation stoch.
Prozesse her und bildet die Grundlage fiir die Verfahren. Dies
wird durch Satz 8d), Folgerung 4 und Bemerkung 2e) vermittelt.
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Vor.: a) Fiir Gleichung (1) gelten die oben genennten

Voraussetzungen, x*= S(v,u)
b) Fy sel ein determinierter in x™ stetiger
(K,z)-Kennwert

e) ngzu) wie oben erklirt
)
Pgﬂzu)(v) "21_‘31 1A£m) a, € R
(m) ‘
Plr,w (@ = Z:bl 1(m) b, €c [,7],0)
ngrlzu)(Z) = ey 1A](.m) c, €C [[O,T_],R)

E1309 C) S‘P§33u>‘“’ ’ P§33u><“>> = ) ey Ty(m)
1
0 .
mit e,= 8(a;,b;)

*
xT = plim S(ngzu)(V) ’ Pg?Zu)(u))

b) FK(x*,i,t.s,z) = m];;ﬂ$k1(91)(t)'01(8)'P(A{m))

10. Praktische Realislerung der Verfahren:

(1) Bestimmung bzw. Berechnung von
{al a E(v | A{m))' s by = E(u IA](_m))
ey = B(z |A£’“)) . p(A{“‘)) ] 1

mittels elner der in /1/ angedeuteten Verfahren:
a) Messung der GréBSen
erfordert keinen h8heren Aufwand als dle Messung von
Verteilungsfunktionen
b) Berechnung dieser Gr¥Ben aus anderen Kennwerten
b1) aus Verteilungsfunktionen
b2) aus anderen KenngrbBSen bel speziellen ProzefB-
klassen; z.B.:
b21) GauBprozesse aus Korrelationsfunktionen
b22) Markovprozesse aus den Ubergangsdichten
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(11

) Berechnung von {e(al.bl) = e1] 1 0 d.h. L8sung von
gewshnlichen Integralgleichungen

t
oy (t) = a; + ! £(t,s,e,(8),b;(s)) ds
bzw. elner Differentialgleichung

01 (t) = £(t,e,(t),by(¢)) mit e;(0) = &y

mittels geeigneter numerischer Verfahren

(111) Nachweis der Determiniertheit und Stetigkeit in x*

von FK ; ingbesondere Angabe der erzeugenden Operatoren

k1 ieI , die in den meisten Fdllen reellwertige
Funktionen sind, d.h. K1 sind Nemycki-Operatoren
und damit FK determiniert

(iv) 'Berechnung von ki(el) 1€1I

(v)

"Mittelwertbildung"

; iy (07 (8- cq (8) - P(A{™))

stellt Ndherung fur den gesuchten Kennwert FK
von x* dar,

11, Bemerkungen:

a) Das gesamte Verfahren ist in dem Sinne vollstidndig deter-
miniert, daB explizit die Reelisierungen und Mafie fiir die
Simulation z.B. aus vorgegebenen Vertellungen berechnet

b)

c)

werden ktnnen, d.h. es kann vollstindig euf Zufalls-
generatoren verzichtet werden.

Es wird hersusgestellt, fiir welche Klassen von Kennwerten

und Gleichungen die Verfahren mbglich sind. In dieser
Arveit z.B, beliebige nichtlineare Differentialglei-
chungen filr die der Existenz- und Eindeutigkeitssatz

gliiltig ist und der stochaestische Anteil der rechten Seite
gich auf einen stochastischen "Eingangsproze8" beschrinkt.

Ee 1HBt sich eine sehr groBSe Klasse von stochastischen
Prozessen behandeln (hier zunichst q.m.-stetige Prozesse).
Fir spezielle ProzeBklassen vereinfacht sich die Ermittlung

der Eingangskennwerte,
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d) Bine Verallgemeinerung der Verfahren fiir andere Typen
von Gleichungen und andere ProzeBklassen ist mSglich und
zum Tell bereits vorgenommen.

e) Die Autoren erarbeiteten ein ALGOL-Programm zur Reali-

sierung des Verfahrens filr GauBsche Eingangsprozesse filr
Differentialgleichungen.

f) Der Nachteil der Verfahren liegt in dem recht hohen

numerischen Aufwand begriindet. Sofern spezielle Methoden

vorliegen, sollten diese angewandt werden (z.B, Korre-
lationsmethoden).

Beispiel:
Aufgabenstellungz (ZIMM der AdW, Prof, Hennig, Dr. Priedrich)
Gegeben sei eine Differentialgleichung

X(t) + 20 x(t) + x(t) +€x3(t) = u(t)  te[o,1]
u stationdr, normalverteilt mit
E(u(t))Z0  E(u(t+s) u(t)) = R _(s) = 2 o=2!8} - ‘
«=0.1 , €=0.1
Gesucht ist eine Pamilie von Kennwerten der Art

T o
F((x,X),a) = J'gb £r(t), k(1) (ErasD) db dt

a€ [-3, 3] T = 2.5
(Versagenswahrscheinlichkeiten)
a)von der Ldsung x zum Anfangswert O
b) vom sé%ionﬁren Anteil der L¥sung

Vorgehen entsprechend 10, :

(1) - Aufstellen der Korrelationamatrizen
R (t -
1, 5 15000sk+1

vy, 901,

Yke1 q3et

- Berechnung der Inversen der Korrelationsmatrix R;T
und der Determinante det(Ru(t))
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- Berechnung der Koeffizientenfunktionen filhrt auf
Integrale der Gestalt

-1

k h Abb. 1
2b (b (219 )"det(R,))

1 °§
I...jco exp(i( ™ - do)) da1...dak
- :

111 I, i K
b° =Ty v G5 = 2‘}-'4 rojaj y 4y = airijaj
=2 IJ-' i
und enalog fir die MaBe P(A{m)) 5 I 25

Andere Eingabekennwerte werden in diesem Fall nicht
benbtigt.
(i1) Zur Loeung der Differentimlgleichung wurde ein ein-
fPaches numerisches Verfahren (Trapezregel) angewandt.
Zur Bestimmung des stationiren Anteils der Ldsung
wurde das Randwertproblem x(0) = x(T) durch mehr-
maliges Ldsen der Differentialgleichung nidherungsweise
geltst (heuristisches Vorgehen).
(iil) Nachweis der Determiniertheit von F:
Setzen wir
r r>»0 3 _q_
glr) a3f und 2z =1 3
0 sonst A
: Abb. 3
1 réa
Ho(r) qzp
0 sonst
so ergibt sich unter Beriicksichtigung einer gendherten
Differentiation:

il
. 1.
P((x,&),8) = B( - !g(x(t)) gy (X() - H_p(x(2))ar)

und demit die Determiniertheit.

(iv),(v) Wird direkt durch Realisierung der Funktion g und Hy
und durch eine geeignete Integrationsregel aus den Koeffi-
zlentenfunktionen von x.i und der MaBe P(A§m ) vorgenommen.
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Die Ergebnisse wurden grafisch ausgewertet:

Abb., 1 zeigt die Autokorrelationsfunktion der rechten Selte.

Sie wurde als einzige Eingabefunktion bendtigt.

Abb, 2 zeigt die Verteilungsfunktion des statloniren Anteils

der LYsung.

Abb. 3: In Abhidngigkeit vom Parameter a werden die gesuchten

Kennwerte fiir verschiedene Projektionsordnungen
dargestellt:

Kurve (1) entspricht der niedrigsten und Kurve (3)
der hdchsten Projektionsordnung.

Zum Vergleich werden in Kurve (4) die Ergebnisse im
linearen Fall ( = 0), die analytisch gewonnen
wurden (Dr. Friedrich), wiedergegeben.
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