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NUMERISCHE METHODEN FUR STOCHASTISCHE DIFFERENTIAL*
GLEICHUNGEN UND STOCHASTISCHE OPTIMALSTEUERUNGSPROBLEME

In dieser Arbeilt werden das Kennwertanalyseproblem fiir
nichtlineare stochastische Differentialgleichungen bzw.
Volterrasehe Integralgleichungen und stochastische
Optimalsteuerungsprobleme mit linearer Steuergleichung
behandelt. Die Verfahren basieren auf den in /1/ darge-
stellten SimilAdtionsmethoden zur Approximation von
stochastischen Prozessen und gestatten eine unmittelbare
numerische Umsetzung. Die ndherungsweise Bestimmung der
Lésung einer stochastischen Differentialgleichung bzw.
der stochastischen Optimalsteuerung wird auf die Ldsung
einer endlichen Familie von Losungen determinierter
Differentialgleichungen bzw. determinierter Optimal-
steuerungsprobleme zuriickgefiihrt, Werden nun Kennwerte
der L8sung gesucht, ergeben sich vollstdndig determinierte
Verfahren. Im Unterschied zu bekannten Verfahren, wie z.B.
Korrelationsmethoden fiir lineare Gleichungen, Methoden
der'ito-Gleichungen'fﬁr Markovprozesse und Simulation
mittels Zufallsgeneratoren gelten die hier abgeleiteten
Methoden sowohl flir eine sehr groBe Klasse von stochasti-
seéhen Prozessen als auch fiir eine sehr groBle Klasse von
Gleichungen und sind frei von Zufalls-generatoren.

Im weiteren sei ({0 ,QL,P) ein beliebiger Wahrscheinlich-
keitsraum, T = [0,%_]
z: XL —R mit z(t)€L,(2,Q,P) und _ﬂlz(t)uzdt<°°

f: TXxTXxRxR—>R stetig und in den letzten beiden
Argumenten Lipschitzstetig mit L
Dies rechtfertigt die Betrachtung der folgenden Integral-
gleichungen:

1). 2) Dr. rer. nat. Humboldt-Universitdt Berlin, DDR
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b

(1) a(t) =4, + jf(t,a,d(S),e(s))‘ds , t€T und
(¢}

1}

(2) x(t)

X, + jf(t,s,x(s),z(s))ds , t€T wobel
0

f(t,8,x(8),2(8))(w) = £(t,8,x(s,w),z2(s,w))
fiir P-fast alle we.(%e und t,s €T

e: T—>R und J;le('t)l dt < o0
d: T—>R stetig
x: TXxfL2—>R im quadratischen Mittel stetig .
Gleichung (1). stellt eine gewdhnliche determinierte
Volterrasche &ntegralgleichung dar; Gleichung (2) eine
stochastische Volterrasche Integralgleichung.
Satz: te
a) Fir beliebige d,€R und e: T —»R und ile(ﬁt)|dt < ®
existiert eine elndeutlg__ bestimmte stetige Losung -
d‘: T——>R wvon (1) und es gilt, falls

* ..
d1 Losung zu d°1_ y €4 und

» .
6.2 Losung zu do2‘ s €o

teT

b)Fir beliebige X, € L2(Q.,C1,P)' und te

z: TXQ2—>R mit L"z(s)"llzds<°°
existiert eine eindeutig bestimmte LGsung
x*; ™ Q2 —>R und im quadratischen Mittel stetig
von (2) und es gilt, falls
1 Lésung von (2) zu x 57 » Zq und

i .
x; LYsung von (2) zu x 02 v %o

Lt
e{"xo1 02"

(t) - 25t
?a‘}l“ "x1 X5 )”
L Illz.]}(s) - z5(a)|l, ds}
0

Die Aussagen a} und b} sind bekannte Resultate fiir
Gleichungen in Banachr&umen,
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te
max |d (%) - dz(t)|< eLt":{|do1-—d02| + L_{Iet(s)-ez(s)l ds}




Wir verwenden nun die in /1/ hergeleiteten Ndherungsdar-

stellungen und erhalten damit fir xj und 2z @

2 (8 0) = BE(DIA{PE)) = o) (1) falls @ € a{™¥)

xén’k)(tn) = ECxolA:('_n’k)) =: d,, falls w € A{n'k)

ol

1=1,00.,05; t€T  und erhalten:

Satz:
a) x: " i?t se;.nau dann Losung von Gleichung (2) mit
4 n,k
x5
Losung von Gleichung (1) mit dyy » @ » doh.
t

d,(t) = d; + Lf(t,s,dl(is),el(‘.s)i‘) ds (3)

. zn,k wenn fiir 1 = 1,...,nk

3
4

wobei x¥ (t,0) = d*(t) falls wéA(n’k) und te€T
n,k 1 1

b} Erfiillen X, und z alle Voraussetzungen zur Approximation

(d.h. 2.B.: z stochastisch stetig; vgl. /1/), so gilt:
* I < Lte{ (n,k)} _
L J"zn,sz) - z(s)“zds}
©

und somit:
1im max ||x:k(t) LS x*(t)nz =0
n, k- t€T 2
Der Beweis folgt unmittelbar daraus, dafl fiir alle s €T

l|zn’k(s) - z(s)“zmo und |zn’k(‘s)|$|z(s)| und

gomit 'LII zn’k(s) - z(s)llz ds ——> 0 (Satz von Lebesgue)

n, i =»o0
(n,k) _
0

undllx o .

xo"zw°>
Wir wollen nun Kennwerte wie Korrelationsfunktionen,

Momentfunktionen, Verteilungen u.d. von den LOsungen

dieser stochastischen Integralgleichungen bestimmem,

Dazu benutzen wir fiir solche Kennwerte K die folgende
einheitliche Darstellung:




J sel eine beliebige Parametermenge
gt JXR—» R eine im zweiten Argument meSbare Funktion
w,X € LZ(LI,CI,P)

und definieren damit

K(3) 1= E(g(3,x) w)
Alle hier interessierenden Kennwerte lassen sich in dieser
Form aufschreiben(Eine allgemeinere Darstellung, die auch
fiir Verteilungen hoherer Ordnung giiltig ist,findet man .
z.B. in /2/ und /3/. Zur Veranschaulichung des prinzipiellen
Vorgehens reicht die hier angegebene Darstellung zunichst
aus). Plir jede Niherungsltsung galt

¥ () = () taltswea{™)  und ver

Dies setzen wir in die Darstellung fiir K ein und erhalten:

K(3,t) = B(g8(,xy  (¥))ow) =

_ n% ,
= S ely,d5 ) Bewa{® )y palmk)y ()
(=7

Praktische Realisierung der Verfahren

i) Bestimmung bzw. Berechnung der sog. Eingabekennwerte

{dbl = E(xolAgn’k)E ’ el(t) N E(Z(t)|A§n,k)) n 86T

Beula{® )y | peafmedy rlxl;
mittels einer der in /1/ angedeuteten Verfahren.
Diese Eingabekennwerte sind ebenfalls Kennwerte im
obigen Sinn . N k
11) Berechnung von {dj(t) , t€ r],% , d.h, Losung
von gewShnlichen Integralgleichungen (3) bzw.
gegebenenfalls von dazu #dquivalenten Differential-
gleichungen mittels geeigneter: numerischer Verfahren.
iii) Darstellung des gesuchten Kennwertes in obiger Form
(bzw. in der allgemeineren Darstellung gemiB /2/)
iv) Berechnung von K(j,t) durch "Mittelwertbildung"
entsprechend (4).
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Stochastische Optimalsteuerung

Wir betrachten hier i.a. eine lineare Vektor-Differential-
gleichung x(t) = ACtYxCt) + B(t)u(t) + rft) zum
Anfangswert X, in stochastischen Prozessen. Zur Verein-
fachung der Darstellung sei sie eindimensional, d.h.
A(t) , B(t) sind reellwertige stetige Funktionen.

r: TxQ —>R
Bezeichne ferner x[u] die Ldsung obiger Differential-
gleichung zum Anfangswert X, und bekanntem r . Wir suchen -
nun einen stochastischen Proze8 u: TxQ —> R , die
sogenannte: stochastische Optimalsteuerung, derart, dasd

te te
H(u) = “iE [(xpaa¢e) - yenFat + B [ [cuctrves))?]at
‘ (]

minimisiert wird, wobei y , v selbst vorgegebene stochasti-
sche Prozesse, y,v: Tx§) —R , sind.

Der zweite Term fungiert hier als Regularisierungsterm
(Regularisierung nach Tichonow), d.h. fiir 8 >0 erhdlt man
gtets eindeutige Ldsungen u®™ . Ohme hier genauer guf.
theoretische Resultate einzugehen (eine ausfiihrliche Dar-
legung findet man in /5/)}, k®nnen wir auch in diesem Fall
die in /1/ hergeleiteten Darstellungen fiir stochastische

Prozesse zur Bestimmung einer stochastischen Optimalsteue~
rung benutzen. Dementsprechend finden wir fiir x

Néherungsdarstellungen 0 Vs TV
xén’k)@’) = dj4 Piir w eA,_{n!k)
yn,k(t’w) = b, (%) fiir-weA](.n,k)
Vi, k(3,9 = e (1) f‘-'irweAg_n’k)
T, k() i e, (t) fiirwe Agn’k)‘

wobei t€T und 1 = 1,...,nk und erhalten:

Satz:
a) u:'k minimisier-tte

Hy () = “LE[fx[“n,k](t)"Yn,k(t))2-]‘“ #

263




+ﬂlm[(% €(8) = vy (0)%]at
genau dann wenn fiir alle l = 1,...,n

a’{. T—» R minimisiert

te
h(a;) = ocj (d]_[al](t) - bl(t)) dt +

p[(al(t) - oy (t))%at wobel d, [a,]

die Ldsung der Gleichung
L . 4 . .
dl(t) = A(t)dl(t) + B(t)al(t) + el(t)
zum Anfangswert d01 bezeichnet und
up (6, ) = a1(t)  fur o €a{™MF) ung ter

o) H ¥ ) e HU®)

c) Ist B >0 so gilt:
fE[(u:’k(t) - (t)%)at —> 0 fiur n,k —= oo
(7]

d) Die Aussagen a), b), c) behalten entsprechend ihre
Giiltigkeit, wenn die Steuerungen gewisse Betrags-
beschrinkungen erfiillen sollen.

e) Kennwerte der Optimalsteuerungen u;i
entsprechend (4).

Als Eingabekennwerte miissen hier

{dog s Dy v 03 0 0 s E(“"A STOT P(A(n k))} 1=1

bekannt seien. Sind mehrere Prozesse gleichzeitig zu
approximieren, wihlen wir k Zufallsvariablen zur Xonstruk-
tion der Ain oK) g0 aus, daB alle Prozesse beriicksichtigt
werden,

Beide Verfahren wurden in Form von ALGOL~Programmen

(GINT und GOST) realisiert und an mehreren Beispielen
getestet, wobeil die Eingangsprozesse als normalverteilt

angenommen wurden.

k bestimmen sich -
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