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0 Einleitung

Gegenstand des Gebietes "Analysis und Numerische Mathematik” -
. klassische Grundlagen wie Mengen, Zahlen, Strukturen;
. klassische Differential- und Integralrechnung;

. einige Kapitel der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen und der sog.
Funktionalanalysis;

. ausgewihlte Aspekte der Funktionentheorie;

. Anfangsgriinde partieller Differentialgleichungen und der Wahrscheinlich-
keitsrechnung;

. Grundkurs ”Numerische Analysis” (Interpolation, Numerik nichtlinearer
Gleichungssysteme, numerische Integration, Numerik gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen)

Zielstellung;:

. Vermittlung von Methoden und wesentlichen Ergebnissen der Analysis und
Numerik;

. Wechselwirkung Theorie-Praxis bzw. Modell-Theorie-numerische Losung;

. Funktionsweise numerischer Methoden und (méglicher) Einsatz von Numerik-
Software, Erarbeitung und Erprobung eigener Programme.

”Faszination” Analysis:

. axiomatische Methode, d.h. ”der ganze Bestand analytischer Aussagen muf}
streng deduktiv aus einigen Grundeigenschaften reeller Zahlen entfaltet
werden” (Heuser);

. "reines Denken versteht und ordnet die Wirklichkeit”

. "abstrakte Methoden sind gerade ihrer Abstraktheit wegen universell an-
wendbar”.

Historie der Analysis und Numerik:

. antike ”Bliite” der Mathematik: Pythagoras, Euklid, Archimedes

. erst etwa im 15. Jh. entstand durch Probleme der Anwendung wieder das
Bediirfnis nach Mathematik (Navigation, Kriegswesen, Astronomie, Optik)

. Kepler (1571-1630), Newton (1642-1727), Leibniz (1646-1716) (noch kein
exakter Grenzwertbegriff)



. "Explosion” der Analysis im 18. Jh.: Euler (1707-1783) fithrte den Begriff
” Analysis” ein, Lagrange (1736-1813)

. exakte Begriindung der Analysis erst im 19. Jh.: Bolzano (1781-1848),
Cauchy (1789-1857), Weierstrafl (1815-1897), Cantor (1845-1918),
Dedekind (1831-1916), von letzterem exakte Begriindung der reellen
Zahlen (1871), damit stand das Geb&dude der Analysis und es gab eine
rasante Weiterentwicklung.

. Numerische Analysis wurde in der Vergangenheit stets gemeinsam mit der
Analysis betrieben und durch Anwendungen befruchtet; selbstandige
Disziplin seit 1940-60, danach stiirmische Entwicklung in enger Wechsel-
wirkung mit Computer-Entwicklung.

Einige interessante Anwendungen der Analysis bzw. Effekte der Numerik auf
die wir im Verlaufe der Vorlesung zuriickkommen:

(a) Populationsdynamik:
p(t)-Population einer gegebenen biologischen Art zum Zeitpunkt ¢ (ohne
Beriicksichtigung von Zu- oder Abwanderung).
Malthus (1766-1834):

Populationsgeschwindigkeit ist proportional zur Population!
d
~ d_jt) =ap(t) (a = const)

a=0.02 ("Menschen”)

Losung: p(t) = p(t,)e02t=te) ¢ = 1961
p(t,) = 3.06 - 10°

~» es zeigt sich, daf} die Populationsentwicklung der Periode 1700-1961
iiberraschend genau widergespiegelt wird!
Jedoch gilt nach dieser Formel: Verdopplung der Menschheit alle
34.6 Jahre!
2670: 3.6 - 10'® Menschen bei einer Gesamterdoberfliiche der Erde
(einschlieBlich der Ozeane) von nur 5 - 10'm?!

~» Einfithrung eines Konkurrenz-Terms —bp(t)? (b = const.) durch
Begrenzung des verfiigbaren Lebensraums und der erreichbaren
Ressourcen.

~ %= ap(t) — bp(t)?
Menschliche Population:
a=0.029,b=2.941-10"12
p(2000) = 5.74 - 10°
p(t)tjw% = 9.86 - 10°



(b) Sukzessives Verfahren zur Wurzelberechnung:

1
Tyl = 5(%—1—5), n=0,1,2,..., (a>1fest)

T, = a

Konvergenz: x,, — y/a (i.a. schnell)

Was ist der Hintergrund fiir die Konvergenz und ihre Geschwindigkeit?
(~ Newton-Verfahren: allg. z,.1 := z, — (f'(x,))"" - f(zn)

mit z, € R™ und f(z) =0)

(c) Klassische Aufgabe der Polynom-Interpolation mit dquidistanten Stiitz-
punkten. Warum versagt dieses Vorgehen z.B. bei Anwendung auf die
Funktion f(z) = |z|, x € [-1,1]7 (Hier konvergieren die Polynome nur
in z = —1;0;1) oder auf f(x) = {55z (Hier oszillieren die Polynome
mit wachsendem Grad immer mehr, wihrend sich die Funktion der x-
Achse annéhert)? Fiir welche Funktionen funktioniert es?



(d) ”Tacoma Bridge disaster”:

Eroffnung der Briicke 1.7.1940 (Tacoma, Washington)

von Beginn an vertikale Schwingungen (” Galopping Gertie”)

Verkehr nahm wegen dieser Attraktion zu

am 7.11.40 7 —10 Uhr wellenféormige Bewegung, danach wilde Oszil-
lation, 10.30 Uhr beginnt die Briicke zu krachen und 11.10 stiirzt
sie zusammen.

Ursache: Aerodynamisches Phénomen

~» Luftstrom — Hindernis — Wirbel hinter dem Hindernis in einer
fixen Periodizitét, die von der Struktur des Hindernisses und
der Geschwindigkeit des Luftstromes abhéngt, alternierend
auf beiden Seiten

~» periodische Kraft senkrecht zum Luftstrom und von der Gréfle
F, coswt (w — Frequenz).

~» Resonanz-Effekt mit der Frequenz der Struktur, d.h. Schwing-
ung mit wachsender Amplitude!

siehe auch Martin Braun, Differentialgleichungen und ihre Anwendungen,
Springer, Berlin, 1991 (2. Auflage)

Literatur:
H. Heuser, Lehrbuch der Analysis, Teil 1 und 2, Teubner, Stuttgart 1990 (7.
Auflage)

M. Barner, F. Flohr, Analysis I und II, Walter de Gruyter, Berlin 1987 (3.
Auflage) und 1989 (2. Auflage)

G. Fichtenholz, Differential- und Integralrechnung, Bde I/III, Verlag der
Wissenschaften, Berlin, 1975 — 1977

J. Dieudonné, Grundziige der modernen Analysis, Bd. 1, Verlag der Wissen-
schaften, Berlin, 1985 (3. Auflage)

J. Stoer, R. Bulirsch, Einfithrung in die Numerische Mathematik 1,11, Springer,
Berlin, 1979, 83, 89

G. MaeB, Vorlesungen iiber numerische Mathematik I,II, Akademie- Verlag,
Berlin, 1984 und 88



(BeeinfluBit wurde die Vorlesung auch durch Vorlesungen zum gleichen Gegen-
stand, die Frau Prof. R. Mérz an der Humboldt-Universitit und Herr Prof.
H.W. Engl an der Kepler Universitat Linz vor einigen Jahren gehalten haben.)



1 Mengen, Abbildungen, Zahlen

1.1 Mengen und Strukturen

Menge: Zusammenfassung von Objekten der Anschauung bzw. des Denkens.

Beschreibungsmoglichkeiten einer Menge M:

M = {z:x besitzt die Eigenschaft £},
M = {1’1,I2,$3,1’4},M:{1'1,1'2,...,1'”},
M = {I‘l,IQ,...}.

Die Objekte, die in einer Menge M zusammengefaflt sind, heilen Elemente von
M.

Beispiele:

IN :={1,2,3,...} — Menge der natiirlichen Zahlen (vgl. auch Def. 1.4)
Z:={x:x=0oder x € IN oder —z € IN} — Menge der ganzen Zahlen

@ = { es existieren p € Z, q € Z, ¢ # 0, so daB = = g} — Menge der
rationalen Zahlen.

Bezeichnungen und Definitionen: (M und N seien Mengen)

a) "z € M” bedeutet "z ist Element von M”, "z ¢ M” anderenfalls;
b) ( bezeichnet die leere Menge, d.h. die Menge, die keine Elemente enthélt;

c) N C M bedeutet: = € N impliziert = € M (”Inklusion”)
N C M bedeutet N C M und N # M.
Man sagt, N ist (echte) Teilmenge von M.
N < M bedeutet: N ist keine Teilmenge von M usw.
M = N, wenn M und N aus denselben Elementen bestehen.

d) MUN :={z:2 € M oder x € N} (Vereinigung)

e) MNN:={z:2€ M und z € N} (Durchschnitt)

f) M\N :={z:2 € M und « ¢ N} (Differenz)

g) Cy(N) := M\N (Komplement von N C M bez. M)

Eigenschaften:
Es seien M, N und P Mengen.

1) M C M,
M C N und N C P impliziert M C P,
MCNundNCM=— M=N;
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2) MNNCMCMUN;
3) 0 C M, M\M =0, M\N C M;

4) MUN =NUM, (MUN)UP = MU(NUP) und analoges Kommutativ
— bzw. Assoziativgesetz fiir N,
MN(NUP)=(MNN)U(MnNP)und
MU(NNP)=(MUN)N (MU P) (Distributivgesetze);

5) MAN = M\(M\N);
6) Es seien N C M und P C M. Dann gilt:

(i) Cu(NUP)=Cu(N)NCu(P)
(ii) Cu(NNP)=Cy(N)UCy(P) (Morgan’sche Regeln)

Bewelis:

1) - 3) sind klar, 4) ist Ubung;

5) Seize MNN~xeMund z € N~z ¢ M\N
~ x € M\(M\N)
~ M NN C M\(M\N).
Umgekehrt: Sei v € M\(M\N)~> x € M und x ¢ M\N
~reMundor e N~ze MNN
~ M\(M\N) C MO N

~> Anwendung von 1).

6)(i) Seiz €e Cy(NUN)=M\(NUP)~xe Mundaz ¢ NUP
~x ¢ Nund z ¢ P~ oz € M\N = Cy(N) und
Sei andererseits x € Cp(N) N Cy(P)
~reMundz g Nundx ¢ P~z € M\(NUP)=Cy(NUP)
~> insgesamt folgt mit 1) die Aussage.

6)(ii) (Ubung) O

Bezeichnungen:
Sei M ein (endliches oder unendliches) System von Mengen.

U M = {z: es existiert einM € M mit x € M}
MeM

ﬂ M = {z: firalle M € Mgilt x € M}
Me M

10



Wir verwenden auch die folgende Schreibweise:

U M;, ﬂ M; usw., wenn My, Mo, ..., Mengen sind.

i=1 i=1

Beispiel:

M; = {1,2,...,2’},2’eﬂVmUMi:ﬂV,ﬂMi:{l}
i=1 i=1

Ubung: (erweiterte Morgan’sche Regel)
Es gelte N C M fiir alle N € N. Dann gilt:

Cu( U N) = ﬂ Cu(N)

NeN NeN
CM(ﬂ N) = U Cu(N).
NeN NeN
Eine Menge mit 2,3,...,n(n € IN) Elementen, bei der ein erstes, ein zweites

usw. ein n-tes Element (d.h. eine Reihenfolge) festgelegt ist, heifit (geordnetes)
Paar, Tripel,...,n-Tupel.
Bez.: (z,y), (z1,...,2,)

Fiir beliebige Mengen M und N heiit die Menge M x N := {(z,y) : x €
M,y € N} Produkt von M und N.

Allgemeiner: )72 M; =My x...x M, ={(z1,...,2,) :x; € My;i=1,...,n}
i=1

Algebraische Strukturen sind nichtleere Mengen, auf denen (eine oder
mehrere) Verkniipfungen mit ” Rechenregeln” definiert sind.

Eine Verkniipfung o (auf M) ordnet dabei jedem Paar (z,y) € M x M ein
Element z oy € M zu.

Bez.: (M,0), (M, o,x) usw.

(M, o) heiit Gruppe, falls M # () und o eine Verkniipfung auf M ist mit
folgenden Eigenschaften:

(i) zo(yoz)=(roy)oz, firalle z,y,z € M (Assoziativgesetz),

(ii) es existiert ein e € M ("neutrales Element”), so dal xoe = eoz = z,
fiir alle x € M,

(iii) zu jedem x € M existiert ein z* € M ("zu z inverses Element”), so da8
ror*=x"ox=e.
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Eine Gruppe (M, o) heiit Abelsch oder kommutativ, falls z oy = y o z fiir
alle z,y € M gilt.

Beispiele: (Z,+) und (@, +) sind Abelsche Gruppen.

Ubung: Man zeige, daff das neutrale und die inversen Elemente simtlich
eindeutig bestimmt sind. Man nehme fiir den Beweis an, daf} es jeweils zwei
solcher Elemente gébe und fiihre die Annahme dann zum Widerspruch.

Fiir die inversen Elemente betrachte man (z} o x o x3), wobei z] und z} die
inversen Elemente beziiglich = seien.

(M, o, %) heiit Korper, falls M # () und o bzw. * Verkniipfungen auf M sind,
so dafl

(i) (M, o) eine Abelsche Gruppe ist (neutrales Element = 0),

(i) z* (yx2)=(rxy)xz ,Vo,y,2€ M,
es existiert ein Element 1 € M, 1 # 0 (”"Einselement”), so dafl 1 =
lxz =z,
zu jedem x € M, x # 0, existiert ein £ € M mit Txrx =z % T = 1,

(i) xx(yoz)=(rxy)o(rx*z)
(zoy)xz=(rxz)o(yx*z)
(fiir alle z,y,z € M).

} Distributivgesetze

Ein Kérper (M, o, %) heifit Abelsch oder kommutativ, falls zusétzlich x %y =
y x x fiir alle x,y € M gilt.

Beispiel: (@, +, ) ist ein Abelscher Korper.

Eigenschaften: (Beispiele fiir weitere Rechenregeln in einem Kérper)
Es sei (M, o, x) ein Korper.

1) 2%0=0x2z =0, fiir alle x € M,
2) xxy =0 genau dann, wenn x = 0 oder y = 0;

3) firallea,b € M, a # 0, existiert genau ein x € M mit axx = b (Losbarkeit
von Gleichungen).

Beweis:

1) Sei x € M bel. ~ z%0 = x%(000)=(xx0)o(zx0)
~ (x*x0)o(x*x0)* = (x*0)o(x*0)o(x*x0)*
~ 0 = xx0

Analog zeigt man: 0 *xx =0
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2) Zu zeigenist: zxy=0und z #0 =y =0
Sei T das an z inverse Element bez. *.
~0=Zx0=Tx*(z*xy)=(Txx)xy=1xy=y

3) Eine Losung der Gleichung axx = b ist x = a*b (a # 0) z.z. ist noch die

Eindeutigkeit.

Seien x1, 79 € M mit a *xx; = b= a * 9

~ak (a* ) =ax(a*mzy)~ x1 = To. O
Relation: Beziehung zwischen Objekten (d.h. z.B. zwischen Elementen einer
Menge)
(Beispiele: "=","C")

Eine Relation ”"<” auf einer Menge M # () heifit ” Ordnungsrelation”, falls
sie den folgenden Axiomen geniigt:

(i) = <z, fir alle x € M (Reflexivitat),

(ii) z <y und y < z impliziert = < z (z,y,2z € M)
(Transitivitat)

(iii) = <y und y < x impliziert z =y (z,y € M)
(Antisymmetrie)

(M, <) heifit geordnete Menge, falls < Ordnungsrelation auf M.

Es sei (M, <) eine geordnete Menge und A C M.

A heiffit "nach oben beschriankt”, falls ein ¢ € M existiert, so daf§ z < ¢ fiir
alle © € A; ¢ heifit obere Schranke von A. Es sei A nach oben beschrinkt
und S = {c:c € M,z < ¢, fur alle x € A). Falls ein s € S existiert
mit s < ¢ fiir alle ¢ € S, so heifit s ”kleinste obere Schranke von A” oder
”Supremum von A”. Bez.: sup A := s.

(Analog: "nach unten beschriankt”, ”grofite untere Schranke von A” = " Infi-
mum von A", kurz: inf A)

Bezeichnungen zum Formulieren von bzw. Arbeiten mit Aussagen:
Seien A;, A Aussagen.
Ay = A, Dbedeutet ” A; impliziert A5” oder "aus A; folgt Ay”.
Al < A2 bedeutet Al — Ag und Ag — Al
(andere Schreibweise: A; gdw. As)
d.h. A; und A, sind gleichwertig oder dquivalent
vV bedeutet "fiir alle”
3 bedeutet "es existiert”
3! bedeutet "es existiert genau ein”
0.B.d.A. bedeutet ”ohne Beschrankung der Allgemeinheit”
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1.2 Die reellen Zahlen, Zahlbereiche

Im folgenden werden die reellen Zahlen axiomatisch (" per Postulat” ) eingefiihrt
und aus diesen relativ wenigen Axiomen werden die Eigenschaften der reellen
Zahlen hergeleitet.

Definition 1.1

FEine Menge IR heifit "Menge der reellen Zahlen”, falls zwei Verkniipfungen
"4+ und” -7 (Addition und Multiplikation) und eine Ordnungsrelation” <7
auf IR definiert sind, so dajs:

(I) (R,+,-) ist ein kommutativer Korper,

(I1) (R, <) hat die Eigenschaften,
(I1;) Vzr,y € R gilt x <y odery < x,
(II) Vx,y,z€ R mitx <y gilt x + 2z <y+z,
(II3) 0<zund0<vy firzr,yc R—0<ux-vy,

(ITI) Fir alle A C IR mit A # 0 und A nach oben beschrinkt, existiert
sup A € IR.

Bemerkung 1.2

Die Existenz einer nichtleeren Menge IR mit den in Def. 1.1 angefiihrten

Figenschaften wird als Grundlage fiir den gesamten weiteren Aufbau postuliert!
IR ist durch Def. 1.1 nicht eindeutig bestimmt, jedoch unterscheiden sich

die verschiedenen Modelle von IR nur in Eigenschaften, die fir die Analy-

sis uninteressant sind. All dies ist kaum problematisch, da die Axiome der

anschaulichen Vorstellung der reellen Zahlen entsprechen.

Tatsdchlich konnten die Axiome aus Def. 1.1 aber auch aus einer geringeren

Anzahl von Axziomen der Mengenlehre und der natiirlichen Zahlen hergeleitet

werden. Dieser von Cantor und Dedekind begriindete Weg war zwar wesentlich
fiir die historische Entwicklung der Analysis, ist aber aufwendig und im Grunde
recht unerheblich fir die Analysis (wir kommen aber auf die sog. ”Dedekind-

schen Schnitte” noch kurz zuriick).

Axziom (I11) (die sog. ”Ordnungsvollstindigkeit”) sichert dabei die Vorstellung

vom ”Kontinuum”, von der ”Liickenlosigkeit” von IR!

Einige Bezeichnungen:

Fiir den Sachverhalt x <y, x # y, x,y € IR schreiben wir = < y.
Fiir a,b € IR mit a < b bezeichne

[a,b] :={z € R:a <x<b} ("abgeschlossenes Intervall”)
la,b={r € R:a<x<b} ("offenes Intervall”)

[a,b;={r € R:a <z <b} ("halboffenes Intervall”)

analog: ]a, b],

0 bzw. 1 sind die neutralen Elemente bez. + bzw. -;

14



fiir x € IR bezeichnet —z das inverse Element bez. +

fiir z € IR\{0} bezeichnet z~' oder < das inverse Element bez. -,
x, falls x>0
—x, falls =<0
~esgilt: —z <|z| <x Va>0.

fir x € IR heifit |z| := der absolute Betrag von x.

Satz 1.3

1. Fir alle a,b € IR gilt:

(i) ab>0<«= (a>0undb>0) oder (a <0 undb<0)
aa >0 falls a # 0
(insbesondere: 1 >0 und a > 0 < 1 >0),

(ii) a<b=a<i(a+b)<b,

(iii) |ab| = |a||bl,|a + 0] < |a| + |b| (Dreiecksungleichung), ||la| — |b]| <
la — b|.

. Sind A und B nichtleere Teilmengen von IR mita < b, Va € A, Vb € B,
so existiert ein ¢ € IR mit a < ¢ < b, Ya € AVb € B. Gilt dariiber
hinaus AU B = IR und a < b, Ya € AVYb € B, so ist dieses ¢ € IR

eindeutig bestimmt.
(in diesem Fall heifft (A|B) Dedekindscher Schnitt)

Bewelis:

1.(i) Es gelte ab > 0. Annahme: a > 0 und b < 0.

~ —b>0 ~»a(—b)=—ab> 0 aus (/I3) und Korperaxiomen)
~ ab < 0
~» Widerspruch!
Die Umkehrung folgt direkt aus (I13).
aa > 0, falls a # 0, ist nun eine direkte Schlufolgerung.
~» speziell: 1=1-1>0,da 1+ 0 und
l=a- % > (0 ~ Rest folgt aus erstem Teil.

(ii) Es gelte a < b.
~a+a=(14+1a=2a<a+b<b+b=2b(nach (I1))
~ 0 < (a+b)+ (—2a)
~ 0 <3((a+0)+(—2a)) = 3(a+b) + (—a) ((I13))
~a<i(a+d) ((I))

Analog folgt die rechte Seite der Ungleichung.
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(iii) Wir beweisen nur die Dreiecksungleichung (Rest: Ubung).
Es gilt nach Definition des absoluten Betrages:

a<lal, —a<|al a+b < la| + 0]
b<[b] —-b<|b [ - —a+(=b) < la|+|b

(I13)

~ —(la] +1b]) <a+b<la|+ b (Kérperaxiome)
~> la+b| <la| + |b] (nach Definition von | - |).

2. Wir beweisen zunéichst den ersten Teil der Aussage. Nach Vor. ist A nach
oben beschriankt. Wegen (III) existiert ¢ := sup A € IR. Deshalb gilt
nach Definition: a < ¢, Va € A.

Jedes Element b € B ist aber obere Schranke fiir A und ¢ € IR ist die
kleinste obere Schranke ~» ¢ < b,Vb € B.

Es gelte nun zusétzlich AU B = IR und a < b,Va € AVDb € B.
Annahme: dcj,co € IR mit a < ¢; < b, Va € AVb € B,i = 1,2. Ohne
Beschriankung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) gelte ¢; < cs.

~sup A< <e<bVbeB
~c¢Bundcg ¢ A~cp € Aund ¢p € B

~ ¢ =sup A < $(c; + ) < ¢ < b, Vb € B (siehe 1.(ii)).

~ 2(c1 + ) ¢ AU B = IR ~ Widerspruch! 0

Ahnlich wie im ersten Teil des Satzes kénnen nun alle bekannten Rechenregeln
mit reellen Zahlen aus den Axiomen in Def. 1.1 hergeleitet werden. Wir
verzichten im folgenden darauf und arbeiten damit wie bisher gewohnt.

Der zweite Teil der Aussage 2. in Satz 1.3 kann wie folgt veranschaulicht
werden.

Zu zwei solchen Mengen A, B mit AUB = IRund a < b, Va € AVb € B gehort
genau ein Punkt ¢ € IR, der sog. ”Schnitt” (nach Dedekind). Folglich sind
die reellen Zahlen IR wirklich ”liickenlos” in dieser Vorstellung. Dedekind hat
mit solchen Schnitten (A|B), A,B C @ und AU B = @ die reellen Zahlen
eingefiihrt (auf der Basis der axiomatischen Einfiihrung von IN und damit

Q).
Unser Weg ist umgekehrt: Wir definieren jetzt IN als Teilmenge von IR mit
gewissen Eigenschaften.

Definition 1.4
a) Eine Menge M C IR heifit “induktiv”, falls

(i) 1eM
(i) z+1eM VreM.
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M; :={M : M C R, M ist induktiv}

b) IN := ﬂMeMi M heifst "Menge der natiirlichen Zahlen”,
N, := IN U{0}.

c) Z:={x:x €N, oder —x € IN} heifit ” Menge der ganzen Zahlen”.

d) @ :={z:3p € Z3q € Z\{0} so daf x =L} heifit "Menge der rationalen
Zahlen”.

Bemerkung 1.5

Offenbar gibt es viele induktive Mengen, z.B. IR, {r € R:x > 1}, {zr € IR :
x =1 oder x > 2} usw. Nach Definition ist IN die kleinste aller induktiven
Mengen und Z bzw. @ sind mit IN ebenfalls Teilmengen von IR!

Diese FEigenschaft von IN begiindet das sog. ”Induktionsprinzip”: Ist M C
IN und zeigt man, daff M induktiv ist, so gilt M = IN! Dies ist von
grofier Bedeutung fiir die Beweistechnik (“vollstindige Induktion”) bzw. zur
Definition von Grifen!

(i) Prinzip der vollstdndigen Induktion:
Um zu zeigen, daff eine Aussage A(n) fir alle n € IN richtig ist, genigt
es zu zeigen: {n € IN : A(n) ist wahr} ist induktiv.
D.h. man geht wie folgt vor:
1. A(1) ist wahr,
2. n€ N : A(n) ist wahr = A(n + 1) ist wahr.

(ii) Induktives Definieren einer Grofie G(n),Vn € IN:
1. G(1) definieren (oft trivial)
2. n € IN:G(n+1) in Abhdngigkeit von G(n) definieren.
Beispiele:

n n—1
n! = n-((n—-1)"), Zai = Zai + an,
i=1 i=1

n n—1
a = a" ! -a(a € ]R),Ha,- = (H a,-) S Ay
i=1 i=1

(aiEJR,izl,...,n,nEZN)

Wir befassen uns nun mit Eigenschaften von IV und der ”Lage” von IN bzw.
@ in der Menge der reellen Zahlen.

Satz 1.6
1. Vm,n € IN ¢gilt: m +n € IN und mn € IN.
2. ¥n € IN gilt: In,n + 1[NIN = 0.
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Bewelis:

1.

Wir beweisen als Beispiel: m +n € IN, Vm,n € IN. Sei m € IN bel.
gewéhlt und A(n) ist die Aussage "m +n € IN”. A(1) ist wahr, da IN
induktiv ist.

Es sei nun A(n) wahr, d.h. m+n € IN.
~m+(n+1)=m+n)+1€IN~ A(n+1) ist wahr.
~m+n € IN fir allen € IN.

Wir zeigen: M := {n € IN :Jn,n + 1[NIN = 0} ist induktiv

(deshalb: M = IN)

Esgilt 1 € M, da|1,2[NnIN C]1,2[Nn{1}U{z e R:x>2})=10

(vgl. auch Bem. 1.5).

Es sei nun n € M, d.h. In,n + 1[NIN = 0, und wir zeigen: n+ 1 € M.
Annahme: 3m €|n + 1,n + 2[NIN.

~n+l<m<n+2mitmeIN

~n<m-—1<n+1undmeIN

~méeNN{zeR:x>2} undm—1€|n,n+1[. Wenn wir zeigen,
daB m — 1 € IN, ist dies ein Widerspruch zu n € M. Nun ist aber
M:={me N :m—1¢ IN,} induktiv, d.h. M = IN

~m —1¢&IN, und m > 2, was m — 1 € IN impliziert. O

Bemerkung 1.7

Def. 1.4 und Satz 1.6 rechtfertigen die in Kap. 1.1 gegebene "intuitive” Defi-
nition fir IN :== {1,2,3,...}. Fir den weiteren Aufbau ist aber die axioma-
tische Einfihrung von IN wichtig.

Satz 1.8

1.
2.

IN ist nicht nach oben beschrdnkt (in IR). (Archimedes)

Ve,y € IR mit x > 0 und y > 0 exmistiert ein n € IN mit y < nzx.
(" Archimedisches Axiom”)

3. Ve >03n € IN mit L <e. (Eudozos)
Bewelis:
1. Annahme: IN ist nach oben beschrankt.

Aus Axiom (III) folgt dann: s :=sup IN € IR.
~» s — 1 ist keine obere Schranke fiir IV
~dnelNmits—1<n~s<n+1eIN
~» Widerspruch zur Definition von s.

~» die Annahme ist falsch.

Nach 1. existiert fiir bel. z,y € IR mit x > 0,y > 0 ein n € IN mit
% <n-~y < nw.
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3. Annahme: 9, > 0 : % > e,, Vn € IN.
~n < é, Vn € IN
~» IN ist nach oben beschrankt ~» Widerspruch! O

Satz 1.9 (Wohlordnungssatz)
Jede nichtleere Teilmenge M wvon IN besitzt ein kleinstes Element.

Beweis:

Annahme: M besitzt kein kleinstes Element.
Es sei M :={m e IN : m < n,¥n € M}.
Wir zeigen: M ist induktiv.

(i) 1 € M, anderenfalls wiire 1 € M kleinstes Element von M:;

(ii) Seim € M und wir zeigen m +1 € M

Annahme:m+1¢]\~4fv>5|n1 eEM: ng<m+1

~» dng € M mit ny < ny < m+ 1, da anderenfalls n; kleinstes

Element von M wiére.

~» ny < m, da anderenfalls m < ny, < m + 1, was nach Satz 1.8 unmoglich
ist.

~m ¢ M, d.h. Widerspruch!

~m+1e M und insgesamt ist M induktiv.

~ M = IN ~ M = () ~» Widerspruch! O
55
Satz 1.10

Ve € RVe >03r €@ mitr €lz —e,x+¢[. ('@ ist dicht in IR”)

Beweis:
Sei x € IR mit (zunéchst) z > 0 und sei € > 0 bel. gewihlt. Nach Satz 1.8
existiert n € IN mit % <e.
Sei M :={m € IN : m > nz}. Nach Satz 1.8 gilt M # (.
Nach Satz 1.9 existiert ein minimales Element m € M von M.
~m-—1<nzx<m
Wir definieren nun r := 2 €@. Damit gilt:
1 m-1

r—e<r——=
n n

~r—e<r<r<z+e dh relr—er+tel
Es sei nun x < 0. Nach eben existiert dann ein r € @ mit

<z<r

—r—e<r<—r+te~wr—cec<—r<xr+e

und alles ist gezeigt. O

Schliellich bleibt noch die Frage offen, ob@ und IR wirklich verschieden sind.
Fiir eine Antwort benotigen wir noch einige Vorbereitungen.
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Satz 1.11

a) Fir alle a,b € IR undn € IN gilt:
n—1
(a+b)" =a"+ Z ( ZL ) a™ 0" +b" (”Binomischer Lehrsatz”)
i=1

|
wobei [ ) i= (i=1,...,n—1) (”Binomialkoeffizient”).
i il(n —1)!

b) Fir alle a € IR, a > —1 und fiir allen € IN gilt:
(14a)">1+na (" Bernoullische Ungleichung”)

c) Fir alle a € [0,1] und alle n € IN gilt:
(14+a)"<1+((2"-1)a

Beweis:

a) Ubung (mit Induktionsprinzip)

b) Seia€ R,a>—1undsei M :={neIN:(1l+a)">1+na}.
Wir zeigen: M ist induktiv.
1 € M ist trivial. Sei n € M und wir zeigen: n+ 1 € M.

~ (14+a)"™ = (1+a)"(1+a)> (14 na)(1+ a)(wegen(I13))
> 1+(n+1la+na*>>1+(n+1a

c) Sei a € [0,1] und wir wenden wieder das Induktionsprinzip an. Die
Aussage ist offensichtlich fiir n = 1 richtig. Sie gelte nun fiir n € IN.

o (e = (1+a)"(1+a) < (1+ @ - Da)(1 +a)
< 142"+ (2" -1)a®> <1+ (2:2" —1)a, daa® <a.

O

Satz 1.12
Es seien a > 0 und n € IN.
Dann existiert genau ein x € IR, x > 0 mit 2" = a.
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Beweis:

Wir definieren A := {y € IR: y > 0 und y" < a}.
L. 1eA falls a>1

Esellt: o 4 falls a<1 }“”Aﬂ)

Ferner gilt fiiralley € A:y" <a<(14+a)"~y<l+a

~» A ist nichtleer und nach oben beschrénkt.

~ Jr:=sup A € IR (wegen Axiom (III))~ = > 0, da min{1,a} € A.

Wir zeigen: 2" = a.

(i) Annahme: 2" < a.
Sei n:=a— 2" > 0 und ¢ := min{z, n/[(2" — 1)z""'|} > 0.
Dann gilt:

(r+e)" = 2"(1+)" <21+ (2" —1)5) (Satz 1.11c))
X X
= 2"+ (2" -2 e<a"+n=a

~ x+¢ € A~ Widerspruch zu x =sup A. ~ 2™ > a

(ii) Annahme: =" > a
Satz 1.8'\»3m€17\7:m>%.
~ (z— D) =a"(1—-L)" > 2"(1—-2), nach Satz 1.11 da — = > —1.
Wir wahlen nun m € IN sogar so grof3, dafl

{1 n:c"_l}
m > max <4 —, > 0.

x " —a

1 n " —a
M(:E m) _:E( mat)_x( xm

) = a.

Deshalb gilt fiir alley € A: y" < a < (z—%)"vygzc—%
~» Widerspruch zur Definition von z!

Also gilt insgesamt: x" = a.
Annahme: 3x1,29 € IR mit x; < 29, so daB 2} = a =
~» Widerspruch zu (I13).

O MH:

Bemerkung 1.13

x € IR mit der Eigenschaft wie in Satz 1.12 heifst “n-te Wurzel aus a”.
Bez.: Wa =z, ar =z

Nun lassen sich beliebige Potenzen positiver reeller Zahlen a mit rationalen
FExponenten definieren:

a",n € IN (sicheBem.1.5), a°:=1
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1
a = —mn€NN
a

o = Jar, fallsr=Le@, peZ qge N (Satz 1.12).
q

(Diese Definition von a” ist unabhdngig von der konkreten Darstellung von

r €@ (Ubung)).

Es gelten nun die bekannten Rechenregeln fiir das Rechnen mit Potenzen.

Satz 1.14
V2¢@, d.h. es gilt@ Z IR.

Beweis:

Annahme: V2 €@. Sei M := {n € IN : n\/2 € IN}.

Da v2 > 0 und v2 €@ folgt: M # ().

Nach Satz 1.9 besitzt M ein kleinstes Element. Es sei dies m, € M, d.h.
my, <n,Vn e M.

~meV2 € INund I, := myv/2—m, € INdal < /2 < 2 (folgt aus Satz1.13)
~ V2 = 2my — myv/2 € IN und 1, < m,

~ I, € M und [, < m, ~ Widerspruch. O

Die Elemente von IR\() heien irrationale Zahlen.
Spéter werden wir sehen, dafl es ”viel mehr” irrationale als rationale Zahlen
gibt.

Folgerung 1.15

a) Zwischen je zwei voneinander verschiedenen (rationalen) reellen Zahlen
liegt eine (rationale) reelle Zahl.

b) Zwischen je zwei voneinander vrschiedenen (rationalen) reellen Zahlen
liegt eine (irrationale) rationale Zahl.

Beweis:
a) folgt aus Satz 1.3, 1. (ii).

b) a,b € IR~ Satz 1.10 liefert die Existenz eines r € @, das zwischen a und
b liegt.
Seien a,b € @ mit a < b. ~ %a < %b
~ Jr €@ (wieder Satz 1.10): %a <r< %b
d.h. a <V2r <b.
O.B.d.A. sei dabei r # 0 (vgl. auch Satz 1.10).
Wie in Satz 1.14 sieht man nun aber, daf v/2r ¢ Q. O
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1.3 Abbildungen und Michtigkeit von Mengen

Es seien X, Y zwei Mengen. Wir fithren nun den fiir die Analysis zentralen
Begriff der Abbildung von/aus X in Y ein. Anschaulich ordnet eine Abbildung
gewissen Elementen von X gewisse Elemente von Y zu, d.h. eine Abbildung
bestimmt Paare von einander zugehorigen Elementen.

Definition 1.16

F C X XY hefit Abbildung aus X inY .

Fiir jedes x € X heifit F(z) :={y €Y : (x,y) € '} Wert von F in x.
DF)={re€e X :F(x)# 0} ={r € X :Jy € Y mit (z,y) € F} heifst
Definitionsbereich der Abbildung F'.

R(F):=U,ex F(z) ={y €Y : 3x € X mit (z,y) € F} heifit

Wertebereich der Abbildung F'.

Ist (x,y) € F, so heifit x Urbild von y bzgl. F und y heifit Bild von x bzgl.
F.

F C X XY heifit Abbildung

aus/von X, wenn D(F) C X/D(F) =X bzw.

in/auf Y, wenn R(F) CY/R(F)=Y.

F C X XY heifit eindeutige Abbildung, falls fiir jedes v € X F(x) hochstens
ein Element besitzt (sonst: mehrdeutig oder mengenwertig).

Fiir eindeutige Abbildungen F' existiert also zu jedem x € D(F') genau einy €
Y mit (z,y) € F. In diesem Fall verwenden wir hiufig folgende Schreibweisen:

F : D(F)—Y und
F(z) = Fx=yfir (z,y) € F.

(die einelementige Menge F(x) wird also mit dem Element identifiziert) (Im
Rahmen der Vorlesung werden (fast?) ausschliefllich eindeutige Abbildungen
betrachtet. Deshalb sprechen wir im folgenden auch oft kurz von Abbildungen
oder Funktionen (manchmal auch: Operatoren ).)

mit F(X,Y) bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen von X in'Y.

Beispiele:

1) Eine Verkniipfung o auf einer Menge M # () ist eine eindeutige Abbildung
von M x M in M, dh. o: M x M — M.

2) Ist y, € Y fixiert, so ist X x {y,} die konstante Abbildung von X in Y
mit Wert y,.

3) IstY = X soist F:= {(x,2) : . € X} C X xX die sogenannte identische
Abbildung von X in X. Bez.: Iy oder I wenn kein Miflverstiandnis
moglich ist.
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4) Seien XY beliebige Mengen. Dann heiflen die Abbildungen
pri: X XY —= X, pri(z,y) ==
pra: X XY =Y, pro(x,y) =y
die erste bzw. zweite Projektion von X x Y
5) F:IN — IN, F(n):=n!,Vn € IN.
6) F = {(z,2") € Rx IR :x > 0} (r € @) heifit Potenzfunktion, d.h.
F(z) =a".

Definition 1.17
Es sei F' eine Abbildung aus X in'Y .
Fir AC X heifit F(A) :={y €Y :3x € A mit (x,y) € F} = |J F(x) das

€A
Bild der Menge A bzgl. F.
F7l={(y,z) eY x X :(z,y) e F} ={(y,2) €Y x X : y € F(x)} heifit zu
F inverse Abbildung, d.h.

€ F Y y) gdw. y € F(x).

Fiir BCY heift F7Y(B) :={z € X : 3y € Bmit (z,y) € F} das Urbild der
Menge B bzgl. F'; speziell schreiben wir

FYy)={z e X:(r,y) € F}.

Die Abbildung F' heifst

surjektiv, falls R(F) =Y ;

injektiv, falls F und F~1 eindeutige Abbildungen sind;

bijektiv, falls F' injektiv und surjektiv ist.

Die Abbildung F'|a := {(x,y) € F: x € A} heifit Einschrinkung von F auf
ACX.

Eine Abbildung F C X x Y heift Fortsetzung von F, falls D(F) C D(F) und

F(z) = F(z) Yo € D(F).

Beispiele:
1) Fiir jede nichtleere Menge X ist Ix bijektiv.
2) pry und pro (wie oben definiert) sind surjektiv, jedoch nicht injektiv.

3) Fiir r €@ ist die Potenzfunktion F': {z € IR : ¢ > 0} — IR mit F(z) = 2"
injektiv und es gilt F~1(y) = yr,y € R(F).

Eigenschaften 1.18 ) )
Es sei F' eine Abbildung von X inY, seien AJ/AC X, B,BCY.
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1) A#0 <= F(A)
2) AC A= F(A) C F(A)
3) F(ANA) C F(A) N F(A); Gleichheit, falls F~* eindeutig.

(

4) F(AUA) = F(A)U F(A)

5) F(A) =pr:(FN(AxY)), F7Y(B) =pri(FN(X x B))
(F

6) D(F) = R(F"), D(F~) = R(F)

7) F-Y (BN B) C F~Y(B)N F~Y(B); Gleichheit, falls F eindeutig.
8) F"'(BUB)=F(B)UF (B)

9) F(F~Y(B)) = BN R(F), falls F eindeutig,

10) F~Y(F(A)) = A, falls F injektiv,

11) pri*(A)=AxY, pr;'(B)= X x B

12) Z Cpri(Z) x pra(Z) fir jedes Z C X x Y.

Beweis:

1) und 2) sind klar.

3) SeiyeF(Aﬂfl)«»El:cez{ﬁfl:(x,y)eF«»xeAund:cefl
~y € F(A) und y € F(A) ~ Aussage. )

Es sei nun F~! eindeutig und es sei y € F(A) N F(A).
dJreA:F(z)o2y = x=F(y) . ~
Src A F(i)sy — - Py [T EANA

~y e F(ANA).

4) ist klar (bzw. Ubung), ebenso 6).

5) Wir beweisen stellvertretend die erste Beziehung:
Seiye F(A) ~ FreA:(v,y)eF
~ dreX:(r,y) e FN(AXY)
~ yepry(FN(AXY))
Umgekehrt: Sei y € pra(F N (A X Y))
~dreX:(ry) EFN(AXY)~ 2z € Aund (z,y) € F
~y € F(A).

7) beweist man analog zu 3), 8) analog zu 4) (Ubung).
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9) Sei F eindeutig und zuniichst y € F(F~1(B)).
~ Jz € F7Y(B): (z,y) € F, dh. F(z) =y
~3JdgeEB:(r,g) e F~Flr)=g=y
~ y € BNR(F).
Sei nun y € BN R(F) bel. ~ 3z € X : (z,y) € F gdw. (y,z) € F!
gdw. z € F~'(y) C F7}(B)
~y € F(z) C F(F~(B)).

10) analog (Ubung), 11) und 12) sind klar. O

Definition 1.19

Es seien XY, Z beliebige Mengen und FF C X xY, G C Y x Z seien
Abbildungen.

Die Abbildung Go F := GF :={(z,2) € X x Z : 3y € Y mit (x,y) € F und
(y,2) € G} heifst die ”Hintereinanderausfihrung” oder ”Zusammensetzung”
der Abbildungen F und G.

Eigenschaften 1.20
Seien FC X XY, GCY x Z, HCZ xW Abbildungen. Dann gilt:

a) GoF(A)=G(F(A)) fir jedes A C X,

b) D(Go F) C D(F) und es gilt Gleichheit, falls R(F) C D(G),
c) Ho(GoF)=(HoG)oF,

d) (GoF)'=F1oG™.

Beweis:

a) Sei A C X.

GoF(A) = {z€Z:3v € Amit (z,2) € Go F}

= {z€Z:dx € Ay € Y mit (z,y) € F und (y, 2) € G}
{z€Z:3ye F(A)und (y,z) € G}
G(F(A))

b) Ubung, c) ist klar.

d) Sei (z,2) € (GoF) '~ (2,2) e Go F
~3JyeY :(zr,y) € Fund (y,2) € G
~ (y,x) € F~' und (z,y) € G™*
~ (z,2) EF 110Gl (GoF) ' CF oGt
Die andere Inklusion folgt aus der Umkehr der Schliisse. a
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Definition 1.21

Es seien L und X zwei nichtleere Mengen.

Fine (eindeutige) Abbildung von L in X nennt man auch eine ”Familie von
Elementen von X mit Indexmenge L”

Bezeichnung: A — x5 (A € L), (x))aer oder (xx) (falls kein Mifverstindnis
maglich ist.)

Ist L eine endliche oder unendliche Teilmenge von IN,, so heif$t (x))rer auch
(endliche oder unendliche) Folge. xy heifst dann Folgenglied (oder Folgenele-
ment) mit dem Laufindezr \.

Ist L' C L, so heifit die Einschrinkung der Abbildung von L in X auf L'
Teil-oder Unterfamilie von (x))er-

Bei Folgen spricht man von Teilfolgen.

Bemerkung 1.22

Beim Familien- bzw. Folgenbegriff muf$ klar unterschieden werden zwischen
- der Familie (x)\)aer als Abbildung, und

- dem Wertebereich {x) : A € L} C X der Abbildung.

Mit der Definition einer Folge als Abbildung mit Definitionsbereich enthalten
in IN,, bringt man die Vorstellung der Anordnung und Aufeinanderfolge der
Folgenglieder zum Ausdruck. Folgen und ihre Figenschaften, sowie Abbildung-
en tberhaupt, spielen eine fundamentale Rolle in der Analysis.

Beispiele fiir (unendliche) Folgen in IR : (l)new, (1),env-

Definition 1.23
Es seien X undY Mengen.

a) X undY heiflen gleichmdchtig, wenn eine bijektive Abbildung von X auf
Y existiert. Schreibweise: X ~Y.

b) X heifit endlich, wenn X = () oder ein m € IN existiert, so daff X ~
{n€IN:n<m}.

c) X heifft abzahlbar, wenn X ~ IN.
d) X heifst hichstens abzdihlbar,wenn X endlich oder abzihlbar ist.

e) X heifit dberabzihlbar,wenn X nicht hochstens abzihlbar ist.

Bemerkung 1.24
Die ”Gleichmdchtigkeits—Relation” ~ von Mengen ist eine Aquivalenzrelation,
d.h. es gilt:

XV, XY =Y ~X,X~YudY ~Z = X ~ Z;(Ubung).

Die Endlichkeit bzw. Abzihlbarkeit von Mengen X stellt eine " Numerierungs-
moglichkeit” der Elemente dar. Ublicherweise schreibt man:

X= Az1,...,zn} firX~{nelN:n<m},
X = {z1,...,2,,...} fir X ~ IN.
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Eigenschaften 1.25

a) Flir jede nichtleere endliche Menge X existiert genau ein m € IN mit
X ~{nelN:n<m}.

b) Jede nicht endliche Menge enthdlt eine abzihlbare Teilmenge.

c) FEine Menge ist genau dann nicht endlich, wenn sie zu einer echten Teil-
menge gleichmdchtig ist.

d) Jede abzihlbare Menge ist nicht endlich.

Bewelis:

a) Ubung (Hinweis: Anderenfalls wiirden my, my € IN, m; < my existieren;
sodaBB {n € IN:n <my} ~{n € IN:n < my}. Man zeige, dafl dies
unmoglich ist.).

b) Es sei X eine nicht endliche Menge. Dann existiert z; € X, so dafl
X\{z1} # 0. Induktiv existiert fiir jedes n € IN,

Tni1 € X\{x1,..., 2, und X\{z1, ..., 241} # 0.

Dieser Prozef bricht also nicht ab, da sonst X endlich wire, und X :=
{z, :n € IN} ist folglich eine abz&hlbare Teilmenge von X.

c) Ist X zu einer echten Teilmenge gleichméchtig, so kann X nach Teil a)
nicht endlich sein. Ist umgekehrt X nicht endlich, aber (zunéchst)
abzéhlbar, d.h. X = {z,, : n € IN}, so ist X gleichméchtig zu {z,, :
n € IN,n > 2} (Bijektion: x; — x;41,7 € IN}. Ist X iiberabzdhlbar,
so existiert nach b) eine abzdhlbare Teilmenge {z,, : n € IN}. Mit der
bijektiven Abbildung

r —x, Ve € X\{z,:n € N}
'ri_>xi+17i€ﬂv7

von X auf X\{x;} ist dann X ebenfalls gleichméchtig zu einer echten
Teilmenge.

d) Anderenfalls wire IV endlich und es miifite fiir ein gewisses m € IN, IN ~
{n € IN : n < m} gelten. Dies ist aber nach Teil ¢) unmoglich. O

Lemma 1.26
Es sei A C IR nichtleer und endlich. Dann ezistieren eindeutig bestimmte
a,be A, sodaffa <x<b, Vxr e A
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Beweis
Den Existenzbeweis fithren wir durch Induktion iiber n € IN, wobei

A~{me IN:m<n}.
n=1: A={a}~a=b:=a.

Die Existenz sei nun fiir n bewiesen und wir betrachten eine Menge A mit
A~{me N:m<n+1},dh. A={ay,...,a,,a,11}. Nach Voraussetzung
existieren dann i,,j, € {m € IN : m < n} so da§ a;, < a, < a;,, Vk €
N,k <n.

Wir definieren nun:

a = min{a;,,aps1}
b = max{a;,,@n+1}
Damit gilt die Aussage auch fiir n + 1. O
Schreibweise:
A=A{ay,...,ap} ~ b:=maxA=max{a;:1=1,...,n} .
a:=min A =min{a; :i=1,...,n} (gemaf 1.26).
Satz 1.27

a) Jede Teilmenge von IN ist hichstens abzihlbar.
b) IN x IN ist abzdihlbar.

Bewelis:

a) Sei X eine Teilmenge von IV, die nicht endlich ist.
Wir zeigen: X ist abzéhlbar.
Dazu definieren wir folgende Abbildung

f:IN—X | f(n):=xz,Vn € IN, wobei
ry:=minX | z,:=min(X\{x,...,2,1}) (induktiv)

jeweils geméf Satz 1.9 definiert sind.

Wir zeigen nun: f ist bijektiv (~ IN ~ X).

Nach induktiver Definition gilt zunédchst x; < z,, falls i < n, und
n < x,, Yn € IN. Deshalb ist f injektiv.

Um zu zeigen, dafl f auch surjektiv ist, sei nun a € X bel. gewihlt.
O.B.d.A. gelte a > x; (sonst f(1) = a) und wir definieren m :=
max{n € IN : z, < a} (gemaB 1.26!).

Nach Konstruktion gilt dann aber: z,,,1 = a, dh. f(m +1) = a.
~ VYaeX dne€ N : f(n) = a, d.h. f ist surjektiv. Damit ist alles
bewiesen.
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b) Wir betrachten die folgende Abbildung f : IN x IN — IN
1
f(m,n) =n+ i(m +n)(m+n+1), Vm,ne IN.

Diese Abbildung ist injektiv (Ubung).

Deshalb ist das bijektive Bild von IN x IN eine Teilmenge von IN und
diese ist nach Teil a) hochstens abzéhlbar. Da IV x IN aber nicht endlich
ist (vgl. auch 1.25¢)), ist IN x IN abzdhlbar.

(Die definierte Abbildung f kann als Numerierung von IN x IN nach
dem sog. Cantorschen Diagonalprinzip interpretiert werden. Sortiert
man niamlich die Werte von f entsprechend der Ordnungsrelation < und
numeriert diese neu durch, so entspricht dies dem folgenden ” Abzéhl-

Verfahren”:

(Die eingezeichneten Kreuze x entsprechen dabei jeweils einem Paar (m,n))
O

Satz 1.28

a) Ist X eine abzdihlbare Menge und f eine Abbildung von X auf eine Menge
Y. Dann ist Y hdchstens abzihlbar.

b) Ist L eine hichstens abzihlbare Indexmenge und sind X, A € L, hochstens
abzdhlbare Mengen, so ist die Menge X := |J X, hdchstens abzihlbar.

AEL
c) Ist X dberabzihlbar und Y C X hdchstens abzihlbar, so sind X und X\Y
gleichmdchtiq.
Beweis:
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a) Essei X = {x1,...,2,,...} und wir betrachten die Abbildung g : IN — Y/,
g(n) = f(x,), Yn € IN.
Nach Voraussetzung ist ¢ surjektiv. Deshalb kann man die folgende
Abbildung A : Y — IN definieren:

h(y) :=min{n € IN : g(n) =y}, VyeVY

(fiir jedes y € Y ist die Menge {n € IN : g(n) = y} nichtleer. Nach
Satz 1.9 existiert deshalb ein kleinstes Element dieser Menge.)

Nach Konstruktion gilt: g(h(y)) =y, Yy € Y, und h ist eine eindeutige
Abbildung. Ist h injektiv? Zu zeigen: h(y;) = h(y2) — y1 = o
Annahme: y; < yp und nq := h(y1) = ng := h(y2) ~ y1 = g(n1) < Yo =
g(n9) und andererseits g(ni) = g(ns2), da n; = ny, Widerspruch!
Deshalb ist h injektiv und folglich eine Bijektion von Y auf h(Y) C IN.
Da nach Satz 1.27a) h(Y) hochstens abzéhlbar ist, gilt dies schlieBlich
auch fiir Y.

b) Nach Voraussetzung existieren surjektive Abbildungen n — A, (von IV
auf L) und m — xf\m) € X, )dh X, = {zf\l),...,xf\m),...} oder X,
endlich).

Wir definieren nun eine Abbildung F : IN x IN — X

f(m,n) := :L"E\T), V(m,n) € IN x IN.

Diese Abbildung ist nach Konstruktion surjektiv. Nach Satz 1.27b) ist
IN x IN abzghlbar. Deshalb folgt aus Satz 1.28a), dafl X hochstens
abzahlbar ist.

c) Da Y hochstens abzihlbar ist, mufl X'\ Y iiberabzidhlbar sein (anderenfalls
wire nach Teil b) auch X = (X\Y) UY hochstens abzéhlbar).
Nach 1.25d) existiert eine abzdhlbare Teilmenge Y; von X\Y und wir
definieren 7 := (X\Y)\Y;.
~ X=ZU(YUY;) und X\Y = ZUY.
Wir definieren nun eine Abbildung f : X — X\Y wie folgt f(z) := =z,
Ve € Z,und f|yuy, : Y UY] — Y] bijektiv (was moglich ist, da beide
Mengen abzahlbar sind). Damit ist die Abbildung f insgesamt bijektiv,
d.h. X\Y ist gleichméchtig zu X. O

Beispiel: (”Hilberts Hotel”)

Ein Hotel besitze abzéhlbar viele Zimmer und sei voll belegt. G,, bezeichne
den Gast im Zimmer mit der Nummer n € IN. Plétzlich erscheinen abzéhlbar
viele neue Giéste g,,n € IN, und fragen nach Zimmern.

(Nach Satz 1.28b) ist die Menge {G,, : n € IN} U {g,,n € IN} wieder
abzdhlbar und kann folglich im Hotel untergebracht werden!)
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Der Portier verteilt die Zimmer wie folgt neu: G,, wohnt in Zimmer 2n, g,
wohnt in Zimmer 2n + 1,n € IN. ("Paradoxon” der Abzihlbarkeit)
(Nebenbei: das Hotel ist nichteinmal mehr voll belegt: Zimmer 1 ist freil!)

1.4 Weitere Eigenschaften der reellen Zahlen

Satz 1.29
Die Menge @ der rationalen Zahlen ist abzdihlbar.

Beweis:

Wir betrachten zunéchst die Menge {r €@ : r > 0} und die Abbildung
J:INxIN—{re@:r>0} f(m,n):=2 Ym,necIN.

Diese Abbildung f ist nach Definition von @ surjektiv. Nach Satz 1.27b) ist
IN x IN abzihlbar.

Deshalb ist Satz 1.28a) anwendbar und liefert: {r €@ : r > 0} ist hochstens
abzéhlbar. Wegen IN C {r €@ : r > 0}, ist {r €@ : r > 0} abzéhlbar.
Analog zeigt man: {r €@ : r < 0} ist abzéhlbar.

Aus Satz 1.28b) folgt dann:

Q={re@:r>0u{0}uU{re@:r <0} ist abzéhlbar. O

Unser néchstes Ziel besteht nun darin, zu zeigen, dafl die Menge IR der reellen
Zahlen iiberabzahlbar ist. Dazu benétigen wir eine bestimmte Darstellung
reeller Zahlen, die wir jetzt vorbereiten.

Lemma 1.30
Es seien K € INyym € IN, m > 2 und z; € {n € IN, : n <m — 1}, Vi € IN.
Dann existiert genau ein v € IR,z > 0, so dafs

T E ﬂ (@, by]

nelN

n
wobei a, = > zm* b, = a, + m*™, ¥n € N.
i=1

Beweis:
Nach Definition gilt: 0 < a,, < b,, a, < a,11, Vn € IN. Aulerdem gilt:

n+1
bn+1 - Z Zimk_i + mk_(n+1) = Qan + (Zn—l—l + 1)mk_("+1)
i=1

< ap+m-mFt = p e N

Da {a, : n € IN} nach oben beschrénkt ist (mit ), definieren wir nun
x:=sup{a, :n € IN}.

Dann gilt: £ > 0 und a,, < z, Vn € IN.

Wir zeigen: x < b,,, Vn € IN.
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Annahme: dn € IN : x > by

~ x> by > b, > a,, Yn > n.

~ T > %(:L"+bﬁ) > by > a,, Yn > 0.

~> x ist nicht kleinste obere Schranke von {a, : n € IN}.
Also gilt:

T € ﬂ [y, by]

nelN

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit von x.

Annahme: 3x,y € () [an, by]) mit x # y, 0.B.d.A. z <y,
nelN
«»an§x<y<an+mk_"fw0<y—x§bn—an:mk‘”zz—i,VnEﬂV.

Ferner existiert nach Satz 1.8 ein n € IN mit % <y—xz,n>2.
Daraus folgt fiir alle n > k + n:

1 1 1 1 1
<o <y—xz<mF" = < < — ~ Widerspruch!
on n mn—Fk on—k n
[l
Satz 1.31

Es seienm € IN, m > 2 und x € IR, x > 0.
Dann ezistieren k € IN, und z; € {n € IN, :n < m — 1}, i € IN, so dafs

2 € () [an, bal

nelN

n
wobei a, = > zm* b, == a, + m*™, ¥n € IN.
i=1

Beweis:

Wir definieren die folgende Abbildung G : {y € IR : y > 0} — IN mit
G(y) :=min{n € IN : y < n} (Satz 1.9!).

Dann gilt: G(y) —1 <y < G(y),Vy € R, y > 0.

Wir betrachten weiterhin M := {n € IN, : m"™ > z}.

Fiir jedes n > —= folgt aus Satz 1.11b):

r<z4+1<nm-1)+1<(m-1+1)"=m"~ne M. Also gilt M # (.
Nach Satz 1.9 existiert k£ := min M.
Wir definieren nun

ZlizG( )—].GWO.

mk—1

o = G(ty) — 1< Ay < Gty = 2 + 1

poy T

~> zlmk_l = a1 <z< (21 + 1)mk_1 = bl (dh x € [CLl; bl])
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und z; < m (damF >z~ m > fracxm*=1 > ).
Induktiv setzen wir fort wie folgt: (j € IV)

1 —
z; =G ( (x — zimk_i)) -1e N,

mk—J
1

3

j—1 ,
~ oz < (= Y T <z 4+ 1
i=1

> Fg

j—1
mk—J — ki mk—J k—j
~  zZm " < (z Ezlm ) < zml4+m
1=
~> aj§x<aj+mk_9:bj

und nach Induktionsvoraussetzung gilt: a;_; < x < b;_4
~ 2 < (= ajm) < (b —ajm) =m
Insgesamt ist damit die Existenz von &k € IN, z; € IN,, z; < m —1, Vi € IN

gezeigt, so daB z € [ [an, by O
nelN

Bemerkung 1.32

In Satz 1.31 sind k € IN, und die z; € {n € IN, : n < m —1}, i € IN, nach
Konstruktion fir beliebiges x € IR, x > 0 eindeutig bestimmt. Nach Lemma
1.30 und seinem Beweis erlaubt dies die Zuordnung

n
s
xr = supq g zm T in € IN}Y = 2129+ Zp 2k 12ka2 -
i=1

Letzteres heifst die "m-Darstellung” von z € IR, x > 0. (Fir m = 2 spricht
man von Dual-Darstellung und fir m = 10 von Dezimal-Darstellung.)

k entspricht der Anzahl der ”Ziffern” vor dem Komma, d.h. so dafi m*—' €
N,i=0,... K.

Nach Konstruktion ist die Ziffer z; die Zahl in IN,, so dafs

j—1
zmh < g — Z zmPt < (z; + 1)mFI Vi e N,
i=1

und k € IN, hat die Eigenschaft k := min{n € IN, : x < m"}. Fir m = 10
15t dies das tbliche Prinzip der Dezimal-Darstellung.

Beispiel: x = % undm=10~k =0,z =5~ 2 =.500---.

(Klar ist auch, daf$ die andere Variante der Konstruktion denkbar ist: a, <
r<b, VnelN.

Nach Lemma 1.30 ist auch dadurch dasselbe x € IR bestimmt. Hier erhalt
man fir x = % gerade v = 4999 ... Die Dezimaldarstellung einer reellen

Zahl ist also in diesem Sinne nicht eindeutig.)

34



Bemerkung 1.33 (Computer—Zahlen und —Arithmetik)
Gemdf obiger Dezimal-Darstellung reeller Zahlen kann jedes x # 0 dargestellt
werden in der Form

l’::l:.leg""lOe, ziE{O,l,...,9},

wobei +.z129 - - - Mantisse und e € Z Exponent heifst.
Dabei setzt man normierend z, # 0 voraus.

Problem: Im Computer kénnen nur endlich viele Stellen beriicksichtigt werden.
Ferner sind auch andere Basen als m = 10 interessant.
Menge der Computer—Zahlen:

R(m,t, By, Ey) == {+.z120---2z.-m® : 2z €{0,1,...,m— 1},
izl,...,t,—ElgeSEg}
wobei m,t, Ey, Fy € IN, m > 2.

(m-Basis, t-Mantissenlédnge, [—FE;, Ey] Exponentenbereich;
Normierung: z; > 0oder 2 = zp = --- =z =0 und e = —F))

Darstellung reeller Zahlen durch Computerzahlen mit Hilfe der sog.
Rundungsfunktion rd : IR — R(m,t, Ey, E»):

rd(z) = 0,falls 0 < |z| < Min := m 7!
rd(z) = x(1+e(z)) mit|e(z)] < 0.5m" falls Min < |z| < Max = m™
rd(z) = £+m® falls z > m® bzw. < —m®

(rd(x) ist die z am néchsten gelegene Computerzahl.)

Fiir Computerzahlen x,y ist x{y, ¢ € {+,—,-,/}, in der Regel keine Com-
puterzahl.

Postulat: Die Computer—Arithmetik in R(m,t, Ey, Es) arbeite so, daf§ fiir
z,y € R mit 2y € [—Max, Max]

fi(zQy) = rd(zQy)  gilt,

wobei fl(x{y) das Computer—Resultat von x>y ist.

Eine Konsequenz dessen ist, daf§ (falls nicht moderne Systeme verwendet
werden, die Rundungsfehler fast vermeiden) normalerweise in numerischen
Prozessen Rundungsfehler auftreten, deren Ausbreitung untersucht werden
muf.

Satz 1.34
Die Menge 10, 1[C IR ist tiberabzihlbar.
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Beweis:

10, 1[ ist nicht endlich, da = €]0, 1[, Vn € IN.

Annahme: |0, 1] ist abzéhlbar, d.h. es ist eine Durchnumerierung moglich:
]0, ].[: {1'1, To2,T3, .. }

Nach Satz 1.31 1&8t sich jedes x;,¢ € IN, in Dezimal-Darstellung schreiben:

Ty = .21i22i%3i " "y Zji € {0,1,,9},‘7'&,] € IN.

Wir wéhlen nun fiir alle ¢ € IV @ z; € {1,2,...,8}\{z}.
Fiir £ = 1,m = 10 und die eben gewéhlten z;, ¢+ € IN, existiert nach Lemma
1.30 eine eindeutig bestimmte reelle Zahl x € IR, + > 0 mit

T € ﬂ [a,,by], ndmlich x = sup{z z10" " :n € IN}.

nelN =1

Nach Satz 1.31 hat x die Dezimal-Darstellung:
T = .Z1R923 """

Nach Konstruktion gilt aber: = €]0,1[ und z # z;, Vi € IN.

(Letzteres gilt, da die Dezimal-Darstellung einer reellen Zahl x > 0 eindeutig
bestimmt ist!)

Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme! O

Folgerung 1.35
IR und IR\@ sind tiberabzihlbar und gleichmdchtig.

Beweis:

Wiire IR abzéhlbar, so wiirde aus Satz 1.27 a) folgen, daf§ |0, 1{C IR hochstens
abzéhlbar ist. Dies widerspricht Satz 1.34!

~ IR ist iiberabzéhlbar.

Wire IR\@ abzihlbar, so auch (IR\@) U@ = IR nach Satz 1.29 bzw. 1.28 b).
~ IR\@ ist iiberabzihlbar.

Die Gleichméchtigkeit von IR und IR\(@ folgt aus Satz 1.28 c). a

Folgerung 1.35 zeigt also, dafl es ”viel mehr” irrationale Zahlen als rationale
gibt.

Im folgenden fiithren wir nun weitere Mengen (neben IR) als Grundstrukturen
der Analysis ein. Basis ist dafiir aber stets IR!
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1.5 Der m-dimensionale Euklidische Raum

Fiir jede natiirliche Zahl m betrachten wir die Menge

R" =Rx...xR={(x1,...,2p) 0, € Ryi=1,...,m}.
——

2

Wir fithren nun eine Addition ” +” und eine Multiplikation ” -7 mit reellen

Zahlen ein:
Seien z = (1, ..., Zm),y = (Y1,--.,Ym) € R™ o € IR.

r+y = (1 4+y, T2+ Y2, s Ton + Ym)

a-x = (ar, 0z, ..., aLy,).

Eigenschaften 1.36

(i) (IR™,+) ist eine Abelsche Gruppe mit © = (0,0,...,0) als ”Nullelement”.
() 1-x=2, VreR™,

(iii) (a+ B)r =az + Pz, Vre R™ Vo, € IR,

(iv) a(z+y)=ar+ay, Vz,ye€ R™Vae€ R,

(v) a(fx) = (af)x, Yxe R™Vo,( € R.

i) bis v) gilt offenbar, da der IR™ die entsprechenden Eigenschaften von IR
"erbt”.

Definition 1.37

a) (IR™;+,-) heifft m-dimensionaler linearer Raum (oder Vektorraum), Kurz-
bezeichnung: IR™.

b) Die folgende Abbildung < -,- >: IR™ x IR™ — IR definiert durch

<xyy >i= inyi, Ve = (21, Zm),y = (Y1,---,Ym) € R™,
i=1
heifit Skalarprodukt auf IR™.
Die Abbildung || - || : R™ — IR definiert durch ||z =< z,z >, Vz €
R™, heifit Buklidische Norm auf IR™;
Die Zahl ||x — y|| heifft Euklidischer Abstand von x,y € IR™;

c) (R™, | -||) heifit m-dimensionaler Euklidischer Raum.
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Bemerkung 1.38

Spdter werden wir jede Abelsche Gruppe (X, +), fiir die eine Operation (” Mul-
tiplikation” ) mit Elementen eines Korpers K erkldrt ist, die die Eigenschaften
(ii)—(v) in 1.36 erfillen, einen linearen Raum nennen.

Die Elemente e; = (0,...,0,1,0,...,0) € R™ (7i-te Komponente gleich 17),
i=1,...,m, heiffen ”"Einheitsvektoren” (oder: "kanonische Basis”) von IR™.
Offenbar gilt:

m
§ : m
T = ZT;€;, Vx:(:cl,xg,...,xm) e R™.

1=1

Satz 1.39
Fiir alle x,y € IR™ qilt die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung:

| <y > <|lzllyl

In der Ungleichung gilt fiir x,y € IR™ die Gleichheit gdw. o, 3 € IR existieren
mit (o, 5) # (0,0) und ax + fy = ©

Beweis:
Der Fall [|z|| = 0 ist trivial, da die Ungleichung dann sicher richtig ist. Es
gelte nun ||z|| # 0 und es seien «, 5 € IR. Dann gilt:

Zm: OéLL’Z + 6yz = Z + Z 2a/3x2y2 + Zﬂz

=1
= ofz|* + 2@5 <a,y>+p4 ||y||2-

%, := ||z|| und erhalten

0<<zy>?-2<uzy>?+|z|?|y|]|? dh. die behauptete Ungleichung.

Es seien nun z,y € IR™, so dafl < z,y >2= ||z|]?|ly||*

Diese Gleichung ist entsprechend unseren obigen Uberlegungen dquivalent zur
Gleichung

Wir setzen nun speziell a := —

=3 (= <2y > i+ olPu)? (mit o = — < 3,y >, 6= |olz?)
i=1
= 0=—<zy>z+z|?y, Vi=1,....m
= 0=—<z,y>x+|z]?y (%)

D.h. die Gleichheit in der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung gilt gdw. ent-
weder (z = O oder y = ©) (und «, 5 € IR kénnen entsprechend gew&hlt
werden) oder (x) gilt, d.h. a = — < z,y > und 8 = ||z]|*> # 0. O.

Satz 1.40
Fiir alle z,y € IR™ und o € IR gilt:
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(i) llz|]| =0 und ||z|| =0 gdw. = = ©;

(ii) [l = [all];

(iii) |z 4yl < ||z|| + llyl| (Minkowskische oder Dreiecks—Ungleichung)
(@v) [zl = llylll < llz =y

Bewelis:

=

(i) und (ii) sind klar nach Definition ||z| = <Z xz) :

(iii) Es seien z,y € IR™. Es folgt

ZIz+yz Zx +2zxzyz+2y,
1=1

lll* + 2] <@,y > |+ HyH2
l]1* + 2l2llllyll + llyl*  (Satz 1.39)
= (=l + llyl)?

lz + ylI*

(iv) folgt aus der Definition des Betrages, sowie aus (iii) und den folgenden
Ungleichungen:

2l < Ml =yl + Iyl Nyl < lly =2l + [l]]-

Bemerkung 1.41
Auf IR™ kann man noch viele weitere "Normen”, d.h. Abbildungen von IR™
in IR mit den Eigenschaften (i)-(iii) in 1.40, betrachten. Wichtige Beispiele:

1
m P
el = (Z mwp) (€ Rp> 1)t = max |z

S R A AR
=1

(die bisher betrachtete Euklidische Norm ist dann || - ||2)
Ubung: Man beweise die Dreiecksungleichung fir || - ||,, p > 1, und fir || - ||/
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1.6 Die komplexen Zahlen

Historische Motivation: Geeignete Erweiterung von IR, um +/x auch fiir x < 0
definieren zu konnen.

Ausgangspunkt: Kann {(z,y) : z,y € IR} = IR* durch Einfiihrung geeigneter
Operationen zu einem Korper gemacht werden?

(in Kap. 1.5 wurde IR? zu einem linearen Raum)

Definition von Verkniipfungen ” +” bzw. 7 -7 auf {(z,y) : x,y € R}:

+: wie in Kap. 1.5;

< (z,y) - (u,v) == (zu — yv, 20 + yu), Vo, y,u, v € IR.

Satz 1.42

@ = {(z,y): x,y € R}, +,-) ist ein Abelscher Kdorper mit Nullelement (0,0)
und Einselement (1,0).

Bezeichnung: @' heifit Korper der komplexen Zahlen.

Beweis:

GemafB 1.36(i) ist ({(z,y) : =,y € IR}, +) eine Abelsche Gruppe mit dem
Nullelement (0, 0).

Die Kommutativitiat der Verkniipfung
lich. Auflerdem gilt:

7.7 ist sofort aus der Definition ersicht-

(z,y)(1,0) = (= 0,0+y) = (x,y), Vz,yeR.
Falls (x,y) # (0,0), so gilt

2 2
T —Y T Y —XY Y
z, ' 5 = + 5 + = 17 0
( y) <$2+y2 $2+y2) (x2_|_y2 1’2+y2 $2+y2 $2+y2) ( )
d.h. das inverse Element existiert.
Nachzuweisen bleiben nun nur noch das Assoziativ—und das Distributivgesetz.

Wir rechnen als Beispiel das Distributivgesetz nach:
Seien (z,y), (u,v), (w, z) beliebig gew#hlt,

~ (z,y) ((u,0) + (w,2)) = (z,y) - (u+w,v+2) =
(x(u+w) —y(v+2),z(v+2) +y(u+w))
(
(

TUu — Yv, xv+yu) + (zw — yz, vz + yw)

Damit ist alles bewiesen. O

Bemerkung 1.43
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a) Alle Rechenregeln mit reellen Zahlen, die allein aus den Kdrper—Eigen-
schaften von (IR,+,-) resultieren, lassen sich auf@ tbertragen. (Ach-

tung bei allen Dingen, die aus der Ordnungsrelation abgeleitet wurden,
2.B. die Wurzel)

b) Wir betrachten insbesondere die folgende Teilmenge {(x,0) : z € IR} von
@'. nach Definition gilt:

(z,0) + (y,0) = (z +y,0), (z,0) - (y,0) = (2y,0)

Vom Standpunkt algebraischer Strukturen besteht also kein Unterschied
zwischen x € IR und (x,0) € @. Deshalb kann man IR mit der Menge
{(2,0) : x € R} C @ identifizieren.

Wir schreiben also (x,0) = x, insbesondere (0,0) = 0,(1,0) = 1. In
diesem Sinne istd' eine FErweiterung von IR!

c) Bezeichnung: i := (0,1) €@ (Euler 1777)
Mit dieser Festlequng kann z = (z,y) € @' dargestellt werden als

z = (2,00+(0,y) = (2,0)+ (y,0)(0,1)
= (z,0)+ (y,0)i
= x+yi (entsprechend Teil b))

Dann heift x Realtfzil von ed: Rez:=zx € R

y Imagindrteil von z €@ : Imz :=y € IR.
Die komplexe Zahl zZ := (x,—y) = x — yi heifit zu z = (z,y) € T
konjugiert komplex.

Die reelle zan 121 = 1@V = [z 9] = (2 + )} (gemi 1.37)
= ((Rez)? + (Imz)?)
heifit absoluter Betrag von z €@

D=

d) Die komplexen Zahlen konnen wir als Punkte in der sog. komplexen (oder:
Gaufischen) Zahlenebene auffassen:
z = xz+y

= ol (g + s
(22 + )12 " (22 1 y2)12
= |z|(cosp + isinp),

Wobei gilt: © = zcosp, y = zsiny. (||z||,¢) heiffen dann ”Polarkoor-
dinaten” von z €.

Eigenschaften 1.44 (Ubung)
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(1) 2= (-1,0)= —1, 3 = —i,i* = 1

(ii) 21 + Z9 = 21 + 22, 21 Ry = 21 . 22, z = E, Z-Z= ||Z||2, |Zl . 2’2| = |Zl||2’2|
Vz, 21,29 €A
(Weitere Figenschaften des absoluten Betrages resultieren aus 1.40.)

(iii) z€ R gdw. z =%

Bemerkung 1.45
Real- und Imagindrteil eines Quotienten 2 (z1,2z € @) bestimmt man am
besten wie folgt:

21 2129 2129 21 Re 21 2o
a_ak_ ~ Re (_) _ Relz1 - )

Z  2Z | 22| 22 | 22|
R - Z
und Im (ﬁ) — 76@1 2Z2)
Z2 | 22|

Bemerkung 1.46

a) Die Addition komplexer Zahlen entspricht der Addition zweier Vektoren
im IR, also der Hintereinanderausfihrung von Verschiebungen. Durch
die Abbildung T; @' — @', T5(z) = z+ Z wird eine Menge A C @' entlang
dem Vektor z = (Z,7) nach Tz(A) = A+ {Z} verschoben.

b) Mit z; = r1(cos @1 +isin ;) und zo = 1r9(Cos g + isin ps), sowie 2129 =
(r172)(cos(p1+pa)+isin(p1+pa)) entspricht die Multiplikation z,zo der
Multiplikation der Betrdge und der Addition der Winkel. Die Abbildung
D;: :@ — @, D;s(z) = 2Z bewirkt (analog zu a)) eine Streckung um den
Faktor ||Z|| = 7 und eine Drehung um @, wobei das Zentrum jeweils in
(0,0) liegt.

c) Die Abbildungen S, : @' — @,S,(z) = £ und Sge : @ — @, Spe(2) = Z
vermitteln die Spiegelung am Finheitskreis bzw. an der Realteilachse.

Satz 1.47

Fiir jedes n € IN hat die Gleichung 2™ = 1 genau n verschiedene Léosungen,
die samtlich auf dem FEinheitskreis {z € @ : ||z|]| = 1} der Gaufschen
Zahlenebene liegen.

Beweis:

Wir schreiben z in der Form z = r(cos¢ + isin ), sei n € IN beliebig.

~ 2" = r"(cosny + isin ny) (durch Induktion nach 1.46.b))

~» 1 = 1(cos(k - 360°) + isin(k - 360°), k € Z

wegen 2" = 1 folgt nach Gleichsetzung der obigen Ausdriicke:

r=1und ¢ = £360°

sei 0.B.d.A. ¢ € ]0°;,360°] und k € {1;...;n — 1}

~ 2 = cos(£360°) 4 isin(£360°), k € {1;...;n — 1} sind alle Losungen von
2™ = 1 und liegen auf dem Einheitskreis, da r = 1.
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Bemerkung 1.48
GemdfS 1.44 (i) kann man fir x € IR, x <0 definieren

27 = v—zi e,

d.h. die eingangs formulierte Zielstellung ist erreicht.

Analog zu Kap. 1.5 kann man den linearen Raum @™ (m € IN) (mit Multi-
plikation von Elementen aus@) einfiihren. Auch eine zur Euklidischen Norm
analoge Norm bzw. ein analoges Skalarprodukt kann eingefiihrt werden:

m
<Zz> = Y zZiz el

m
loll = <2z 51— (z |zz-|2)

i=1

<.
I
—_

12 (V2,2 €@)
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2 Metrische Riaume

Im Unterschied zur Untersuchung konkreter Mengen in Kap. 1 betrachten
wir jetzt vor allem abstrakte Mengen, in denen lediglich ein sog. ” Abstand”
von Elementen definiert ist, wie wir es auch von IR, IR™ und @' kennen. Die
Motivation fiir diesen Abstraktionsschritt besteht u.a. darin, dafl

- zur Formulierung des in der Analysis grundlegenden Begriffs der Konvergenz
und anderer mit ihm zusammenh#ngender Begriffe genau betrachtet nur
der Abstand und seine Eigenschaften verwendet wird;

- in dieser "allgemeinen Sprache” einfache, das wesentliche enthaltende, Be-
weise der Ergebnisse moglich sind;

- durch die Allgemeinheit der Ergebnisse vielfiltige Anwendungen auf kon-
krete Aufgabenstellungen bzw. Sachverhalte moglich sind.

2.1 Grundbegriffe metrischer Riume

Definition 2.1
Es sei X eine nichtleere Menge und d : X x X — IR eine Abbildung mit

folgenden Eigenschaften:
d(z,y) =0 gdw. z =vy;

(1I) d(x,y) = d(y,z), Y,y € X;

(1) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y), V,y,2 € X
(Dreiecksungleichung).

Dann heifit (X, d) metrischer Raum und d heifit Metrik in X; d(x,y) heifit
Abstand der Elemente x,y € X.

Beispiele 2.2

a) X =R, dx,y) :=|r—vy|, Vo,y € R (vgl. Kap. 1.2, Satz 1.3)
X =, d(z,22) = |21 — 22|, V21,20 €T (vgl. Kap. 1.6)

b)
X:=R"d(z,y) = |-yl (p=1 oderp=+o0)

m 1/p
= (Zkﬁz-yi\”) Ve,ye R",pe R,p>1
i=1

= max [z; —yl, p=+oo.

i=1...m

Hier resultieren die Eigenschaften (I) - (I11) in Def. 2.1 aus den ent-
sprechenden Figenschaften der Normen.
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c) FEs sei T eine nichtleere Menge und es bezeichne
B(T):={f:T— IR:3C >0 mit |f(t)]| <C,VteT}, d.h.
B(T) ist die Menge aller beschrdankten Abbildungen von T in IR.
Nach Definition ist klar, dafs
sup{|f(t)|:t € T} =: 216171? lft)| e R, Vf e B(T).

Wir betrachten nun die folgende Abbildung
d: B(T)  B(T) — I, d(f.g) := sup| /(1) = g(0)].

Klar ist zundchst, daff d(f,g) > 0 und d(f,q) = d(g, f) fir alle f,g €
B(T) gilt. Ferner folgt aus d(f,g) =0, dafs

f(t)=g(t),VteT, d.h.

f=A{@f@):teTt=9g={(tg)):t €T}

Wir beweisen noch die Dreiecksungleichung: Es seient € T und f,g,h €
B(T). Dann gilt:

1) = 90 < 17(0) = h(e)] + (1) = g(0)] <
~ d(f,g) = sup | £ (1) = g(t)| <

Also ist (B(T),d) ein metrischer Raum !

d) Frage: Laft sich auf jeder Menge X #+ () eine Metrik definieren?
Antwort:

_JLxz#y
d(I’y)_{O,I’Zy (\V/l’,yEX)

Offenbar erfiillt d die Eigenschaften (I), (II) von 2.1. (I11) gilt firz =y
trivialerweise, fir x # y ist d(z,y) = 1 und d(x,2) + d(z,y) > 1, da
z =z und z =y nicht gleichzeitig gelten kann.

Also ist d eine Metrik in X. (X,d) heifst dann diskreter metrischer
Raum.

e) Es sei (X,d) ein metrischer Raum und f : X — Y eine bijektive
Abbildung. Dann ist die Abbildung dy : Y XY — IR,

dy (y,7) = d(f (), f (@), Yy, 5 € Y,
eine Metrik in Y .

f) Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist die Abbildung
d: X xX — R,d(z,y) := min{d(z,y),1},Vo,y € X,

ebenfalls eine Metrik in X (Ubung).
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g) Es seien (X;,d;),i = 1,2, metrische Riume. Dann ist (X7 X Xo,d)

mit d((z1, 2), (y1,y2)) = max{di(z1, 1), d2(T2, y2) }, )
V(x1, 22), (y1,y2) € X1 x Xa, ebenfalls ein metrischer Raum (Ubung).

Definition 2.3
Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

a) Fir allex € X und r > 0 heiffen B(z,r) = {y € X : d(z,y) < r} bzw.

B(xz,r) :={y € X : d(z,y) < r} offene bzw. abgeschlossene Kugel um
x € X mit Radius r.

b) U C X heifit Umgebung von x € X, falls 3¢ > 0 mit B(z,e) C U.
c) Firze X und AC X, A#0, heifit die reelle Zahl

d(z, 4) := inf d(z,y) = —sup{—d(z,y) : y € A}

Abstand von X zu A.

d) A C X heifit beschrankt, falls 3C' > 0 mit d(z,y) < C,Vz,y € A.

In diesem Fall heif§t diamA := sup d(z,y) € IR Durchmesser von A.
z,y€A

Beispiele 2.4
a) Fir (X,d) = (IR,|-|) gilt:
B(z,r) = ]z —r,x+r[ und

B(z,r) = [z—r,z+7].
Insbesondere gilt z.B. a,bj= B(5(a+b),3(b—a)),Va,b € R.

b) Fiir (IR, - |l2) hat B((0,0),1) die Gestalt

B((0,0),1) = {(z,y) € R* : 2* + y* < 1}

d.h., die Einheitskreisscheibe im IR )

Man veranschauliche sich B((0,0),1) fir ||-||; und ||| in IR* (Ubung).
c) Sei (X, d) metrischer Raum. Dann gilt fir alle v € X :

B(z,r) = {ye X :d(z,y) <r}
_ J iz, r<d
N X ,r>1
d) Es gilt stets: diamB(x,r) < 2r, Vo € X, Vr > 0.

Beweis: diamB(z,r) =  sup d(y,2) < sup |d(y, ) +d(x,2)]
y,zEE(x,r) y,zEE(x,r)
< r+4r=2r
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e) Ist A C X beschrinkt, so gilt A C B(x, diam(A)), Vx € A.
Beweis: seiy € A~ d(z,y) < diam(A) ~ y € B(x,diam(A).

) Es gilt fir A#0: |d(z, A) — d(y, A)| < d(x,y), Yo,y € X. (Ubung)

Im folgenden sei (stets) (X, d) metrischer Raum.

Definition 2.5
A C X heifit offen, wenn zu jedem x € A eine Umgebung U C X wvon x
existiert mit U C A. A C X heifit abgeschlossen, wenn X\ A offen ist.

Beispiele 2.6
a) O und X sind sowohl offen als auch abgeschlossen.
b) B(x,r) ist offen, Vx € X Vr > 0.

Bew.: Sei y € B(x,r) und setze: ¢ :== r — d(z,y). Wir zeigen: B(y,e) C

B(z, 7).

Sei z € B(y,e) ~ d(z,2z) < d(xz,y)+d(y, 2) < d(z,y)+e=r

~ z € B(z,r).

Zu jedem y € B(z,r) ist also U := B(y, ) eine Umgebung mit den in
Def. 2.5 gewiinschten Figenschaften. ad

c¢) B(z,r) ist abgeschlossen, Yo € X, Vr > 0.

Bew: Wir zeigen: X\B(z,r) ist offen. Es sei also y € X\B(xz,r), d.h.
d(z,y) >r. Wir setzen ¢ :=d(x,y) —r. Wir zeigen:
B(y,e) € X\B(z,r). Sei z € B(y,e). Dann gilt:
d(l‘, Z) _'_d(Z’y) = d($7y> > T d(l’, Z) > d(fli,y) _d(y7 Z) > d(fli,y) -
e=r
~ 2 € X\B(x,r). O

d) Ist A C X offen, so gilt A= |J B(z,e(x)) mit geeignet gewdhlten
€A
e(z) > 0,Vx € A.

Bew. Seix € A bel~ 3 Umgebung U C X von x mit U C A
~ Je(z) >0: B(x,e(z)) CUCA
~ |J B(z,e(z)) € A. Die andere Inklusion ist trivial. O
€A

e) In einem diskreten metrischen Raum (vgl. 2.2 d)) ist jede Teilmenge A C X
offen und (damit auch) abgeschlossen.
gentigt (nach Def. 2.5.) zu zeigen: A ist immer offen.
~ U :=B(x,3)={2} C A Vz € A
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f) Fir X = IR ist die Menge A:= [0,1[ weder offen noch abgeschlossen
(Ubung).

Satz 2.7
Es sei (A))xer eine Familie von Teilmengen der Menge X .

a) Sind die Mengen A\,Y\ € L, offen bzw. abgeschlossen, so ist

U A\ offen bzw. () Ay abgeschlossen.
AEL AEL

b) Die Indexmenge L sei endlich.
Sind die Mengen Ay, YA € L, offen bzw. abgeschlossen, so ist
() Ax offen bzw. |J Ay abgeschlossen.

AeL AL
Bewelis:

a) Es seien (zunéchst) alle Mengen Ay, A € L, offen und es sei
ye Ay ={reX:3Ne Lmitze A}
AEL
~d\, eL:yeA,,.
Da A, offen ist, existiert eine Umgebung U von y mit
yeUC A\, C U A, dh. | A, ist offen.
AeL AEL
Es seien nun sdamtliche Ay, A € L, abgeschlossen. Dann folgt aus der

Morgan’schen Regel (vgl. Kap.1.1):
X\ A =Cx(N Ay = U Cx(A) = U (X\A))
AeL AeL AEL AEL
Nun ist aber X\A, offen, VA € L, und nach dem soeben bewiesenen

Teilresultat auch [J (X\A,) offen. Deshalb ist (nach Definition) () A,
XEL AeL
abgeschlossen.

b) Es sei L endlich und sdmtliche Ay, A € L, seien offen. Wir wéhlen y €
() A, beliebig.
AeL
~ VYA € L Jey > 0mit By,exn) € Ay, Sel € := min{ey) : A € L} (vgl.
Lemma 1.26) ~ ¢ > 0.
Dann gilt:
B(y,E) - B(y,E)\) - A)\a VA€ L.
~ B(y,e) € [ Ax~ [) A, ist offen.

AeL AeL
Sind nun alle Ay, A € L, abgeschlossen, so schliefit man wieder iiber die

Morgan’sche Regel
X\(U 4y = N (X\A,) analog zu Teil a). O

A€L AEL

Ubung: Man zeige anhand von Gegenbeispielen, dafi Satz 2.7.b) fiir nicht
endliche Indexmengen L im allgemeinen nicht richtig ist!
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Definition 2.8

a) x € X heifst Hiufungspunkt von A C X, wenn fir jede Umgebung U C X
von z gilt (ANU)\{z} # 0. x € A heifit isolierter Punkt, falls x kein
Hdaufungspunkt von A ist.

b) x € X heifit innerer (bzw. duferer) Punkt von A C X, falls 3 Umgebung
UC X wvonz, sodaffU C A (bzw. UNA=0). x € X heifst Randpunkt
von A C X, falls V Umgebungen U C X wvon x gilt: U A # 0 und
UN(X\A) # 0.

Beispiele 2.9

a) X =R, A:={2:ne IN}. Nach Satz 1.8 (Eudozos) gilt

(B(0,¢) (NA)N{0} # 0, Ve > 0.
Also ist 0 Haufungspunkt von A.

b) X := IR, A:=@. Nach Satz 1.10 gilt Vx € IR und Ve > 0: Ir €@ : r €
lt —e,x+¢€]
d.h. (B(xz,e) @)\{x} # 0. Also ist jede reelle Zahl Hiufungspunkt von @.

¢) Endliche Teilmengen A von X enthalten nur isolierte Punkte.

Bew: sei A={zy,...,2,} CX,a:= min d(x;z;)>0
ij=1..m, i

~ (B(z,a) NA)\{z;} =0Vi=1...n
~ x50 = 1...n ist kein Haufungspunkt von A.

d) Es seix & A. Dann ist x Haufungspunkt von A gdw. x ist Randpunkt von
A.

Bew: Sei x & A und x Hdaufungspunkt von A. Sei U eine beliebige Umge-
bung von x. ~ (ANUN\{z} = ANU #0 und z € UN(X\A)
~» x ist Randpunkt von A.

Sei nun x Randpunkt von A und U eine bel. Umgebung von x.
~ (ANU)\{z} = ANU # 0 ~ z Hdiufungspunkt von A. O

e) X :=1R, A:=10,1[. Man gebe alle inneren, duferen und Randpunkte von
A an! (Ubung)

Satz 2.10
Es sei A C X und x € X sei ein Haufungspunkt von A. Ve > 0 st die Menge
(AN B(x,e))\{x} nicht endlich.

Beweis:
Ve > 0 ist die offene Kugel B(z,¢) eine Umgebung von z. Deshalb gilt nach
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Def. 2.8: (A B(z,e))\{z} # 0,Ve > 0.
Annahme:
Je, >0: (A () B(w,&,))\{z} ist endlich, d.h.
(A N B(z,eo))\{z} ={z1,...,2z,} flreinn e IN.
Wir definieren ¢ := 1r£u<n d(z,x;) €]0,¢,] und erhalten (A B(x,e1))\{z} =
0 ~ Widerspruch zu = Haufungspunkt von A. O

Definition 2.11
Es sei A eine Teilmenge von X .

a)

A" = {x € X :x ist Hiufungspunkt von A}.

A = int(A) .= {x € A: x ist innerer Punkt von A} heifit Inneres
von A ("int” =" interior”)

cl(A) = ﬂ D heifst Abschlieffung von A ("cl” = 7closure”),

DeM
wobei M :={D C X : D abgeschlossen und A C D}.

N
i

b) A heifit dicht bez. B C X, falls B C A. A heifit (iiberall) dicht, falls
A=X.

c) X heifst separabel, falls eine hichstens abzihlbare dichte Teilmenge von X
existiert.

Satz 2.12
Es sei A eine Teilmenge von X.

a) A=AA.
b) A ist abgeschlossen (offen) gdw. A=A (A= A).
Beweis:

a) 1. Schritt: A|JA’ € A. Klar ist nach Definition: A C A. Wir zeigen:
A CA.
Annahme: 3z € A’ und x € A.
Da A nach Definition abgeschlossen ist (Def. 2.7), folgt: X\ A ist offen.
~Je>0: B(x,e) C X\A
~ AN B(z,e) = (AN B(z,¢))\{z} = 0.
~» x ist kein Haufungspunkt von A ~» x € A’ ~» Widerspruch.
2.Schritt: A C AJ A"
Es geniigt zu zeigen: A|J A’ ist abgeschlossen.
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Wir betrachten dazu C' := X\(AJA’) und zeigen C' ist offen. Sei
x € C beliebig gewéhlt.

Wir zeigen: 3¢ > 0: B(z,e) C C.

Annahme: Ve > 0: B(z,e) (AU A") # 0.

Analog zum Beweis von Satz 2.10 zeigt man, dafl Ve > 0 die Menge
B(z,e) (AU A’) nicht endlich ist.

Wegen B(z,e) (AU A') = (B(xz,e)A) U(B(z,e) N A) folgt daraus,
daBVe > 0 die Menge B(x,¢) [ A oder die Menge B(x,¢) () A’ nichtleer
ist.

1. Fall: Ve > 0: B(z,e) (A # 0~ x € A’ ~ Widerspruch.

2. Fall: Ve > 0: B(z,e) (A #0

Sei & > 0 beliebig gewdhlt und y € B(z,e) [ A"

Sei g, :=¢ —d(z,y) €]0,¢].

Wegen y € A’ existiert z € (A B(y,c.))\{y}-

~d(z, ) < d(z,y) +d(y, 2) < d(x,y) +e,=¢

~ z € (AN B(x,2))\{x}.

~ Ve >0: (AN B(z,¢))\{z} # 0~ x € A’ ~ Widerspruch.

Also ist die Annahme falsch und C offen. ~» A J A’ ist abgeschlossen.

b) Ist A abgeschlossen, so gilt A C A.A C A ist aber trivial. Die Umkehrung
ist trivial, da A abgeschlossen ist. Ist A offen, so ist nach Definition
jeder Punkt € A ein innerer Punkt von A~ A C A ist trivial. A ist
nach Definition eine offene Menge. a

Beispiele 2.13
a)
1
X =R A:= {ﬁ :ne€ N}~ A" = {0}(Bsp. 2.9a)) und

g {O}U{%:NEZN}.

b) X :=R,A:=0,1~ A" =[0,1],A=1[0,1], A = A.

c) X =R A=Q
~@Q =R  (vgl.Bsp.2.9b)),
~Q =R, int@) = 0.
~> (@ ist abzdhlbar und dicht in IR
~ IR ist separabel!

d) c(B(z,r)) C B(x,r),Vz € X,Vr > 0.
Bew.: Es geniigt zu zeigen: (B(x,r)) C B(x,r). Seiy € (B(z,r))".
~ Ve >0 (B(z,r) By, €)\{y} # 0

o1



~ Ve >0 (B(z, 7)) Bly,e)\{y} #0

~y € (B(z,r)) C B(z,71) (Satz 2.12.1). O
(folgt natiirlich auch sofort aus der Def. won “cl”, da B(z,r)
abgeschlossen ist).

Die Gleichheit cl(B(z,r)) = B(x,r) gilt im allgemeinen nicht: Im
diskreten metrischen Ra um X ) gilt firr =1,2 € X beliebig:

B(x,r) = {x} = cl(B(x,r)) und B(z,r) = X.

2.2 Konvergenz von Folgen in metrischen Riumen

Wir kommen nun zum fiir die Analysis zentralen Begriff der Konvergenz einer
Folge (in einem metrischen Raum).
Im folgenden sei (X, d) ein metrischer Raum.

Definition 2.14

Es sei (xy)nenw eine Folge von Elementen aus X (vgl.Def.1.21), x € X.
(Tn)new heifst konvergent gegen x, falls Ve > 03n,(e) € IN so daf$ d(z, z,) <
e, Vn > n,(e).

x heifst Grenzwert oder Limes der Folge (z,,)nen -

Schreibweise: x = nhﬁmOO T, Tn — T

Lemma 2.15

Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum besitzt einen eindeutiq
bestimmten Grenzwert.

Beweis
Annahme: Es existieren eine Folge (z,)pen in X und z, 7 € X, z # 7,

mit r = lim z,,2 = lim z,.

n—~o0 n—oo

Wir wéhlen nun € > 0 so, daf 2¢ < d(z, ). Dann existieren n,(¢) € IN und
no(e) € IN, so dafl

d(z,z,) <e, Yn > n,(e),d(Z,z,) <&, Yn > n,(e).

Deshalb gilt fiir beliebiges n > max{n, (), n,(¢)}:
2e < d(z,z) < d(z,z,) +d(z,,T) <e+e=2
Dies ist aber unmoglich und die Annahme ist falsch. O

Beispiele 2.16

a) X =Rz, = %,Vn € IN.
(%)nemw konvergz’ert gegen 0 (nach Satz 1.8).
X =10,1], (£ )nen ist nicht konvergent in X.
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b) X :=R,r €] —1,1[. Dann gilt: lim r™ = 0.
Bew.: r =0 ist trivial, sei r # 0.
Sei e > 0 beliebig gewdhlt und setzen a =

1
1+_a'
Wir wihlen nun n,() € IN, so daf§ n,(e) > =-.

~ |rl =

1 1
< < — <&g,Vn > n,(e).0

14+ na na

c¢) X := IR. Die folgenden beiden Folgen sind nicht konvergent in IR:

, n gerade

, n ungerade (n € IN)

1
(N)nen und (T )new , T = { i

Bew.: (x,) konvergiert nicht gegen x € X bedeutet:
(*) Je,¥n € INFk(n) > n: d(z, Tym)) > €o.
(xy,) ist nicht konvergent in X bedeutet: Vo € X gilt (*).
Wir betrachten zundchst (n)pemn:
Seie =1 und x € R bel. und wir wihlen ng € IN mit |z| < n,.
Wir definieren k(n) := max{n,n, + 1},Yn € IN, und erhalten
go =1<k(n)—|z| <|k(n) — x|, d-h. (*) ist erfillt.
Sei nun (x,) = (1,3,1,3,...),2 € IR beliebig, ¢, := maz{|1 — |, |5 —
x|}, n € IN beliebig.
Wir wdihlen k(n) == 2n + 1, falls ¢, = |1 — x| bzw. k(n) := 2n, falls

\1—x|:|xk(n)—x|,Vn€]N
= O
S { 53— 2| = |Tpe) — 2|, Vn € IN

d) Es sei (X,d) ein diskreter metrischer Raum. Dann ist (z,)nen konvergent
m X gdw. In, € Ndr € X : x, = x,Yn > n,.

Satz 2.17
Es sei A C X. Dann gilt:

a) Vo € A existiert eine Folge (2n)nerv von Elementen aus A, die gegen x
konvergiert.

b) Ist (Tn)nemv, eine Folge von Elementen aus A, die gegen ein x € X konver-
giert, so gilt v € A. Ist A abgeschlossen, so gehort der Grenzwert (sogar)
2u A.

Bewelis:
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a) Seiz € Abel. ~ € AJA' (Satz 2.12).
1. Fall: z € A~ wir wéhlen die konstante Folge (2)nemn-
2. Fall: x € A"\ A.
Wir betrachten die Mengen A, := (A B(z, +))\{z},Vn € IN.
Wir wissen: A, # (),Vn € IN.
Wir wihlen sukzessive x1 € Ay; 2,101 € Any1, Tni1 # T
Nach Satz 2.10 bricht dieser Prozef3 nicht nach endlich vielen Schritten ab
und wir erhalten:
z, € Aund d(z,z,) < =,Vn € IN.
Damit ist alles gezeigt.

b) Essei (x,)nemn eine Folge von Elementen aus A, die gegen = € X konvergiert.
Wir zeigen: = € A, ist A abgeschlossen, so ist A = A. ~ Ve > 0 :
B(z,e)({xn:ne N} #£0
2 Moglichkeiten:
lL.ze{z,:ne N} CACA
2. 2 ¢{x,:n€ N}~ (B(z,e)({zn :n € N})\{z} #0Ve >0

~ze{r,:ne Ny CA CA O

Bemerkung 2.18

Nach 2.17.b) bedeutet die Abgeschlossenheit einer Menge: Die ” Limesbildung”
fiihrt nicht aus der Menge heraus.

In Def. 1.21 wurde allgemein der Begriff einer (unendlichen) Folge und einer
Teilfolge eingefiihrt. Wir nehmen im folgenden stets an, dafi auch Teilfolgen
unendlich sind und die Form haben:

(Tn)peis N € IN und IN unendlich.
Da IN und IN beide abzihlbar sind, existiert eine bijektive Abbildung f :
IN — IN und wir konnen die Teilfolge auch so schreiben:

(z f(n))neJN-

Wir nehmen dabei der Einfachheit halber an, dafs
f)y<f@)<...<f(n)<fln+1)<...

Fine Teilfolge (z,,) von (ZTy)nen it dementsprechend konvergent gegen
einx € X, falls

nelN

Ve > 03n,(e) € IN : d(x,x5mm)) <e,Vn € IN,n > n,(e),
oder : d(z,z,) <e,¥ne IN,n>ne).

Schreibweise: x, — .

n—oo

nelN

Satz 2.19
Ist eine Folge (x,)nenv (in X ) gegen x € X konvergent, so konvergiert auch
jede ihrer Teilfolgen gegen x.
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Beweis: .

Es sei (z,)nenv Folge in X mit limn — ocox, = =z, weiterhin sei IV eine
unendliche Teilmenge von IN und € > 0 beliebig gewédhlt. Nach Voraus-
setzung gilt:

~ dny(e) € IN @ d(z,x,) <e,Vn > n,(e).
~> d(x,z,) < e,¥n >n,(e),n € N

Die Aussage folgt damit aus Bemerkung 2.18. O

Definition 2.20

(T )nenw heifit Fundamentalfolge oder Cauchyfolge, falls

Ve > 03n,(e) € IN : d(zp, xpm) < &,Yn,m > n,(e).

Der metrische Raum (X, d) heifit vollstindig, falls jede Fundamentalfolge (in
X ) gegen ein Element aus X konvergiert.

Satz 2.21
a) Jede in X konvergente Folge ist auch Fundamentalfolge.

b) Fir jede Fundamentalfolge (xy)new ist {z, : n € IN} C X beschrinkt.
(Man sagt kurz: die Folge ist beschrinkt.)

Bewelis:

a) Es sei (z,)nen eine gegen x € X konvergente Folge. & > 0 sei beliebig
gewdahlt.
~ dne(e) € IN : d(zn, ) < §5,Vn > ng(e).
Daraus folgt fur alle m,n > n,(¢):
d(Tn, Tm) < d(Tp, ) +d(z,20) < 5+ 5 =€
D.h. (z,)nemv ist eine Fundamentalfolge.

b) Es sei (,)new eine Fundamentalfolge in X. Sei €, > 0 fixiert. Dann
existiert ein n, € IN mit d(x,, ) < €,, Yn,m > n,.
Wir definieren:
r:=max{e,, max d(x;,x,,)} >0
1<i<ne,—1

und erhalten, dafi die gesamte Folge (Zp)ne in der abgeschlossenen Kugel
B(x,,,r) enthalten ist.
Nach Beispiel 2.4c) gilt deshalb:

diam{x, :n € IN} < 2r. O
Bemerkung 2.22

Fundamentalfolgen (in metrischen Rdumen, die nicht vollstindig sind,) sind
i.a. nicht gegen ein FElement des Raumes konvergent.
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Beispiel: X :=|0, 1], (%)neﬂ\f ist Fundamentalfolge in X, denn:
1= L= o) el <L Vi <,

~ Ve > 03ng(e) € IN : |2 — L] < L < e Vn,m > n,le)

Aber die Folge ist nicht konvergent in X (vgl. 2.16a)).
Die Vollstandigkeit eines metrischen Raumes (X, d) ist also eine Eigenschaft
von X und d! Sie ist von betrdichtlichem Interesse, da man oft fir eine
gegebene Folge nur zeigen kann, dafl diese Fundamentalfolge ist. Spdater
werden wir zeigen, daf$ IR und IR™ vollstindig bzgl. der betrachteten Metriken
sind. Noch spdter werden wir weitere Beispiele vollstindiger bzw. nichtvoll-
standiger Raume kennenlernen.

Definition 2.23

Es sei (xy)new €ine Folge in X.

L((2p)nen) = {x € X : 3 Teilfolge von (z)nem, die gegen x konvergiert}
heifit Limesmenge der Folge (z,)nemn -

Eigenschaften 2.24

a) Ist (xy)new gegen x konvergent, so gilt L((xn)nen) = {z};
b) Ist {x,|n € IN} endlich, so ist L((xp)nen) # 0;

c) {zn:ne INY C L(Tn)nen);

d) Die Limesmenge einer Folge ist abgeschlossen.

e) ist (x,) eine Fundamentalfolge, und ihre Limesmenge nichtleer, so ist (x,)
konvergent.

Beweis:
a) folgt sofort aus Satz 2.19, da jede Teilfolge von (z,,)nen gegen x konvergiert.

b) Ist {z,|n € IN} endlich, so existiert eine konstante Teilfolge von (z,)nemn,
deren Grenzwert in der Limesmenge liegt.

c) Ist x ein Haufungspunkt von A := {x, : n € IN}, so existiert nach
Satz 2.17a) eine Folge in A, Diese Folge enthilt aber eine Teilfolge von
(Zn)nemv, die gegen = konvergiert. Also gehort x zur Limesmenge.

d) Sei L := L((zy)new) und wir zeigen: X\ L ist offen.
Sei z € X\ L.
Annahme: z ist nicht innerer Punkt von X\ L.
~Ve>0:B(z,e)L#0
~Vn e IN:B(z,)L#0.
Analog zu Satz 2.10 zeigt man, dafl alle diese Mengen unendlich sind.
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~ 3 z € B(z,1)NL
3 2z, € B(z %) NL,z, # z,_1,Yn € IN,n > 2.
~> Z, € L,Yn € IN, und Zn 2 2
Ferner gilt, da z, € L, dal Vn € INJk(n) € IN :
d(zn,Ik(n)) < %
Dabei sei k(n),n € IN, 0.B.d.A. monoton wachsend gewé&hlt.
~ die Teilfolge (2k(n))nemw konvergiert gegen z.
~» z € L ~ Widerspruch.
Also ist jeder Punkt von X\ L innerer Punkt.

e) Sei (7, )nev eine Fundamentalfolge und es gelte L((x,,)nev) # 0, seie > 0
beliebig und = € L((z4)new)-

~» 3 Teilfolge (x,)n € N, die gegen = konvergiert.

~ dng, i, € IN 2 d(xy, o) < %Vn,m > n,
(Fundamentalfolgen-Eigenschaft)
d(z,x,) < %Vn > fig,n € IN

(Eigenschaft der konvergenten Teilfolge)

seien m,n > max{n,, n,}, m,n € N
~ d(x, w,) < d(T, 20) +d(Ty,2,) <5+ 5=¢ O

Beispiele 2.25
a) L((;)nenw) = {0};

1
_ J 3, n gerade
b) T { 1, n ungerade

~ L((@n)new) = {5, 1};

L n gerade
— 1. n ungerade
~{x, n€e€ INY ={0,1} = L((x0)nenw)

d) L((n)nen) = 0.

Konvention:
Wir schreiben nur (z,,) fiir (2, )nen zur Abkiirzung (d.h. falls die Indexmenge
IN Klar ist).
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2.3 Der Banachsche Fixpunktsatz

Eines der wesentlichsten Anliegen der Analysis/Numerik ist die Untersuchung,
Losbarkeit und Losung von Gleichungen. Insbesondere ist die Frage interes-
sant, ob und unter welchen Voraussetzungen eine Abbildung bestimmte Werte
annimmt und wie man die zugehorigen Urbilder (”Losungen” der Gleichung)
berechnen kann.

Es sei (X,d) ein metrischer Raum und F' : X — X eine Abbildung. Im
Mittelpunkt dieses Kapitels steht die Gleichung

x = Fux. (1)

Das zentrale Ergebnis dieses Kapitels liefert hinreichende Bedingungen fiir
die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von (1) und dartiber hinaus ein
iteratives Ndherungsverfahren zur Berechnung dieser Losung.

Angemerkt sei bereits hier, dafl viele Arten von Gleichungen durch geeignete
Formulierung und Umformung, und auch viele praktische Aufgaben in die
Gestalt (1) gebracht werden konnen.

(1) heifit auch Fixpunktgleichung und eine Losung von (1) Fixpunkt, da die
Losungen von (1) gerade die Punkte in X sind, die durch F' auf sich abgebildet
(also fixiert) werden.

Definition 2.26
F: X — X heifit kontraktiv, wenn ein « €]0, 1] existiert, so daf

d(Fz,Fy) < ad(z,y), Vz,ye X.
Die Zahl o heifit dann Kontraktionskonstante von F.

Lemma 2.27 i
T4 i _ 1—akt!
Va € IR, a # 1, Vk € IN gilt: ;)a = 35—
Beweis:
L L - 1 L R
;a (1—a):;(a—a )=1-a M;a:ﬁ.

Satz 2.28 (Fizpunktsatz von Banach)

Es sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und F : X — X sei kontraktiv
(mit Konstante o €]0, 1[).

Dann existiert genau en z., € X mit v, = Fz, und fir jedes x, € X
konvergiert die Folge (x,)nen, wobei

Ty = Fx,_1, Vn € N,

gegen x,.. Dariiber hinaus gilt die Abschdtzung

an

d(x,,x,) < d(Fz,,z,), ¥n e IN.

11—«
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Beweis:
Der Beweis gliedert sich in 4 Schritte:

(i) Konvergenz der Folge (z,,)nen fiir bel. ”Startwert” z,;

(ii) Existenz einer Losung von (1);

(iii) Eindeutigkeit;

(iv) Abschétzung.

(i) Es sei z, € X beliebig gewéhlt und wir definieren sukzessive

Ty = Fx,_1, Vn € IN.

Dann gilt fiir beliebige n,m € IN, m > n:

d(xp, Tpe1) = d(Fx,_1, Fx,) < ad(r,_1,7,) < a"d(x,, 1)
d(Tp, ) < m_z":_l A(Tpii, Trgiv1) < m_z":_l " d(zy, v — 1)
(Ii&ecksungleichung!) ~
~ d(Tg, ) < d(0, 1) m‘Z”‘I " = d(zy, 11)" N a
i=0 i=0

L1 —amn < d(xe,x1)

l—-a - 1-—-«

n

< d(xy, 1)

Es sei nun € > 0 beliebig gew#hlt. Nach Beispiel 2.16 b) gilt lim o" =

0. Deshalb 3n,(¢) € IN, so dafl
11—« . .
a" < —e, Vn >n,(e). falls zg = x1 ~ 1z, ist Fixpunkt
d(l’o, zl)

~ d(Tpyy T) < €, YM > 1 > ny(e).
Also ist (z,,)neny Fundamentalfolge in X. Da (X, d) vollstindiger met-
rischer Raum ist, existiert x, € X mit z, = lim x,,.

n—oo

(ii) Wir zeigen: z, = Fz, (~ Existenz der Losung von (1))
Annahme: x, # Fx,
~ 3dn, € IN : d(z,,x,) < 2d(z., Fz.), Yn > n,. Sein > ny:

~ d(l'*, FZL'*) < d(x*>$n+1) + d(xn+l> FZL'*)
= d(zy,ps1) +d(Fx,, Fx,)
< ATy Tpa1) + ad(xy, T4) < d(4, Fxy)

~» Widerspruch!
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(iii) Eindeutigkeit der Losung von (1 )
Annahme: 32,7 € X mit £ # z, T =
~d(Z,T) = d(Fx, Fz) < ad(z, ) <
~» Widerspruch!

= F'z.

Kl

Fi,
d(z,

Hz =
&I

)

(iv) Abschétzung: Fiir beliebiges n € IN gilt:

d(l’n, IL’*) S d(l‘n, xn—l—l) + d($n+1, LU*)
d(Fzr,_q, Fz,) +d(Fx,, Fr,)

S O{d(xn_l, xn) + O{d(xn, .Z'*)
~d(xg, ) < . (_Iad(xn_l, Tn)
o} a”
< T aa"_ld(xo, T1) = — ad(ato, Fx,).

Bemerkung 2.29

Der obige Satz liefert neben einer Erxistenz— und FEindeutigkeitsaussage fiir
die Gleichung (1) auch den Ansatz fir ein iteratives Néiherungsverfahren
(" Verfahren der sukzessiven Approzimation”, ”Iterationsverfahren”; x,, heifst
“Iterierte” und x, ”Startwert”), das bei verschiedensten speziellen Aufgaben-
stellungen (z.B. lineare und nichtlineare Gleichungssysteme) Anwendung fin-
det.

Wegen der Giltigkeit der Abschdtzung

d(xs, Ty) < @d(Ty, Tp-1), VYn € N,

ist die ”Geschwindigkeit” der Konvergenz der Folge (x,) um so grifler je
kleiner o ist. Der Fehler der Iterierten verringert sich von Schritt zu Schritt
mindestens um den Faktor a < 1.
Das Iterationsverfahren ist sehr einfach in einen Algorithmus umsetzbar:

S1: Wihle X0, EPS, NO (= mazimale Iterationszahl), N :=0;

S2: X1:=F(X0); N:=N+1;

S3: (d(X1,X0) < EPS oder N > N0) = STOP;

X0 := X1, goto S2.

Bei konkreten Anwendungen muf$ jedoch tiber die Berechnung von Werten der
Abbildung F und des Abstandes d nachgedacht werden.

Bemerkung 2.30

Die Probleme bei der Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes bestehen in
der geeigneten Wahl von X und (hiufig auch) von d, so daf$ (X, d) vollstindig
ist und fir die Abbildung F' : X — X die Kontraktivitit nachgewiesen
werden kann. Oft konnen die Voraussetzungen von Satz 2.28 nur auf kleineren
Mengen A C X (insbesondere: F' kontraktiv) nachgewiesen werden. Mann
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betrachtet dann (A, d) als metrischen Raum und muff F': A — A nachweisen.

Als allgemeine Aussage gilt in diesem Zusammenhang:
Ist (X,d) vollstindig und A C X abgeschlossen, so ist (A,d) ebenfalls voll-
standig (Ubung; Hinweis: Wende Satz 2.17 an!).

Beispiel 2.31
Ziel ist die Anwendung des Banachschen Fizpunktsatzes zur Untersuchung
der Lisbarkeit und zur Losung der Gleichung (in IR).

=a mit a€ R,a>0.

Dazu definieren wir folgende Abbildung

1
F:{zeR:z>0} — R, Fx::x—%(ﬁ—a), Vo > 0.

Es gilt: * = Fx gdw. 2* = a, d.h. x ist genau dann Fizpunkt von F, wenn
x die Gleichung 2% = a lést.

Wir wissen bereits (Satz 1.12), daf die Gleichung * = a genau eine Lisung
x > 0 besitzt. Unser Ziel ist die Anwendung von Satz 2.28, da hieraus auch
ein Iterationsverfahren zur Berechnung der Wurzel aus a resultiert.

Idee fiir die Wahl von A C IR (gemdajf$ Bem. 2.30):
A := [min{1,a}, max{1,a}]

(spdter zeigen wir in Kap. 3.1, daf$ (IR, |- |) vollstindig ist. Das Intervall A
ist aber abgeschlossen ~ (A, |- ) ist vollstindig.)
Wir zeigen: (i) F: A — A
(ii) F ist kontraktiv (fir gewisse a € IR)

(i) Es seix € A bel. Dann gilt:

1 a 1 a

Fr=>(z+2 = (min{1 S
v 2(x+x) - 2(m1n{ ’a}+max{1,a})
1 1
= i(min{l,a},amin{l,a)
1
= §(min{1, a},min{a, 1}) = min{1, a},
und weiter
Fo < S(max{l,0} + —t—) = —(max{1,a} +amax{1,>})
—(max{1l,a} + ————) = =(max{l,a} + amax{1, -
T AR T ingT, a) o LS Yy

= %(max{l,a}ﬂLmaX{laa})
= max{l,a}

Also: F(A) C A.
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(ii) Es seien x,y € A. Dann gilt:

1 a a 1 a
Fo— Fuyl = = S = (e — _
|[Fz — Fy| Sle+——y y\ 51(@ y)+xy(y z)|
1 a
< - La-
< G- Zile-yl
Wir untersuchen K(x,y) :=1— %+ Vx,y € A.

zy’
Gilt: £ < > = max{a, 2} und K(z,y) <1—min{a, 1}

Ty — (min{ci,a})
Also gilt fir alle x,y € A:
1 . 1 1
[P~ Fy| < g (max{1 — minfa, -}, max{a, -} ~ 1))}z — ]
a a
~ F is kontraktiv, falls a €]3, 3|

Demzufolge ist Satz 2.28 fiir a €] %, 3[ anwendbar und fir das Iterations-
verfahren

a

1
(%) @, = §(xn_1+ ),Vn € IN,z, € A bel.,

Tn—1

gilt: (z,) konvergiert gegen die einzige Ldsung von x*> = a in A, d.h.
gegen \/a.

Satz 1.12 liefert hier bereits mehr!:

Vi, € [min{l, a}, max{1,a}| konvergiert die Folge v —n := Fan —1 =
T(an—14 =%5),n € IN gegen die Losung z. = \/a der Gleichung

zn—1
2 =a.
Numerisches Beispiel: a = 2, /2 = 1.414213562 = z,.
n T, d(xy, Ty)

0 2 5.85786 107!
1 1.5 8.57864 1072
2|  1.41666 | 2.4531 1073

3| 1.414215686 | 2.1236 -10~°

4| 1.414213562 | 3.7 -10710

theoretischer Fehler:

1
‘xn _'Vﬂ§| f;

2n—1
~o g — V2] < 274 =6.25-1072

|z — 21

Die numerischen Ergebnisse sind also wviel besser als es die Fehler-
abschdtzung erwarten lafst. Dies wird erst im spdteren Verlauf der
Vorlesung verstindlich. () erweist sich als das Newton—Verfahren zur
Lésung der Gleichung 2° = a.
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Bemerkung 2.32
Die folgenden Gegenbeispiele zeigen, dafS Satz 2.28 nicht richtig bleibt, wenn
(X, d) nicht vollstindig oder F' nicht konstraktiv (2.B. a = 1) ist.

(i) X :=]0,1[, Fz := 1z, Vz € X.
~» F ist kontraktiv und F: X — X.
Aber: FEs existiert kein Fizpunkt in X .

(ii) X := IR?* mit Euklidischer Metrik, F : IR* — IR?,
F(z,y) = (z,—y), V(z,y) € R*,
~ dy(F(2,y), F(7,9)) = /(x — 2)? + (—y — (-9))* = do((2, ), (%, 7))
~» F' nicht kontraktiv, da Konstante a = 1.
Gilt:  {(z,0) : x € IR} ist Fizpunktmenge und die Folge im
Satz 2.28 ist i.a. nicht konvergent!

Bemerkung 2.33
Wir betrachten die folgende nichtlineare Gleichung in IR™:

(x) Gx=0, mit G:A—R", ACR™.

Man wdhle eine Abbildung g : A x IR™ — IR™, so daf
(i) Ve € A: g(z,-) : R™ — IR™ ist bijektiv,

(ii) Ve € A: g(2,0) = 0.

Dann ist x, € A Losung von Gx = 0 gdw. x, Fizpunkt von Fx = x +
g(x,Gz), Vo € A.

Dies ist eine allgemeine Methode zur Anwendung von Satz 2.28 auf die Losung
von (x). Die "Kunst” besteht nun darin, maéglichst geschickt A und g so zu
wdhlen, daff F': A — A kontraktiv wird, fir g (i) und (ii) gelten und A mit
geeigneter Metrik vollstindiger metrischer Raum wird (vgl. Beispiel 2.51).

2.4 Kompakte Mengen
Es sei (X, d) ein metrischer Raum und K C X.

Definition 2.34
K heif$t relativ kompakt, wenn fiir jede Folge (x,) von Elementen aus K gilt:

L((zn)) # 0.
K heifst kompakt, wenn K relativ kompakt und abgeschlossen ist.

Eigenschaften 2.35

a) Endliche Teilmengen von X sind kompakt.
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b) K ist kompakt gdw. fiir jede Folge (x,) aus K gilt:
0# L((2n)) C K.

c) Ist L endlich und sind Ky C X, VA € L, (relativ) kompakt, so ist |J K,
AEL
(relativ) kompakt.

Bewelis:

a) Ist K C X endlich, so gilt fiir jede Folge (x,) aus K, daf§ {z, : n € IN}
endlich ist. Also folgt aus 2.24 b):

L((zn)) # 0.

Endliche Mengen sind aulerdem abgeschlossen, da alle ihre Elemente
isolierte Punkte sind.

b) Die Richtung = ist klar, da K relativ kompakt und abgeschlossen ist
und folglich alle Grenzwerte von Folgen aus K enthélt (Satz 2.17).
Beim Beweis der Richtung <= ist zunéchst klar, daf§ K relativ kompakt
ist. Zum Nachweis der Abgeschlossenheit von K zeigen wir K = K. Sei
r € K. Nach Satz 2.17 existiert eine Folge (z,,) in K mit x,, — T
r€L((r) CK~KCK~K=K.

c) Es seien zunéchst Ky, VA € L, relativ kompakt und es sei (x,,) eine Folge

in |J K. Dann ist entweder {z,, : n € IN} endlich (und alles ist
AEL

bewiesen nach 2.24 b)) oder 3\, € L3IV C IN unendlich:
r, € Ky,, VncIN.

~> 3 Teilfolge von (x,),cx und damit von (z,), die konvergent ist, da
K, kompakt ist.

Sind die Ky, VA € L, auerdem abgeschlossen, so auch |J K, (Satz
AEL
2.7) O

Bemerkung 2.36

Das 7”Kompaktheitsprinzip”, d.h. die Mdéglichkeit der Auswahl einer konver-
genten Teilfolge, ist ein grundlegendes Prinzip der Analysis. Man bendtigt es
sowohl fiir den "inneren Aufbau” der Analysis, fir den Beweis von Ezistenz-
aussagen als auch fiir den Nachweis der Konvergenz von Ndherungsverfahren.

Im folgenden kommen wir nun auf zwei sehr wichtige Charakterisierungen der
Kompaktheit von Mengen zu sprechen, namlich zum einen mit Hilfe von sog.
"e-Netzen” und zweitens mit Hilfe des sog. ”Uberdeckungsprinzips”. Ferner
geben wir weitere Eigenschaften kompakter Mengen an.
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Definition 2.37
a) Eine Menge N. C X heifst e- Netz fiir die Menge K C X, falls

d(z,N.) <e, VzelkK.

b) K C X heifit total beschrinkt (oder: prakompakt), falls zu jedem € > 0
eine endliche Menge N. C X exisitert, die e-Netz fiir K ist.

Eigenschaften 2.38
a) Jede total beschrinkte Teilmenge von X ist beschrdinkt.

b) Ist X total beschrdnkt, so ist (X,d) separabel.
Beweis:

a) Es sei K C X total beschrinkt und ¢, > 0 fixiert. Dann gibt es eine
endliche Menge N := {z1,...,2,}, so da8

d(x, N) = min d(z,7;) <&, VrekK.

i=1...r

Es seien z,y € K bel. gewahlt. Dann existieren ¢,j € {1,...7} mit:

d(z,y) < d(z,z;)+d(z, z;) +d(zj,y) < 2e, + d(z;, z;)

< 28,4 max d(x;, x;) = 2e, + diam N.
1,7=1,..., r

Also gilt diam K < 2¢, + diam N, d.h. K ist beschrankt.

b) Sei X total beschrénkt. Zu zeigen:3 hochstens abzéhlbare dichte Teilmenge
von X
~» Vn € IN existiert eine endliche Menge N,, C X, so dafl

1
d(z, N,) < > Vo € X.

Wir betrachten nun die Menge A := |J N, und wissen, da§ A héchstens

nelN
abzdhlbar ist (Satz 1.28).
Wir miissen noch zeigen: A = X.
Seiz € X ~ Vn € N3z, € N,, : d(z, 2,) < +.
~ 1z, €A, Vn € IN,und z,, — x ~ x € A (Satz 2.17). O

Satz 2.39

Ist K C X relativ kompakt, so ist K total beschrankt.
Ist (X,d) vollstindig, so gilt auch die Umkehrung.
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Beweis:

Es sei K relativ kompakt und € > 0 beliebig gewahlt.

Wir zeigen: 3 endliche Menge N, mit d(z, N.) < e, Vo € K. Wir gehen dabei
konstruktiv vor.

Sei x; € K beliebig gewdhlt. Dann sind 2 Félle moglich:

(i) d(z,x1) <e,Vor € K ~ N, = {z1} ist e-Netz.
(i) Jxg € K : d(21,22) > €.
Fiir die Situation (ii) sind wieder 2 Falle moglich:
(1) d(z,{x1,22}) = min;—y 2 d(z, 2;) < e ~ N, = {x1, 22} ist e-Netz.

(i) dog € K : d(z1,23) > € und d(z2,23) > €

Setzt man diesen Proze$ fort, so erhdhlt man im ”ungiinstigen” Fall im n-ten
Schritt z4,...,2, € K mit d(x;,x;) > e, i #j,4,j=1,...,n.
Wieder gibt es 2 Moglichkeiten:

(i) No:={z1,...,x,} ist e-Netz fiir K, oder
(ii) der Prozefl kann fortgesetzt werden.

Annahme: Der Prozef3 bricht nicht nach endlich vielen Schritten mit einem
e-Netz fiir K ab.

~ 3 Folge (x,,) in K mit d(z;,z;) > ¢, 1# j, 1,5 € IN.

Da K relativ kompakt ist, gilt aber

L((zn)) # 0,

d.h. (z,) enthilt eine in X konvergente Teilfolge. .
~ dIN € INJr € X3n, € IN : d(v,z,) < §5,Vn >n,, n € IN.

~ d(X, ) < €, Vn,m > n,, n,m € IN.
~» Widerspruch! Also bricht der Prozefl ab! ~» K ist total beschréinkt.

Es sei nun (X, d) vollstédndig und K sei total beschrénkt. Weiterhin sei (z,,)
eine beliebige Folge in K.

Wir zeigen: L((z,)) # 0.

O.B.d.A. sei {x,, : n € IN} nicht endlich (sonst ist der Beweis beendet). Nach
Voraussetzung existiert Vm € IN ein endliches %— Netz N,, von K, d.h.

1
Kc | B(z—), VmeN.

ZENm,

~>Jz1 € Ny @ Ay = B(z1,1) N {x, : n € IN} ist nicht endlich.
~> Jzg € Ny @ Ay := Ay N Bz, %) ist nicht endlich usw.
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~ Jzp € Ny 2 Ay = A1 N B2, %) ist nicht endlich.
Es gilt: A, = () B(z,3) N{z,:n € N}

i=1
Wir wéhlen nun eine Teilfolge von (z,,) wie folgt aus:

Tra) € B(Zl,l)

A 1
rrmy € () Bz, =), k(n) > k(n—1), Vné€Nn>2
=1

Dies ist moglich, da A,,, Vn € IN, nicht endlich ist.
Nun gilt nach Konstruktion:

1
d(Tr(m), 2n) < - Ym > n.

~o d(T(m))s Thn)) < A(@himys 20) + A2y Ty) < 2, Ym>n
~ (Tx(n))nen ist Fundamentalfolge in X und besitzt deshalb in X einen
Grenzwert.

~ L((20)) 2 0. o.

Nach Satz 2.39 ist also jede relativ kompakte Menge in einem metrischen
Raum beschrinkt (jede kompakte Menge ist beschréankt und abgeschlossen).
Wir werden in Kap. 3.2 zeigen, daf jede beschrinkte Menge im IR™ auch
relativ kompakt ist. Dies ist in einem allgemeinen metrischen Raum i.a. nicht
richtig, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.40
Wir betrachten den metrischen Raum (B(T),d) aus Bsp. 2.2c¢) fir T := IN.
D.h. die Metrik hat die Gestalt

d(f,g) = sup |f(m) —g(m)| Vf g€ B(N).

melN

Essei© € B(IN), ©(m) := 0, Vm € IN, und wir betrachten die abgeschlossene
FEinheitskugel

B(©,1) ={f € B(IN) : sup |f(m)| < 1}.

meIN

1, m=n

0. sonst, Vn € IN, haben

Die folgenden Elemente von B(IN), fn.(m) = {
offenbar die Figenschaften:

fo€ B(©,1),Yn € IN, und d(f,, fi) = 1,¥n, k € IN,n # k.

~ es emistiert keine konvergente Teilfolge von (f,), d.h., B(©,1) ist nicht
relativ kompakt, aber beschrinkt.
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Lemma 2.41
Es seien K,, C X, Vn € IN, nichtleer und abgeschlossen, mit der Eigenschaft,
daff K1 2 K, Yn > 2, und Ky kompakt. Dann gilt (| K, # 0.

nelN
Beweis:
Wir wihlen z,, € K,,, ¥n € IN. Dann ist (x,) eine Folge in K;. Wegen der
Kompaktheit von K, existiert eine Teilfolge () )nen von (z,,), die gegen
x € K konvergiert. Wegen k(n) > n, ¥Yn € IN folgt:

Tn) € Ky YR 2>m, Vm € IN.

~ 1 € K,y = K, Ym € IN (Satz 2.17).

~ze () K. O
nelN

Definition 2.42

Eine Familie (G))xer, von offenen Teilmengen von X heifit Uberdeckung von
KCX, falls |J Gy, 2 K.

AEL

Satz 2.43 (Uberdeckungssatz von Heine/Borel)
K C X ist kompakt gdw. zu jeder Uberdeckung (Gy)aer von K eine endliche
Teilfamilie (Gx)xen (H C L endlich) existiert, die K tberdeckt.

Bewelis:

a) Es sei K kompakt und (Gy)ser, eine Uberdeckung von K.
Annahme: Es existiert keine endliche Teilfamilie von (G))aer, die eine
Uberdeckung von K ist.
Nach Satz 2.39 existiert Vn € IV ein endliches 1-Netz {2\ >5’718(LZL)}
von K.

Wir definieren nun induktiv eine Folge (K,),en von Teilmengen von X,
die die Voraussetzungen von Lemma 2.41 erfiillt. Entsprechend unserer
Annahme existiert zunichst fiir n = 1 ein iy € {1,...,k(1)}, so daB die
Menge

K== B 1)nK

nicht durch eine endliche Teilfamilie von (G))aer tiberdeckt werden
kann.

Induktiv existiert ein i, € {1,...,k(n)}, so daB die Menge

_ n 1
K, := B(z!", 5) NK,_,
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nicht durch eine endliche Teilfamilie von (G))aer tiberdeckt werden
kann. Dieser Prozefl kann nicht nach endlich vielen Schritten abbrechen.
Alle Mengen K,,, n € IN, sind abgeschlossen und K ist kompakt. Aus

Lemma 2.41 folgt: () K, # 0.
nelN
Seixe (| K, CK~ 3\, €L:xzeG,,. DaG,, offen ist, existiert
nelN
e > 0 mit B(z,e) C G,,. Wir wihlen noch n = n(e) € IV, so dafl

% < 5. Dann gilt:
n) 1 2

E) C B(z,~) C B(z,e) C Gy,.

K, C B(z
n

~» K, kann bereits durch G, iiberdeckt werden ~» Widerspruch!

b) Wir setzen nun voraus, dafl fiir jede Uberdeckung der Menge K eine
endliche Teilfamilie existiert, die ebenfalls K iiberdeckt.
Wir zeigen: K ist relativ kompakt und abgeschlossen.

(i) z.z.: K ist relativ kompakt.
Es sei (x,) eine Folge in K. Wir definieren

A, =c{xpi i€ IN,}), VYne N.
Annahme: () A, =10

~KCX fﬂ)v(\( Q]NAH) = EJ]N(X\AN).

Also ist (X\A,)new eine Uberdeckung fiir K.
~ n;:i=1,...,k} CIN, so daB

K < Jna,) = x\()4.)

~ fir n:=max{n; :i=1,...k} gilt: z, ¢ K
~» Widerspruch!

~3dre (| A~z ecd{zny i€ N}, Vne N
nelN
~x € L((x,)) (vel. 2.24).

(ii) z.z.: K ist abgeschlossen.
Sei a € K\K ~ e(x) := 3d(a,z) > 0, Vz € K.
~ (B(x,e()))sex ist Uberdeckung von K.
~d e Kyi=1,...,m: K C | B(z, e(x;)).
i=1
Wir setzen e := min{e(x;) : i = 1,...,m} > 0 und betrachten die
offene Kugel B(a,¢).
Seiz € K~ i, € {1,...,m}:x € B(x;,,e(x;,))
~e(w,) = gd(a,24,) < 5(d(a, @) +e(@3,))
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~ e < e(x;,) < d(a,x).

Also gilt: KN B(a,e)=0~ad¢ K'~a¢ K

~» Widerspruch!

Demnach gilt K = K und K ist abgeschlossen. O

2.5 Zusammenhingende Mengen

Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X.

Definition 2.44
A heifit zusammenhdngend, falls kein Paar offener Mengen Gy € X und
Gy C X emistiert, so daff A; - =GN A#D,i=1,2, und

A1UA2:A, AlﬂAQZQ)

Beispiele 2.45

a) A:=0 und A :={a} (x € X) sind stets zusammenhdingend.
A=Az, 29} (1,19 € X, 11 # 9) ist nicht zusammenhdingend.
Bew.: Um letzteres einzusehen, setzt man € := d(xy,x2) und betrachtet
Gi = B(IL’Z,%),Z:LQ O

b) In einem diskreten metrischen Raum ist jede Teilmenge milt mindestens
2 Elementen nicht zusammenhdngend.
Bew.: Sei (X, d) diskreter metrischer Raum und A C X. Seix € A.
~ {x} und A\{z} sind offen und nichtleer. Auflerdem erfillen sie die
Bedingungen von Def. 2.44. O

c) Sei X = IR. Def.: FEine Menge I C IR heifit Intervall, falls fir alle
r,y € o <y gilt: [x,y] C I.
Beh.: A C IR ist zusammenhdngend gdw. A ein Intervall ist.
Bew.: (= ): Sei A C IR zusammenhdingend.
A =0 und A ={x} sind offenbar Intervalle und zusammenhdingend.
FEs existieren nun a,b € A;a <b, z.z.: [a,b] C A
Sei x € [a,b] (bzw. a < x <b). Wir zeigen: x € A:
Annahme: v & A.
Wir betrachten G1 :={y € R,y < z},Gy :={y € R,y > x}. G1,G>
sind offen. Seien A; == GiUA#0,i=1,2; a€G,be Gy
MA1UA2 = (]R\{[L’}UA:A ’LLTLdAlﬂAQ QGlﬂng(i)
~» A ist nicht zusammenhdngend. Widerspruch!
~x € A~ Ja,bl € A~ A ist ein Intervall.
(<=): Sei A ein Intervall.
Annahme: 3G, Gy offen mit A; == G;NA#0,1=1,2, und A{UAy =
A, ATNAy=0.
Seien v € Ay, y € Ay und 0.B.d.A. x < y.
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Auf Grund der Gestalt von A gilt zundchst [z,y] C A.
Wir definieren nun z := sup [z, y| N Ay und unterscheiden die folgenden
Fdlle:

(i) z€ Ay~ 2 <y~ e >0:[z,2+¢[C [z,y] C A und
2,24+ e[C Gy~ [z,2 +€[C [z,y] N Ay
~» Widerspruch zur Definition von z!

(1) z € Ay ~ © < z~> analog Je > 0:
|z —e,2] C Ay Nz, y]

~> sup [z,y] N Ay < 2z — e~ Widerspruch!

Also gilt z ¢ A1 U Ay D [x,y] ~ Widerspruch und die Annahme ist
falsch. O

Eigenschaften 2.46

a) X ist zusammenhdingend gdw. aus A C X offen und abgeschlossen folgt:
A= X oder A=1).

b) Ist A C X zusammenhdingend und gilt A C B C A, so ist auch B
zusammenhdngend.

c) Ist (Ay)rer eine Familie zusammenhdngender Teilmengen von X mit der
Figenschaft

ﬂAA#(Z);

XEL
dann ist |J Ax zusammenhdngend.
AEL

d) Ist X zusammenhdingend, so hat jede von X bzw. () verschiedene Teilmenge
von X wenigstens einen Randpunkt.

Bewelis:

a) Es sei X zusammenhidngend und A C X offen und abgeschlossen.
Annahme: A # () und A # X.

~ Gy := X\Aist offen und es gilt mit G, := A :
Gl#w,Gg#@, X:G1UG2, Glﬁng@.
~» X ist nicht zusammenhéingend ~» Widerspruch.
Fiir die umgekehrte Richtung nehmen wir an, daf§ nichtleere offene Men-
gen G; C X, 1= 1,2, existieren, so dafl
X =G UGy, G1 NGy =0 (dh. X ist nicht zusammenhéngend).

~» G5 = X \G ist abgeschlossen, aber G # () und Gy # X
~» Widerspruch!
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b) Essei A C X zusammenhéngend und sei A C B C A.
Annahme: 3 offene Mengen G1,Gy C X mit B; :=G;,NB #0,i=1,2,
und B :Bl UBQ,Bl ﬂBQ = @
Wir zeigen: Daraus folgt: auch A ist nicht zusammenhéngend, d.h.
BNA=G,NnA#0,i=1,2.
Seii € {1,2} und b € B; ~ 2 Fille (wegen Satz 2.12):

(i) be Aund b € G;~ b € A;~ A; # 0~ alles ist gezeigt.

(ii) b € A\A (d.h. b Haufungspunkt) und b € G; ~ G, ist Umgebung
fiir b
~ A; = G; N A # (), nach Def. des Haufungspunktes.

Also gilt fiir A, =G, NA, i=1,2:A;#0,i=1,2, und
A=A UA,;, AN Ay =0 (beides nach Annahme)
~» A ist nicht zusammenhéngend ~» Widerspruch!

c) Annahme: 3 offene Mengen G1,Gy C X mit A; =G, NA#0,i=1,2,
U.l'ldA:AlLJAQ, AlﬂAgz(Z)

Esseinun a € (] Ay C A. O.B.d.A. gelte a € A;.
AeL
MH)\ELZAQHA)\%@’\»CLEAlﬂAA.

Wir erhalten also: G; N Ay #0,i=1,2, und
A)\ - (Gl N A)\) U (Gg N A)\), (Gl N A)\) N (Gg N A)\) == @

~» A) ist nicht zusammenhéngend.
~» Widerspruch!

d) Sei AC X mit A#( und A # X.
Annahme: Es existiert kein Randpunkt von A.
Nach Def. 2.8 ist jedes z € X entweder innerer Punkt von A oder
duBerer Punkt von A oder Randpunkt von A (= Randpunkt von X\ A).
Entsprechend unserer Annahme gilt deshalb:

X =int(A) Uint(X\A).

Nach Voraussetzung gilt aber A = int(A) # () und (X\A) = int(X\A) #
0.
Folglich ist X nicht zusammenhéngend ~» Widerspruch! a

Bemerkung 2.47 In Kapitel 4.1 werden wir zeigen, dafS stetige Bilder zu-
sammenhdngender Mengen wieder zusammenhdngend sind. Diese Eigenschaft
und 2.46 b) und c) fihren zu einer groffen Zahl von (weiteren) Beispielen
zusammenhdngender Mengen.

Unmittelbar aus 2.46 b) folgt fir X := IR: Die Mengen {x € IR : x >
a}, {x € R : = < b}, [a,b], [a,b] und |a,b] (fir gewisse a,b € IR) sind

zusammenhdngend.
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2.6 Das Produkt metrischer Riume

Es seien (X;,d;), i = 1,2, zwei metrische Rdume und wir betrachten wie im
Beispiel 2.2 g) den metrischen Raum (X, d), wobei

XI:X1XX2

d(z,y) := max{di(z1,y1), d2(z2,92) }, V& = (z1,22),y = (y1,42) € X.

Im folgenden werden wir Kugeln bez. der Metriken d, dy, dy in den Réumen
X, X1, Xy mit B, By, By bezeichnen.

Mit pr; : X — X, i = 1,2, bezeichnen wir die Projektionen von X; x X, auf
X; (vgl. Beispiele nach Def. 1.16), d.h.

p’f’i(l'l,l’g) = x;, V(I'l,.f(fg) c X1 X XQ, 1= 1,2

Die zentrale Fragestellung besteht in diesem Kapitel darin, wie die Begriffe

7offen”, ”abgeschlossen”, ”kompakt”, ”vollstdndig”, ” zusammenhéngend” in

X mit den entsprechenden Eigenschaften in X; und X, in Zusammenhang
stehen.

Lemma 2.48

a) Vo = (x1,22) € X, Vr > 0: B B B
B(x,r) = Bi(x1,7) X By(xa,7), B(x,r) = Bi(x1,7) X Ba(29,7).

b) Sind A; offen in X;, i = 1,2, so ist Ay X Ay offen in X.
C) Fiir alle Az - Xi; 1 =, 1,2 gllt Al X Ag = Al X AQ.
Beweis:

a) Sei z = (x1,22) € X und r > 0. Wir betrachten als Beispiel die offenen
Kugeln. Dann gilt:

B(z,r) = {y=(y1,92) € X : max{di(z1,y1),da(2,92)} <7}
= {y=(y1,92) € X : di(x1,y1) < r und do(22,y2) < r}

= {1 € Xi:di(zr, 1) <71} x{y2 € Xo: dao(wa,2) <7}
= Bl(.f(fl,’f’) X BQ(IQ,T’)

b) Seien A; C X, offen, i = 1,2, und = = (21, x2) € A; X Ay bel.
Nach Vor. gilt: 3e; > 0: B;(z4,&;) C A, i =1, 2.
Mit € := min{ey, g2} folgt ebenfalls:
Bi(llfi,f) - Ai, 1= 1, 2.

~ B(ZE’,€) = 31(1'1,8) X BQ(I’Q,E) - Al X AQ.
~» A; X Ay ist offen.
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c) Seien A; C X;, i = 1,2, und wir zeigen beide Inklusionen:

(1) /_11 X/_lg gAl XA2 und (11) Al XA2 g/_ll X/_lg.

(i) BEssei o = (z1,73) € A} x Ay und es sei € > 0 bel. gewihlt.
Nach Satz 2.17 existieren y; € A;, 1 = 1,2, so daf

dl(xlvyl) <g, 1= 17 2.
Daraus folgt fiir y := (y1,y2) € Ay X Ay:

d(z,y) <e
Da dies fiir bel. € > 0 gilt, folgt: x € A; x Ay (2.17!).
(11) Sei (l’l,xg) S Al X A2L - B
Annahme: (x1, z3) g_f Ay X Ag, 0.B.dA. zy ¢ Ay
~ (x1,m9) € (X1\A1) X X5 und die letztere Menge ist offen nach
Teil b). B
Ferner gilt: ((X1\A;1) x X2) NA; x Ay =10
~> (1’1,I2> ¢ (Al X Ag) U (Al X AQ)I = Al X Ag
~» Widerspruch! O

Satz 2.49
Fine Folge ((:En),:)sg))) in X1 x Xy ist konvergent (Fundamentalfolge) gdw.

(:1:%1)) und (:)sn ) sind konvergent (Fundamentalfolge) in X1 bzw. Xs.

Beweis:
Wir betrachten als Beispiel die Fundamentalfolgen—Eigenschaft.
(—) Seie >0 bel. gewihlt.

~> dn,(e) € IN : max{dl(:cn Tl ) dg(:cn Lz )} <e
fir alle m,n > n,(e).
Mdl(x% : (2)) <e, Vn,m >ny(e), i =1,2.
d.h. beide Komponentenfolgen sind Fundamentalfolgen.
(«) Seie > 0 bel. gewihlt.
~ Ini(e) € IN « di (2, 2%)) < e,
Ym,n > n(())( ), i =1,2.
~ max{d (zV, 2, dQ(x,?’, 2} <e,
Ym, n > max{nS" (e), n{ ()} =: n,(e).
((:):511), x§L2))) ist Fundamentalfolge in X; x Xj. O

Satz 2.50
(X, d) ist vollstandig (separabel), gdw. (X1, dy) und (X, dy) vollstindig (sepa-
rabel) sind.
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Beweis:

(«<=) a) Vollstandigkeit von (X, d):

Sei ((:)sn),atg))) Fundamentalfolge in X ~» (:c%)) ist Fundamentalfolge in X,
i =1,2 (Satz 2.49), und ist deshalb in X; konvergent (i = 1,2). Wieder nach
2.49 ist folglich die Folge ((a:n Y, 171(12))) in X konvergent.

b) Separabilitét von (X, d):

Nach Vor. existieren hochstens abzihlbare Teilmengen A; von X;, i = 1,2.
Dann ist A; x Ay hochstens abzéhlbar (Satz 1.27) und nach Lemma 2.48 c)
gilt:

A1XA2:A1XA2:X1XX2:X.

Also ist (X, d) separabel.
(=) a) Sei X vollstandig, z.z.: (Xi,d;) ist vollstindig (0.B.d.A.)
Sei (:cgll)) Cauchyfolge in X, 2® € X beliebig gewihlt, und wir betrachten
die Folge ((x(l), 2)) in X.
~ d((xé”,x@)) (), 2) = dy (), )

(xg), 2)) ist Cauchyfolge in X.
~» Wegen der Vollstéandigkeit von X und Satz 2.49 folgt: (z )) ist konvergent
in Xy, d.h. X ist vollsténdig.
b) Sei A C X hochstens abzahlbar und dicht. Wir zeigen (0.B.d.A.): X ist
separabel.
Wir betrachten Ay := pri(A) = {z; € X : Jzy € Xy mit (1, 25) € A} C X,
~» Aj ist hochstens abzahlbar.
noch z.z.: A, = X, seien xl € X;,i = 1,2, beliebig.
«»3((3:%1),3:“ ))in A: (:)sn ) 2P — (21, x2)

~ (o 51)) ist Folge in A; und konvergiert gegen z;. ~» X; C A;, d.h. A; = X.
Aj ist also dicht in X7 ~» X7 ist separabel. -

Satz 2.51

a) Ist A C X x Xy (offen, beschrinkt, relativ kompakt) zusammenhdngend,
so gilt dies auch fir pri(A) und pro(A), in X1 bzw. Xs.

b) Sind A; C X, i = 1,2 (beschrinkt, relativ kompakt) zusammenhdngend,
so gilt dies auch fir A := A; x Ay C X1 x Xo.
Beweis:
a) e Sei A C X, x X offen.
Wir zeigen: pri(A) ist offen in X (analog fiir pro(A)).
Sei z1 € pri(A) bel.
~> Jxg € Xy (21, 19) € A.
~ Je > 0: B(x,e) = By(x1,e) X Ba(x2,6) € A C pri(A) x pra(A).
Fiir letztere Inklusion vergleiche man auch 1.18.
~> Bi(x1,e) C pri(A) ~ pri(A) ist offen.
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e Sei A C X, x Xy beschrankt.
~ fiir a = (a1,a3) € A3Ir >0: AC Bla,r)
~ A - Bl(al,r) X BQ(CLQ,’I“)
~s pri(A) C By(ay,r), d.h. pri(A) ist beschriinkt (diam(pri(A)) < 2r).

e Sei A C X x X5 relativ kompakt.
Wir zeigen' pri(A) ist relativ kompakt.
Sei (z) eine Folge in pryi(A).
~Vn e N3P e X (x%),xg)) €A
~» nach Vor Lz, zP)) £ 0
~> [,(( )) # () nach Satz 2.49, d.h. pri(A) ist relativ kompakt.

e Sei A C X; x Xy zusammenhéngend.
Annahme: pri(A) ist nicht zusammenhéngend, d.h.
4G, Gy C X offen, so daBl A; :=pri(A)NG; £ 0, i =1,2,
p’f’l(A> == Al U Ag, Al N A2 = @
Wir betrachten nun die Mengen

A =ANG; x Xy, i=1,2,

und vermerken, dafl die Mengen G; x X5, ¢ = 1,2, offen in X; x X5 sind
(2.48!).
Es gilt: A; #0,4=1,2,, denn

B e pr(ANG ~ 3l e Xy (2, 2()) € A.
~ (@ 2 e ANG x Xy, i =1,2.

Weiterhin

A1UA2 = (AQG1XX2)U(AQG2XX2)
:Aﬂ(GlLJGg)xXgQAﬂprl(A)><X2:A
~> Al U 1212 = A, und
Alﬂfig :Aﬂ(GlﬂGg)xng(D
Also wére A nicht zusammenhéngend ~ Widerspruch!

b) e Seien A; und Ay beschréinkt.
~ fiir a; € A; Ir; > 0: A; € Bilag,ry),i=1,2.
~ Ay x Ay C Bi(ay, 1) x By(ag,m2) € Bla,r)
mit a := (a1, az),r := max{ry, ra}.
~> Ay X Ay ist beschrankt (diam(A) < 2r).

e Seien A1 und Ajs relativ kompakt.
Sei ((xn ,x%))) eine Folge in A1 >< A,.
~ da A; relativ kompakt: £((z()) # 0,
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d.h. 3IN C IN:

(93%1))”6 A st konvergent in X;.

~ c((xﬁf))ne,;v) 0, da Aj relativ kompakt.
~ 3N C N : (xﬁf))ne,j\, ist konvergent in Xj.

~ ((x,(f’,xﬁf’))new ist konvergent in X; x X, (Satz 2.49!).
~ A1 X Ay ist relativ kompakt.

e Seien A; und A, zusammenhingend. Wir zeigen: A = A; x A, ist
zusammenhéngend.
Annahme: A := A; X Ay ist nicht zusammenhéngend, d.h.
3G1,Gy C X offen: A = ANG; #0,i=1,2,
A=A UA® AN N AR =0
Wir withlen nun (21, 25) € A und (y1,92) € A® und die Menge
C = ({z} x A) U (A1 x {y2}) C A} x Ay, C C A. Weiterhin seien
C® .=CNG;,i=1,2. Dann gilt:

(x1,29) € CW, (y1,2) € O~ OO £ 0,0 = 1,2
CHUC® = C (daschon AjUAy; = A), und CONCE € ADNAGR = .

Also ist C' nicht zusammenhéngend.
Beh.: C' ist doch zusammenhéngend (und die Annahme falsch).
Bew.: Dazu wenden wir 2.46 ¢) an. Wegen der Tatsache, daf} gilt

(z1,92) € ({z1} X A2) N (A1 x {y2}),

geniigt es, zu zeigen: {x1} X As und A; X {y,} sind zusammenhéngend.
Wir zeigen (0.B.d.A.): {21} x As ist zusammenhéngend.

Wir betrachten dazu die bijektive Abbildung f : Ay — {1} x A,
definiert durch f(a) := (z1,a), Ya € A,.

f ist aber eine stetige Abbildung (vgl. Kap. 4.1), d(f(a), f(a)) = d(a, a),
Ya,a € A.

Deshalb ist nach Satz 4.8 a) f(As) = {x1} x Ay (als stetiges Bild einer
zusammenhéngenden Menge) zusammenhéngend.

Also: C' ist zusammenhéingend und der Satz bewiesen. a

Folgerung 2.52
A C Xy x Xy st (beschrinkt) relativ kompakt gdw. pri(A) und pro(A) (be-
schrankt) relativ kompakt in X; bzw. Xy sind.

Beweis:
(—) vgl. Satz 2.51 a).
(«) folgt aus A C pri(A) x pra(A) und Satz 2.51 b). O
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Beispiel 2.53

Satz 2.51b) gilt auch fir abgeschlossene Mengen Ay und Ay wegen Ay X Ay =
Al X AQ = Al X Ag(SatZ 248 C))

Die Aussage von Satz 2.51 a) gilt jedoch nicht fir A C X1 x Xy abgeschlossen:
Sei X .= Rx R=IR? A:={(x1,72) € IR*: 29 = 1}.

~» A ist abgeschlossen (mit Satz 2.17 und Satz 3.7!)

Aber: pri(A) = IR\{0} ist nicht abgeschlossen!

Bemerkung 2.54
Man kann auf X auch weitere Metriken definieren. Fine weitere wichtige
Metrik ist:

dlz,y) = (di(z1,1)*+ do(x2,y2)%)"?
(Vo = (21, 22),y = (y1,52) € X)

Es gilt: d(z,y) < d(x,y) < V2d(z,y), Yo,y € X.

(Die Metrik-Eigenschaften folgen aus denen von dy und dy, die Dreiecksun-
gleichung folgt analog zum Beweis der Dreiecksungleichung fiir die euklidische
Norm.) Deshalb sind Mengen in X offen (abgeschlossen) bez. d gdw. sie offen
(abgeschlossen) bez. d sind. .
Folgen in X sind konvergent (Fundamentalfolge) bez. d gdw. sie es bez. d
sind!

Deswegen bleiben alle Aussagen des Kap. 2.6 (mit Ausnahme von 2.48 a))

ebenfalls richtig fir (X, d)!
Bemerkung 2.55

Sdamtliche Aussagen in diesem Kapitel lassen sich auf das Produkt endlich
vieler metrischer Rdume tibertragen.
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3 Folgen und Reihen

3.1 Reelle Zahlenfolgen und weitere Eigenschaften von

IR

Im Mittelpunkt dieses Kapitels steht der metrische Raum (IR, | - |), seine
Eigenschaften und die Konvergenz von Folgen in IR, einschliefSlich einer ganzen
Reihe von Beispielen.

Definition 3.1
Es sei (x,,) eine Folge in IR. Diese heifit

— (streng) monoton wachsend, falls x,1 > T, (Tpy1 > x,), Vn € IN;

— (streng) monoton fallend, falls 11 < x, (Tpe1 < x,), Vn € IN;

— monoton, falls sie monoton wachsend oder monoton fallend ist;

— (von unten, von oben) beschrinkt, falls {x, : n € IN} (nach unten, nach
oben) beschrankt ist;

— Nullfolge, falls lim z, = 0.

Lemma 3.2
Jede Folge in IR enthdlt eine monotone Teilfolge.

Beweis:
Wir definieren fiir eine gegebene Folge (z,,) in IR die Menge

M:={meN:z,>x,,Yn>m},
und unterscheiden nun die folgenden beiden Félle:

(i) M ist nicht endlich:
Es seien m(n) € M, ¥Yn € IN, mit m(1) < m(2) <m(3) <...
Dann gilt nach Definition von M:

Tm(1) < Tip2) < Tip3) < - -

Also ist die Teilfolge (y,(n))new monoton wachsend.

(ii) M ist endlich:
Ist M = (), setzen wir formal max M = 0. Andernfalls ist max M € IN.
~ m & M, Vm > max M.
(m ¢ M bedeutet: In(m) € IN, n(m) > m, so daB Tpm) < Tp,)
Wir konstruieren nun induktiv:
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n(l) € IN, n(l) >maxM  beliebig;
n(k) € IN, n(k)>n(k—1), Vke N, k> 2, sodafl
Tnk) < Tn(k—1)-

Dann ist die Folge () )ren streng monoton fallend.
In beiden Fillen gelingt es also, eine monotone Teilfolge auszuwéhlen.
O

Satz 3.3
FEine monotone Folge in IR ist konvergent gdw. sie beschrankt ist.
Ist (x,,) monoton wachsend, so gilt lim z,, = sup{x, :n € IN},

ist (x,) monoton fallend, so gilt lim z,, = inf{x, : n € IN}.

Beweis:

Die eine Richtung ist trivial, da konvergente Folgen beschrankt sind (vgl.
Satz 2.21).Fir die andere Richtung sei (z,,) beschrankt und 0.B.d.A. monoton
wachsend.

Wir zeigen: (z,) ist konvergent.

Nach Voraussetzung gilt s := sup{z, : n € IN} € IR. Sei ¢ > 0 beliebig
gewéhlt. Nach Definition des Supremums existiert nun ein n,(¢) € IN, so
dal s —e < z,, <s.

Wegen der Monotonie der Folge gilt dann aber

s—e<Tp, <x,<s, VnelN,n>n,,
~ s —x,] <e, VYn>mn,.

Also ist s Grenzwert der Folge (z,,). Fiir monoton fallende Folgen argumentiert
man analog. a

Die folgenden beiden Aussagen iiber die Vollstiandigkeit von IR und die Cha-
rakterisierung relativ kompakter Teilmengen von IR wurden bereits in Kapitel
2 annonciert. Beides sind wichtige Resultate iiber IR, fiir das zweite geben
wir sogar zwei verschiedene Beweise an.

Satz 3.4
Der metrische Raum (IR, | - |) ist vollstindig (und separabel), d.h. eine Folge
in IR ist konvergent gdw. sie Fundamentalfolge ist.

Beweis:

Es sei (z,) eine Fundamentalfolge in JR. Nach Satz 2.21 ist diese Folge
beschrankt. Nach Lemma 3.2 besitzt die Folge eine monotone Teilfolge, die
nach Satz 3.3 sogar konvergent ist.
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Wir haben also: (z,,) ist Fundamentalfolge mit £((z,)) # 0.

Nach Eigenschaften 2.24 e) ist (x,) deshalb konvergent.

Also ist (IR, | - |) vollstéandig.

(@ ist abzdhlbar und dicht in IR ~» IR ist separabel.) O

Satz 3.5 (Bolzano/Weierstrajs)
Jede beschrinkte Teilmenge von IR ist relativ kompakt.

Beweis: (1. Variante)

Sei A C IR beschrénkt und (x,) eine Folge in A. Also ist auch die Folge
beschrankt und besitzt wegen Lemma 3.2/Satz 3.3 eine (monotone) konver-
gente Teilfolge. Also: L((x,)) # 0. O
Beweis: (2. Variante)

Sei A C IR beschrinkt. Deswegen existiert zu a € A ein r > 0, so dafl

ACB(a,r)=a—ra+7r] =1

Wir zeigen: I ist relativ kompakt.

Dazu wenden wir Satz 2.39 an und zeigen, dafl I total beschrankt ist. Sei
e > 0 bel. Wir wihlen n = n(e) so groB, daB 2 < e. Dann ist N, := {x; :=
a—r+ k%, k=0,...,n} eine endliches e-Netz fiir I. O

Bemerkung 3.6

Nach Satz 3.5 und Satz 2.39 ist also eine Teilmenge von IR relativ kompakt
bzw. kompakt in IR gdw. sie beschrdnkt bzw. beschrinkt und abgeschlossen
15t.

Satz 3.7 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)
Es seien (xy,) und (y,) in IR konvergente Folgen (gegen x € IR bzw. y € IR).
Dann gilt:

a) Flir beliebige o, € IR konvergiert die Folge (ax,, + By,) gegen ax + [y.
b) Die Folge (x,y,) konvergiert gegen xy.
c) Fallsy # 0, so existiert ein n, € IN mit y, # 0, ¥Yn > n,, und die Folge

m—”) konvergiert gegen *.
Yn n>ne )

d) (|zn|) ist konvergent gegen |z|.
Beweis:

a) Es gilt fiir alle n € IN:
|, + Byn — (ax + By)| < ||z — x| + [Bl|yn — vl
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Sei € > 0 beliebig vorgegeben.
Nach Vor. existieren n,(g) € IN bzw. n,(¢) € IN, so dafl

£
Tp—x| < —— Vn > n,(e),
S S EEAL )
£
—y| < ——— Vn > n(e).
i e ) )
Deshalb folgt fiir alle n > max{n,(¢), n,(e)}:
af + 8]
ATy + Pyn — (ax + By)| < —————c < ¢
| r S T a3

b) Es gilt fiir alle n € IN:

‘xnyn - :cy| < |xnyn xny| + ‘xny - xy\

< znllyn — yl =+ [yllen — 2]
Da (x,) konvergent ist, ist {x, : n € IN} C IR beschrénkt (Satz 2.21).
~ 3C >0:|z,| < C,Vn € IN.

Sei € > 0 beliebig vorgegeben.
Nach Vor. existieren n,(e) € IN bzw. n,(¢) € IN, so dafl

€
N >

50 ,Vn > n.(e)
,Vn > n,(e)

|z, — x| <

€
Yo =yl < 577
2(1+[yl)

~ [Ty — 2y| < C o T3 <&, Vn = max{ny(e), fo(¢)}-

__c
2(1+ |y[)

c) Seiy # 0~ die Existenz von n, € IN mit y,, # 0, Vn > n,, folgt aus der
Konvergenz von (y,) gegen y (anderenfalls wiirde y = 0 folgen).
AuBlerdem gilt fiir n > n,:

Ty, T Ty, T T T 1 1 1
— ——|=———+———| < |—||ep—x|+|2]|——-
Yn Yy Yn Yn Yn ) Yn n )
1 2| |1 1
= |—||zn — x|+ — ==
Yn lyallyl [yn Yy
1 |z
< (2w — 2|+ —lyn —yl)
Yn | |

Man schluifolgert nun aus der Konvergenz von (y,) die Existenz von
ny € IN und ¢ > 0, so daB |y,| > ¢, Yn > ny, und erhilt:

1 ||
;(Ifﬂn — x| + —Iyn y|)

T, T

Yn Yy
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Sei £ > 0 beliebig.

~ Ine(e) = na,rip(e) > my: |m, — x] < VR > ny(e)

[Yn — 9| < 5EVR > 1i(e)

Zn

_ =z 1eC | |zlelyl
™ y<C'2+ €

~» Vn > max{n,(e), n,(¢)} : vl 2la] = &

d) Folgt aus ||z,| — |z|| < |z, — x|, Yn € IN. 0

Definition 3.8
FEs sei (x,) eine Folge in IR.

a) (x,) heifit divergent, wenn sie nicht in IR konvergiert.

b) (z,) heifst bestimmt divergent (gegen +o00 bzw. —oc), falls fir jedes r €
IR ein n,(r) € IN existiert, so daff x, > 1 bzw. x, <1, ¥n > n,(r).

o lim z, = +o00 bzw. lim z, = —o0,
Schreibweise: n— n—00
z, — +oo bzw. 1z, — — 0.

n— oo n— oo

c) Es sei L := L((x,)) die Limesmenge der Folge (x,). Ist (z,) von oben
(bzw. unten) beschrinkt, so heifit sup L bzw. inf L limes superior bzw.
limes inferior der Folge (x,).

Schreibweise:

limz, := limsupx, :=supl
n—oo n—o0

lim z,, := liminfz, :=inf L
n—oo n—oo

Ist (z,,) von oben (bzw. unten) nicht beschrinkt, so schreibt man auch
limsup x,, = +o0 bzw. liminf x,, = —oc.

n—oo n—00

Bemerkung 3.9

Ist (z,) von oben (bzw. wunten) beschrinkt, so ist auch L((x,)) nach oben
(bzw. wunten) beschrdnkt und limes superior (bzw. inferior) sind folglich
definiert in IR!

Da nach 2.24 d) die Limesmenge L = L((x,)) abgeschlossen ist, gilt stets
supL € L bzw. infL € L. Lemma 3.2 und Satz 3.3 ergeben gerade, dafs
sup L bzw. inf L Grenzwerte gewisser monotoner Teilfolgen von (z,) sind.
Aus den Definitionen ergibt sich nun, daf$ eine Folge (x,) konvergent ist in
R gdw. limz, = lim z,.

n—oo n—oo

(Bew.: inf L = sup L bedeutet: L # 0 und L einelementig.
Ferner muf8 (x,) beschrinkt sein und, folglich, jede Teilfolge
eine konvergente Teilfolge enthalten!)
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Satz 3.10 (Majoranten—Prinzip)
Es seien (x,,), (a,) und (b,) Folgen in IR und es gelte a = lim a,, b = lim by,

n—oo n—oo

und
an, < xp <b,, VnelN.
Dann gilt:

a< lim z, < limz, <b.

n—oo n—oo

Ist insbesondere a = b, so gilt: lim xz,, = a.
Beweis:
Nach Voraussetzung ist die Folge (x,) beschrankt. Ferner gilt:

a =inf L((a,)) <inf L((x,)) < sup L((z,)) < sup L((b,)) = b.

Nichttrivial in dieser Kette sind nur das erste und letzte Ungleichungszeichen.
Betrachten wir 0.B.d.A. das erste 7 <":

Annahme: a > x.

Wir wéhlen € > 0 so, dafl a > = + <.

Wir wissen: 3 Teilfolge (2x(n))new von (z,) mit lim (2w )nenw = @

N n—oo
i ak(n) — fk(n) a—x

n—oo

~ I, € IN 1 —(akm) — Timy) + (a—2) < Vn>n,

OZak(n)—xk(n) >a—x—¢ VYn>n,

~» x + ¢ > a Widerspruch!

Die zweite Ungleichung folgt analog.

Ist a = b, so ist lim x,, = lim z, ~ (x,) ist konvergent gegen a = b (nach

n—oo n—oo

3.9) 0

Beispiele 3.11

a) Seir € IR. Dann gilt fir
|r]<1: lim 7™ =0 (vgl. Bsp. 2.16 b)),

n—oo

r=1: lim r"=1,

r<-—1: (r™) st divergent,
r>1: (r™) ist bestimmt divergent gegen 400, da (=)
Nullfolge ist.

b) Seir €@, r > 0. Dann gilt: lim = =0 und (n") ist bestimmt divergent
gegen +00. e
Bew.: Seie >0 bel. ~ Iny(e) € IN : L <7, ¥n > n,(e)
(da (L) Nullfolge ist).
~ L<e,Vn>mn,e). O
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c) Seike IN,r € IR mit|r| <1. Dann gilt: lim nfr" = 0.

n—oo

Bew.: Sei0.B.d.A.r#0;a:= ﬁ —-1>0.
~ frl=1+a)""
Sein > k+ 1. Dann gilt (Binomischer Lehrsatz (1.11)):

n nk
|nk7’ | = nk(1+1a)" < () (Satz 1.11)

nk k ] !
ot < P (- b)) S

[ (n—i)ak+1 i=1 e
1=0
(letzteres folgt aus 3.7 b)) O
d) lim {/n=1.

n—~0o0

Bew.: Firn > 2 folgt wiederum aus dem Binomischen Lehrsatz:

n=(+ (A=) =5 (-1 > (3)(va -1

1=

o (Y- 1)2 < e = 2] = -2 <2 (wegen 2 <n-—1)

OR

o Y= <2 — 0 (ugl. b). 0

N n—oo

e) Die Folge ((1 + 2)")nenv ist monoton wachsend und konvergent gegen
e = 2.7182818284.
Bew.: Wir zeigen zundchst, dafS die Folge monoton wachsend ist. FEs
gilt:

(Ut g™ (M)"HZ((n+1)2+n—(n+1))"“

(14 Lyntt (n+1)2 (n+1)2

1 il 1
- (L—T——?) 21—0%+D——7—(1Hbﬂ

n+1 (n+1)2
n 1
n+1 1+1

Also gilt: (1 + %H)n-i-l < (1 + %)n, Vn € IN.

Zum Beweis der Konvergenz der Folge verwenden wir Satz 3.3 und
zeigen dazu thre Beschrdnktheit. Aus dem Binomischen Lehrsatz er-
halten wir fir beliebiges n € IN, n > 2:

(d) - S L)

i=1 =2
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=2 ni =2
- 1
< 2+;211_2+(1 2—n)<3(vgl Beweis von 2.28)
Also gilt: lim (1 + %)" = sup{ (1 + %)" ne N} =e. -

n—oo

T7L

f) Vr € IR gilt: lim 5 = 0.

Bew.:  Wir wihlen n, € IN, so daff |r| < n,. Dann gilt fir n > n,:

. n ., I n Ir| Or , n—me—1
Sl=ME =114 1 <114 (k)

< C(ny,r) <(n0+1)) — 0 (wegen a))

- [r["e (no+D)"o*t 1 (not+1)"ot!
wobes C(no, ) = nol W == WT

g) Es seia € IR, a > 0 und wir betrachten die Folge aus Beispiel 2.31 (zum

Banachschen Fizpunktsatz):

ﬁ),Vn € IN,,z, € R, z, > 0 bel.

1
Tpt1 = §(xn +

Dann ist die Folge (x,) abn = 1 monoton fallend und konvergent gegen

J/a.

Bew.: Wir zeigen zuerst: x, > \/a, Yn € IN.

Fiir beliebige n € IN, gilt: (z, — x—) >0
(@0 + 2 — 402 0~ @y = He, + 2) 2 V&

Hieraus folgt aber x7, > a, d.h. x, > 2, Vn € IN,
> Ty = %(:E,ﬁ— ) <, Vn € IN.

(x,) ist monoton fallend und von unten beschrdnkt
~> (x,,) ist konvergent (gegen x € IR) nach Satz 3.3)
~zr=2r+¢) =2~ =a~z=/a
(Wir erhalten hier also ein allgemeineres Konvergenzresultat als in Bsp.

2.31, vermerken aber, daf$ dort fir gewisse a und x, die ”"Geschwindig-
keit” der Konvergenz von (x,) abgeschdtzt wurde.)

O

Bemerkung 3.12
Im Fualle x,, — t00 sagt man, +00 sei der uneigentliche Grenzwert der Folge

(). Fiir die bestimmte Divergenz gelten die folgenden Eigenschaften:
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(1) (xy,) bestimmt divergent, (y,) beschrdnkt
~> (zp, + yn) bestimmt divergent.

(i) z, — 400, Yy, — +00 ~ T, + Y, — +00, TpY, — +00

Die Symbole +o00, —oco sind keine Zahlen. Jedoch kann man die eben dar-
gestellten Eigenschaften (und dhnliche) wie folgt formalisieren:

(+00) + (+0) = o0, (d+oo)+7r =100, Vre R,
(—00) 4+ (—00) = —00,  r(to0) =+o0, Vr >0,
(+00)(+00) = 400, (—00)(—00) =400, (—00)(+0) = —cc.

Kein bestimmter Sinn kann allerdings den folgenden Ausdriicken zugeschrieben
werden: (+00) — (+00), 2, 0+ +00

Vereinbarung: —oo < 400, —00 < r < +00, Vr € IR.

3.2 Folgen im Euklidischen Raum R™

Wir beschéftigen uns nun mit Eigenschaften von Folgen im m-dimensionalen
Euklidischen Raum IR™, des Raumes IR™ selbst und seiner Teilmengen.

Satz 3.13
Der Raum (IR™, || - ||) ist vollstindig und separabel.

Beweis:
Wir beweisen dieses Resultat durch Induktion iiber m € IN und unter Ver-
wendung der Ergebnisse aus Kap. 2.6.
m = 1: die Aussage folgt aus Satz 3.4 und Bsp. 2.13 ¢).
Die Aussage sei nun fiir m giiltig und wir beweisen sie fiir m + 1.
Dazu bezeichne || - ||; die Euklidische Norm in IR’ (I € INV).
Es gilt: R™' = R™ x IR
|2llmer = (11, ), + |2maa )2, Vo € R
Die Behauptung folgt nun aus Satz 2.50, falls (Xi,d;) := (R™,|| - ||;») und
(Xo,ds) := (IR, |-|) gesetzt und unter Beachtung von Bemerkung 2.54 fiir den
R™! die Metrik d((z,7), (y, s) = (di(z,y)? + da(r, s)%)% verwendet wird. O

Bemerkung 3.14

Insbesondere ist eine Folge in IR™ konvergent gdw. sie Fundamentalfolge in
IR™ ist. Aus Lemma 2.49 resultiert aufSerdem, daf$ eine Folge in IR™ genau
dann konvergent ist, wenn ihre Komponentenfolgen in IR konvergent sind.

Satz 3.15 (Bolzano/Weierstrafs)
Jede beschrinkte Teilmenge des IR™ ist relativ kompakt.
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Beweis:

Wir fithren den Beweis wieder induktiv und stellen zunéchst fest, daf§ die
Aussage fiir m = 1 mit Satz 3.5 gleichwertig ist.

Die Aussage sei nun fiir m richtig und es sei A C IR™"! beschrinkt. Wie
vorhin setzen wir (Xi,d;) := (R™,|| - ||m) und (Xa,d2) := (IR, |-|). Wegen
A C X; x X, folgt aus Folg. 2.52 a), daf die Projektionen pr,(A) C IR™ und
pry(A) € IR beschrankt und deshalb nach Voraussetzung relativ kompakt
sind.

Wiederum aus Folg. 2.52 b) resultiert dann: A C pr,(A) X pry(A) ist relativ
kompakt. O

Folgerung 3.16 (Heine/Borel) )
Line Teilmenge des IR™ ist beschrankt und abgeschlossen gdw. fiir jede Uber-
deckung dieser Menge eine endliche Teil-Uberdeckung existiert.

Beweis:
folgt aus Satz 3.15 und Satz 2.43. O

Bemerkung 3.17

Die Resultate dieses Kapitels gelten sinngemdafS auch fir (@,|-|) (vgl. Kap.
1.6). Folgen in @ konvergieren gdw. die zugehérigen Folgen der Real- bzw.
Imagindrteile der Folgenglieder konvergieren. Die Rechenregeln fiir Grenz-
werte in Satz 3.7 lassen sich sofort auf Folgen komplexer Zahlen tbertragen.
Fiir Folgen in IR™ gelten auch Satz 3.7 a) und d) sinngemdjs!

3.3 Unendliche Reihen

Definition 3.18
Es sei (ay,) eine Folge in@ (bzw. speziell in IR).
Fiir jedes n € IN betrachten wir

n
Sy = E ay.
k=1

Die Folge (sy,) heifit Folge der Partialsummen von (a,) oder unendliche Reihe
(mit den Gliedern a,,) und wird mit

Z ar bezeichnet.

k=1

Definition 3.19

FEs sei (ay,) eine Folge in@', und a €@

Die unendliche Reihe > ay heifst konvergent (gegen a), falls die Folge der
k=1 -
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Partialsummen (s,) (gegen a) konvergiert. Dann heifst a Summe der unend-
lichen Rethe.

Schreibweise: > ar = a (Doppelbedeutung der linken Seite!)
=1
Anderenfalls heifst die unendliche Reihe divergent.

Die unendliche Reihe Y, ay heif§t absolut konvergent, falls > |ax| konvergent
k=1 k=1

1st.

Bemerkung 3.20
Ist (an)nem, eine Folge in@ und k, € IN,, so bezeichnen wir

n n
Sp 1= Zak bzw. 5, = ar (n > k,)
k=1 -

k=ko
Dann gilt:
Ao, ko=20
Sy = gn -+ k‘oz—:l a b (Vn > k0>

Also konvergieren entweder beide Reihen (sy,) bzw. (5,)n>k, oder keine! Folg-
lich geniigt es, nur den in 3.19 betrachteten Fall zu untersuchen.

Beispiele 3.21

a) Geometrische Reihe: > a*, aed.
k=0

Es gilt: s, = >, ab = =" VYne N, a#1 (vgl. Lemma 2.27).
k=0

l—a 7

Also gilt: ‘sn — L‘ — ™ vy e I,

l—al = |1—a|’

D.h. fiir |a| <1 ist die geometrische Reihe konvergent und es gilt:

1
Zak:l—a

e
k=1

Die Reihe ist nach Def. 3.19 dann sogar absolut konvergent. Fiir |a| > 1
ist die geometrische Reihe divergent!

b) m-Darstellung reeller Zahlen:
Firm e IN, m > 2, erlaubt jedes x € IR, x > 0, die Darstellung

r = sup{z zmF i n € IN}  (Satz 1.31; Bem. 1.52)
i=1
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wobei k € IN,, zz € {n€ IN,:n<m—1},i € IN.

Da die Folge (s,), sp := Y. zzmF=% ¥n € IN, monoton wachsend und
i=1

beschrdnkt ist, gilt nach Satz 3.3: v = lim s, = Z 2zmF=,

Dies st also eine neue Interpretation der m- Darstellung einer reellen
Zahl als unendliche Reihe!

Satz 3.22
Es sei (ay,) eine Folge komplexer Zahlen.

a) Die Reihe Y ay ist konvergent gdw. Ve > 03n,(¢) € IN so dafl

k=1
m

Z ag| <e, Ym >n>n,e).
k=n+1

b) Ist die Reihe Y ay absolut konvergent, so ist sie auch konvergent.
k=1

c) Ist die Reihe Y aj konvergent, so ist (a,) eine Nullfolge.
k=1

d) Gilt a, € R, a, > 0, Yn € IN, so konvergiert die Reihe > ap genau
k=1
dann, wenn die Folge ihrer Partialsummen (s,) beschrdnkt ist.

e) Sind auflerdem o, f € @ und ist (b,) eine weitere Folge komplezer Zahlen,
so dafl die Rethen

> ax und Y by konvergent sind, so ist auch die Reihe

k=1 k=1
o

> (aay + Bb) konvergent und es gilt
k=1

i (aak+ﬂbk)=a§ak+ﬁ§bk-
k=1 k=1

k=1

Bewelis:

a) Nach Satz 3.13 (vgl. auch Bem. 3.17) ist die Reihe Z ar, konvergent gdw.
k=

die Folge der Partialsummen (s,,) eine Fundamentalfolge in (@,]-]) ist.
Wegen der Beziehung

m
[ — Sn| = | Z ag| fir m > n, folgt daraus die Aussage.
k=n+1
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m m
b) Die Aussage folgt wegen | > ax| < > Jax| = Sy —sn <€ Vm >
k=n+1 k=n+1
n > n,(e), aus der vorausgesetzten absoluten Konvergenz der Reihe

und a).

c) Sei ) ay konvergent.
k=1
Aus a) folgt speziell fiir m :=n+1:Ve > 03n,(e) € IN:

lani1| <&, Vn>n,(e).

D.h. (a,) ist eine Nullfolge.

d) folgt sofort aus Satz 3.3, da die Folge der Partialsummen (s,) monoton
wachsend ist.
e) folgt wegen > (aap+0by) = a > ap+3 Y nby aus Satz 3.7 a) (vgl. Bem.
k=1 k=1 k=1
3.17) angewendet auf die Folgen der Partialsummen beider Reihen. O

Beispiel 3.23
Harmonische Rethe:

k=1

1
k

Nach Satz 3.22 d) ist diese Reihe konvergent gdw. die Folge (E %)
k=1 nelN

beschrinkt ist.
Wir zeigen: Die letztere Folge ist nicht beschrdnkt!

Behauptung: 5 +1 < sgn <n + %, Vn € IN (wobei s, := ) %, Vn € IN).

k=1
Beweis:
Fiirn =1 st die Behauptung richtig. Firn > 2 qilt:
2n
1 1 1
Sgn — Son—1 = S S L ——
2 -t Z k - mn 2
k=2n—141
< 2n—1 1 — 1
- 2n—1
~~> Son 232n71+% 2827L72+2% ZSQ"‘(n—l)%:%:%—'—l
M32nSSanl—l—l§S2n72+2382+n—1:n+%. O

Also ist die Folge (s,) nicht beschrinkt und deshalb die harmonische Reihe
divergent!

Man berechnet, daff (s,) sehr langsam wdchst (wie auch bereits die obige
Abschdatzung verdeutlicht):

z.B. S5000 — 90945, $10000 — 97876, $100000 — 12.090146.
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Im folgenden beschéftigen wir uns nun mit Konvergenz— und Divergenz—
Kriterien fiir unendliche Reihen, d.h. hinreichenden Bedingungen fiir Kon-
vergenz bzw. Divergenz, die einfach zu iiberpriifen sind.

Ein erstes Kriterium wird durch die Beweistechnik im Bsp. 3.23 motiviert.

Satz 3.24 (Verdichtungssatz von Cauchy)
Es sei (ay) eine monoton fallende Folge in IR mit a,, > 0, Vn € IN. Dann ist

die Reihe > aj, konvergent gdw. die Reihe Y. 2Fay konvergent ist.
k=0 k=0

Bewelis:

(—) Es sei a die Summe der Reihe Y a;. Dann gilt:

k=0
2 n )
a>2ak—a1+2 E a > ay+ > 277 ay,
Jj=1k=21— 1+1 j=1
54 2@ > aq + Z 2]0,2] = Z 2ja23
7j=1 7=0
Also ist die Folge der Partialsummen der Reihe > 2Fax

k=0
beschrankt und deshalb konvergent (3.22 d)).

(<) Es sei jetzt die Reihe Y 2%a,x konvergent und

k=0
es sel [ < 2™

l n 29t1-1 n ) oo
~ a0 Y ap <Y 2ay <Y ay

i=1 j=0 k=2j =0 j=0
l
Also ist die Folge der Partialsummen (Z ai) beschrankt
i=0 lelN

und folglich konvergent. O

Beispiel 3.25

Die Reihe k% st konvergent fiir a > 1 und divergent fir o < 1. Um dies

k=1
zu sehen, wenden wir Satz 3.24 an und betrachten die "verdichtete” Reihe

i 2k (211 _ i 2k(1—o¢)‘
k=1 k=1

o > ]. 4 Z Qk(l a Z 2k:(a 1) Z (2‘1 1

k=1

ist eine geometmsche Reihe und folglich konvergent (Bsp. 3.21 a))
a < 1: die Reihe ist nicht konvergent, da die Folge (2"'~%)),cpv

ihrer Glieder keine Nullfolge ist (3.22 ¢c)).
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Satz 3.26 (Leibniz—Kriterium fir alternierende Reihen)
Es sei (a,) eine monoton fallende Nullfolge mit a, > 0, ¥Yn € IN. Dann ist

die "alternierende” Reihe Y (—1)kay, konvergent und fiir ihre Summe a gilt:
k=1

la — Z(—l)kak| < ap+1, VYn e N.
k=1

Bewelis:
n

Von der Folge (s,) = (Y. (—1)*a;) betrachten wir die Teilfolgen (so,,)menv
k=1
und (Sgmi1)memn,- Es gilt:

Som42 = Som — Q2m41 + Qomi2 < Som, VM € IV,

Som+3 = Som41 T Qomy2 — G2m43 = Samy1,  Vm € IN,,.

~> (S9;,) ist monoton fallend und (S2,,41) monoton wachsend. Ferner gilt:
—a1 < s, <ay, VnelN.

(s,) ist also beschréankt und deshalb beide Teilfolgen konvergent!

Wegen Sop11 — Som = Gomer und o mjm() haben aber beide Teilfolgen
denselben Grenzwert a.

Wegen der Wahl der Teilfolgen (sie ”zerlegen” die gesamte Folge (s,)) kon-
vergiert deshalb (s,) gegen a.

Wir betrachten nun n, m € IN mit m > n:

m
~> |Sm — Sn| = | Z (_1)]%" = |ant1 — Ao+ angs .| < appa
j=n+1

~la— sy = lm sy — sn| <aner (vgl 3.7d), 3.10).0

Beispiele 3.27
Leibnizsche Reihe: ;%1(—1)’““%.
Diese Reihe ist nach Satz 3.26 konvergent und fir ihre Summe a gilt: |a —
Sn| < %H, Vn € IN.
Es gllt S1000 — 0692647, $10000 — 0.693097
a = 0.693147,
Allerdings ist die Leibnizsche Reihe nicht absolut konvergent! (nach Bsp.

3.23)

Satz 3.28 (Majoranten— bzw. Minoranten—Kriterium)
FEs seien (a,) und (b,) Folgen in IR.
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a) Euxistiert ein n, € IN, so dafl |a,| < b,, Yn > n,, und ist die Reihe »_ by
k=1

konvergent,so ist die Reihe > ay absolut konvergent.
k=1

b) Euzistiert ein n, € IN, so dafi 0 < b, < a,, Vn > n,, und ist die Reihe

> by divergent, so ist auch Y ay divergent.

k=1 k=1
Bewelis:
m m
a) Fir allem >n >mn, gilt: > |ag] < > by
k=n-+1 k=n+1

Die Behauptung folgt nun aus der vorausgesetzten Konvergenz der

Reihe ) by, und aus Satz 3.22 a).

k=1

b) Fiir die Partialsummen der Reihen gilt fiir n > n,:

0< 5, =5, = Zn: b, < Zn: ar =: Sp — Sp,-

k=n,+1 k=n,+1

Nach Voraussetzung mufl die monoton wachsende Folge (s, — s,,) un-
beschriankt wachsen, da sie sonst konvergent wire.
Dasselbe gilt dann wegen s, — s,, < §, — §,, auch fiir (§,)!

Satz 3.29 (Wurzelkriterium)
FEs sei (ay,) eine Folge in@ und o := lim {/|a,| € [0, +o0].

a) Ist a <1, so ist die Reihe Y ay absolut konvergent.
k=1

b) Ist o > 1, so ist diese Reihe divergent.

Bewelis:

a) Essei a < 1. Wegen o < &+ < 1 existiert ein n, € IV, so daB {/]a,| <

O‘TJ’I, Vn > n,.

~ o ag| < (QTH)N, Vn > n,, die geometrische Reihe
o0

1\ k
> (%54
k=1
ist aber konvergent.
~> die Behauptung folgt aus Satz 3.28 a).
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b) Ist o > 1, so existiert IV := {n<mng<...<m<..}CINN,sodaB
VUlan| > 1~ |a,| > 1, ¥n € IN.
Folglich ist (a,,) keine Nullfolge und die Reihe ) a; nach Satz 3.22 c)

k=1
nicht konvergent. O

Ubung 3.30
Man zeige anhand von Beispielen, daf$ im Fall o := lim {/|a,| = 1 dber die

Konvergenz bzw. Divergenz der entsprechenden Reihe keine Aussage gemacht
werden kann.

Satz 3.31 (Quotientenkriterium)

Es sei (an) eine Folge in@ und (3 := Tim |51 4 = lim |22 € [0, +00]
(a, # 0, Vn hinreichend grofs). o o
a) Ist B <1, so ist die Reihe ki ay absolut konvergent.
=1
b) Isty > 1, so ist diese Reihe divergent.
Beweis:
a) Istﬂ<1fw6<%<1,soexistierteinnoeﬂ\f,sodaﬁ “Z—:l §%<

n—1

1, fiir alle n > n,. Dann gilt fiir n > n,:
n—1 n—n
6+1 6+1 °
— < g (2=

clal < ol (527) [(552) s e

Die Aussage folgt nun wieder aus dem Majorantenkriterium (3.28 a)).

Qn

A,

Qj41

a;

b) Ist v > 1 so existiert ein n, € IV, so dafl aZ—fl > 1, VYn > n,. Also gilt
Yn > n,:
a n—1 @
=TI [== =1 dh Jau] > as,| >0
On, 1=no L
Also ist (a,) keine Nullfolge und damit > a divergent. O

k=1
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Bemerkung 3.32
Fiir die in den Sdtzen 3.29 und 3.31 definierten Zahlen o und (3 gilt die
folgende Beziehung:

a< B (Ubung: vgl. Heuser Bd. 1, S. 182)

Dies bedeutet, daff das Wurzelkriterium etwas leistungsfihiger (aber auch
schwerer zu handhaben) ist als das Quotientenkriterium.

Beispiel 3.33
Ezponentialreihe: ‘,’ﬁ—lf (a €@).
k=0

= ld vn e IV,

Mit a,, = %, Vn € IN, gilt s

an41
an

QAn41

Also folgt 3 := lim = 0 und die Exponentialreihe ist absolut konvergent

nach Satz 3.31 a).

Deﬁnitoioon 3.34
Es sei Y ay eine gegebene unendliche Reihe.

k=1
Ist f : IN — IN bijektiv, so heifit die Reihe ) aysy) eine Umordnung der
k=1 -

gegebenen Reihe.

> ay heifst  unbedingt konvergent, wenn jede Umordnung der gegebenen
k=1

Reihe konvergent ist und dieselbe Summe hat.

> ay heifst  bedingt konvergent, wenn sie konvergent, aber nicht
k=1

unbedingt konvergent ist.

Satz 3.35 -

Jede absolut konvergente Reihe Y ay in@ ist unbedingt konvergent.
k=1

Beweis:

Es sei f: IN — IN bijektiv und b, := as@), Vn € IN.
Sei € > 0 beliebig gew#blt.

Nach Vor. In, € IN : ) |ax| < §, Vm > n, (Satz 3.22 a)).
k=no+1

Wir definieren r, := max{f~'(n) :n=1,...,n,} (ro >n,).

~ L L), f(ro)}

~ Zobk = Zoak + ZO by,
k=1 k=1 k=1

f(k)>no
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r No

Sh-

k=1 k=1

To

To c
= QA f(k) < Z |af(k)| < §’VT >To.

k=1 k=1
f(k)>no f(k)>no

~>

Damit gilt fiir alle r > r, und n > n,:

Soh- Yo [Sh-Y
k=1 k=1 k=1

k=1

n

£ €
+ Z |ak|<§+§:5
k=no+1

Also konvergiert auch die Folge der Partialsummen <Z bk) gegen den
k=1 relN

Grenzwert Y ag. Da die Abbildung f beliebig gewahlt war, ist die Aussage
k=1
bewiesen. O

Satz 3.36 (Riemannscher Umordnungssatz)

Fine konvergente, aber nicht absolut konvergente, Reihe Y ay in@' ist bedingt
k=1
konvergent.

FEine bedingt konvergente Rethe in IR besitzt immer eine Umordnung, die
gegen eine beliebig vorgegebene Zahl konvergiert.

Beweis: vgl. Heuser, Bd. 1, S. 197-199.

Bemerkung 3.37
Satz 3.36 erklirt die Bedeutung der bedingten un der absoluten Konvergenz
von Reihen. Nach diesem Satz und Bsp. 3.27 ist also die Leibnizsche Reihe
bedingt konvergent.
Die Problematik der Umordnung von Reihen ist sofort gegenwdrtig, wenn man
die Konvergenz der Produkte von Reihen untersucht: Es seien (a,) und (by,)

Folgen in@ und wir betrachten die Folge <Z > agb . Legt man nun
k=11=1 n,melN
eine Durchnumerierung von IN X IN fest, so entsteht eine sog. ” Produktreihe”.

Nun erhebt sich die Frage, ob diese Produktreihe oder gar alle Varianten
(sprich: Umordnungen) solcher Produktreihen konvergieren? Satz 3.36 macht
klar, dafl im Fall nur bedingter Konvergenz hierbei groffe Probleme entstehen.

Wir geben nun positive Antworten auf diese Problematik:

Satz 3.38 (Multiplikationssatz)
Es seien (ap)nenw, und (by)nen, Folgen in @ und wir betrachten die Folge
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n
(¢n)nem,, wobei ¢, := > ab,_;, Vn € IN,.
i=0

Sind die Reihen Y ax und Y ¢k absolut konvergent, so ist ihr sog. ”Cauchy—

k=0 k=0
Produkt” " ¢, ebenfalls absolut konvergent.
k=0
Beweis:
Es bezeichne fiir n € IN, : ¢, := > |a;||bn_il,
i=0
Sp 1= Z la;|, 5, = Z |b; .
=0 =0

Wir zeigen im folgenden, dafl die Reihe >’ & konvergent ist. Wegen |c,| =
k=0

|Zaz i < Z |a;||bn_i| = ¢n, Vn € IN,, folgt dann die Aussage aus dem
=0 =0
MaJoranten Krlterlum Satz 3.28.

Es sei n € IN bel. Dann gilt fiir hinreichend grofles m € IV:

=SSl < (Dam) (fwm) < (iw) (fwm)

k=0 =0 1=0 k=0 k=0

n

Also ist die Folge der Partialsummen (2 Ek) beschréankt und deshalb
kZO TLGWO
konvergent (3.22 d)). O

Folgerung 3.39

Sind die Reihen Y ap und Y by absolut konvergent und ist f : IN, —
k=0 k=0

IN, x IN, bijektiv (mit f(k) = (fu(k), fo(k)), Yk € IN,), s0 ist S as,mbp
k=0

konvergent mit der Summe (Z ak) (2 bk).
k=0

Beweis:
Es ist klar, dafl die Reihe Z af, ()b, (fiir gegebenes f) eine Umordnung des

Cauchy—Produktes ist. Letzteres ist aber nach Satz 3.38 absolut konvergent.
Deswegen konvergiert nach Satz 3.35 auch jede seiner Umordnungen gegen
denselben Grenzwert s.

Die letzte Aussage trifft aber auch auf die Reihe

() (52 meme (£9) 5
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konvergiert und wiederum eine Umordnung des Cauchy—Produktes ist. Damit
ist alles bewiesen. O

Also konvergiert auch das Cauchy—Produkt der Reihen > a, und > by gegen
k=0 k=0

<Z ak) (Z bk). Die Durchnumerierung der Produkte {aib; : k,l € IN,}
k=0 k=0
entspricht dabei dem Cauchy—Cantorschen Diagonalverfahren (vgl. Beweis

von Satz 1.27).

3.4 Potenzreihen und Elementarfunktionen

Definition 3.40
Es sei (ap)nen, eine Folge in@', a €@ und z €.

Die unendliche Reihe S ai(z — a)k heifst Potenzreihe mit der Koeffizienten-
k=0

folge (a,,) und der Entwicklungsstelle a.

(Vereinbarung: (z —a)® =1)

Frage: Fir welche z € @' konvergiert eine Potenzreihe (bei gegebenen
a, ap, n € IN,)? Auf jeden Fall fir z = a!

Beispiel 3.41
8) 3 4z - a)
k=0
Nach Beispiel 3.33 ist diese Reihe Vz € @' absolut konvergent!

b) ]ik!(z _ )

 Wir wenden das Quotientenkriterium (Satz 8.31) fir z # a an:

1)! _ n+1
lim (n+ DIz = a) = lim (n+1)|z —a| = +0
n—00 n! (Z — CL)” n—oo

Deshalb ist die Potenzreihe fiyr z # a divergent (3.32 b))!

Satz 3.42
Es sei (ap)nemn, eine Folge in@', & := lim {/|a,| € [0, +00] und a €.

a) Ist a €]0,+o0[, so konvergiert die Potenzreihe . ar(z — a)* absolut falls
k=0

L und divergiert falls |z — a| > a™'.

|z —al <a~

b) Ist & =0, so konvergiert die Potenzreihe absolut Vz € @'
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c) Ist & = +oo, so konvergiert die Potenzreihe nur fir z = a.

Beweis:
Wir wenden das Wurzelkriterium (Satz 3.29) an und definieren

a(z) == lim {/|a,(z —a)?| = lim {/|a,||z — a| = @]z — a
n—oo n—oo

a) Esgilt: |z —a| <a! < a(z) <1,
d.h. die Aussage folgt aus Satz 3.29 a).
Esgilt: [z —a| >a™! < a(z) > 1
d.h. der zweite Teil der Aussage folgt aus Satz 3.29 b).

b) Falls @ = 0so gilt a(z) = 0, Vz € @', und 3.29 a) kann angewendet werden.

c) Falls @ = 400, so gilt a(z) = 400, Vz # a, und die Aussage folgt
wiederum aus 3.29 b). O

Definition 3.43
Es seia €T, (ap)nemn, eine Folge in@ und & := lim {/|a,| € [0, +00].

400, a=0

Dann heift p:= < a~', a €]0,+oo|, Konvergenzradius der Potenzreihe
0, a = +00

S an(z — a)k.

k=0

Bemerkung 3.44

Satz 3.42 rechtfertigt diese Definition des Konvergenzradius einer Potenzreihe
und sagt aus, daf$ eine Potenzreihe stets auf der (offenen) Kreisscheibe {z €
@ : |z —a| < p} absolut konvergiert und in@\{z € : |z —a| < p} divergiert.
Zum Verhalten auf dem Rand {z €@ : |z — a| = p} des "Konvergenzkreises”
macht der Satz keine Aussage (vgl. auch Ubung 3.30!).

Handelt es sich um eine reelle Potenzreihe, d.h. a, € IR, VYn € IN,, und a €

[e.e]
R, > ap(z—a)* (z € IR), so sprechen wir analog vom ”Konvergenzintervall”
k=0

]a —p,a+ p[

Als Schlufifolgerung aus den Sdtzen 3.22 e€) und 3.38 konnten nun auch
Aussagen tber die Addition und Multiplikation von Potenzreihen formuliert
werden. Wir verzichten hier darauf, kommen aber spdter auf Potenzreihen
zuriick.

Beispiel 3.45

Die Potenzreihe Zk—f konvergiert fir alle z =€ @ absolut (3.33 a)).
k=0
Es gilt: & = lim {/& = (lim ¥/n!)™' =0, d.h. p = +oo0.

Dies rechtfertigt die folgende
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Definition 3.46 -
Die Abbildung exp : @ — @', exp(z) := ) Zk—T, Vz €@, heifst (komplexe)

k=0
Ezponentialfunktion. Die Einschrinkung exp |g : IR — IR heifst (reelle)

Exponentialfunktion.

Satz 3.47
Die Ezxponentialfunktion hat folgende Eigenschaften:

a) exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(2q), V21, 20 €@ (Additionstheorem);

b) exp(0) =1, exp(z) > 1, Vx > 0,
0 <exp(r) <1, Vr<O0;

c) exp(l) = e und e ist irrational;
d) exp(x) =e”, Vo € Y,

e) exp: IR — IR ist injektiv.
Beweis:

a) Fir beliebige zi, 2o € @ gilt nach Satz 3.38/Folg. 3.39:

SEALCSEAIR SIS s
pla) explz) = ( E)( E)ZZZ il (k-1

k=0 k=0 k=0 =0
00 k [eS)
1 k 1
= Z E Z <Z>212§_Z = Z H(ZI + ZQ)k (111')
k=0 " i=0 k=0

= exp(z1 + 22)

b) exp(0) = 1 ist klar nach Definition 3.46.
Aus a) folgt ferner exp(x)exp(—z) =1, Vx € IR.

Ve > 0 gilt:
exp(x):1+zﬁ > 1
k=1
Ve < 0: exp(—x) > 1~ exp(z) = Cxp(l_m) €)0, 1].

c) Wir zeigen zunéichst: exp(1) = lim (14 )"
Vn € IN gilt:
S k
Lo < X0 (G) =exp (), exp(1) = exp (5 -n) = (exp (7))
=i

~ 1+ 1 < (exp(1))V"~ (1+ 1) < exp(l)
~  lim (1 + )" < exp(1)
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Andererseits gilt fiir n > 2:
(exp(I)/"=exp(d) =Y Er <X L =2 =1+-L (vgl 3.21
k n

a))
~ exp(1) (1 + ﬁ)_l < (1+ %)n_l
~> durch Grenziibergang n — oo (Satz 3.10!):

1
exp(1) < lim (1 + —)".

n—o0 n

Deshalb gilt nach Beispiel 3.11 e): exp(1) = e.
Wir zeigen jetzt: e ist irrational.
Annahme: e ist rational, d.h. Im,n € IN : e = .

n

k=0 k=0
" nl
~0 < m(n—l)'—zyeﬂ\f (%)
k=0
Ferner'e—ii: 3 L~ 1 i L 1 1 _ 11
: = k! P/ k! (n+1)! = (n+1)* (n+D)1-25 nln

~ m(n—1)! — z—f:n!(e—Z%)<%
k=0 k=0
Wegen e €]2,3], d.h. n # 1, ist dies ein Widerspruch zu (x).

d) Fiir alle z € IR, n € IN gilt zunéchst:

3=

exp(n) = (exp(a))" (vel. a)); exp (1) — exp(1)F = ¢+ (vel. ©))

n

Also gilt fiir alle m,n € IN:

o () = (oo (1)) - -t

Daraus und aus exp(—x) = (exp(x))~!, Vo € IR, folgt die Aussage.

e) Wir zeigen: (exp|gr)™" : R(exp) — IR ist eindeutig (vgl. Def. 1.16, 1.17).
Seien (y,x1), (y,z2) € (exp|r)™", dh. (z;,y) €Eexp|r,i=1,2.
~> exp(zy) = exp(z2) ~ exp(z; —x2) =1 (nach a))
~> nach b): 1 — 23 =0~ 27 = 29
~> exp | ist injektiv.
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Definition 3.48
a) e :=exp(x), Vo € R\Q;

b) Die inverse AbbildungIn : R(exp) — IR zuexp : IR — IR heifit natirlicher
Logarithmus, es gilt also:

exp(lnz) =z, V€ R(exp),
In(exp z) = z, Vx € IR.

c) Fir a € R(exp) wird die Exponentialfunktion zur Basis a als Abbildung
von IR in IR definiert durch:

a® := exp(z - In(a)) = "™ Va € IR.

Bemerkung 3.49

Definition 3.48 a) wird durch Satz 3.47 d) motiviert. Spdater erfolgt die
entgiiltige Rechtfertigung durch den Nachweis der Stetigkeit von exp.

Die inverse Abbildung In zu exp ist eindeutig wegen 3.47 e). Spdter zeigen
wir noch, daf$ R(exp) = exp(IR) =|0, +oo[ gilt. Klar ist bisher nur: R(exp) C
10, +o0[ (Satz 3.47b)).

Fiir die stirkere Aussage reichen unsere gegenwdrtig verfigbaren mathema-
tischen Hilfsmittel noch nicht aus!

Analog zum Beweis von d) zeigt man fiir beliebige m,n € IN :

m m
n

= Qqn

exp (% In a) = (exp(lna))

D.h. fir alle x € @ stimmt die in 3.48 ¢) gegebene Definition von a® mit der
friheren aus Bem. 1.13 diberein.

Folgerung 3.50
Die Logarithmusfunktion In hat folgende Eigenschaften:

a) In(zy) =lnzx+1Iny, Vr,y € R(exp),
b) In(a*) =zlna, Va € R(exp), Vo € IR,

c) Inz <0, falls x < 1 (x € R(exp))
Inx >0, falls x > 1
Inz =0, falls x = 0.

Beweis: folgt sofort aus Satz 3.47 und Def. 3.48. O
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Definition 3.51
Wir definieren die folgenden Elementarfunktionen als Abbildungen von IR in
R:

cosxz := Re(exp(iz)) Kosinusfunktion
sinz := Im(exp(iz)) Sinusfunktion
coshz = £(exp(z) + exp(—x)) Cosinus hyperbolicus
sinhz  := 3(exp(z) — exp(—x)) Sinus hyperbolicus
(Vz € IR)

Folgerung 3.52
Fiir diese Elementarfunktionen gilt die folgende Darstellung:

a) cosz =Y (1)L ¢) coshz =3 £

(2k)! (2k)!
. = E a2kl . = p2h 1 (V$ © R)
b) sinz = kzo(—l) oo @) sinhz = kZ—O (2kF1)!
Alle diese Reihen sind fiir jedes x € IR absolut konvergent.
Beweis:
Fiir alle z € IR gilt: exp(iz) = Zkk:fk

=0

2
Deshalb folgt aus Bemerkung 3.14/3.17:

- i*zk
cosz = Re(exp(iz)) = Re <F)
k=0 '
2 ot oo L 2k
= =gt = 2D
k=0

Analog resultiert die Formel fiir sin z.
Wir beweisen nun noch c¢) (analog folgt d)):

LY SR o Y S
R R L k!

(Z(l + (—1)’“)%) (Satz 3.22 ¢))

k=0
2k

2k

|~

[
NE

e
i

0

Aus der absoluten Konvergenz der Exponentialreihe folgt die absolute Kon-
vergenz der Reihen der Real— bzw. Imaginéarteile und insgesamt die absolute
Konvergenz aller Reihen 3.51 a) bis d). 0

Bemerkung 3.53
Man konnte jetzt weitere Elementarfunktionen, abgeleitet aus exp, In, cos,
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sin, cosh, sinh definieren und die entsprechenden Eigenschaften diskutieren,
wie z.B. tan, cot usw. Fir die in 3.51 definierten reellen Funktionen ergeben
sich nun aus Satz 3.47/3.52 vielfiltige Figenschaften, wie z.B.
cosx = cos(—zx) , sin(—z)= —sinz,
(cosz)® + (sinz)® = |exp(iz)|* = exp(iz) - exp(iz)
= exp(iz)exp(—iz) =1

(vgl. Bem. 1.43: komplexe Zahlenebene)
Additionstheoreme der Winkelfunktionen u.v.a.m.
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4 Stetige Funktionen

Nachdem nun iiber eine ldngere Zeit die Untersuchung der Strukturen in
Mengen bzw. Rédumen, einschliellich der Konvergenz von Folgen und Reihen,
im Mittelpunkt der Vorlesung standen, kommen wir jetzt zu einem Haupt-
anliegen der Analysis, néamlich der Untersuchung von Abbildungen. Wir
beginnen dabei mit dem zentralen Begriff der Stetigkeit, definiert und unter-
sucht zunéchst fiir Abbildungen zwischen allgemeinen metrischen Réumen.
Anschlieflend betrachten wir Rdume stetiger Funktionen und deren Konver-
genz. Zum Abschlufl gehen wir auf Besonderheiten bei der Untersuchung
stetiger reeller Funktionen ein.

4.1 Stetige Abbildungen in metrischen Riumen

Es seien (X1, d;) und (X3, dy) metrische Raume, B; bezeicne die Kugeln im
Raum (X;,d;), i = 1,2, und wir betrachten eine Abbildung f : X; — Xo.

Definition 4.1

f Xy — Xy heifit stetig in x,€ X1, falls fir jede Umgebung V' von f(x,) in
Xy eine Umgebung U von x, in X, existiert, so dafy f(U) C V.

f heift stetig (auf Xy ), falls f in jedem x, € X; stetig ist.

Bemerkung 4.2
Anschaulich bedeutet Stetigkeit von f in

x, folgendes: So 7klein” man auch eine

Umgebung V' wvon f(x,) wdhit, man kann

immer eine (wenn auch evtl. "sehr kleine”)

Umgebung U von x, finden, so daf$ fiir jedes

x € U (d.h. "nahe bei x,”) das Bild f(x) in

V' liegt (d.h. "nahe bei f(x,)”).

Die folgende Aussage gibt nun dquivalente Charakterisierungen der Stetigkeit
einer Abbildung in einem Punkt an, die vollig gleichwertig auch zur Definition
der Stetigkeit verwendet werden kénnten.

Satz 4.3
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) f ist stetig in x, € X;.
b) Ve > 035 > 0: Ve € Xy mit dy(z,2,) < gilt do(f(2), f(z,)) < €.
c) Fir alle Folgen () in X1 mit dy(zn, x,) — 0 gilt do(f(zn), f(z,)) — 0.
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Beweis:

a) = b): Sei ¢ > 0 beliebig gewéhlt.

Dann ist V' := By(f(w,),¢) == {y € X5 : do(f(x,),y) < €} Umgebung von
f(x,). Folglich existiert eine Umgebung U von z, (in X;), so da8 f(U) C V.
Da U Umgebung von z, ist, existiert § > 0 mit Bj(z,,0) = {z € X :
di(z,x,) <} CU. Sei nun = € X; mit dy(z,z,) < 0.

~r f(l’) < f(U) CV= B2(f(xo)a€)'

b) = ¢): Sei (z,) eine Folge in X; mit dy(z,,z,) — 0. Ferner sei ¢ > 0
beliebig gewéhlt. Folglich existiert ein 6 > 0, so dafl

f(Bi(o,0)) € Ba(f(o), €)-

~> dn, € IN:  di(zp,z,) < 9, Vn > n,.
~ do(f (2n), f(20)) <&, N = ny,
d.h. (f(x,)) konvergiert gegen f(z,) in Xs.
c) = a): Es sei V eine beliebige Umgebung von f(z,) in Xo.
Annahme: ¥V Umgebungen U von x, gilt f(U) € V, d.h. f(U)\V # 0.
Wir betrachten die Umgebungen U,, := Bi(x,, %), Vn € IN.
~ Yy, € fIUI\V ~ Jz, €U, 2 f(xn) =yn ¢ V.
~» Ty, — To In X;.
~ f(zn) = f(z,) in Xo.
~> f(z,) € V fiir hinreichend grofie n € IN.
~» Widerspruch zu Annahme!
~» 3 Umgebung U von z, mit f(U)\V =0, d.h. f(U)C V.
Also ist die Aquivalenz der Aussagen bewiesen. O

Bemerkung 4.4

Die e-d—Charakterisierung der Stetigkeit einer Abbildung f (in Satz 4.3 b))
geht auf Weierstrafy zuriick. Das dort auftretende & hdangt im allgemeinen
von € und x, ab, d.h. 6 = d(e,x,)! Die sog. Limes—Charakterisierung der
Stetigkeit in Satz 4.3 c) erweist sich hdufig als sehr bequem zum Nachweis
der Stetigkeit konkreter Abbildungen (vgl. auch Bsp. 4.5), wihrend sich Def.
4.1 hdufig fir Negativ-Aussagen als giinstig erweist.

Beispiele 4.5

a) f:D(f) = R, D(f) C IR, d.h. wir betrachten reellwertige Funktionen
einer reellen Verdnderlichen.
Fiir solche Funktionen bedeutet Stetigkeit in x, € D(f) z.B. nach 4.3

b):
Ve > 030 > 0: Vo € D(f) mit |x —x,| <9 gilt |f(z) — f(z,)] <e.
Wir untersuchen konkrete Beispiele:

k
(i) f(z):=> a;2?, YxeR (a;€R, j=0,....K),
=0

j
d.h. f ist ein sog. Polynom.
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Sei z, € IR und (z,,) eine Folge in IR mit z,, — x,. Aus Satz 3.7
folgt 1, " 2l ¥j=1...k und damit:

k k
f(zn) = Zaszzn:,o Z a;al = f(z,).
=0 =0

Also ist f stetig in x, und damit auf IR.

. 0, z<1 _
(i1) f(x) .—{ x> dh. f:IR— IR.
Sei x, € IR\{1} und (x,) Folge in IR mit x, — x,.
~ dn, € IN : f(z,) = f(x,), Yn > n,.
~ f(xn) — f(x,), und f ist stetig in x,.
Es sei nun z, = 1 und V := B(f(1),3). Dann gilt aber fir alle
6> 0:

f(B(2,0)) ={0,1} £V, da 0 ¢ V.

Also ist f nicht stetig in x, = 1.

(iii) f(z) = { (1) ’ i%\@ (Dirichlet-Funktion).
Sei o € R und V := B(f(x,), 3).
~ {0,1} = f(B(x,,9)) £V, ¥ > 0.
~>  f ist nicht stetig in x,, d.h. f ist in keinem Punkt
von IR stetig.
Aber: fp und firg sind stetig.

(iv) f:D(f) — IR, D(f) endlich, ist stetig (Ubung).
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b) exp :@ — @ ist stetig.
Bew.: Sei z, €@ und (z,) Folge in@ mit z, — z,.
Dann gilt fiir alle n € IN:
exp(zn) — exp(2,) = exp(z,)(exp(zn — 20) — 1) (Satz 3.47a).
~> Wi MUssen zetgen:
lim exp(z, — 2,) = 1.

n—oo

Es geniigt zu zeigen:

Z, — 0= exp(Z,) — 1.

(Das Additionstheorem reduziert also die Stetigkeit auf@
auf die Stetigkeit im Punkt 0)

Nach Definition gilt nun fir jedes z € @':

S Zk S Zk71 0 Zk
exp(z) _1:];H :zkz_:l = :Zl;—om'

Ist nun (2,) eine Nullfolge, so ezistiert n, € IN:
Z,] <3 < 1,Yn > n,.
Deshalb gilt Yn > n,:

~ SRS Znlk JURSS ~
|exp(zn) - 1‘ S |Zn‘ kz:_o (|k+‘1)' S |Zn| kz_:o(%>k - Q‘Zn‘

~ lim |exp(Z,) — 1] =0. O

c) sin, cos, sinh und cosh sind als Funktionen von IR in IR stetig.
Bew.: folgt aus Def. 3.51 und der Stetigkeit von exp. O
2.B. |cosz — cosx,| = |Reexp(iz) — Reexp(iz,)| = |Re(exp(iz) —
exp(iz,)| < |exp(ix) — exp(iz,)|
Die rechte Seite wird aber nach b) klein, wenn x nahe bei x, liegt.
~ Ve > 030 >0:Vz € IR mit |t —x,| <6 gilt |cosz — cosz,| < e
~> cos ist stetig auf IR. (sin analog, fir sinh und cosh folgt alles sofort
aus der Stetigkeit von exp.
Analog gilt auch: a® := exp(x - Ina) ist stetig auf IR.

d) Wir betrachten den m-dimensionalen Euklidischen Raum (IR™,] - ||).
Dann ist || - || : R™ — IR stetig.
Bew.: Seix, € R™, (z,) Folge in IR mit x,, — x,.
Dann gilt nach Satz 1.40 (iv):

izl = llzolll < lln = ol = 0. O

n—oo

e) Essei A: IR™ — IR definiert durch

[A.ZL’]Z = Zaijxj,V:L’ S Rm,’b = 1, . .,l,

J=1

Az = ([Ax]y, ..., [Ax]), wobei a;; € R, i =1,...,1,j=1,...,m.
Dann ist A stetig.
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Bew.:
Sei x° € IR™ bel. und (™) eine Folge in IR™ mit 2™ — 2°.

Dann gilt: x§-n) —ag, Vi =1,...,m (vgl. Kap. 3.2).
~ Zlaijz§") — Zlaijx;, Vi=1,...,1 (Satz 3.7).
= =

~ Az — Az° (Kap. 5.2!). O
Finschub: Matriz—Schreibweise der Abbildung A

Dies rechteckige Schema

ann a2 Gz - Gim _ . '
U1 oy -+ -+ Gom neﬁnen wir Matrix mit -l
Zeilen und m Spalten, sowie
den FElementen a;;, 1 =
asg, A1y ot G, 1’___71’-]':1’_”77”'
1
”Spalte”
Man definiert nun:
m
ap; iz - Qim T Z a1;T;
Q21 Q22 -+ Qom To =1
’ m
Qi ot i T, le a;x;

Versteht man nun die Elemente von IR™ bzw. IR' als "Spalten” anstatt
wie frither als 7Zeilen”, so bedeutet die obige Definition, daf$ die linke

Seite gleich Ax ist.
Dies ist die Matriz—Schreibweise fiir Al
Aus diesem Grund werden wir im folgenden die Elemente Euklidischer

Rdaume meist als ”Spalten” schreiben, d.h.

x1
x = : € R™ anstelle == (x1,...,Tn).
T,
f) Sei (X,d) ein metrischer Raum.

Beh.: die Metrik d: X x X — IR ist stetig.
Bew.: Seien (z,,), (yn) Folgen in X mit z, - x € X, y, -y € X.

Dann gilt:
A2, yn) —d(z,y)| < |d(T0, Yn) — d(T0, y) |+ d(20, y) —d(z, y)|
< d(Yn,y) + d(zn,z) — 0. O

g) Sei (X, d) metrischer Raum, f : X — X kontraktiv mit o €]0,1[. Dann
ist f stetig.
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(nach Vor. ist d(f(z), f(Z)) < ad(z,Z)Vz,z € X ~ Anwendung von
4.8'b) mit § := £ zu gegebenem € > 0
(Das fiihrt u.a. zu einem einfacheren Konvergenzbeweis im Banachschen

Fizpunktsatz: fir x, = f(x,—1) geht man mit n — oo zur Grenze tber.)

h) Die Projektionsabbildungen, definiert auf dem Produkt metrischer Riume
(vgl. Kap. 2.6) sind stetig (Ubung).

Wir wenden uns nun globalen Eigenschaften stetiger Abbildungen zu.

Satz 4.6
Fiir eine Abbildung f : X1 — X5 sind folgende Aussagen dquivalent.

a) f ist stetig.
b) VA C X, offen ist f~'(A) offen in X;.
c) VA C X, abgeschlossen ist f~'(A) abgeschlossen in X;.

d) VA C X, gilt: f(A) C f(A).

Beweis:
Zum Nachweis der Aquivalenz zeigen wir: a) = d) = ¢) = b) = a).
a) = d): Sei A C X; bel. gewdhlt.
Annahme: 3z € A mit f(z) & f(A).
~ x € A\A = A" und f(z) ist kein Hiufungspunkt von f(A)
~» 3 Umgebung V von f(z) mit f(A)NV = .
Aus a) folgt nun aber:
3 Umgebung U von z mit f(U) C V.
~ fLANFU) =0~ fF(ANT) =0 (1.18!).
~ ANU =10.
~> x ist kein Haufungspunkt von A, d.h. = ¢ A’
~» Widerspruch!

d) = c): Sei A C X; abgeschlossen und B := f~'(A) C X;.
~ f(B)C f(B)C A=A (nach d) und 1.18!)

~ BC fY(A)=B~ B=5B.
d.h. f7Y(A) ist abgeschlossen.

c) = b): Sei A C X, offen.
~» X5\ A ist abgeschlossen
~ f71(X,\A) ist abgeschlossen in X; (nach c)).
Es gilt: f71(Xo\A) ={z € X, : f(z) ¢ A} = X;\f1(A).
~ X1\ f1(A) ist abgeschlossen in Xj.
~ f71(A) ist offen in X;.
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b) = a): Sei x € X; bel. gewéhlt und V' eine bel. Umgebung von f(z).
~ Je > 0: By(f(x),e) CV.
~ fYBy(f(x),¢)) ist offen in X; (nach b)) und enthihlt .
~ U= fYBy(f(x),€)) ist Umgebung von x, so dal f(U) C V.
~» f ist stetig in x. O

Bemerkung 4.7
Man beachte, daf$ stetige Abbildungen aber im allgemeinen offene bzw. abge-
schlossene Mengen nicht in offene bzw. abgeschlossene Mengen abbilden (Satz
4.6°b),c) gilt fiir Urbilder und nicht fir Bilder!).
Beispiele:
(i) f: IR — R, f(z) :=2*~ f(]—1,1]) = [0, 1], und das Intervall [0,1]
ist nicht offen!

(ii) f:]0,+o00[— R, f(x) =27 '~ f({z € R:z > 1}) =|0,1], und ]0,1]
ist nicht abgeschlossen!

Die néchste Aussage zeigt nun, dafl wichtige Mengeneigenschaften bei stetigen
Abbildungen erhalten bleiben.

Satz 4.8
Es sei f: X1 — Xy stetig.

a) Ist A C X, zusammenhingend, so gilt dies auch fir f(A) in Xs.
b) Ist A C Xy (relativ) kompakt, so ist f(A) in Xs (relativ) kompakt.
Beweis:

a) Sei A C X, zusammenhéngend.
Annahme: f(A) ist nicht zusammenhéngend in X5, d.h.
3 offene Mengen G, G5 in X5, so daf
Gi=G;Nf(A)#0,i=1,2,und
f(A)=Gi1UGs, GiNGy =0
Nach Satz 4.6 b) gilt: f~!(G;) ist offen in Xy, i =1,2.
Wir setzen: B; := AN f~1(G;),i=1,2.
Nun gilt: B; #0, da G; #0, i = 1,2; und
BiUB; = (AN f7HG)) U (AN f7HG2) = AN (f7HG1) U fH(Gy))
=ANfHG UGy (vel. 1.18))
D A, wegen f(A) C GhUG,.
~ A= Bl U Bg.
Schlieflich: B1NBy = AN (f_l(Gl) N f_l(Gg))
=ANf Y G NGy (vgl. 1.18!)
=0, wegen f(A)NGI NGy =G NGy =0.
Fazit: A ist nicht zusammenhéngend.
~» Widerspruch! O
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b) (i) Sei A C X relativ kompakt, und es sei (y,,) eine Folge in f(A).
Wir zeigen: L((y,)) # 0
Es gilt: Vn3dz, € Ay, = f(x,).
~ 3 Teilfolge (wx(n)) von (x,) mit g —xEeX
~ f(rrm) — f(x) € Xy, da f stetig (4.3 ¢))
~ (Yyrm)) = (f(xk(m))) ist eine konvergente Teilfolge von (y,,) ~»

L((yn)) # 0.
(ii) Sei nun A C X; kompakt.
Aus (i) folgt zunéchst: f(A) ist relativ kompakt.
Wir zeigen noch: f(A) ist abgeschlossen.
Sei y ein Haufungspunkt von f(A), d.h. y € f(A)".
Nach Satz 2.17 existiert eine Folge (y,,) in f(A) mit y, — ¥.
~ Vn € N3z, € Ay, = f(z,).
~ 3 Teilfolge (wx(n)) von (x,) mit xp) — = € A (2.35 b))
~ Ykn) = f(@rm)) = flz) =y~ y € f(A).

Ubung: Man beweise Satz 4.8 b) fiir A kompakt mit Hilfe des Uberdeckungs-
satzes von Heine/Borel (Satz 2.43)!

Satz 4.8 erlaubt weitreichende Schlufolgerungen. Wir zeigen, daf} speziell
der Zwischenwertsatz, der Hauptsatz der Optimierung und ein Resultat iiber
die Stetigkeit inverser Abbildungen daraus abgeleitet werden konnen.

Satz 4.9 (Zwischenwertsatz)

FEs sei (X, d) ein metrischer Raum, f : X — IR eine stetige Abbildung und
A C X zusammenhdngend.

Dann ist f(A) ein Intervall, d.h. aus z,& € A und f(z) <y < f(&) folgt

y € f(A).

Beweis:
Aus 4.8 a) folgt, daB8 f(A) zusammenhéngend in IR ist. Nach Beispiel 2.45
c) ist f(A) dann ein Intervall. O

Als einfache Schlufifolgerung aus Satz 4.9 fiillen wir nun eine Liicke in Kap.
3.4 (vgl. Bem. 3.49).

Folgerung 4.10
exp([R) =]0, +o0].

Beweis:

Wir wissen bereits: exp(IR) CJ0, +oo[ (Satz 3.47b)).

Es sei nun y €0, +o00[ bel. gewéhlt, z.z.: 3z € R : y = exp(x).

Da exp : IR — IR stetig ist (4.5 b)!) und IR zusammenhéngend (2.45 b)!),
folgt aus Satz 4.9: exp(IR) ist ein Intervall.
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Wegen exp(z) > 1+ 2z und 0 < exp(—x) < (14 x)~!, Vo > 0 (nach Def. von
exp und dem Additionstheorem 3.47a)), folgt:

dry, 20 € IR:a:=exp(z1) <y < exp(zy) =:b.
~> a,b € exp(IR) ~ y € [a,b] C exp(R). 0

Satz 4.11

Seien X1, Xo metrische Raume, K C X; kompakt und f : K — X, eine
stetige und injektive Abbildung.

Dann ist f~1: f(K) — X, stetig.

Beweis:

Wir wenden Satz 4.6 ¢) an! Sei A C X abgeschlossen.
Wir zeigen: (f~1)7!(A) ist abgeschlossen in X5.

Es gilt:

(fHMA) = {yef(K): fl(y) €A}
{yeXo: [ y) e ANK} = f(ANK).

Nach Vor. ist AN K kompakt und deshalb nach Satz 4.8 b) auch f(AN K)
kompakt.
Also ist (f~1)7(A) kompakt und insbesondere abgeschlossen. O

Folgerung 4.12
Der natiirliche Logarithmus In :]0, +o00[— IR ist stetig.

Beweis:
Wir wenden Satz 4.11 mit X; := X, := IR und f := exp an. exp ist stetig
(4.5b)) und injektiv (3.47 e)), und

1

exp  =In.

Sei y €]0, +oo] bel., und wir withlen a, b €]0, +-00[ mit
a<y<b.

Nun wenden wir Satz 4.11 mit K := [In(a),In(b)] an und erhalten, daf} In auf
f(K) = [a,b] und damit auch in y stetig ist. a

Satz 4.13 (Weierstraf)

Seien (X,d) ein metrischer Raum, f : X — IR stetig und K C X, K # (),
kompakt.

Dann ezistieren x,,x1 € K, so daf$ f(z,) = inf{f(z) : z € K} und f(x,) =
sup{f(z):z € K}.
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Beweis:

Nach Satz 4.8 b) ist f(K) kompakt in IR und folglich beschrankt und abge-
schlossen (3.5 und 3.6 !).

a :=inf f(K) und b := sup f(K) gehoren aber zu IR, da f(K) beschrénkt ist,
und sind beide Haufungspunkte von f(K). Also: a € f(K) und b € f(K).
Damit ist alles bewiesen. O

Bemerkung 4.14
Der Satz von Weierstrafl sagt also in Kurzform: Jede stetige Funktion nimmt
auf einer kompakten Menge ihr Minimum und ihr Mazimum an!
Satz 4.13 heifit manchmal auch Hauptsatz der Optimierung.
Allgemeines Optimierungsproblem:

Gegeben: () # K C X (Restriktionsmenge),

f: X — IR (Ziel-, Kostenfunktion).

Gesucht: x, € K mit f(z,) = inf{f(x):z € K}.
Satz 4.13 liefert nun Bedingungen an K und f, wann dieses Problem ldsbar
ist: Man finde eine Metrik d auf X, so dafi K kompakt und f stetig ist (dies

ist i.a. eine sich gegenseitig widerstreitende Zielstellung!).

Betrachtet man nur sog. ”Minimumprobleme” (wie in 4.14), so 148t sich die
Vor. an f in Satz 4.13 abschwéchen.

Satz 4.15

Sei (X, d) ein metrischer Raum und ) # K C X kompakt.

f: X — IR sei unterhalbstetig, d.h. Vo € X ¥ Folgen (x,) in X mit z, — x
gilt:

Dann ezistiert x, € K mit f(x,) = inf{f(z): 2z € K}.

Beweis:
Sei ¥ € K bel., und wir betrachten die Menge

A={reR:3z e K mit f(z)>r> f(z)} #0.

Zunéchst gilt: inf{f(z) : 2 € K} = inf A.
Wir zeigen: A ist kompakt.

(i) A ist beschrankt.
Annahme: 3 Folge (r,,) in A mit r,, — —o0.
~¥n € NIz, € K 1, > f(z,).
~ 3 Teilfolge (zx(n)) von (x,) mit xpm) — 2 € K.
~ f(x) < nli_)_moof(xk(n)) < nli_)_moorn = —o0 ~ Widerspruch!
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(ii) A ist abgeschlossen.
Sei (r,,) eine Folge in A mit r, — r € IR.
~ Vn € IN3z, € K mit f(x,) <r, < f(Z).
~ 3 Teilfolge (zx(n)) von (x,) mit zpm)) — = € K.
~ f(z) < i_moof(iﬂk(n)) < lim gy =7 < f(2).
~ flx) <r < f(z)~reA

Also ist A kompakt, und es gilt inf A € A.
~ Jz, € K:  f(z,) <inf A.
~ f(z,) =inf{f(x) : z € K}. a

Wir kommen nun zu weiteren Eigenschaften der Stetigkeit und beginnen mit
der Stetigkeit zusammengesetzter Abbildungen (vgl. 1.19).

Satz 4.16

Es seien (X;,d;), © = 1,2,3, metrische Riume und f : X1 — Xs, sowie
g: Xo — X3 Abbildungen.

Ist f stetig in x, € Xy und g stetig in f(x,) € Xo, so ist die Abbildung
h:=gof: X, — X3 stetig in x,.

Sind f und g stetig, so ist auch h stetig.

Beweis:

Da der zweite Teil der Aussage sofort aus dem ersten Teil folgt, beweisen wir
diesen. Es sei W eine beliebige Umgebung von h(zx,) = go f(z,) = g(f(x,))-
Da g in f(x,) stetig ist, existiert eine Umgebung V von f(z,), so dafl

g(V) cW.
Da f in z, stetig ist, existiert eine Umgebung U von z,, so dafl

fU)CV.
Folglich gilt h(U) = g(f(U)) C g(V) C W, und h ist stetig in z,. O
Definition 4.17

a) f: X1 — Xy heifit gleichmdfig stetig, falls Ve > 0 36(¢) > 0, so daff
Va,y € Xy mit di(x,y) < § gilt:

dy(f(2), f(y)) <e.

b) f: Xy — Xy heifit Lipschitzstetig, falls 3L > 0, so daff Vx,y € X, gilt:

da(f (), f(y)) < Ldy(,y).
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Bemerkung 4.18
Fiir eine Abbildung f : X1 — Xs gilt nach 4.1 bzw. 4.18:
f st Lipschitzstetig => [ ist gleichmdfig stetig = f ist stetig

(mit §(c) := %) (vgl. 4.3b)).

FEin Vergleich des Begriffs "gleichmdf$ige Stetigkeit” mit dem e— d—Kriterium
in Satz 4.3 b) zeigt, daf$ dort § von € und x, abhdngt und daf in 4.17 a)
d = d(e) gleichmafig bez. der Elemente aus X, gewdhlt werden kann.

Beispiel fiir Lipschitzstetige Abbildungen f : f : X — X kontraktiv (vgl. Kap.

Beispiele 4.19

.sin(t
a) f: R— R, f(x):= { g sin(z), ifg , ist stetig.
Bew.:
Es sei zundchst ©, # 0. Dann ist die Funktion g(z) := L stetig in z,

und nach Satz 4.17 bzw. Bsp. 4.5 ¢) (Stetigkeit von sin ) ist auch sin(%)
stetig in x,.

Hieraus folgt schliefllich die Stetigkeit von f in x,.

Sei nun x, = 0. Dann gilt fiir bel. x # 0:

1
|f(0) = f(2)| < |z||sin—| =< |x|, da aus 3.53 folgt: sinx < 1Vx € IR
x

Ist also € > 0 bel. vorgegeben, so gilt mit § = e:

|f(0) = f(z)| <e, falls |z]| <9,

d.h. f ist auch stetig in x, = 0. O

b) f: R — IR, f(x) =22, Va € IR, ist stetig, aber nicht gleichmdfig stetig
(auf IR).
Ursache:

2? —y?| = |z +yllz —yl, Va,yeR,

und |x + y| kann beliebig groff werden!
Jedoch ist f sogar Lipschitzstetig auf jeder beschrdnkten Menge!

c) [:D(f) = IR, D(f) = [=2, =1[U[1, 2],
r+1, ze[-2—1]

fx) = v 1, zell2. f st stetig.
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f ist injektiv und wir berechnen die inverse Abbildung 1.

y=z+1, Vre|[-2 —1]
(z,y) € f = {y:x—L Yz € [1,2]

r=y—1, Vye[-1,0]
= { r=y+1, Wyel01]
= (y.x) € f
f71 st aber nicht stetig in z, =0, da f~'(0) =1 und lim f~(-1) =

n—~o0
—1

Dies zeigt, dafl die Kompaktheits—Voraussetzung in Satz 4.11 wesentlich
ist (D(f) ist nicht kompakt!).

d) f:IR—, f(x) :=exp(iz), Ve € IR, ist Lipschitzstetig (mit Konstante
L:=1).
Fine wichtige Konsequenz dieser Aussage ist, daf$ auch die Funktionen
sin und cos Lipschitzstetig mit Konstante L := 1 sind.
Bew.:
Zundchst folgt fir alle z,y € IR aus Satz 3.47 a):

fl@+y) = fle—y) = exp(iz)(exp(iy) — exp(—iy))
= exp(iz)(exp(iy) — exp(iy))
= 2iexp(ixz)Im(exp(iy))
~ |f(x+y) — flx—y)|=2siny| (vgl. 3.51, 3.53).
~ |f(z) = f(&)] = 2[sin(*5*)], Vz,7 € R.
Wir zeigen schlieflich |siny| < |y|, Yy € IR,
woraus dann die Aussage folgt.
Zundchst ist wegen | sin(—y)| = | — siny| = |siny|, klar, dafi man sich
auf den Fall y > 0 beschranken kann.
Fiiry > 1 gilt aber offenbar

[siny| < [exp(iy)| =1 < y.
Es sei nun y € [0, 1. Dafiir gilt aber

0 2k+1

siny —y = Z(—l)kﬁ <0 (vgl. auch Beweis von 3.26);
k=1 '
d.h. siny < y. O

e) f:[0,400[— R, f(z) := x2, Vo € [0, 00|, ist gleichmipig stetig, aber
nicht Lipschitzstetig (auch nicht auf [0, 1]).
Bew.:
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Da g : [0, +o0o[— IR, g(y) := %, Yy € IR, stetig und injektiv ist, zeigt
man analog zu Folg. 4.12, dafi f = g~ ebenfalls stetig ist.
Ist nun fir x,y € [0,+o00[, x > 1 odery > 1, so gilt:

d.h. fiir solche x,y € [0, +o0[ ist f gleichmdfig stetig. Auf[0, 1] resultiert
die gleichmdfige Stetigkeit von f aus Satz 4.20 (da f stetig und [0, 1]
kompakt).

Also ist insgesamt f gleichmdfig stetig auf [0, +00].

Wire f Lipschitzstetig, so miifite insbesondere die Menge

{M T > O} beschrdankt sein.

|z]

Fiir z,, :== 2 (n € IN) gilt aber: M) =IOl — /iy — 400, O

|-'En| n—oo

Satz 4.20

FEs seien (X4,dy), (Xa,ds) metrische Raume, f: X1 — Xo stetig und k C X,
kompakt.

Dann ist f gleichmdfig stetig auf K (d.h. fik ist gleichmdpig stetig).

Beweis:
Es sei € > 0 beliebig vorgegeben. Wir zeigen: 36 = (g) > 0:

\V/I,y € K> d1($7y) <= d2(f(I)a f(y)) <E.
Wegen der Stetigkeit von f existiert zunéchst zu jedem x € K ein (g, x) > 0,

so dafl Vy € K mit di(z,y) < d(e, z) gilt: dao( f(2), f(y)) < 5, d.h.

€

f(Bi(z,d(e,2))) € Ba(f(2), 35)-

Dann ist (Bi(z, $0(¢, 2)))sex eine Uberdeckung von K.
Nach Satz 2.43 existiert eine endliche Uberdeckung

1
(B (z;, 55(5, %i)))iz1,.n. von K (mitz; € K;i=1,...,n).

Wir definieren nun § :=

1
2,
Es seien z,y € K mit dy(z,y) < § beliebig gewihlt.
Dann existiert ein i, € {1,...,n} mit di(z,2;,) < 30(, z;,).
Folglich gilt:

1
di(y,7i,) < di(y, o) +di(z,3,) <0+ 55(57%) < (e, m4,)
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~ f(y) € f(Bi(zi,, d(e, x4,
~do(f(z), fy) < daolf

< =
2—|—

~—

) € Ba(f(2i,), 5)
z), f(@i,)) + dao(f(3,), ()

= €. O

—

DN ™

Ubung: Man beweise Satz 4.20 mit Hilfe der Folgen-Charakterisierung der
Kompaktheit!

Problem: Gegeben sei f: A — X5, A C X7, stetig.
Unter welchen Voraussetzungen kann man f auf eine Menge B mit A C B
stetig fortsetzen, d.h. wann existiert eine
Abbildung f : B — X, die stetig ist und fiir die
flz) = f(x), YV € A, gilt?

Bemerkung 4.21

Fine positive Antwort auf diese Problemstellung ist selbstverstandlich nicht
immer méglich. Dies sieht man z.B. an folgendem Beispiel: f(x) = 7!
Vo €0, +oo[ =: A; eine stetige Fortsetzung auf AU {0} ist nicht moglich!
Trivialerweise existiert eine stetige Fortsetzung im Fall, daff B\ A nur isolierte
Punkte (von B) enthilt, da jede Abbildung in solchen Punkten stets stetig ist.
Interessant ist also der Fall B\A C A" oder 2.B. B := X;.

)

Definition 4.22

Seien f: A — X, stetig, AC Xy, ae A.

y € Xo heifst Grenzwert von f an der Stelle a, wenn fir jede Folge (x,) in A
mit T, — a gilt:

Bezeichnung: lim f(x) = y.

r—a

Lemma 4.23

Seien f: A — Xy stetig, A C Xy, a € A\A.

Es existiert eine stetige Fortsetzung von f auf AU {a} gdw. f an der Stelle
a einen Grenzwert besitzt.

Bewelis:

(=) : Ist f(a) die stetige Fortsetzung von f auf A U {a}, so gilt fiir jede
Folge (z,) in A mit z,, — a:

Jim f(z,) = lim f(z,) = f(a).

D.h. f(a) ist Grenzwert von f an der Stelle a.

120



(=) : Ist y der Grenzwert von f an der Stelle a, so definieren wir fla) ==y.
Dann folgt die Stetigkeit von f in a aus der Grenzwert—Definition. O

Wir kommen nun zu hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz eines Grenz-
wertes:

Definition 4.24

Sei FF: A— Xy, ACX,,aeA.

w(f;a) ;= inf{diam f(U N A) : U ist Umgebung von a}
heifst Oszillation von f in a bez. A.

Satz 4.25
Sei (Xo,ds) vollstindig, f: A— X3, AC X1, a€ A,
Dann ezistiert lim f(z) gdw. w(f;a) = 0.

Bewelis:

(=) : Seiy:= 91512}1 f(z) und £ > 0 beliebig vorgegeben.
Wir betrachten V' := By (y, 5).
Annahme: ¥V Umgebungen U von a gilt: f(U N A)\V # 0.
Mit U, := Bi(a, +) (n € IN) schluBifolgern wir:
Vn € INJy, € f(U, NA\V
~ dz, €U, NA:y, = f(x,)
~> x, — a und (z,) Folge in A
~ f(xn) =yn —y
~> Yy, € V fiir hinreichend grofles n ~» Widerspruch!

Also: 3 Umgebung U von a mit f(UNA) C V.
~ w(f;a) <diam V <e.
~ w(f;a) =0.

Es sei w(f;a) = inf{diamf(UN A) : U = Umgebung v. A}
(=) =inf{ sup do(f(), f(y)): U= Umgebung v. A}

z,yeUNA
= O’

(z,) eine Folge in A mit z,, — a und £ > 0 bel. gewéhlt.
Dann existiert eine Umgebung U von a, so dafl

diam f(UNA) <&,

d.h. do(f(2), fly)) <e, Vr,yeUNA.

Nun gilt aber: In, € IN, so dal z, € U N A, Vn > n,.

~ do(f (), f(Tm)) < &, YVn,m > n,

~> (f(xy)) ist Fundamentalfolge im vollsténdigen metrischen Raum Xj.

121



~ Jy € Xt f(zn) — .
Ist nun (Z,,) eine weitere Folge in A mit Z,, — a, so gilt nach dem oben
Gesagten, dafl

do(f(zn), f(Zn)) <&, sobald x,, &, € UN A.

~> fiir alle solche Folgen gilt: f(Z,) — y.
~ y = lim f(z). O

Satz 4.26
Sei (Xy, dz) vollstindig, A C Xy und f : A — Xy gleichmdpig stetig. Dann
existiert eine gleichmdflig stetige Fortsetzung f : A — X5 von f.

Beweis:

GemiB Lemma 4.23 und Satz 4.25 geniigt, fiir die Existenz von f zu zeigen:
w(f;a) =0, Va € A.

(Dann kann man nach 2.24 definieren:

fla) == lim f(x), Ya € A\A).

Sei dazu € > 0 bel. vorgegeben und a € A\ A bel. Nach Vor. 3§ > 0, so dafl
aus z,T € A, di(v,7) < 0 folgt: da(f(z), f(~)) < e.

~ fiir bel. a € A gilt: diam f(AN Bi(a,2)) <e.
~ w(f;a) <e,Vae A.
Damit ist die Existenz von f : A — X, als Fortsetzung von f bewiesen. Nach
4.23 ist f stetig.
Wir zeigen noch: f ist sogar gleichméflig stetig.
Sei € > 0 bel. gewahlt.
~ 30 >0:Vr,z € A, di(x,T) <0 :> dy(f(z), f(7)) <
Es seien nun y, § € A mit d1 (y 7) <

~ dreA:di(y,x) < (f() (x))<§und

37 € A: di(§,7) < &, do(f, (§), f(7)) < &.

~ dy(2,7) < di(z, y>+dl< )+ d(§,E) <5+ 5+2=0

’\»dg(]i(l’),]i( ))<§ R R

~ do(f(y), F(§) < do(f(y), f(2)) +da(f(2), f(2))+do(f(Z), f(§) < §+5+

£ __
s =c. O

wlm

Mit Satz 4.26 ist das Problem der Fortsetzung einer stetigen Abbildung auf
die AbschlieSung ihres Definitionsbereiches fiir den Fall, dal der Bildraum
vollsténdig ist, zufriedenstellend gelost. Dies ist speziell auf X, := IR anwend-
bar. Das Beispiel in 4.21 zeigt auch, dafl die Stetigkeit von f auf A dafiir nicht
ausreichend ist. Das folgende Resultat ist nun fi den Fall X5 := IR auch das
stetige Fortsetzungsproblem von einem abgeschlossenen Definitionsbereich
auf den ganzen metrischen Raum.
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Satz 4.27 (Tietze/Urysohn)
Sei (X, d) ein metrischer Raum, A C X abgeschlossen und f : A — IR stetig
mat

sup |f(z)| < +o0.
T€A

Dann existiert eine stetige Abbildung f : X — IR mat
fl@) = fla), VaeA,
sup f(z) =sup f(z) und 12)f( f(z) = inf f(z).

zeX TEA €A

Beweis:
siehe Dieudonné, Kap. 4.5, S. 90. O

4.2 Riume und Folgen stetiger Funktionen

Es sei T eine nichtleere Menge, und wir betrachten die folgende Menge aller
beschrankten Funktionen von 7" in IR™ (vgl. Bsp. 2.2¢)):

B(T,R™):={x:T — IR™ : sup ||z(t)|| < +o0}
teT

(hierbei ist || - || die Euklidische Norm in R™).

Satz 4.28

(B(T, IR™),dg) mit dg(z,y) := sug |z(t) — y(t)|| Yo,y € B(T, R™).
te

ist ein vollstandiger metrischer Raum.

Beweis:

Analog zu 2.2¢) zeigt man, dal dp : B(T, IR™) x B(T, IR™) — IR eine Metrik
ist.

Wir zeigen noch, dafl dieser metrische Raum vollstindig ist.

Sei (z,) eine Fundamentalfolge in B(T, R™), und es sei ¢ > 0 beliebig
vorgegeben.

~> In, € IN: dp(x,,x5) < &, Vn, k > n,.

~ YVt e T gilt:

lza(t) — 2k (B)]| <2, Vn.k > n,.

~> YVt € T ist (z,(t)) eine Fundamentalfolge in R™.
Nach Satz 3.13 gilt:

Vte T Jx(t) € R™ : x,(t) — x(t).
Aus der obigen Ungleichung folgt nun durch Grenziibergang k — co:
lzn(t) —z@®)|| < & Yn=n, VEeT.

~> dg(zp,x) < e, VYn>n,.
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Frage: x € B(T,IR™)?
Da (z,,) Cauchy-Folge in B(T, IR™) ist, ist (x,) beschrankt, d.h. Ir > 0, so
daB sup ||z, (t)|| < r Vn € IN.

teT

~ lz(®)|| < lim ||z, ()| <rVteT
~> sup [|z(t)|| < rVt €T, dh. x ist beschrankt. O
teT

Ubung: Man zeige, dal B(]0, 1], IR) nicht separabel ist!

Definition 4.29
Sei (x,,) eine Folge von Abbildungen von T in IR™ und x : T — IR™.
Man sagt

a) (x,) konvergiert punktweise auf T' gegen x, falls

lim |z, (t) — 2(t)] =0, VteT.

n—oo

b) (z,) konvergiert gleichmdfig auf T' gegen x, falls

lim sup ||z, (t) — 2(t)]| = 0.

=00 teT

Bemerkung 4.30

Die Konvergenz einer Folge in B(T,IR™) ist also gerade die gleichmdiflige
Konvergenz. Aus der gleichmdfligen Konvergenz einer Folge folgt deren punkt-
weise Konvergenz. Die Umkehrung gilt i.a. nicht, wie die folgenden Beispiele
zeigen!

Beispiele 4.31

a) T:=10,1],m:=1, z,(t) := min{nt, 1}, Vt € [0,1], Vn € IN.

~ sup |z,(t)|=1,Vn e N~ z, € B([0,1],R), Vn € IN.
te(0,1]

Dann gilt: lim z,(t) = x(t), Vt € [0, 1], wobei

1, te€]o,1]
x(t).—{o’ F— 0 ,

(D.h. (z,,) ist punktweise konvergent gegen eine nicht—stetige Funktion.)
aber (x,,) konvergiert nicht gleichmdaffig gegen x.
Bew.: dg(x,,x) = sup |z,(t) — x(t)]
t€[0,1]
= sup [nt—1]=1Vne N O
t€]0, L[
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2n’t e 0, 4]
b) T:=[0,1], m:=1 und z,(t) := ¢ 2n(1 —nt) ,t €], =] (n € N).
0 ,t€l=, 1]

Dann gilt: ¥t > 03n,(t) € IN : z,(t) = 0Vn > n,
~ lim z,(t) = 0=: z(t), Vt € [0,1], aber

sup |z, (t) — x(t)| = sup |z, (t)] =n, Vn € IN.
te0,1] te[0,1]
(d.h. (x,) ist punktweise aber nicht gleichmdfig

konvergent gegen z(t) = 0Vt € [0,1]!)

c) T:=1[0,+00[, m:=1 und z,(t) := min{t,n}, Vt € T.
Dann gilt: lim z,(t) =t =:z(t), Vt € T, und

z, € B(T,IR), Vné€ IN.

Aber: x ¢ B(T,IR), d.h. der punktweise Grenzwert von Funktionen
aus B(T, IR) gehort i.a. nicht zu B(T, IR)!

Definition 4.32

Es sei (T,d) ein metrischer Raum.

C(T,R™) :={x:T — IR™: x ist stetig} — Menge aller stetigen Funktionen
von T i IR™;

Cy(T, IR™) := C(T, R™)NB(T, IR™) — Menger aller stetigen und beschrinkten
Funktionen von T in IR™.

Bezeichnung: Cy,(T) := C(T, R™), C(T) := C(T, IR), Cy(T) = Co(T, IR).

Bemerkung 4.33

(Co(T, IR™),dp) ist ein metrischer Raum (vgl. auch Satz 4.34).

Ist der metrische Raum T kompakt, so gilt Cy(T, IR™) = C(T, IR™)
(Weierstrafs: stetige Funktionen auf kompakten Mengen sind beschrinkt (Satz
4.13)1)

Ferner gilt in diesem Fall
dp(z,y) = max |[z(t) —y()| =: de(z,y)  (Satz 4.13).

da das Mazimum von ||x(-) —y(-)|| auf T angenommen wird! Beispiel 4.31 a)
zeigt auch, daff Grenzwerte von Folgen aus Cy(T, IR™) bez. der punktweisen
Konvergenz i.a. nicht mehr in C(T,IR™) liegen. DBez. der gleichmdfigen
Konvergenz ist dies anders:

Satz 4.34
FEs sei (T,d) ein metrischer Raum. Dann ist Cy(T, IR™) ein abgeschlossener
Teilraum von (B(T, IR™),dg).
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Beweis:

Es sei (z,,) eine Folge in Cy (T, IR™), die in B(T, IR™) gegen ein x € B(T, IR™)
konvergiert.

Wir zeigen: x € C(T, IR™).

Es sei € > 0 bel. vorgegeben, und sei t, € T' bel. gewahlt.

~ 3n, =n,(e) € IN : dp(z,1,) < 5, VN > n,.

Da z,, stetig ist, existiert ein 6 > 0, so dafl

an, (£) — 2, (£)]| < g falls d(t,t,) < 6.
Deshalb gilt fiir alle ¢ € T' mit d(¢,t,) < ¢:

[2(t) =)l < [lo(t) = @, (O + 20, () = 20, (E) | + [0, (to) — 2 (Lo)]

2
< 2p(,w,) + 7, (1) = 2, (t)]] < 3o+ 5 =€
Folglich ist z in ¢, stetig (Satz 4.3!).
Da t, € T bel. gewihlt war, gilt x € C(T, R™). O

Bemerkung 4.35
Satz 4.34 sagt insbesondere folgendes aus:

(i) Ist (T, d) ein metrischer Raum, so ist (Cy(T, IR™),dp) ein vollstindiger

metrischer Raum.
(Bew.: Ist (z,) eine Fundamentalfolge in Cy(T, IR™), so ist sie

in B(T, IR™) konvergent (4.28!), und ihr Grenzwert liegt
in Cy(T, R™) (4.34). O

(i1) Konvergiert eine Folge stetiger beschrinkter Funktionen gleichmdfig
gegen eine Funktion, so ist diese ebenfalls stetig (im Gegensatz zur
punktweisen Konvergenz!).

Ist T kompakt, so ist also (C(T, IR™),d¢) ein vollstindiger metrischer Raum.
Spiter zeigen wir auch, daff dieser metrische Raum separabel ist (einschliefs-
lich der Charakterisierung interessanter dichter Mengen) und dafl notwendige
und hinreichende Bedingungen fir die relative Kompaktheit in C(T, IR™)
existieren.

Problem: Unter welchen Voraussetzungen an eine Folge (x,) in C(T, IR™)
folgt aus deren punktweiser Konvergenz ihre gleichmdflige Konvergenz?
Der zentrale Begriff hierbei ist der folgende:

Definition 4.36
Fine Menge F C C(T, IR™) heifit gleichgradig stetig, fallsVe > 0 35 = §(e) >
0:Ve e F und Vt,t € T mit d(t,t) <6 gilt:

lz(t) — z()]] <e.
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Beispiele 4.37

a) Endliche Mengen von auf T' gleichmdflg stetigen Funktionen aus C(T, IR™)
sind gleichgradig stetig.
(Bew.: Zu vorgegebenem & > 0 wdhle man das kleinste aller endlich
vielen d(g) aus der gleichmaf$igen Stetigkeit. 0O)

b) Eristieren Konstanten C >0, a > 0, so daff Vo € F, Vt,t € T gilt

lz(t) — 2 (@) < C(d(t, 1)),

so ist F gleichgradig stetig.(”gleichmdfige Holder—Stetigkeit”)
(Bew.: Zu e > 0 wihle man §(¢) := (5)"*. O)

Satz 4.38
Es sei (T,d) ein kompakter metrischer Raum, und (x,) sei eine Folge in
C(T, R™). Wir betrachten die folgenden 3 Bedingungen.:

a) (x,) konvergiert punktweise;

b) (z,) konvergiert gleichmdfig;

c) {z,:n € IN} ist gleichgradig stetig.
Dann gilt: b) <= a) und c).

Beweis:

(=) Sei b) erfiillt. Dann folgt offenbar a) (vgl. 4.30).
Wir zeigen: {x, : n € IN} ist gleichgradig stetig.
Nach Vor. gilt: 3z € C(T, R™) mit dc(x,, z) — 0 (4.341).
Da T kompakt ist, ist = gleichméfig stetig auf 7' (Satz 4.20).
Sei € > 0 bel. vorgegeben.
~ 30 >0:Vt,t €T, dtt) <0, gilt: [|z(t) —z(f)] < £
Ferner gilt: dn, € IN : c{c(xn,:c) <3, ~Vn > n,.
Es seien nun n > n,, t,t € T mit d(t,t) < 9.

~ za(t) —za @ < llza(t) — 2@ + 2(t) — 2@ + |2(E) — 2. (@)

~> {x, :n > n,} ist gleichgradig stetig.

Nach Satz 4.20 und Bsp. 4.37 a) ist auch die Menge {z,, : n =
1,...,n, — 1} gleichgradig stetig. ~ {z, : n € IN} ist gleichgradig
stetig (0 := min{dy,d2}).
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(<=) Essei € > 0 bel. gewéhlt. Dann folgt zunéchst aus c):
36 > 0:Vn € INVt, t € T mit d(t,t) < ¢ gilt:

() lleal) =zl < -

Da T kompakt ist, existiert ein endliches 0—Netz {¢1, ...t} fir T (Satz
2.39), d.h. .r_nlin d(t,t;)) <oévteT.

Aus a) folgt nun: In;(e) € IN : Vn > n;

€

len(ts) — 2 ()l < 3

n, := max n; hat diese Eigenschaft VYn > n,Vi € {1,...,r}

i=1...r

. AuBerdem folgt aus a) und (x): |z(t) — z(?)|| < &, falls t,t € T,
d(t,t) < 6.

Es seien nun n > n, und ¢t € T bel. gewéhlt.

~ Jie{l,...,r}:d(tt;) <.

5
3

~ Ja(t) =z ()] < !x(t) — a(ty)[|+ o) — za(@) |+ 2nts) — zu(@)]

< —l—E—l— =c
3 =e.

~ sup [[z(t) — za(t)]| < &, Vn = n,.
T

o

w
w

te
~» Bedingung b) ist erfiillt. O

In C(T) laBt sich nun ein recht einfaches Kriterium fiir die gleichméfige
Konvergenz einer punktweise konvergenten Folge von Funktionen beweisen.

Satz 4.39 (Dini)

Es sei (T,d) ein kompakter metrischer Raum.

(xn) sei eine Folge in C(T'), die punktweise gegen x € C(T') konvergiert
und fir die (x,(t)) monoton wachsend ist, fir jedes t € T. Dann ist (x,)
gleichmdf$ig konvergent gegen x.

Beweis:

Nach Voraussetzung gilt: z,,(t) < x,.1(t) < z(t), Yn € INVt € T.

Es sei € > 0 beliebig vorgegeben.

~ Yt € Tan,(e,t) € IN: 0 < x(t) — x,(t) < e, Vn > ng = ny(e,t).

Wir betrachten nun die Funktion z—x,, € C(7T) fiir beliebig gewéhltes t € T'.
Da diese Funktion insbesondere in t stetig ist, existiert eine offene Umgebung
U(t) von t, so daf}

(@ =2, )(U(1)) <e.
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Wir erhalten, dafl
Tc|Juw.
Nach Satz 2.43 existieren endlich viele t1,...,t, € T, so dafl
Tc|Ju).
i=1

Wir setzen m, = max{n,(e,t1),...,n,(c,t,)}. Essein € IN, n > m,, und

t € T sei beliebig gewahlt.

~ Jdie{l,....r}:teUt)

0 < 2(t) — 2a(t) < alt) — 20 (£) < 2{t) = Ty (1) < =

~ sup |z(t) — z,(t)| < e, Vn > m,. 0
teT

Als Anwendung der Ergebnisse dieses Kapitels betrachten wir schliefllich noch
sog. Funktionenreihen.

Es sei T eine nichtleere Menge, z,, : T' — @', Vn € IN, und wir betrachten die
Reihe

PIER
k=1
die wie in Def. 3.18 als Folge der Partialsummen s, := Y  xx (n € IN) zu

k=1
verstehen ist.

Definition 4.40

Die Funktionenreihe > xp heifit
k=1

a) punktweise konvergent, wenn die Folge (> xx(t))nen in@ konvergent ist
k=1
fiir jedes t € T (d.h. wenn die Folge der Partialsummen punktweise

konvergent ist);

b) gleichmdfig konvergent (gegen x : T —@'), wenn

sup| > a(t) — z(t)] — 0
k=1

teT

(d.h. wenn die Folge der Partialsummen gleichmdf$ig gegen x konver-
giert).
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Satz 4.41
Es seien x, : T — @', ¥n € IN, Funktionen; es gelte sup |z, (t)| < a,, a, € IR,

teT
Vn € IN, und die Reihe > ay sei konvergent.
k=1
Dann ist die Funktionenreihe > x). gleichmdaf$ig konvergent.
k=1

Beweis:
Wir setzen s, := > xy, d.h. s,(t) = > xx(t), Vt € T Vn € IN.
= k=1

k=1
Dann gilt fiir alle n,m € IN,n > m:

n

sup s,(6) = (O] < sup 3 fm() < 30 swplea(t) = D ax

teT teT k=m+1 k=m+1 k=m+1

Da die Reihe ) a; konvergent ist, folgt aus Satz 3.22 a), daB die Folge
k=1
(sn) in B(T,@) eine Fundamentalfolge ist. Nach Satz 4.28 besitzt die Folge

(sn) einen Grenzwert in B(T',d"), d.h. sie konvergiert gegen diesen Grenzwert

gleichmafBig. a

Folgerung 4.42

Eine Potenzreihe Y ax(z—a)* (mit Konvergenzradius p > 0, vgl. 8.43) ist in
k=0

jeder kompakten Teilmenge der offenen Kreisscheibe B, ={z€@:|z—a|] <
p} gleichmdfig konvergent.

Die Funktion f: B, =@, f(z) := Y ax(z — a)*, Vz € B,, ist stetig.
k=0

Bewelis:

Es sei k C B, kompakt und p; := sup |z — al.
zeK

Nach Vor. gilt p; < p und (limsup /|a,|)™' = p~ In, € N, so daB

n—~o0

1
Ve < =+4+¢, VYn>n,,
p

wobei € > 0 so gewéhlt ist, dafl pl(% +e) < 1.
Dann gilt fiir bel. z € £k und n > n,:

n ]' n _n ]' n ~
sup |2, (2)| = sup |an||z — af"] < (= +)"py = [p1(= +)]" = dn.
2€K 2€K 1Y 1Y

Die Reihe ) ay ist aber konvergent (als geom. Reihe), und der erste Teil der
k=1
Aussage folgt aus Satz 4.41.
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Um die Stetigkeit von f in einem bel. Punkt 2, € B, zu zeigen, wéhlen wir
r > 0 so, da§ B(z,,7) C B,.

Aus dem ersten Teil des Beweises folgt mit K := B(z,,7), da die Folge der
Partialsummen der Potenzreihe gleichméaBig in K gegen f konvergiert. Da
alle Partialsummen als Polynome in z stetig sind, folgt deshalb die Stetigkeit
von f in K, und damit speziell in z,, aus Satz 4.35. O

Bemerkung 4.43

Folg. 4.42 liefert speziell einen neuen Beweis fir die Stetigkeit der Ezpo-
nentialfunktion (vgl. Bsp. 4.5b)).

Sinngemajf gilt 4.42 auch fir reelle Potenzreihen auf ihrem Konvergenz—
Intervall!

Ubung: Man zeige, daf8 eine Potenzreihe i.a. nicht gleichmdflig auf B, kon-
vergiert

(fiir p €]0, +o0] und p = +00).

Wir kommen nun noch zu einer Schlufifolgerung aus Satz 4.39 fiir die gleich-
miéBige Konvergenz von Funktionenreihen in C(7T).

Folgerung 4.44
FEs sei (T, d) ein kompakter metrischer Raum.
FEs gelte fir x, € C(T) (n € IN), daff z,(t) > 0, Vt € T'¥n € IN, und dafs

die Reihe Y xy punktweise gegen eine Funktion aus C(T) konvergiert.
k=1

Dann konvergiert die Reihe Y xy. gleichmdfSig (gegen diese Funktion).
k=1

Beweis:
Fiir die Partialsummen s, mit s,(t) := > ax(t), Vt € T, gilt s, € C(T),
k=1

Vn € IN.

Nach Vor. ist (s,(t)) eine monoton wachsende Folge, V¢t € T, und (s,)
konvergiert punktweise gegen eine Funktion aus C'(7"). Deshalb ist die Aussage
eine Konsequenz von Satz 4.39. O

Beispiele 4.45

a) Dirichletsche Reihe: Y & (t €]1,+00]).
k=1

Die Funktionen x,(t) == n~" = exp(—tln(n)), Vt €]1,+oc[, Vn € IN,
sind stetig und nichtnegativ.

Nach Bsp. 3.25 ist die Dirichletsche Reihe punktweise konvergent fiir
jedes t €]1,400].

Die Anwendung von Folg. /.44 auf einer bel. kompakten Teilmenge
von |1, +oo[ fallt aber schwer, da nicht ohne weiteres klar ist, ob die
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Dirichletsche Reihe punktweise gegen eine stetige Funktion konvergiert!
Betrachtet man aber z.B. die Menge T, == {t € R: t > r > 1}, so gilt

nt<nT", VteT, VnéclN.

~ S &, r> 1 ist konvergent.
k=1
so resultiert die gleichmdfige Konvergenz der Dirichletschen Reihe Vt €

T, sofort aus Satz 4.41.
Also ist die Reihe auf T, (Vr > 1) auch stetig!

b) itk (t e [0,1])

Es gilt z,(t) ==t > 0, Vt € [0,1] Vn € IN, und die Funktionenreihe
konvergiert punktweise gegen

s(t) == ——, Vt € |0,1] (geometrische Reihe!).

Da s stetig ist, Vt € [0,1], konvergiert die Funktionenreihe nach Satz
4.44 auf jedem Intervall [0,r] (r < 1) gleichmdafig!

4.3 Reelle Funktionen einer reellen Verinderlichen

Wir betrachten in diesem Kapitel Funktionen f : D(f) — IR mit D(f) C IR.
Natiirlich sind sdmtliche Ergebnisse aus den Kapiteln 4.1 und 4.2 anwendbar;
jedoch kommen nun neue Aussagen hinzu, in denen die Besonderheiten von
IR (Korpereigenschaften, Ordnungsstruktur) ausgenutzt werden.

Z.B. kann man fir f: D(f) — IR und ¢ : D(g) — IR folgende Funktionen
definieren:

=af(r), Yz e D(f),Va € R,
(f +9)(@) == f(x) + g(x), VzeD(f)nD(g),
(f9)(x) = fx)g(x), Vo e D(f)N D(g),
! Vax € D(f).

(Addition und Multiplikation von Funktionen mit einem Skalar sind analog
natiirlich auch fiir Funktionen mit Wertebereich im IR™, und Multiplikation
bzw. Division fiir solche mit Werten in @' erklart, was wir zum Teil auch schon
benutzt haben. Dabei ist jeweils auch als Definitionsbereich ein metrischer
Raum zugelassen. )
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Satz 4.46
Es seien f: D(f) — IR und g : D(g) — IR stetig in x, € D(f)ND(g). Dann

sind
a) af +Bg (o, € R) und fg stetig in x,, und

b) % ist stetig in x,, falls f(x,) # 0.

Beweis:
Mit Hilfe der Limes—Charakterisierung der Stetigkeit (Satz 4.3 ¢)) und den
Rechenregeln fiir Grenzwerte (Satz 3.7). O

(Fiir die Linearkombination gilt 4.46 allgemeiner im Fall von Wertebereich:=
IR™. Der ganze Satz bleibt giiltig, falls D(f) bzw. D(g) Teilmengen eines
metrischen Raumes sind.)

Beispiel 4.47

k
Z a;zt
Rationale Funktionen r(x) := S—(a;, b; € IR,i,j € IN,) sind definiert und
bjxd
=0

!
stetig auf D(r) :={zx € R: Y b2’ # 0}.
7=0

! k ,

Bws.: Polynome sind stetig ~ f = bjxl und g = Y a;x" sind stetig
j=0 i=0

~ h = % und g - h =r sind stetig. O

Definition 4.48
FEine Funktion f : D(f) — IR, D(f) C IR, heifit (streng) monoton wachsend
[fallend], wenn fir alle x1, x5 € D(f) mit x1 < x5 gilt:

flz1) < flze)  (f(z1) < fla2))
[f(z1) = flw2) (f(x1) > f(x2))].

Trifft eine von beiden Figenschaften zu, so sagt man allgemeiner, dafl f
(streng) monoton ist.

Satz 4.49
Es sei f: D(f) — IR, D(f) =: I sei ein Intervall.

a) Ist f stetig und injektiv, so ist f streng monoton.

b) Ist f streng monoton, so ist f injektiv und f=': f(I) — IR ist stetig und
streng monoton.

Bewelis:
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a) Esseien a,b € I mit a < bbel. gewihlt. Da f injektiv ist, gilt f(a) # f(b).
Es gelte 0.B.d.A. f(a) < f(b). Da f stetig ist, existiert ¢ € [a, b[ mit
f(e) = if f()
z€la,b]
Annahme: ¢ # a.
~ f(c) < f(a) < f(b) und nach dem Zwischenwertsatz (Satz 4.9):

~ [f(c), FO)] € f(le,b])
X; 3z € [¢,b] : f(z) = f(a) ~ f ist nicht injektiv.

Wiére nun f nicht streng monoton wachsend auf [a, b], so gébe es x1, 29 €
[a,b] mit 21 < xo und f(z1) > f(x9).

f(a) < f(2) < Flan).

nach Satz 4.9 folgt analog zu oben: 3% € [a,z1] : f(Z) = f(x2).
Widerspruch zur Injektivitat von f!

f ist streng monoton wachsend auf [a, b] bei bel.

gewdhlten a,b € I, a <b.

~»  f ist streng monoton.

¢ ¢ ¢

b) O.B.d.A. sei f streng monoton wachsend. Dann gilt also fiir bel. zy, 29 €
I:21 <29 <= f(l’l) < f(l’g)
~ f ist injektiv und f~! ist streng monoton wachsend auf f(I).
Wir zeigen noch: f~1 ist stetig auf f(I).
Sei gy € f(I) bel. und 7 := f~'(y) € I
Wir unterscheiden 2 Félle:

(i) z ist kein Randpunkt von .
~dr>0:[z—rz+r]C1.
Sei € €]0, r] beliebig gewahlt.
~ T —¢e < T <Z+ ¢ und alle Zahlen gehéren zu [.
~ f(z—e)<y< f(T+e).
~ 35 >0: B(g,9) C|f(z —e), f(z+¢)].
dh. f(z—¢)<y< f(T+¢), Yy € B(y,0).
~ T—e< f"Yy) <T+e, Yy e B(y,9).
~ N y) =2 =1 y) — @) <e Yy ly — gl <o
Dies ist aber die Stetigkeit von f~! in .
(ii) z ist (0.B.d.A. linker) Randpunkt von I.
~ 3Jr>0:[z,z+r] C 1.
Sei € €]0, r[ wieder bel. gewéhlt.
~ gy < f(z+¢), da f streng monoton wachsend.
~ 35 >0:Vy € B(y,0)N f(I) gilt: f(T) <y < f(ZT+¢).
~ f(T) <y < f(T+¢e), Vy € B(y,0) N f(I).
~ T < fTHy) <T+e.
dh. [fHy) = f @) <e Vye B(yg,o)n f(I). O
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Folgerung 4.50
Die Ezxponentialfunktion und der natirliche Logarithmus sind auf IR bzw.
10, +o00[ streng monoton wachsend (und stetig).

Beweis:

Da exp auf IR stetig und injektiv ist, ist exp nach 4.50 a) streng monoton.
Wegen exp(0) = 1 und exp(z) > 1, Vo > 0, mufl exp streng monoton
wachsend sein.

Aus 4.50 b) folgt dann dasselbe fiir In. O

Wir untersuchen im folgenden auch Funktionen, die nicht stetig sind, und
werden die Art der ” Unstetigkeit” klassifizieren. Dazu fithren wir sog. ”ein-
seitige Grenzwerte” ein (vgl. auch Def. 4.23 fiir die Definition eines Grenz-
wertes).

Wir betrachten f: D(f) — IR, D(f) C IR und folgende Mengen bzw. Funk-
tionen fiir fixiertes a € IR:

D, :=D(f)N] —o0,a] , D, := D(f)N]a,+oo],
fie="flp, » fr=flp.-

Definition 4.51

a) Sei a € D; (d.h. a sei Haufungspunkt von D;). Falls der Grenzwert
lim fi(x) =: y, existiert, so heifit y, linksseitiger Grenzwert von f in a.

b) Sei a € D.. Fualls der Grenzwert lim f,.(x) =: y, existiert, so heifit y,

r—a

rechtsseitiger Grenzwert von f in a.

Schreibweise: lim f(z) = f(a—) = y; bzw. xlirgrf(x) = f(a+) :==y,.

r—a—

Satz 4.52
Sei f: D(f) — IR, D(f) C IR, und es gelte a € D;N D..

a) Der Grenzwert lim f(x) existiert und ist gleich y gdw. die beiden einsei-

tigen Limites f(a—) und f(a+) existieren und gleich y sind.

b) fistina € D(f) stetig gdw. die einseitigen Grenzwerte f(a—) und f(a+)
existieren und gleich f(a) sind.

Bewelis:

a) Die Richtung (=) ist klar nach Definition. Fiir die Umkehrung mogen
nun die einseitigen Grenzwerte f(a—) und f(a+) existieren und gleich
t sein.
Es sei nun (z,) eine Folge in D(f) mit z, — a (0.B.d.A. gelte z,, # a,
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Vn € IN; sonst Folge zerlegen). Dann kann die Folge zerlegt werden in
zwei Teilfolgen

(:1:%1)) mit 2 < a und (5522)) mit ¥ > a.

~ dim i) = fla=) =y = f(a+) = lim f(2?).

~ lim f(xg)) =y = lim f(xg))

~ lim f(z,) =y, d.h. y ist der Grenzwert von f in a.

n—oo

b) folgt aus a), der Definition des Grenzwertes und der Stetigkeit. O

Definition 4.53
Sei f:D(f) — IR, D(f) C IR und a € IR.

a) f heifSt linksseitig (rechtsseitig) stetig in a € D(f), falls

fla) = fla=) (f(a) = f(a+)).

b) Man sagt, f besitzt in a € D; N D, eine Sprungstelle (Unstetigkeitsstelle
erster Art), falls die einseitigen Grenzwerte f(a—) und f(a+) existieren
und verschieden sind.

In diesem Fall heif$t o := f(a+) — f(a—) Sprung von f in a.

Man sagt, f besitzt in a € D;N D.. eine Unstetigkeitsstelle zweiter Art,
falls wenigstens einer der beiden einseitigen Grenzwerte nicht existiert.
Man sagt, f besetzt in a € D(f) eine hebbare Unstetigkeit, falls f in a
nicht stetig stetig ist und lim existiert.

Beispiele 4.54
1, x>0
a)f:]R—>]R,f(:c)::{_1 o0

x = 0 ist Unstetigkeitsstelle erster Art von f mit f(0+) = 1 und
f(0=)=—1, d.h. Sprung o =2 von f inx =0.
f st rechtsseitig stetig in x = 0.

b) Die Dirichlet-Funktion (vgl. 4.5 a) (iii)) hat in jedem Punkt in IR eine
Unstetigkeitsstelle zweiter Art (gegen jeden Punkt aus IR konvergieren
Folgen aus nur rationalen bzw. nur irrationalen Zahlen)!

c) Fir die Funktion f :]0,+oo[— IR, f(z) := sini, V& €]0,+oo, existiert
der Grenzwert f(0+) nicht!

Bew.:  Wir betrachten die Folge (xy,), x, 1= w(n1+l)’ Vn e IN.
2
Es qilt: x, >0,Vn € IN, x, — 0 und
sin - =sin(mn + %) = (—=1)", Vn € IN.

D.h." die Folge (sin i) besitzt keinen Grenzwert! O
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Satz 4.55
FEine monotone Funktion f : [a,b] — IR besitzt in jedem Punkt alle (sinnvol-
len) einseitigen Grenzwerte. Es gilt z.B. fir wachsendes f

fla=) =sup{f(y) : y € [a,z[} (Vx €a, b)),
fla+) =inf{f(y) -y €]z, 0]} (Vo € [a,0]),

fla) < flat), f(z=) < f(z) < f(z+), Vo €la, b, f(b—) < f(b).
f besitzt hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen (erster Art).

Beweis:

Fiir den ersten Teil der Aussagen beschranken wir uns 0.B.d.A. auf den Fall:
f ist monoton wachsend. Es geniigt ferner, den Fall linksseitiger Grenzwerte
zu betrachten.

Es sei also x €]a,b] und z :=sup{f(y) : y € [a,z[} < f(x).

Sei € > 0 beliebig vorgegeben.

~ dz, €la,b: z —e < f(z,) < z.

~ Yy €lxo, 2 2 —e < f(z,) < fly) < 2.

~ | fly) — 2| <e,Vy:0<z—y<d:=|r—ua,

~» 3f(x—) = z (e-0-Schreibweise fiir linksseitigen Grenzwert).

Analog argumentiert man fiir « € [a,b[ und z := inf{f(y) : y €]x,b]}. Die
nachfolgenden Ungleichungen sind dann ebenfalls klar!

Wir zeigen noch den letzten Teil der Aussage.

Sei U die Menge der Unstetigkeitspunkte von f in ]a,b[, d.h.

U:={z €la,b]: f(z—) < f(z+)}.

Ferner sei U, := {z €]a,b[: o(x) := f(x+) — f(x—) >}, Ve > 0.
Da generell gilt, dafl

o(z) < f(b) = fla), V& €la,b],

ist fiir jedes € > 0 die Menge U, endlich.
~ U = |J U. ist hochstens abzéhlbar (Satz 1.28). O

nelN "

Satz 4.55 berechtigt uns zu folgender Definition:

Definition 4.56
Ist f : [a,b] — IR monoton wachsend, so heifst die Funktion s(f;-) : [a,b] —
R, s(f;a):=0, und

s(fix) = [flat) = f(@] + D _[f(y+) = fy=)] + [f(2) = fla=)] (« Ela,b]).

yeU
y<zx

Sprungfunktion von f. Hierbei ist U die Menge aller Unstetigkeitsstellen von
f in]a,bl.
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Satz 4.57
Sei f : |a,b] — IR monoton wachsend und s(f;-) die Sprungfunktion von f.
Dann ist die Funktion g : [a,b] — IR,

g(SL’) = f(il?)—S(f;SL’), Vo € [avb]a

monoton wachsend und stetig.

Beweis:
Seien x, 7 € [a,b] mit x < Z. Dann gilt:

s(f;7) = s(fz2) = [fla+) = f@)]+ D [flyt) = fly=)]+[f (@) = f(E-)]

yelU
r<y<T

< f(&) — f(z), da f monoton wachsend ist.

~ g(z) < g(&), d.h. g ist monoton wachsend.

Wir zeigen noch: g ist stetig.

Aus der obigen Ungleichung und der Definition von s(f;-) folgt fiir beliebiges
x € [a,b] und eine bel. Folge (z,) mit z,, > = und z,, — z:

9(@n) — g(x) = f(zn) — f(@) = (s(f12a) — s(f, 7))

ferner gilt s(f;x,) — s(f,z) < f(x,) — f(x) (siehe eben), und s(f;x,) —
s(fix) > f(z+) — f(x), es gilt also:

flat) = f(x) < s(fian) = s(f;2) < fan) — f(2), Vn € IN.

Durch Grenziibergang n — oo erhélt man daraus:
flat) = fz) < s(fia+) = s(fi2) < flat) — fla).

~ g(x —n) —g(x), . glz+) — g(xr) =0, d.h. g ist rechtsseitig stetig.
Ganz analog zeigt man schliefllich fiur bel. z €]a, b] : g(z—) = g(x). O

Definition 4.58
Seif:A— IR, ACIRR,ac A

a) Man sagt, f hat in a den uneigentlichen Grenzwert 400 (bzw. —oc), falls
fiir jede Folge (x,) in A mit z,, — a die Folge (f(x,)) bestimmt gegen
+oo (bzw. —o0) divergiert (vgl. 3.8).
Schreibweise: :}cﬁ% f(z) =400 (—o0)

b) Analog wird definiert: limif(:z) = +oo (einseitige uneigentliche Grenz-

werte)

c) a heifst Unendlichkeitsstelle von f, falls lim |f(z)| = 4o0.
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Definition 4.59
Sei f:A— IR, AC IR.

a) Sei A nach rechts unbeschrinkt. Man sagt, f besitzt den (uneigentlichen)
Grenzwert y € R (y = +00 bzw. y = —o0) fiir x — 400, falls fiir jede
Folge (x,,) in IR mit x,, — +oo die Folge (f(x,)) gegen y konvergiert
(bzw. bestimmt divergiert).

b) Ist A nach links unbeschrinkt, so definiert man analog alles fiir v — —o0.

Schreibweise: lirin (x) =y.

Beispiele 4.60

a) 11%1”% =400 (Ya>0) (vgl. Bsp. 3.11b))
glci_)r% % = 400, d.h. a =0 ist Unendlichkeitsstelle von f(z) = %.
b) lim k=0 (va>0)
1

. 2——
= lim —% = %
m—»+a33—5

2x—1

c) lim ]

Tr——+00

d) lim exp(z) =+oco (wegen exp(z) > 1+ z,Vx >0)

r——+00
lim exp(z) =0 (wegen exp(—z) < (1+z)"', V2 >0)
e) xl—lgloo v %exp(z) = +oo  (wegen exp(x) > 1+ %, Ve >0)
lim zfexp(z) =0 (aus dem ersten Teil von f)).
(Vk € IN)
f) lim In(z) =400 (da In streng monoton wachsend und
v wegen In(exp x) = x nicht beschrinkt)
lir(r]1+ln(x) = —0o (wegenlnz=—Inl Vo >0)
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5 Differentialrechnung

In diesem Kapitel entwickeln wir die Grundlagen der ” Differentialrechnung”
fiir Funktionen, deren Definitions— und Wertebereiche Teilmengen von IR
bzw. IR™ sind. Zentraler Begriff ist der der Ableitung einer Funktion, die
wesentlich das lokale Anderungsverhalten derselben beschreibt. Mit solchen
Veranderungsphinomenen haben wir uns auch bereits im letzten Kapitel
beschéftigt: Stetigkeit, Monotonie.(Jetzt kommen wir zu einer neuen Qualitét,
indem wir das Anderungsverhalten einer Funktion f mit dem der Funktion
g(x) ==z (v € IR™) lokal vergleichen.)

Wir beginnen mit dem Fall m = 1, d.h. mit reellen Funktionen einer reellen
Verdnderlichen, und setzen mit dem mehrdimensionalen Fall fort (vgl. Kap.
5.2).

5.1 Differentialrechnung reeller Funktionen einer reellen
Veridnderlichen

Essei f: D(f) — IR, D(f) C IR und z, € int(D(f)).

Dann heifit die Funktion ¢ : {h € R\{0} : z, + h € D(f)} — IR, definiert

durch
ity = L0001 Slo)

Differenzenquotient von f in x,.

vh € D(p),

Definition 5.1

Fualls der Grenzwert von ¢ in h = 0 existiert, d.h.

) o f<$o+h)_f($0)_, / g

lim ¢ (h) = lim . =1 f(wo) = o—(20),

so heifit f'(x,) die Ableitung (oder: der Differentialquotient) von f in x,.
Man sagt dann, daf f differenzierbar in x, ist.

Ist D(f) offen, so heifit f differenzierbar, falls f in jedem x, € D(f) differen-
zierbar ist. In diesem Fall heifst die Funktion f': D(f) — IR, wobei f'(x,)
fiir jedes x, € D(f) wie oben definiert ist, die Ableitung von f.

Bemerkung 5.2

Da nach Voraussetzung gilt, daff z, € int (D(f)), existiert € > 0, so dafs
[ —e,x+¢] C D(f)~ [—¢,e]\{0} C D(p). Also ist 0 Haufungspunkt von
D(p) und der Grenzwert }lllir(l) o(h) ist definiert gemafs Def. 4.22.

Folglich ist also f differenzierbar in x, mit Ableitung f'(x,), falls fir jede
Folge (hy,) mit h, — 0, h, # 0 und z, + h, € D(f), Vn € IN, gilt:

lim f(xo+hy) — f(20)

n— o0 hn

= [(x,).
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Diese Definition geht auf Cauchy (1821) zuriick. Der Differentialkalkil war
jedoch bereits von Newton und Leibniz entwickelt worden, allerdings nicht auf
exakter Grundlage, da ohne Limesbegriff. Ist D(f) ein Intervall und x, ein
Randpunkt von D(f), so gilt D(yp) C|0,+oo[ bzw. D(p) C] — 00,0], und es
lassen sich einseitige Ableitungen von f in x, als einseitige Grenzwerte von
winh=20,d.h.,

Jim () = fa=), lim p(h) = f(at),

im Sinne von Def. /.51 definieren.

Ist D(f) ein abgeschlossenes Intervall, so werden wir f differenzierbar auf
D(f) nennen, falls f in allen inneren Punkten differenzierbar ist und in den
Randpunkten die einseitigen Ableitungen existieren. Natiirlich lassen sich
einseitige Ableitungen auch in inneren Punkten von D(f) definieren.

Bemerkung 5.3

Geometrische und analytische Interpretation der Ableitung: Zu gegebenem
f:D(f) — IR und x, € int (D(f)) C IR betrachten wir die beiden folgenden
Funktionen:

S(x) = f(x,) + W(i —1,),

T(x) = f(xo) + f'(w,)(x — x,) (falls f'(x,) existiert).

S st die "Sekante” und T die "Tangente” an

f (in x, und x, + h bzw. in x,), d.h.

f'(x,) ist der Anstieg der Tangente, M der der Sekante.

Analytisch bedeutet die Differenzierbarkeit von f:
f(x) = fzo) + fl(xo)(x — x0) + w(f, 2 — x,) ("Restglied”)

d.h. die Funktion f lafst sich lokal durch eine lineare Funktion approximieren
(die ”Tangente”),d.h. Ja € IR:

f(x) = f(xo) + alr —x,) + w(f;2 = x,), VreD(f)
w(fiw=z0) _ (.

T—xo

wobei lim

T—To

Diese Formulierung der Definition der Differenzierbarkeit ist verallgemeiner-
bar auf den mehrdimensionalen Fall! (Kap. 5.2)

Bemerkung 5.4

Die Definition der Ableitung in 5.1 kann natirlich auf Funktionen f : D(f) —
R™, D(f) C IR, verallgemeinert werden, indem der Grenzwert in IR™ (was
gleichbedeutend ist mit "komponentenweise”, vgl. Kap. 3.2) gebildet wird, d.h.
f'(z,) € R™.

Eine direkte Verallgemeinerung auf den Fall D(f) C IR*, k > 1, ist wegen der
nicht erklirten Division aber unmdoglich (Ausnahme D(f) C @', siche spdter
in Kap. 8)! Jedoch zeigt sich, daf$ die ”Linearisierungs”—Idee aus Bem. 5.3
zur Definition einer Ableitung in diesem Fall geeignet ist (vgl. Kap. 5.2, 5.3).
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Satz 5.5
Es seien f: D(f) — IR, D(f) C IR, f sei in x, differenzierbar.

a) Dann ist f in x, stetig.

b) Sei weiterhin g : D(g) — IR, D(g9) € IR, z, € int (D(f) N D(g)) und g in
z.0 differenzierbar. Dann sind auch die Funktionen (von D(f) N D(g)
in IR) af + Bg, fg und g (falls g(x,) # 0) in z, differenzierbar, und es
gelten die Regeln:

(af+89)(zo) = af'(z,)+Bg(x) (o,p€ R),
(f9)(xo) = [f(xo)g' (o) + f(w0)g(wo) (7 Produktregel”),
(j),(x ) f'(20)g(x,) = f(20)g' (o)
g9 " (9(0))?

(7 Quotientenregel”).

Bewelis:

a) Sei € > 0 beliebig. Es gilt nach Voraussetzung:
lim = ST |l + B) — f(z0)] = | (@)l

~> 30, > 0: |—}1l‘|f(:co+ h) — f(z,)| < |f'(z,)| + 1, falls |h| < 0,,

~ [f(2o + 1) = f ()| < (1f' (o) + 1)|A], falls |h] < o,

Wir wéhlen 0 < 0 <6, so, daf aus |h| < ¢ folgt:

(L' (@o)| + D[] <&

~ Vo € D(f) mit [z — x| < & st | f(z) — f(zo)| < (|f'(2o)| + D[R] <&
~ f ist stetig in z, (Satz 4.3!).

b) Mit h # 0, so dal x,+h € D(f)ND(g), erhélt man aus den Rechenregeln
fiir Grenzwerte (Satz 3.7):

O‘f(xo + h) + ﬂg(xo + h) B O‘f<xo) B ﬁg(mo> —
h

:af(xo—i_h}z_f(xo)_i_ﬂ

g(wo + h) — g(x,)
h

P O‘f/(xo> + ﬂg/(xo>v

.f(xo + h)g(l’o + h) - f(l’o)g(l’o) _
h

g(zo + h) - g(l’o)
h

f($o+h) - f(zo)
h

= f(zo+ 1) +9(z,)

— [(2)g'(7,) + g(,) f'(x,) (nach Vor. bzw. aus b)).
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f@oth) _ f(@o)
g(xo+h) o g(zo) lf(zo + h)g(xo) B f(xo)g(xo + h)

h h 9(To + h)g(x,)
_ 1(f(@o + 1) = f(20))g(w,) — f(20)(g(x0 + h) —g(x,))
h 9(wo + h)g(x,)
f(:co—l—h})L—f(:Eo)g(l.o) g(wo+hf)L—g(:vo)f(%)
g9(xo + h)g(z,)
9(®0) [(w0) — f(@o)g' (o)
ho (9(,))?

(nach Vor. bzw. aus a), wobei noch angemerkt werden muf}, dafl wegen
g(x,) # 0 und der Stetigkeit von ¢ in z,, auch g(x, + h) # 0 fir
hinreichend kleines |h| gilt). O

Satz 5.6 (Ableitung der inversen Funktion)
Sei f: D(f) — IR injektiv, stetig und in z, € int (D(f)) differenzierbar.
Dann ist die inverse Funktion f=': R(f) — IR in y, = f(x,) differenzierbar,
wenn f'(x,) # 0 ist, und es gilt

1 1

) = 5y = 70w

Beweis:

Nach Satz 4.49 ist f auf [z, — e,2, + €] € D(f) (¢ > 0 geeignet gewéhlt)
streng monoton (0.B.d.A. wachsend) und f=! auf f([z, — &, 2, + €]) stetig.
Es gilt also:

Yo €l (w0 =€), f(2o +€)[C R(S),

d.h. y, ist innerer Punkt von R(f). Es sei nun (y,) eine Folge in R(f) mit

Yn 7£ Yo, Yn — Yo-
~ = [N yn) — N Yo) = 1, und T, # 2.

n—o0

N (S B e PR W
Yn — Yo f(xn) = (o) % oo f(w,)
~s f~1ist in y, differenzierbar, und die angegebene Formel gilt. O

Beispiele 5.7
a) f(x):=aF Vo€ R (ke IN). Dann gilt fir z, € IR, h # 0 bel.:

Y =5 g ;) %o h—ax | = g e h ( )

1=0 =1

. (k)xk—l — k LUk_l
h—0 1 o o
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Also ist f differenzierbar in x, mit f'(x,) = ka1,
Als Konsequenz aus Satz 5.5 b) sind alle Polynome auf IR differenzierbar.
Aus demselben Resultat folgt fiir g(x) := 2%, Vo € IR\{0} (k € IN):

/ _ lll’ __f/(xO) :_x]g_lz_l,—k—l
g(xo) _(f)( O)_ (f(Io))2 k Z’gk k: o .

Als Konsequenz aus Satz 5.5 a) sind alle rationalen Funktionen in jedem
Punkt ihres Definitionsbereiches (vgl. Bsp. 4.47) differenzierbar.

b) f(z) :=exp(x), Vo € IR. Seien z, € IR, h # 0 bel.

~> —(exp(z, + h) —exp(z,)) = exp(x,) {%(exp(h) — 1)] (3.47")

© k-1
e (52)

k=1

S| =

und }llin% > h];: =1 (analog zu Bsp. 4.5 b)!).
V=1 "
~ f'(z,) = exp(x,).
Als Konsequenz aus Satz 5.6 ergibt sich, da exp injektiv, stetig und
differenzierbar ist (vgl. 3.47, 4.5):

—1ys — 1’ — 1 _ l
(7)) =) = s = Yoo >,

d.h. In :]0, +oo[— IR ist ebenfalls differenzierbar.
g(x) :=exp(ix), Vo € IR. Seien x, € IR, h # 0 bel.

Analog zu oben erhdlt man:

B0l ) = gla) = glea) | explin) ~ 1]
0 ikpE—1
= g(xo> (Z L ) h*:()g(l’o) - 1.

Also gilt: ¢'(z,) = iexp(iz,).

Da gilt: g(x) = cosx + isinz erhalten wir daraus:

(cos) (x,) = %(Re(exp(i-)))(:co) = Re(iexp(iz,))
= Re(i(cosz, +isinz,)) = —sinz,

und analog (sin)'(z,) = cos z,.
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c) f(z):=|z|, Yz € R.
f ist nicht differenzierbar in x, =0, da gilt:

fG)—£0) o f(=3) = £0)

pa— , — =—1, VnelN.

Es gilt: f'(0+) =1, f'(0—) = —1 (Die einseitigen Ableitungen existieren
also).

d) Wir konstruieren eine Funktion f : IR — IR, die stetig, aber nirgends
differenzierbar ist.
Dazu betrachten wir zundchst die folgende ”Sdgezahn”—Funktion:

2°2
gz +1) =g(x),Vr € R.

11
g:R— IR , g(x):=|x|,Vx € [——,—},und

g ist nach c¢) nicht differenzierbar in den Stellen %, Vj € ZZ, aber stetig.
"Verdichtete” Sdgezahn—Funktionen:

1
g R— IR, gi(z):= ?9(2%), Vo € IR, Vk € IN,.

gr ist stetig und nicht differenzierbar an den Stellen z,fﬁ, Vj e Z.
Wir definieren nun f(x) := Y gx(x), Vz € IR.
k=0

Wegen 0 < gp(z) < #, Vr € RVK € IN, ist die Funktionenreihe
nach Satz 4.41 gleichmaf$ig konvergent. Da alle gy, (k € IN) stetig sind,
ist also auch f stetig. (Satz 4.34 !).

Man kann nun zeigen, daf§ f in keinem x, € IR differenzierbar ist
(Ubung; Barner/Flohr, Kap. 8.1, S. 263).

Satz 5.8
Es sei f: D(f) — IR in x, € int (D(f)) differenzierbar, und f besitze in x,
ein lokales Extremum, d.h. es existiert eine Umgebung U von x,, so daf

Vo e UND(f): f(z) < f(w,) bzw. f(zo) < f(x).
Dann gilt f'(x,) = 0.

Beweis:
Wir koénnen U so klein wihlen, dal z, € U C D(f) und 0.B.d.A.

f(z) < f(z,), Vel
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Deshalb gilt:
f@) = f(=o)

T —x,

< 0, falls >z, und

> 0, falls z<uxz,.

Da aber f in z, differenzierbar ist, existiert der Grenzwert

i 1@) = (@)

T—To X — T,

= f'(z,) und muB gleich 0 sein. O

Satz 5.9 (Rolle)
Es sei f: |a,b] — IR stetig, f sei auf]a,b| differenzierbar und es gelte f(a) =
f(b).

Dann ezistiert T €|a, b mit f'(Z) = 0.

Beweis:
Ist f eine konstante Funktion, so ist die Aussage trivial.
Es sei also f nicht konstant. Dann existiert ein x, €|a, b| mit 0.B.d.A. f(z,) >

f(a). Nach Satz 4.13 existiert & € [a,b] mit f(Z) = m{a;g} f(z).

~ [(2) = f(x,) > fa) = f(b) ~ & €|a,b] und f(z) < f(T), Vi € [a, ]
~ f'(z) = 0 nach Satz 5.8. O

Satz 5.10 (Mittelwertsatz)
Es sei f :[a,b] — IR stetig und auf |a,b| differenzierbar. Dann existiert ein
T €la, b] mit

Beweis:
Wir betrachten die Funktion g(z) := f(x) — f(b f(“) (x —a), Vz € [a,b].
~> ¢ ist stetig auf [a, b], differenzierbar auf a, b[ und es gilt
9(a) = f(a) = g(b).
~> aus dem Satz von Rolle folgt: 3% €la, b[: ¢'(Z) = 0.
Wegen ¢'(z) = f/(z) — £ ®) Z: @ ist damit alles gezeigt. 0

Folgerung 5.11
Es sei I C IR ein Intervall, f: I — IR stetig und auf [ differenzierbar.

a) Gilt L:=sup|f'(x)| < 400, so ist f Lipschitzstetig mit Konstante L.
zel

b) f ist [streng] monoton wachsend (fallend), wenn
Veel: fi(z) =0 (f'(x) <0) [f'(x) >0 (f'(x) <0)].
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Bewelis:

a) Es seien z,y € I, x < y bel. gewéhlt. Dann sind die Vor. von Satz 5.10
auf [z, y| erfillt, und es existiert Z €]z, y[, so dafl

fly) = f@) = f{(@)(y — ),

~ |f(x) = f(y)l < Lz —yl.
b) Alles folgt wie in a) sofort aus der Gleichung

fy) = flx) = f(@)(y — )

fir bel. z,ye I,z <y (~y—x>0)

2B. f'(#) > 0,V# €I~ f(y) — f(z) > 0, dh. f(z) < fly) ~ f ist
monoton wachsend.
(die anderen Félle betrachtet man analog.) O

Satz 5.12 (verallgem. Mittelwertsatz)
Seien f,g : [a,b] — IR stetig und auf |a,b] differenzierbar. Dann existiert
T €la, b] mit

[£(b) = f(a)lg' (%) = [9(b) — g(a)]f"(Z).
Gilt tiberdies g'(x) # 0, Y €]a, b], so gilt auch:

f(b) = fla) _ F'(@)
g0 —gla) 9@

Beweis:
Analog zum Beweis von Satz 5.10 wendet man Satz 5.9 an, jetzt aber auf die
Funktion:

W) == [f(b) — fla)]g(z) — [g(b) — g(a)] f(x), V€ la,b].

Gilt: h(a) = f(a)g(b) — f(b)g(a) = h(D).

5.9 ~ 37 €la, b: h(Z) = 0= [g(b) — g(a)] () — [f(b) — f(a)lg(Z)

Ist noch ¢'(x) # 0, Vo €]a,b], so muB g(a) # g(b) gelten (5.9!), und die
letztere Aussage folgt durch Division. O

In Kap. 5.3 werden wir die Mittelwertsitze auf den mehrdimensionalen Fall
verallgemeinern und sehen, daf eine direkte Ubertragung nicht moglich ist.

147



Satz 5.13 (Regel von de I’Hospital)

Die Funktionen f und g seien differenzierbar auf dem Intervall la,b] mit
a,b € RU{—00,4+00}, a < b und es gelte g'(x) # 0, Vx €]a,b]. Ferner sei
eine der folgenden Voraussetzungen erfillt:

(V1) lim+f(x) = 1im+g(x) =0,

(V2) lim+g(x) = +00 bzw. = —00.

Dann ist

lim /(@) = lim f'(z)

s—at g(x) oot g'(2)

Y

falls der Limes auf der rechten Seite im eigentlichen oder uneigentlichen Sinn
existiert.
Fin analoges Resultat gilt fiir den Fall v — b—.

Bewelis:

. : ~- — im @)
(i) Es sei zunichst y = xll%r 7 ()

beliebig. Ferner sei y; € IR so gewéhlt, daBl y < y; < 9.
Nach Voraussetzung existiert dann ein x; €la, b], so da8

f' ()
g'(v)

Aus Satz 5.12 schluBfolgern wir nun, da8 fiir alle z, u €]a, z1[, v < x ein
T zwischen x und u existiert, so dafl

flo) = flw) (%)

g(x) —g(u)  g'(&) <y <y

€ [—o0,400] und wir wéhlen § > y

<1, Vz€la,xq].

Im Fall (V1) folgt daraus durch Grenziibergang u — a+:
f(z)

——= <y <7, Vx€la,m]

g(z)

Im Fall (V2) gehen wir wie folgt vor: Zu fixiertem u €la, x| existiert
Tg €la, u[, so daB fir alle z €]a, x| gilt:

g(x) > max{0,g(u)} bzw. ¢g(r) < min{0,g(u)},

LI -00)  s
g(SL’) > 0, v 6] , 2[,
I W e g
@ N ew o e
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f(x) g(u)  f(u)

~~y I +—=, Vz €la,xs).

g@) ~ T @) T gy

Strebt nun x — a, so konvergiert wegen (V2) die rechte Seite der
Ungleichung gegen y;. Wegen y; < ¢ existiert deshalb z3 €]a, 23],
so daf3

Wir erhalten also insgesamt in beiden Féllen:

Vg € IR mit g = lim+ J;:Ez; > y3zT €]a, bl:

flx) _ -

M <y, Vx €la,z|

(ii) Es sei nun y €] — 0o, 4+00]. Dann schlufifolgert man analog zu Teil (i)
des Beweises, indem man jetzt alles nach unten abschétzt, daf zu jedem

Y> y ein v€]a, b[ existiert, so daB

f ()

Z< —=,  Vz €la, x|
g(x) fo. 7l
(iii) Man unterscheidet jetzt folgende Fiélle:

L. Fall: y = —o0 :~» Vg € IR37T €la, b[: —o0 < % <9
f(=@)

Mﬂxlirg_’_m:—oo:y
2. Fall: y = 400 : analog 3 lim+% =+oo =y

3. Fall: y endlich: durch Kombination von i) und ii) folgt:

Vg, VER,§ <y <y 37 €la,b:y< L2 < §va €la, 7]
@) o f@)
~ lim oy =y = lm gy =

Beispiele 5.14

sinz

a) lir%T = lir%% =1 (Satz 513 mit a = 0, b = +o0.
o o bzw. a = —o0, b = 0 und (V1);
Anwendung von Satz 4.52)

b) lim &) — im 9@ = iy 22E 4o
T——+00 T—+00 r——+00

(wiederholte Anwendung von Satz 5.13; vgl. auch 4.60 e)).

c) lim 22 = lim %zO(&]S’mita:O,b:—i—oo),

r—+o0o T T—+00
. . . -1 .
lim zlnz = lim %% = lim 2= = lim (—z) = 0.
z—0+ z—0+ 3 x—0+ ~ ¢ z—0+
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d) lim z* = ln&exp(:c In(x)) = exp(xli)r&xln(x)) =1

r—0+

(wegen der Stetigkeit von exp und c)).

Definition 5.15

Es sei D(f) C IR offen und f : D(f) — IR differenzierbar mit der Ableitung
g:=[f":D(f) — R

Ist g in x, € D(f) differenzierbar, so heifit ¢'(x,) die zweite Ableitung von f
in x,. Bezeichnung: f"(x,) = ¢'(x,).

Induktiv definiert man f(x,) := (f"VY(x,), die n-te Ableitung von f
in x,. Man sagt dann, dafi f n-mal differenzierbar in x, ist. Schreibweise:

FO = £ fO = f ete.

Wir kommen nun zu einer Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes:

Satz 5.16 (Taylor)

Es sei D(f) ein offenes Intervall, f : D(f) — IR sei (n+ 1)-mal differenzier-
bar fiir ein n € IN,.

Dann existiert fir alle x,z, € D(f) ein © €]0,1], so daf

"L R (g (n+1) (g T —x
) _ Z f (' o) (:L’ o Io)k + f ( (t;b_:_(?g' O))(ZL' _ xo)(n—i-l)‘

Beweis:
Wir betrachten die beiden folgenden Funktionen g,h: D(f) — IR:

) (z, k
g(l’) = (:L’) - z::O f k(l )(1’ — xo) ) (\V/l’ c D(f);l'o c D(f) fest)

ha) = (@ — ),

g und h sind (n 4 1)-mal differenzierbar (g nach Vor.!) und es gilt
Vee D(f),7=0,...,n+ 1

9@ = 1) = 32 R - ),
MO (@) = (n+ 1)+ (n+2 = ) (@ — 2,)"1,

Es sei nun o € D(f) ebenfalls fixiert, und wir betrachten das Intervall
I := [min{z, z, }, max{x xo}]

5.12 ~ 377 € int(/ (”;Z :}QL(;
Allgemein ex1st1ert nac Satz 5.12 fiir jedes j = 1,...,n+ 1 ein &; € I, so
daB

9V D (@j41) _ g(&5) — gV (o)
WG (3y11) 1O () — WO (z,)
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(Dies erfolgt sukzessive und ist moglich wegen h\)(x) # 0, Vo # z, und
Vi=1,...,n+1!)

Insgesamt ergibt sich daraus wegen ¢ (z,) = hV(z,) = 0 fiir alle j =
0,...,n:

g9() _ g'(71) _ g(n+l)(fn+1) _ f(n+1)(jn+1>
hw) W) R (G) . (1)

_ f(n+1)(jn+1) n+1
~ g(z) = W(l‘—xo) ,
und es gilt m';%;f" =: O €]0, 1[. Damit ist alles bewiesen. O

Bemerkung 5.17
Spezialfall von Satz 5.16 fiir n = 0 ist der Mittelwertsatz 5.10.
Das Polynom

npk) (g
m@:zfé”@ﬁy(mm)

heifit das n—te Taylor—Polynom von f an der Stelle x,, und der Term

Ry(x) = f(z) = Tw(z) (x € D(f))
heifit Taylorsches Restglied.
Satz 5.16 besagt dazu folgendes: Ya € D(f) existiert © €0, 1], so dafs
- f(n+1)(a70 + O(r —z,))
B (n+1)!
Dabei ist klar, dafi © von x,z, und n abhingt! (vgl. Beweis von 5.16)

Ist also f™*Y auf einer Kugel B(z,,8) um x, beschrinkt (mit Konstante
Mn—l—l); S0 ngt

R, (z) (z — x,)" .

Vo € B(z,,9),

d.h. f kann fiir hinreichend kleines 0 in B(x,,0) durch ein Polynom n-ten
Grades approximiert werden! Diese Uberlegung bauen wir nun weiter aus:

Definition 5.18
Es sei f: D(f) — IR in x, € int (D(f)) beliebig oft differenzierbar, d.h. es
existiert f™(z,), Vn € IN.

Die Potenzreihe Y. L f®)(x,)(x — x,)¥ heifit Taylorreihe von f in x,.
k=0
Man sagt, [ ist um z, in eine Taylorreihe entwickelbar, wenn ein p > 0

[e.°]

existiert, so daf f(z) = 3 LW (x,)(x — z,)*, Vz € B(z,,p).
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Folgerung 5.19
Es seien a,b € IRU {—o0,+00}, a < b, und f :la,b[— IR sei beliebig oft
differenzierbar. Fiir jedes n € IN existiere M,, so dafs

|f™(2)] < M, Vz €]a,b].

Dann ist f um jedes x, €la, b| in eine Taylorreihe entwickelbar (in B(x,, p) C
la,b]), wenn

lim M p =0.
Falls M,, = aC™, ¥n € IN, mit geeigneten o > 0 und C' > 0, so ist die letztere
Bedingung erfiillt.

Beweis:
Aus der Ungleichung in Bem. 5.17 erhalten wir fiir alle x € B(x,, p):

_ - f(k)(xo) k p!
|f(z) = Ta(z)| = \f(x)—kzzo o (@ @)| < Mn+1m;m0-
Mit M, = aC" gilt a 2" — 0 (vgl. Bsp. 3.1 f)). O

Beispiele 5.20

a) Taylorreihe von f(x) :=sinz (x € IR) um x, = 0.
Die Voraussetzungen von Folg. 5.19 sind erfillt mit M, =1, Vn € IN,
a = —00, b:= 400 und es folgt fiir bel. p >0, d.h. Vo € IR:

‘ i (Sm i L2k
sinz = — gt =
— — 2/€ + 1)
(da sin® = (=1)fsin und sin®**Y = (—1)¥cos) Man erhdilt also

gerade die Reihendarstellung aus Folg. 3.52.
(Analoges gilt fiir exp, cos, sinh, cosh.)

b) In(1+2) = 3 (1)1 25 Vo €] - 1,1] (Tbung).
k=1

_ 1
c) Taylorreihe von f(x) := { exp(o =) i i 8’ um x, = 0.

f ist auf IR beliebig oft differenzierbar und ¥n € IN hat f(x) fiir
x # 0 die Darstellung:

1@ = pul(2) exp(——5), [P(0) =0,

152



wobei p, ein geergnetes Polynom ist.

Man kann nun zeigen, daf$ die Taylorreihe von f in x, = 0 auf IR
konvergent ist (alle Partialsummen sind 0 Vx € IR), aber mit Ausnahme
von f(0) in x = 0 nicht mit f(x) dbereinstimmt (vgl. Ubungen,).

Bemerkung 5.21

Zur Untersuchung von Taylorreihen steht das Instrumentarium aus Kap. 3.4
bereit! Taylorreihen von Funktionen finden insbesondere Anwendung bei der
naherungsweisen Berechnung von Funktionswerten in Computern!

5.2 Fréchet—Ableitung und partielle Ableitungen

Vereinbarung:

Die Elemente von Euklidischen Réumen fassen wir im folgenden als Spalten
auf, und eine Matrix mit m Zeilen und k Spalten nennen wir kurz (m, k)—
Matrix (vgl. auch Kap. 4.1).

Definition 5.22

Sei f: D(f) — IR™, D(f) C IR* und z, € int (D(f)).

f heifit differenzierbar (oder: Fréchet—differenzierbar) in x,, wenn es eine
(m, k)-Matriz A gibt, so dafs

1 B
Jim £+ B) = f(a.) — Ah] =0

f(x,) := A heifit Ableitung (oder: Fréchet—Ableitung) von f in x,;
f'(x,)h heifst Differential von f in z, bez. h € IR

Ist D(f) offen, so heifit f ist differenzierbar (auf D(f)), falls f in jedem
x, € D(f) diffenerenzierbar ist.

Bemerkung 5.23
Differenzierbarkeit von f in x, bedeutet, daf fiir jedes h € IR* mit ||h||
"hinreichend klein” eine Darstellung der Form

f(zo+h) = f(x,) + Ah + (20, h)

qliltig ist, wober

m — =
Irj—o  ||R|

Dies ist wie auch in Bem. 5.3 der Gedanke der "lokalen Linearisierung”. Fiir
k =m =1 entsteht der Ableitungsbegriff aus Kap. 5.1!

Satz 5.24
Es sei f: D(f) — IR™, D(f) C IR*, differenzierbar in z, € int (D(f)).
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a) Die Fréchet-Ableitung von f in x, ist eindeutig bestimmit.
b) f ist in x, stetig.

c) Ist g : D(g) — IR™, D(g) C IR*, ebenfalls differenzierbar in x, €
int (D(f) N D(g)), so gilt:
(af + B9)(x,) = af'(xo) + B (x0) (o, € R).

Bewelis:

a) Seien A; und Ay Fréchet—Ableitungen von f in x,.

ol [f () = f@0) = Ak =0, i=1.2

Dann gilt fiir beliebiges € IR* und t € IR, so daB z, + tz € D(f):

= ||t HHAl(tx) Ay (ta)]]|| ]

- T Hy|A1(m) (f (@0 + ta) — f(z,)) +
(fzo +tx) — flzo)) — Aso(t)| |||

< ﬁ {||A1(tx) — (f(wo +tx) — f(20))[|+

MN%+mw¢@m—Aﬂ@wmﬂ
= |:||t || ’|f(xo+tx) f(xo)_Al(t$>H+

Tl +20) = o) = Ax()] ] el 0.

~> Alx = AQZL’, Vx € Rk
~> beide (m, k)~Matrizen stimmen iiberein.

b) Fiir bel. x € D(f) mit z # z, gilt:

1f(z) = flzo)ll <[ f(2) = fzo) = [1(@o) (@ — @) || + [| [/ (o) (z — 20)-
Nach Vor. existiert § > 0, so dafl

|||f() f@o) = f'(wo)(x — o) < 1, Va € Bz, 0).

||x—f€o!
~ [f (@) = fl@o)ll < llz = ol + 1/ (o) (2 — z0) ||, Vo € B(x,,9).

— 0 (vgl. auch Kap. 4.1)

T—To
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c) Seien a, 3 € Rbel., he R¥:z,+he D(f),h#0
o bl f (20+h) + Bg(wo+h) — af () — By (e) — (af (26) + B9 (o)

1
< af wllf(xo +h) = f(xo) = f'(wo)hl|
Hhﬁﬂo
1
+ 7] wllg(% +h) = g(x,) = g'(wo)h]

J

-~

[Inl|—0

~ af + (g ist differenzierbar in x,, und es gilt

(af + B9) (x,) = af'(z,) + Bg' (o). o
Beispiele 5.25

a) f: IR — R™, f(x):= Az +b, Vo € IR*; A (m, k)-Matriz, b € IR™.
~ f(x,+h) — f(z,) = A(zo + h) — Az, = Ah + 0, Vh € IR*.
~ f st differenzierbar in jedem x, € IR*, und f(x,) = A.

b) f:IR*— R, f(xy,13) := 2% + 23 + 2179, Vo = (21, 72) € IR%.

~ flz+h) — f(z) = (21 + h1)? + (29 + ha)® + (21 + hy) (29 + ho)
—x] — 23 — 1119
= 2x1hy + h? + 209k + h3 + 21hy + 220y + hyhy
= (221 + 22)h1 + (232 + 21)ha + (B} + hihe + h3)

= (221 + x9, 229 + 11) ( Z; ) +r(h),

7

g

=h
und es gilt:
r(h)| |h? + hihg + R3]
T R (Tt

~ f st differenzierbar und f'(x) = (211 + 2, 215 + 1), Vo € IR2.

Definition 5.26
Es sei f: D(f) — IR™, D(f) C IR*, z, € int (D(f)).

a) Euwistiert der Grenzwert

Flagih) = T (4 th) — (@) (in R,

t—

so heifst er Richtungsableitung von f in x, in Richtung h € IR

155



b) Es bezeichne e;, j = 1,...,k, den j-ten kanonischen Einheitsvektor in
IR* (vgl. Bem. 1.38).
Ezistiert nun die Richtungsableitung von f in x, in Richtung e;, so
heifst

of

5o (10) = Frie) € R (=1, k)

die partielle Ableitung von f nach x; in z, € IRF.

c) Falls alle partiellen Ableitungen aanj(xo) (j=1,...,k) von f in x, exis-
tieren, so heifit die (m, k)—Matriz

e = (). 2

Jacobi-Matriz (oder: Funktionalmatriz) von f in x,. Fir m =1 heifst
Vf(x,) = Jp(z,) Gradient von f in x,.

Bemerkung 5.27

Im Unterschied zum Differential f'(x,)h in Def. 5.22 werden zur Definition
der Richtungsableitung f'(x,;h) nur gegen x, konvergierende Folgen auf der
Geraden {x, +th :t € IR} "zur Konkurrenz zugelassen”.

Fiir h := e; bdeutet dies, dafi nur gegen x, konvergierende Folgen zugelassen
werden, bei denen sich nur die j—te Komponente verdndert. Alle anderen
Komponenten bleiben fest!

To1
0
8—32(%) = lm(f(z, +te;) = f(wo)) (zo= [ i | €int (D(f))
Lok
= hm—(f(!lfol,...,!lfoj—l—t,...,l'ok)—f(l'ol,...,l'oj,...,llj'ok)).

t—0 t

Deshalb also der Begriff "partielle Ableitung” von f nach der j—ten Kompo-

nente x;!
Schreibt man die Funktion f: D(f) — IR™ in der Form
fi(z)
f(z) = : , fi:D(f) = R, (i =1,...,m) sind also die Komponen-
ten von f, so hat die Jacobi-Matrix von f in x die Form:
g—ﬁ(a:) . g—ﬁ(x)
Jy(x) = : :
Wo(z) ... Gmya)
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Satz 5.28

Es sei f : D(f) — IR™, D(f) C IRk, in z, € int (D(f)) differenzierbar.
of

(
Dann existieren alle partiellen Ableitungen ==-(x,), j =1,...,k, und es gilt

Bz;
f,(IO) = Jf(a70)'

Allgemeiner existieren auch alle Richtungsableitungen f'(x,;h), Vh € IRF,
und es gilt f'(x,)h = f'(z4; h), Vh € IR

Beweis:
Es sei h € IR* bel. gewihlt. Dann gilt:

I+ t0) = )= (el = Tl (o th)= o) = () (R 1

—

t—0

und f'(z0; h) = f'(x5)h.

Speziell existieren alle Richtungsableitungen f'(z,;e;), j = 1,...,k, und es
gilt:
5—3{;(%) = f(xo;€) = f(xo)ej, J=1,... k.
k
Es sei nun z € IR* bel. ~ z = > z;e; (vgl. Bem. 1.38).
j=1
k k 1
~ flwo)r = Y i f (wo)ej = 0 w5t (w0) = Jplwo) [ 1| = Jy(zo)a.
j=1 j=1 )
~ f(xo) = Jp(20). .

Die Fréchet—Ableitung einer Funktion erweist sich also gerade als ihre Jacobi—
Matrix. Diese Erkenntnis stellt gleichzeitig einen neuen Einzigkeitsbeweis fiir
die Ableitung dar.

Beispiele 5.29
a) f(xy,x9) =% + 22 4+ 2119, V(11,79) € IR? (vgl. Bsp. 5.25)).

0 o1
~ —f(xl, 7o) = lim = ((zy +1)* + 235+ (z1 + )1y — 27 — 25 — 2119)

81’1 t—0 ¢

1

= yr% ¥(2x1t + 12 + xot) = 201 + 29,
0
87‘/:(25'1,.1’2) = 225'2 —+ 2.
2
~ Jp(x1,22) = (221 + X9, 229 + 271).
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b) Dieses Beispiel zeigt, dafi aus der Existenz aller partiellen Ableitungen
i.a. nicht die Fxistenz aller Richtungsableitungen folgt!

ry , fallsaxy =0,
f:R*— R, f(o),29):=¢ 2o , fallsz; =0,
1 sonst.

f besitzt in (0,0) alle partiellen Ableitungen, denn:

of o1 .t
0—1'1(070) = ll_I)Iég(f(t,O)—f(O,O)):Iltl_r)%gzl,
9 0,0) = tmi=1.

81’2

Aber:  f ist nicht stetig in (0,0), und es existiert auch nicht
die Richtungsableitung von f in (0,0) in Richtung h := (1,1).
Beweis:  1(f(t,t) — f(0,0)) = 1, d.h. der zugehirige Limes existiert

t
nicht! Ebenso sieht man, dafl f nicht stetig in (0,0) ist, da

FE Ly =140= £(0,0). O

c) Dieses Beispiel zeigt nun, daf$ selbst aus der Erxistenz aller Richtungsablei-
tungen in einem Punkt nicht die Stetigkeit in diesem Punkt, also erst
recht nicht die Fréchet-Differenzierbarkeit, folgt!

0 1’121’2:0

f:R*— R, f(x,20):= s

8 .4
T]+Ty

sonst

Es sei h € IR?, h # (0,0), bel. gewdhlt. Dann gilt:

li ! 0+thy,0+4th 0,0)) =1 L_Bhihs
fi 3 (F(0+ tha, 04 thy) = £(0,0)) = i o spe i

412
=limt >

— L2 __—0, dh 3f(0,0);h) =0,
=0 t4hS + hd

also existieren alle Richtungsableitungen von f in (0,0).
Aber: f ist nicht stetig in (0,0).
Bew.:  Wir betrachten die Folge ((=, 25))nen. Es gilt:
f(%vﬁ):%#(]:f(ovo) O
(Ursache: Bei Richtungsableitungen werden nur Folgen auf Ge—
raden zugelassen; bei Stetigkeiten alle!)

Problem: Unter welcher zusétzlichen Voraussetzung folgt nun aus der
Existenz der partiellen Ableitungen die Differenzierbarkeit?
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Definition 5.30

Es sei f : D(f) — R™, D(f) C R*, z, € int (D(f)).

f heifit stetig differenzierbar in x,, wenn ein 6 > 0 existiert, so dafl alle
partiellen Ableitungen von f in jedem x € B(x,,0) C D(f) ezistieren und in
x, stetig sind.

Bemerkung 5.31

Bezeichnet M, . die Menge aller (m, k)-Matrizen, so lafst M, kanonisch
mit einer linearen Struktur und einer Norm versehen:

Sei A = (a,-j),B = (bw) c ./\/lmk,oz,ﬁ € IR~ aA + ﬁB = (O./Clij + ﬁbw) €
Mok,

[A][ == sup [|Az],

[l]l=1

wobei die Normen auf der rechten Seite die entsprechenden Fuklidischen
Normen in IR™ bzw. IR* sind.

Man kann nun zeigen, dafy diese Norm auf M, . die iiblichen Norm-Eigen-
schaften (vgl. Satz 1.40) besitzt, d.h. es gilt:

(1) [JA|l > 0 und ||A|| =0 gdw. A ist die Nullmatriz,
(ii) [laAll = |af[|A]l, Vo € R,
(i) A+ Bl < [lAl+ B (VA B € M)

Insbesondere ist

d(A,B) :=||A— B|, VA, B € M., eine Metrik auf M, .

Hat ferner A € M, die Elemente a;;, i=1,...,m, j=1,...,k, so ist die
folgende Ungleichung giiltig:

m k 1/2
O max Jagl < 4] < (zza;) |

,,,,,

j=1,..., k

Bewelis:

=1,..,R \4—1 J  J=Ll,.

1/2

< (i [i afj] LZ; x§]>1/2 (Satz 1.39!)

i=1 Lj=1

el = (32 [z]

1/2
) Vo € R* mit ||z|| = 1. O

VAN
A/
]~

S
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Weiterhin ist die folgende Ungleichung nach Definition der Matrixz—Norm
qiiltig:

1Azl < [|Alll=ll, V€ R".
(Bew.: Fiir v € IRF, x # 0, bel. ist Hﬁ“ =1 und deshalb

T

A=) < 1AL D)

[
Ezistieren nun wie in Def. 5.30 alle partiellen Ableitungen von f in B(x,,0),
so ist die Abbildung J; : B(x,,0) — M, wohldefiniert. Betrachtet man nun
die obige Metrik d auf M, , so ist wegen (x) die Stetigkeit aller partiellen
Ablestungen von f im Punkt x, dquivalent mit der Bedingung: Jy ist stetig
m x,.

Also bedeutet die stetige Differenzierbarkeit von f in x, dquivalent: in einer
Kugel um x, existiert die Jacobi—Matriz von f und ist stetig in x,!

Satz 5.32
Sei f: D(f) — R™, D(f) C IR*, in z, € int(D(f)) stetig differenzierbar.
Dann ist f in x, Fréchet—differenzierbar, und es gilt:

f(wo) = Jy (o).

Beweis:

Es geniigt, die Fréchet—Differenzierbarkeit von f in x, zu beweisen. Der
Rest folgt aus Satz 5.28. Nach Def. 5.22 geniigt es, den Fall m = 1 zu
betrachten (sonst argumentiert man komponentenweise). Wir fithren den
Beweis aulerdem nur fiir n = 2, da er fiir n > 2 bis auf mehr Schreibarbeit
vollig analog verlauft.

Es sei nun € > 0 beliebig gewéhlt. Nach Def. 5.22 geniigt es nun zu zeigen,
dafl ein § = §(e) > 0 existiert, so daf}

‘f(l’) - f(xo) - ']f(xo><x - xo)‘

[ = o

<e, Vze B(z,,0).

(Hierbei ist || - || die Euklidische Norm im IR?.)
Nach Voraussetzung existiert zunéchst ein 6 > 0, so dafl B(x,,0) C D(f), in
B(z,,0) die partiellen Ableitungen von f existieren und dafl

of of c o
a—xj(ff) a—xj(l"o) <3 Vo € B(x,,0), Vj =1,2.

Es sei nun z, = (2,1, Z,2), und wir betrachten die Funktion

f( o) HJxer — 6,201 + 6]— R.

Diese Funktion ist auf dem angegebenen Intervall differenzierbar mit der Ab-
leitung g—i(-,zog).
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Ist x = (21, x2) € B(x,,d) bel. gewéhlt, so folgt aus dem Mittelwertsatz 5.10,
daB ein ©; €]0, 1] existiert, so daB

f(#1,202) — [(To2,T02) _ Of

1 — To1 81’1

(o1 + O1(21 — T01), To2)-

Analog erhilt man: 30, €]0, 1] mit

f(x1,29) — f(21,T00) - of B
PP— = 92, (@1, To2 + O2(xa — x42)).

Daraus erhélt man insgesamt:

f(!lﬁ') - f(xo) = f(xlalé) - f(xolazo2)
= f(z1,22) — f(@1,202) + f(21, Zo2) — f(To1, To2)

0
= a—l'i(l‘l, o2 + @2(:1:2 - xo2))(x2 - ZI}'02> +
0
8—xfl(x01 +O1(1 — To1), To2) (71 — To1),
8 a 1 — Yol
~r f(:lj') — f([lj'o) = (8—251(1'0)’ 8—3{.2(1'0)) ( i2 o io2 ) + Tf(xyl’o)

(Vx € B(x,,9)),

wobel
9 0

ri(z,x,) = [8—:{1(%1 + O1(21 — To1), Toa) — a—i(l'ol,l’oz)](xl — o) +
9 0
[a—ll{lg(xl’ Loz T @2(252 - x02)) - 8—2{2(3:017 Iog)](l’g - xo2).

~rp(x, mo)| < 5lor — 2or| + §lTe — 22| <€l — 20|, V2 € B(20,6).

(o1 + O1 (21 — To1), To2) € B(xo,9)
(wegen (21, 202 + O (s — 702)) € B(zs. ) .V € B(x,,0))
Damit ist alles bewiesen! O

Abschlieflend fiir dieses Kapitel kommen wir jetzt zu partiellen Ableitungen
hoherer Ordnung.

Definition 5.33

Es sei f : D(f) — IR™, und D(f) C IR* sei offen. f besitze auf D(f) die
partielle Ableitung %fj :D(f) — R™ (j € {1,...,k}).

Ezistiert nun die partielle Ableitung a%i(ﬂ))(%), fir x, € D(f), so heifst

a.CBj
%{j;j( o) = aii(é%(xo) partielle Ableitung zweiter Ordnung von f in x,

nach x; und z; (1 € {1,...,k}).

Im Fall 1 = j verwenden wir die Schreibweise: %(l’o).
J
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k
Ist a == (o, ... ,ax) ein sog. Multi-Index und bezeichnet || :== > a;, oy €
i=1
IN,, Vi = 1,...,k, so definiert man auf die obige Weise sukzessive eine
partielle Ableitung |a|—ter Ordnung

olel f

aq oo g
0x{'0xy? - - - Oz},

(Dabei bedeutet o; = 0, daff nach der Variablen x; nicht abgeleitet wird.)

(x,) von f in x,.

Ist G C IR* nichtleer und offen, p € IN, so bezeichne CP(G) die Menge aller
Funktionen f : G — IR, deren partielle Ableitungen bis zur Ordnung p alle
auf G existieren und dort stetig sind.

Beispiele 5.34

a) (a1, 20) = (CE% + 93%) exp(z172), V(w1,29) € IR?.

of
%(xl, Ty) = 2xyexp(T12s) + (22 + 22) 20 exp(z122),
1
= (:Efxg + 2z + $§’) exp(zr123),
of 3 2
87(361, Ta) = (a7 + z125 + 222) exp(x122),
2
*f 9 9 2 3
T (1, 22) = (27 + 3x3) exp(x122) + (2720 + 221 + x5) 21 exp(x122)
= (327 + 325 + wiwy + 1125 exp(x172),
52
e 8fx (w1, 12) = (323 4+ 23) exp(w122) + (23 + 2125 + 229) 19 exp(212)
1072
0 f
= m(l‘l,@),

d.h. bei dieser Funktion kann die Reihenfolge der Ableitungen vertauscht

werden.
2 —x2
b) f(z1,29) := TITeE s (21, 22) # (0,0),
| 0 sonst.
a—f(xl .]}'2) — x2M + 1o 21’1(1’% + :L'%) — ([L’% — z%)Qfl
oxy z? + 23 (22 + 22)?

To(z] — x3) + datas
(a1 +3)?

162



of

~ ——(0,22) = —x5 und analog : ﬁ(:cl, 0) = z1.

81’1 81’2
0 f 0 f
> W(0,0) =-1 und 61’181’2 (0,0) =1.

Wann sind die partiellen Ableitungen einer Funktion unabhdngig von der
Reihenfolge der Differentiationen?

Satz 5.35
Es sei f: D(f) — R, D(f) C IR?, x, € int (D(f)). Emistieren die partiellen
Ableitungen

0% f 0 f
und
011014 0x9011
auf einer Umgebung U von x, und sind in x, stetig, so sind sie in x, gleich.

Beweis:
Wir wéhlen zunéchst € > 0 so klein, dafl

To+h = (To1 + h1,To2 + ha) € U, falls |hy], |ho| < &.
Es sei h = (hy, he) beliebig, aber fixiert, so gewihlt, daf
0#|h|<e, i=1,2.
Wir betrachten die folgenden Funktionen
o(x) == f(x,T00 + ha) — f(z,202), VT E]To1 — €, 201 + €,
(y) = f(wor +h,y) = f(@o1,y), VY €lzoy — &, 700 + €.

Nach dem Mittelwertsatz 5.10 existieren dann Z; (zwischen z,; und z,; + hq)
und ¢y (zwischen x, und x5 + ho), so dafl

o or . or .
(o1 + 1) — @(x01) = M@ (1) = My —f(l"l, To2 + ho) — —f(x1>Io2) )
81’1 81’1

V(T2 + h2) — V(To2) = hot)'(§2) = o {g—i(%l + h1, J2) — g—xj;(l’ohgz)] .

Wendet man auf die beiden Ausdriicke in den eckigen Klammern wiederum
den Mittelwertsatz an, so erhalten wir die Existenz von 5 (zwischen x, und
To2 + ho) und von g (zwischen x, und x, + hy), so dafl gilt:

0*f
01'201'1

f
V(To2 + ho) — V(202) = h1h20x10x2 (U1, T2).

(p(l’ol + hl) — QD(LUOl) = hlhg (i’l,iQ) und
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Ferner ist die folgende Identitét offensichtlich:

O(To1 + ) —(xo1) = f(@o1 + 1, Zo2 + ho) — f(Zo1 + ha, To2)
—f(@o1, To2 + ha) + f(To1, To2)
= (T2 + ha) — V(To2).

92 ~ - 92 -~
~ 8x28fx1 (Ih xz) = 61‘16];2 (yh y2)
Da beide Ableitungen nach Voraussetzung in x, = (.1, Ze2) stetig sind, folgt

durch Grenziibergang (hy, he) — (0,0):
O f . O f
Oxe0x, " Qx0T

(o). O

Folgerung 5.36 (Satz von Schwarz)
Fiir jedes f € CP(GQ) (G C IRF offen) sind die partiellen Ableitungen der
Ordnung < p unabhdngig von der Reihenfolge der Differentiationen.

Beweis:
folgt nach Def. von C?(G) und durch wiederholte Anwendung von 5.35. O

5.3 Kettenregel, Mittelwertsatz und Taylorformel

Wir beginnen mit der Kettenregel als der fundamentalen Differentiationsregel.

Satz 5.37 (Kettenregel)
Es seien f : D(f) — IR!, g : D(g) — IR™, D(f) C IR, D(g) C IR', und wir
betrachten die Abbildung

F:=gof:D(gof)—IR", D(gof)C D(f)C R

Es seien x, € int (D(go f)) und f(z,) € int (D(g)), f seiin z, und g sei in
f(x,) Fréchet—differenzierbar.
Dann ist F = go f in x, Fréchet—differenzierbar, und es gilt

F'(x,) = g'(f(20)) f' (o).

Beweis:
Nach Vor. und Def. 5.22 bzw. Bem. 5.23 gilt:

flxo+h) = f(z,) + f'(xo)h +1s(x0,h), VhE IR* mit 2, + h € D(f),

wobei  lim 17 Ml

=0, und
=0 [|A]]
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g(f(zo) +y) = g(f(20)) + ' (f(z0))y + 14(f(20),y), Vy € IR mit

f(z,) +y € D(g), wobei lim ”Tg(fn(w 0.
|y|—>0 y”

Daraus folgt fiir alle h € IR* mit z, + h € D(F) = D(go f):

P20+ h)=F(xo) = g(f(20)+(f (2o + h) = f(0))) =g (f (20))
= 9'(f (o)) (f (oth) = f (o)) 47 (f (o), [ (woth) = f(20))
= 9'(f(2o))f (xo) ht7p (20, D),

wobel ’I“F([L’O, h) =g (f( ))Tf(xoa h) + Tg(.f(xo)a f(zo + h) - f(zo))

Wir zeigen: " 11|m
0
I Py o)l — g FEo)lllrg@oh)] —
Da Tl = Tl Ihf—o0Y:
geniigt es, zu zeigen: ”,13”130 ||Tg(f(wo),f(lﬂlﬁgl-li-h)—f(%))|| —0.

Es sei € > 0 bel. gewiihlt. Dann existiert zunéchst ein d;(¢) > 0 so, daB

Pl < S e R mit0 £yl < ie)

(Hierbei ist || f'(x,)|| die Norm der (I, k)-Matrix f'(z,) geméf 5.31 !)
~ 3(¢) > 0 so, daf fiir alle h € IR* mit 0 # ||h]| < d(e) gilt:

1f(zo + h) = f(@o)]| <01(e) (vgl 5.24 b)) und

Irseo )l
7

Dann gilt fiir alle b € IRF mit 0 # ||| < d(e) :
179 (f (o), f (o + h) = flao))ll _ lrg(f (o), f(oth) = f(w )| ' (wo)t75(0, h)|

|A]] B ||f(:):o+h) f(%)H i
T |7 (20, )|
=7 €)||+1(||f/(x0>“+1) =c. O

Folgerung 5.38

Es seien alle Voraussetzungen von Satz 5.37 erfillt mit der Ausnahme, dafs
f in x, lediglich eine Richtungsableitung in Richtung h € IR* besitze.

Dann besitzt auch F := g o f in x, eine Richtungsableitung in Richtung
h € IR* und es gilt:

F'(2o;h) = g'(f(0)) f'(o; ).
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Beweis:
Man wiederholt den prinzipiellen Ablauf des Beweises von 5.37 und ersieht
aus der Gleichung

S+ th) = F(a) = ¢/(f ()5 (f (o 1) = (z,)
(). £z + ) — f(2,))

und indem man analog zu 5.37 beweist PI% 2ro(f(xo), f(xo+1th) — f(z,)) =0,
daBl die behauptete Formel fiir die Richtungsableitungen giiltig ist. a

Bemerkung 5.39
Unter den Voraussetzungen von Satz 5.37/Folg. 5.38 ergeben sich aus Satz
5.28 folgende Formeln fiir die Jacobi—Matrizen bzw. Richtungsableitungen:

Jp(xo) = Jy(f(20))Jf(x0) (nach 5.37),

F'(xo;h) = Jy(f(x0)) [ (xo;h)  (nach 5.38).

Fiir den Spezialfall h == e; (j =1,...,k) erhalten wir daraus:
OF 0
@) = A Fe) 5

€Lj

(@) (G=1,....k).

Haben ferner F', f bzw. g die folgende Gestalt

Fi(x) fi(z) 91(y)
F(r) = : , flx) = : , 9ly) = : ,

Fo(x) fm() Im(Y)
(Vz € D(F)) (Vz € D(f)) (Vy € D(g))

so ergeben sich folgende Kettenregeln fiir partielle Ableitungen:

897« 8]‘2 4
T, r=1,....m;5=1,...,k).
Zay, D) ) )

Spezialfille: m=1:2(z,) =Y 09' (f(xo))%(xo) G=1,....k)
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Ausdriicklich vermerkt werden muf aber, dafi die angegebenen Beziehungen
fiir die partiellen Ableitungen von F := go f nur unter den Voraussetzungen
von 5.87 bzw. 5.38 abgeleitet werden konnen! Insbesondere ist die Fréchet—
Differenzierbarkeit von g in f(x,) unverzichtbar! (hinreichende Bedingungen
dafiir siehe Satz 5.32)

Das nachfolgende Resultat zeigt, dafl die Differentiationsregeln fiir Produkte
und Quotienten von Funktionen (mit Wertebereich in IR) einfache Schluifol-
gerungen aus der Kettenregel sind.

Beispiel 5.40

f . R2 — R, f(flfl,l'g) = .flf% + LU% + T1T2, V(l’l,ﬂfg) c Rz,
9:R— IR, 9(y) = exp(y), Yy € IR.

Nach Bsp. 5.25b) bzw. Satz 5.32 sind beide Funktionen Fréchet-differenzierbar
auf thren Definitionsbereichen.

Nach Satz 5.37 ist deshalb g o f Fréchet-differenzierbar auf IR* und es gilt
fiir die partiellen Ableitungen nach Bem. 5.39:

d(g o 0
(gl’lf) (x1,29) = g/(f(l’1,x2)>8—xfl(x17$2) = (221 + 22) exp(x% + :C% + 2173),
dgof)

(z1,72) = (229 + 1) exp(2? + 25 + 2172),

01'2
und damit (g o f) = exp(x? + 23 4+ 2122) (221 + X2, T1 + 223).

Folgerung 5.41
Es seien f : D(f) — R, g : D(g) — R, D(f) € IR*, D(g) € R*, in
x, € int (D(f) N D(g)) Fréchet—differenzierbar. Dann gilt:

a) f-gistinx, Fréchet-differenzierbar und es gilt

(f - 9)' (o) = f'(xo)g(wo) + g'(w0) f (o)  ("Produktregel”).

b) Ist g(x,) # 0, so ist g in x, Fréchet-differenzierbar und es gilt

Ty = L "(2,)g(x0) — ¢ (x0) f(x ”Quotientenregel”
(5)(%)—(9(%))2@(0)9( 0) — 9 (o) f(2,)) (" Quotientenregel”).

Bewelis:

a) Wir definieren

G D) D(g) — IR, G(x) = < /(@) ) |
H: R — IR, H(y,y2) == y1y2.V(y1, ) € R’
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Damit gilt: f-g=H o G.

Ziel ist die Anwendung von 5.37! Uberpriifung der Voraussetzungen: G
ist Fréchet—differenzierbar in z,, da dies fiir f und g erfiillt ist.

H ist Fréchet—differenzierbar auf IR?, da H stetig differenzierbar ist und
nach Satz 5.32! Ferner gilt:

H'(y1,10) = (gfkylyﬁ,gﬂkylyﬂ) = (Y2, 1)

Satz 5,37~ (f 9)/(r,) = (H 0 G)'(x) = H'(G(r,)) (o)
= (g(aa) ) (7))
g(:lf) (L))—l—f(:lfo)gl(io).

b) Man verfahrt im Prinzip wie in a), definiert aber nun H wie folgt:

—~

H:R\{(y,0):y€ R} — R, H(y,y) = 2.

Y2

Da g(z,) # 0, existiert eine offene Umgebung U Von G (:EO) in IR?, so daB
H stetig differenzierbar auf U mit g—g(yl, Y2) = — und 8—y2(y1, yg) yl,
Y3

und damit (Satz 5.32!) Fréchetfdifferenzierbar in G(z,) ist.
e — (Ho Gy — (P Gy, 2 rien )
Lyt =06y = (GG o6 (0
7

( ),
- (o o) (467
ey g ()

T g g@)E

Wir wenden uns nun der Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes zu.

Definition 5.42

Fiir beliebige v,y € IRF bezeichne [z,y] == {x +t(y —x) : t € [0,1]} ein
K—dimensionales Intervall.

C C IR* heifit konvex, falls fiir alle x,y € C gilt: [x,y] C C.

Satz 5.43 (1. Mittelwertsatz)
Sei D(f) C IR* offen und konvez, f : D(f) — IR™ sei Fréchet-differenzierbar.
Dann ezistiert fir alle x,z, € D(f) eine (m, k)-Matriz J(x,x,), so daf

f@) = (o) = J(, 20) (2 — o).

Im Fall m =1 hat diese Matriz die Gestalt J(x,x,) = f'(z,+ O(x — x,)) mit
einem geeigneten © €0, 1.
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Beweis:

Firi=1,...,m bezeichne f; : D(f) — IR die i—te Komponente von f.
Nach Voraussetzung sind dann die f;, i =1, ..., m, Fréchet—differenzierbar.
Seien z,x, € D(f) beliebig gewéhlt, sei i € {1,...,m}.

Wir definieren g : [0,1] — R*, g(t) := 2, + t(z — x,), Vt € [0, 1].

~» g ist stetig und differenzierbar auf |0, 1[ mit ¢'(t) = z — z,, Vt €]0, 1].
~> nach Satz 5.37 ist f;0¢:[0,1] — IR™ differenzierbar auf

10, 1[ mit der Ableitung

(fiog)'(t) = filzo +t(x — 0))g'(t), Vt€]O,1[.
Da f; o g auch stetig auf [0, 1] ist, ist der Mittelwertsatz 5.10 anwendbar, und
es gilt:
36; €10, 1[: fi(x) — filzo) = (fiog)(1) = (fiog)(0) = (fiog)'(©:)
= [fi(z,+ Oi(z — 3,))(x — ).
Wir definieren nun die Matrix J(z,z,) wie folgt:
fi(zo + O1(z — x,))

J(x,x,) = e (m Zeilen, k Spalten).
fin(@o + O (T — 20))

Dann gilt: f(z) — f(z,) = J(z,2z,)(z — ). 0

Beispiel 5.44

Fir m > 1 hat die Matriz J(x,x,) i.a. nicht die Gestalt f'(z, + O(x — x,))

mit einem geeigneten © €0, 1]/

Seik:=m:=2, f:IR> — IR?, f(x1,7s) := (23, 23), V(x1,22) € IR,

~s f ist stetig differenzierbar auf IR?;

~s f ist Fréchet-differenzierbar auf IR*> nach Satz 5.32, und es gilt:

/ 3$2 0
[y, 20) = ( 01 914 ) . V(1 15) € R%

Annahme: 30 €]0,1[: f(1,1) — f(0,0) = f'((0,0)) + ©(1,1)

Mf(l,l)Zf’(@,@)(i)M(}):(32%2)

~» Widerspruch!

Problem: Existieren (wenigstens) Abschdtzungen fir || f(x) — f(z,)|| mit
Hilfe der Fréchet-Ableitung f'?

1
1

Lemma 5.45
Es seien g : D(g) — IR™, D(g) € IR, [0,1] C int (D(g)), und g sei
differenzierbar auf |0, 1[. Dann gilt:

19(1) = g(0)[| < sup [lg'(®)]l.
te(0,1]
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Bewelis:

Wir setzen M := sup ||¢/(t)|| und nehmen an, dal M < 4oo (ansonsten ist
te[0,1]

die Aussage triviall). Sei ¢ > 0 beliebig gewihlt.

Wir zeigen: ||g(1) — g(0)]| < M +e¢.

Dazu definieren wir die folgende Menge:

L= {te 0,1]: |g(s) — g(0)| < (M +2)s, Vs € [0,4]}

Beh.: I ist ein abgeschlossenes Intervall mit 0 € I.

Bew.: 0 € [ ist klar nach Definition. Sei ¢ € I bel. und s € [0, ¢[.

~ |lg(17) —g(0)]| < (M +¢e)7 Vrel0,s],das<t
~» s € I ~ I ist ein Intervall der Gestalt [0, [ oder [0, 7].
sei s € [0,7] ~ llg(s) — ()| < (M +2)s
s—=7:lg(y) —gO)| < (M +e)y~ryel
~» I ist auch abgeschlossen (da g stetig ist).

Folglich hat I die Gestalt I = [0,~] mit v € [0, 1].

Annahme: v <1~ 30 >0: v+ < 1.

Nach Voraussetzung kann ¢ noch so klein gewéhlt werden, dafl

Hg(v +h) —g9(7)
h

- g'(v)H <e, fallsh €]0,0].

~ fiir h €]0, d] gilt:

lg(v +h) =gl < g’ (VA + eh < (M +€)h

~ llgly + h) = g(0)]] lg(v +h) = gDl + llg(v) = g(O)]

<
< MAHe)h+(M+e)y=(M+e)(h+7).

~ v+ 0 € I ~ Widerspruch!
~ 1 =10,1] und [[g(1) = g(0)[| < M +e.
Da € > 0 beliebig gewahlt war, ist alles gezeigt. a

Satz 5.46 (2. Mittelwertsatz)
Es sei D(f) C IR® offen und konver, f : D(f) — IR™ sei Fréchet-differenzier-
bar. Dann gilt fir alle x,x, € D(f):

1f () = fzo)ll < sup [[f(xo + t(z — o)) ||z — 2o
felo,1]

Beweis:

Wir betrachten wie im Beweis von Satz 5.43 zu bel. gewéhlten z, x, € D(f):
g:D(g) — R", D(g) :=={te R:z,+t(x —x,) € D(f)},

g(t) :==a,+t(x —x,), Vt € D(g), d.h. [0,1] C int (D(g)

F:=fog:D(g) — IR", d.h. F(t) = f(z, +t(zx — x,)), Vt € D(g).

Nach der Kettenregel 5.37 gilt dann analog zu Satz 5.43:
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F ist differenzierbar auf [0, 1] und es gilt
F'(t) = fl(xo +t(x — 20))(x — ), Vte]0,1].
Es resultiert:

1F(1) = FO)|| = 1f(x) = f(x)[l < sup [F'(#)] (Lemma 5.45)

te(0,1]
< sup [|f'(zo +t(x —zo))llllx — 2ol O
te(0,1]

Folgerung 5.47
Es sei D(f) C IR* offen und konver, f : D(f) — IR™ sei Fréchet-differenzier-
bar.

a) Ist M C D(f) konvex und gilt ||f'(z)|| < L, Vo € M, so ist f Lipschitz-
stetig auf M (mit Konstante L > 0).

b) Fir eine beliebige (m, k)-Matriz A und alle x,z, € D(f) gilt:

1f () = f(zo) = Al — o) || < sup [[f'(zo + t(x — 25)) — Az — @]

te[0,1]

c) Gilt zusdtzlich ||f'(z) — f'(y)|| < Li|lx — y||, Yo,y € D(f), mit einer
gewissen Konstante Ly > 0, so haben wir

1f(2) = f(20) = f'(w,)(x = @)|| < Laflz — 2|
Beweis:

a) Seien z,y € M beliebig gewdhlt. Dann gilt nach Satz 5.46:

1 (x) = f)ll < Sup 1z +t(y = 2)[lllz =yl < Lllz = yll

b) Wir betrachten die Abbildung F : D(f) — R™, F(z) = f(z) — Ax,
Ve € D(f).
Offenbar ist F' Fréchet—differenzierbar, und es gilt
F'(z) = f'(x) = A, Vx € D(f) (vgl. 5.24 ¢), 5.25a)).
Wendet man nun Satz 5.46 auf F' an, so ergibt sich die Behauptung.

c) folgt aus b) indem man A := f'(x,) setzt und weiter abschétzt. O
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Abschlieflend fiir Kap. 5.3 behandeln wir nun eine Verallgemeinerung des
Satzes von Taylor (5.16) auf den mehrdimensionalen Fall. Jedoch beschréinken
wir uns der Einfachheit halber auf eine Entwicklung nur bis einschliellich der
zweiten partiellen Ableitungen.

Fiir eine Funktion f € C?(G), G C IR* offen, wird definiert:

Vf(z,) = (gi( o), - 88];( )) ”Gradient von f in x,”
und die sog. Hesse-Matrix V2 f(z,)
g%”(xo) e ()
V2 f(z,) = : :
axalzaka (x()) e gif (x0>

(die also eine symmetrische (5.35!) (k, k)-Matrix ist)

Satz 5.48
Sei G C IR* offen und konvez, und es gelte f € C*(Q).
Dann gilt fiir alle x, € G und h € IR* derart, daff x, +h € G:

a) Es existiert ein © €]0, 1] so, dafl
Flo 1) = F(20) + (Y (20).h) + 2 (V(z, + OB), )

b) F(+ h) = f(z) + (V. 2o), )+ 577 (o) ) + [H]p(R)
wobei hm p(h) = 0.

|hll—0
Dabei bezeichnet (-,-) das Skalarprodukt auf IRF (vgl. 1.37), und || - | die
euklidische Norm.

Bewelis:

a) Sei x, € G,h € RF, x,+ h € G beliebig, und wir betrachten
v D(p) — R, o(t) .= f(z, +1th),Vt € D(p) :={t € R : x,+th €
D(f)}. Dann ist ¢ nach Satz 5.37 differenzierbar auf D(p), und es gilt
nach 5.38:

k

of

G0 = Fao+thh =3 ==

(LUO + th)hl,

i=1

k 2

k k
/ d o o'f A1,
o' (1) ;dt (6:@ :):O+th>hl _;@; 5%, (xo+th)h]) hi,
(Vt € D(p)).
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Es gilt also: ¢'(t) = (V f(z, +th),h) und ¢"(t) = (V*f(x, + th)h, ).
Wegen [0, 1] C D(yp) folgt aus dem Satz von Taylor fiir n = 1:
30 €0, 1[: ¢(1) = ¢(0) + ¢'(0) + 5¢"(O).

o [+ 1) = () (V5 (o), ) + 5 (T, + OB, )

b) leiten wir aus a) ab und definieren dazu:

plA) = iV, + ORI ) = (V2 )1

Damit folgt:

f(@o+h) = f(x,)+)V f(xo), h) + %(sz(xo)h, h) + IRl p(h)

Es bleibt zu zeigen: lim p(h) =0

In]|—0
1
lp(h)] = 2||h||2|>V2f(930+@h)—VZf(xo)h,hH
< IV2f (2o + Oh) = V2 f ()b || 2]

2||h||2
< §||V2f(aro + Oh) — V*f(x,)]].

Wegen f € C?*(G) sind die zweiten partiellen Ableitungen von f in
x, stetig und es folgt analog zur Argumentation in 5.31 die Stetigkeit
von V2 : G — M, bzgl. der Matrixnorm, d.h. ||V2f(x, + Oh) —

V2 f (o), 0-
~p(h) 70

n—~0o0

Bemerkung 5.49

Mt derselben Beweistechnik wie in Satz 5.48 ist eine Erweiterung auf den
allgemeinen Fall einer Entwicklung bis einschlieflich der n—ten partiellen
Ableitungen fiir f € C™(G) mdglich! (vgl. Heuser Bd. II, Satz 168.1) Fiir
k=1, n =1 ist Satz 5.48 eine Erweiterung des Satzes von Taylor, da
hier eine genauere Auskunft tiber das Restglied gegeben wird, falls die zweite
Ableitung zusdtzlich stetig ist!
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5.4 Extremalaufgaben

Aufgabenstellung: gegeben: f:IR™ — IR, C' C IR™
gesucht: z, € C: f(x,) =inflicc f(x)
Die Sétze 5.13/5.15 besagten, dafl ein solches z, existiert, wenn f (unterhalb)
stetig und C' kompakt ist.
Zielstellung ist im folgenden, ”Minima” von f (auf C') mit Hilfsmitteln der
Differentialrechnung zu charakterisieren.

Definition 5.50
Es seien f: IR™ — IR, C C R™, z, € C:

a) x, heifit globales Minimum (von f auf C), falls f(x,) < f(z), Yx € C,

b) x, heifit lokales Minimum (von f auf C), falls3e > 0: f(z,) < f(z), Vo €
B(z,,e)NC,

c) besitzt f alle m partiellen Ableitungen in x,, und %(:co) =0, Vi =
1,...,m, so heifit x, stationdrer Punkt von f.

(Nach Definition sind globale Minima auch stets lokale, die Umkehrung gilt
jedoch i.a. nicht!)

Satz 5.51 (notwendige Optimalititsbedingung)
f  IR™ — IR besitze in x, € C alle Richtungsableitungen, C' C IR™ sei
konvexr und x, lokales Minimum von f auf C. Dann gilt:

f(xo,x —1x,) >0, Vredl,
ist auflerdem x, € int(C), so ist x, stationdrer Punkt von f.

Beweis:

Annahme: 37 € C': f(z,,T — x,) <0

Wir wihlen € > 0 so, da8 f(z,) < f(x), Vo € B(z,,e)NC.

Da C konvex ist, gilt: z, + t(z—x,) € B(x,,e) N C fiir hinreichend kleines
t €]0, 1[. Fiir solches ¢ gilt aber:

o417 = 20)) = F(20) = FiT = 20) = ~f (20T~ ) > 0

Die linke Seite konvergiert fiir ¢ — 0+ gegen 0 ~» Widerspruch!

Sel nun z, innerer Punkt von C.

Wir wissen: f'(z,;x —x,) >0, Vo € C

Zu zeigen: x ist stationdrer Punkt, d.h. %(xo) =0,Vi=1...,m.

Sei h € IR™ beliebig ~» x, + ah € C fiir |a| hinreichend klein.

0 i +ah— ) = ['(agah) = lm < (f(z + toh) — f(z,)

t—0
o Tim = (f(zo + tah) — F(z)) = af (ze: h)

at—0 to
~ 0 < af'(z,;h)
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~> f'(xo; h) = 0, da « positiv oder negativ gewihlt werden kann.
(Man tiberlege sich, was passiert, wenn f’(x,; h) # 0!)

Wir setzen nun speziell i :=e¢;, j =1,...,m und erhalten
aaT];(fo):f/(l'o,ej):O, Vi=1,...,m O

Bemerkung 5.52

Setzt man in 5.51 (schwdicher) voraus, dafi f in einem Punkt x, € C alle
partiellen Ableitungen besitzt und x, ein lokales Minimum von f auf C ist,
so folgt analog zum letzten Teil des Beweises, dafl die partiellen Ableitungen

of
—(x,) =0, Vj=1,...,m,
a- () =0, V] m
d.h. z, ist als stationdrer Punkt Losung des (nichtlinearen) Gleichungssystems

of
Ox;
FEin statiomdrer Punkt ist i.a. kein lokales Minimum von f auf C'!
Beispiel: m:=1,C =R, f(z):=2% Vz € R ~ f'(x) =32*> ~1,=0
ist einziger stationdrer Punkt, aber x, = 0 ist kein lokales
Minimum (bzw. Maximum).

() =0,7=1,...,m (m Gleichungen mit m Unbekannten)

Ziel: hinreichende Bedingungen an f und x, € C, so da} aus notwendigen
Optimalitdtsbedingungen (vgl. 5.51) geschlufolgert werden kann, daf} =, ein
lokales Minimum (von f auf C) ist.

Satz 5.53 (hinreichende Optimalititsbedingung)

Seien G C IR™ offen und konvez,f € C*(G), C C G konvexz, und es gelte fiir
z, € C: (Vf(x,),x —xo) >0, Vo € C, (V2f(x,)h,h) > 0, Vh € R™\{0},
dann ist x, lokales Minimum von f auf C.

Beweis:

Idee: Anwendung der mehrdimensionalen Taylorformel 5.48

Die Voraussetzung iiber die Hesse-Matrix V2f(x,) ist dquivalent zu folgender
Bedingung;:

inf{(V2f(z,)h,h) : h € S} >0, wobei S :={h € R™: ||h| =1}

Da S kompakt ist, existiert h* € S mit (V2 f(z,)h*, h*) = inf{{V2f(z,)h, h) :
hesSY (513)
Beh.: 3e > 0:inf{(V3f(z)h,h) :h € S} >0 Ve B(x,,¢)
Bew.: Annahme: Vn € IN 3z,, € B(,, ) : inf{(V*f(z,)h, h) : h € S} <0
~+ da S kompakt, existieren h,, € S : (V2 f(z,)hn, hy) <0
es gilt: z, — z, und 0.B.d.A. (h,) ist konvergent gegen h € S
(sonst wihle man eine konvergente Teilfolge aus)
wir zeigen: (V2f(xn)hn, hy) — (V2 f(x,)h, )

n—oo

(~ (V2 f(z,)h, h) < 0~ Widerspruch!)
|<V2f(xn)hn> hn) — <V2f($o)ha h)| < |<v2f(a7n)hm hn) — <V2f(xo)hm hn)
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+

<v2f(xo)hm hn> - <v2f(zo)hn? h)
<v2f($lf0)hn, h) - <V2f($(70)h, h>|
(V2 f(zn) = V2 [ (20)) s )|

|

|

(V2 f(20) Py By — B
(V2 f (o) (hy = h), 1)
1(V2f () = V2 £ (20)) | | 2]
HIV2 f (o) hall || — |
HIV2 f (o) (R = B[]
(Cauchy—Schwarzsche Ungleichung)

IV?f () = V2 f (o) ]| |||

——

g

— 9 -1

n—oo

+2|V2f(z = o)l = nl| [|hn — A
—_———

(VAN
+

IA

0
n—oo

— 0

wegen f € C*(G), vgl. 5.31

also gilt:3e > 0 : inf{(V2f(z)h,h) : h € S} >0, Va € B(z,,¢)
oder:(x)(V2f(z)h,h) >0 Vh € R™\{0},Vx € B(z,,¢}.

Sei jetzt x € B(x,,€) N C beliebig, x # x,. Nach 5.48 a) ist dann

f(x) = f(xo) + (Vf(zo), v — $O>J+%Sv2f(l'o +O(z — 20)) (7 — o), @ — T,)

~~

>0 nach Vor. >0 n(:;h (%)
(O €]0, 1] geeignet gewihlt)
~ f(z) > f(z,), Vz € B(x,,e)NC\{z,}

~» 1, ist lokales Minimum von f auf C. O

Bemerkung 5.54

Fine symmetrische (m, m)—Matriz A heifst positiv definit, falls (Ah,h) > 0
Vh € IR™\{0}

Satz 5.53 besagt deshalb im Fall C = G = R™, f € C*(IR™) :

Ist x, ein Punkt mit den Eigenschaften V f(x,) = 0, V2 f(x,) positiv definit,
so ist x, ein lokales Minimum von f auf IR™.

In 5.53 wurde sogar gezeigt, dafS x, ein isoliertes lokales Minimum ist, d.h.
f(z) < f(x,), Ya € B(z,,e)NC,x+# x,.

Im allgemeinen ist aber x, kein globales Minimum von f.

Folgerung 5.55

Seien die Voraussetzungen von Satz 5.53 erfiillt, wobei die Bedingung fiir die
Hesse-Matriz V*f(x,) ersetzt wird durch:

(V2f(y)(x — x0), 2 —20) >0, Va,yeC.

Dann ist x, sogar globales Minimum von [ auf C.
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Bew.: folgt aus f(x) > f(x,) + % (V2 f(2o+O(x — ) (x — 20), 2 — 2,)
>0
(wie in 5.53) mit y = x, + O(x — z,)
~ f(x) > f(z,), Vx e C~sx, ist globales Minimum

Lemma 5.56
Eine symmetrische (m, m)-Matriz A = (a;;) ist positiv definit gdw.

aijr ... Qg

>0, Vi=1,....,m.

a1 ... Qg

Fir m = 2 bedeutet das: A = ( le le ); (a12 = agy) ist positiv definit
21 Q22

gdw. ay; > 0 und ajjag — aly > 0.
(vgl. Heuser Bd. 2, Sdtze 172.5, 172.6)

Beispiel 5.57
Wir betrachten f(xy,2q) = 23 + 23 — 3v129, V(21,22) € R?* =C
Ziel: lokale Minima von f auf IR?.

2L (a2) = 30— 3wy £L(wnma) = 30— 3m 0k = =3
5 2
g_x,%(th) = 6y 67130(%17552) = 6y a:?lafmz =3
31,2 — 3 6x -3
~> Vf(x17x2) = < Bxé . 3:5? ) v2f(x17x2> e < _31 6;[‘2 )

Vf(zy,22) =0 gdw. x% = X9, x% =1
gdw. (x1,x2) = (0,0) oder (z1,22) = (1,1)

£(0,0)=0, f(z1,0) =23 >0:2, >0
<0:2:1<0

~> (0,0) ist kein lokales Minimum!
6z, —3 6z, —3
2 _ 1 1
v f(l’l) o < -3 6!13'2 ’ -3 6!13'2
~ V2 f(xq,15) ist positiv definit (5.56)
5.58 ~ (1,1) ist lokales Minimum von f, f(1,1)=—1
flt,t)=23-3t2  —~ +o0

=27>0,6>0

~> (1,1) ist kein globales Minimum!

Wir kommen nun zu einer Anwendung der allgemeinen Theorie: der sog.
"konvexen Projektion”
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Satz 5.58
FEs sei ) # C C IR™ konvex und abgeschlossen. Dann existiert Vz € IR™
genau ein x, € C mit ||z, — z|| = ing |z — z|| und es gilt:

Te

(xy —z,x —x,) >0, VzeC 7Variationsungleichung”

Beweis:
Wir kénnen dazu auch f(z) := ||[z—z]|?, (z € IR™ beliebig), auf C' minimieren.
«»véz;(): <a:—z> )
geas (@) =0, (i #3), 3 jS(x) =2, VeeR"
~ feC*IR™), Vif(x)=2- m~—dimensionale Einheitsmatrix)

I(I=
548 ~Vx,z, € R™ : f(x) = f(x,) + (Vf(z,), 2 — z,)

+5 (VA (@0 + O(x — o)) (2 — o), (x = )
o) +

(V (o), 7 = o) + [z — ||

l\DI»—t

fla

(Diese Formel wire auch elementar ableitbar gewesen!)
Existenz eines globalen Minimums:
f ist stetig, C' i.a. nicht kompakt ~» 4.13 ist nicht direkt anwendbar.
Sei & € C beliebig,
~Coi={zeC: flx) < f(x)}CC
~ Co=CNfY] — oo, f(T)]) ist, wegen f stetig, abgeschlossen.
Beh.: C, ist auch beschrinkt.
Bew.: Sei z € Gy, [|2]]* < (& — 2l + 112[D* < 2/l — 2] + I|=]1*)
= 2(f(x) + ll=]1*)
< 2(f(z) + [I211)

~ 31, € C, C O : f(,) = ||z — 2||* = min f(x)

= min ||:17 —z|* = mln |z — 22
zeC]
(nach Definition von C)
Eindeutigkeit von z,:
Es gilt: f(z) = f(z.) + (Vf(z.), 2 — z.) +||z — 2.]]?, Vz el

>0vzeC (5.51)
~ f(z) > f(e.) = min f(z) + |z —z.|* VreC
~ Einzigkeit von z, als globales Minimum (wenn nicht: ||z — z.,||* # 0).
Die Variationsungleichung gilt nach 5.51:
0 <(Vf(zi),z—z:) = 28 — 2,0 —2y), Vel
~ (1 — 2z, —ax) >0, VeeC.
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Bemerkung 5.59
Durch 5.58 wird eine konvexe Projektion(sabbildung)

Po: IR" — C(lauf C),||Pcz — 2| = 122”:17—2”, Vz € R™,

definiert. Poz heifit konvexe Projektion von z € IR™ auf C'. Natirlich gilt:
Poz=2z, VzeCl.

Ist C' nicht konvez, existiert das globale Minimum noch, ist aber nicht mehr
eindeutig bestimmt. (Satz 5.51 gilt nicht mehr!) Po wird dann i.a. eine
mengenwertige Abbildung.

Spezialfall: C' =: L st linearer Teilraum von IR™.

5.58 ~ (Prz—z,x — Prz) >0, VeelL (L={x— Pz}

~ (Prz—2z,y) >0, Yyel, z:=—-y~ (Ppz—2z—y)>0

~ (Ppz—z,y) =0, Yy€ L, damity auch —y € L

~z=Prz+w, (w,y)y =0, Yyé€ L.

(Das bedeutet: w = z — Ppz ist orthogonal zu L. Deshalb nennt man Pp, auch
orthogonale Projektion auf L!)

Ubung 5.60

a) Sei ) # C C IR™ abgeschlossen und konvex. Dann ist die konvexe
Projektion Po : IR™ — IR™ Lipschitz—stetig mit L = 1.
(Hinweis: verwende die Projektionsungleichung)

b) C := B(0,r) C IR™.
Zu zeigen: Poz = i”r, Vz e R™\C.

|z

5.5 Implizite Funktionen

Hiufig sind ”interessierende” Funktionen f aus IR* in JR™ nicht in expliziter
Form, sondern in Form von definierenden impliziten Gleichungen der Form

F(z,y) =0,

wobei I : D(F) — IR™, D(F) C IRF x IR™, gegeben.
Gesucht ist dann eine Funktion f : D(f) — IR™, D(f) C IR*, so da8

F(x, f(z)) =0,V € D(f).

Anders formuliert bedeutet dies, da§ die Gleichung F'(z,y) = 0 in Abhéngig-
keit von x nach y aufgelost werden kann!

Natiirlich wird dies i.a. nur lokal moglich sein und starke Voraussetzungen
an F' erfordern. Unser zentraler Existenzsatz fiir eine solche Funktion f wird
gleichzeitig weitere Eigenschaften, wie z.B. Stetigkeit, Differenzierbarkeit, von
f liefern.
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Beispiele 5.61 (fir implizite Funktionen)

a) F(x,y):=2>+y>—1, D(F):= Rx RR.
Offenbar ist f(x) =1 — 22, Vo € [-1,1], Losung der Gleichung

F(z,y) =0,Vx € [-1,1].

f st auch stetig differenzierbar auf] —1,1].
Aber:  f ist nicht die einzige Losung und fir |x| > 1 ist die
Gleichung F(x,y) = 0 unlosbar!
~» maximal ist die lokale eindeutige Aufidsbarkeit zu erwarten.

b) Die (z,y)-Ebene sei die Landkarte eines gebirgigen Gebietes und F(x,y)
bedeute die Hohe des Punktes (x,y) tber NN. Auflosung der Gleichung
F(z,y) =c (c>0) bedeutet dann die Bestimmung der ”Hohenlinien”
zur Hohe c!

c) Ist g : D(g) — IR™, D(g9) € IR™, und F(x,y) := g(y) — x, so bedeutet
die Auflosung der Gleichung F(z,y) = 0 die Bestimmung der inversen
Abbildung f = g~ .

d) Parameterabhingige Gleichungen: Bei Modellierung von Anwendungsauf-
gaben ergeben sich nichtlineare Gleichungssysteme, die eine bestimmte
Anzahl von Modellparametern enthalten (x € IR*), wobei die Abhingig-
keit der Losung von diesen Parametern interessiert (z.B. in Modellen
elektrischer Netzwerke).

Im folgenden betrachten wir IR*, IR™ und IR* x IR™ = IRF*™ jeweils mit der
zugehorigen Euklidischen Norm. Dann gilt insbesondere

IG)

Ist (z,,Yy,) € int D(F) und ist F in (z,,y,) Fréchet—differenzierbar mait
Fréchet-Ableitung F'(xz,,v,), so spalten wir die (m,k + m)-Matriz f'(x,, yo)
auf in eine (m, k)-Matriz O\ F(x,,y,) und eine (m, m)-Matriz 0o F(z,, y,),
d.h.

2
= [l«|® + lyll*, vz € R* vy e R™

F,(Ioayo) - (alF(Ioayo)aa2F(Ioayo))~

Dann gilt also
F'(zo,90) (;j) = 01 F(20,Y0)r + o F(x0,y0)y, Yz € R* Wy € R™.

(01 F bzw. 0o F entsprechen also den Jacobi—-Matrizen von F' bez. der Kompo-
nenten von x bzw. der Komponenten von y.)
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Satz 5.62 (Satz tiber implizite Funktionen)

F:D(F)— IR™, D(F) C IR* x IR™, sei in einer Umgebung von (x,,y,) €
int(D(F)) Fréchet-differenzierbar. Es gelte F(x,,y,) = 0, die Matrix

" F(x,,Y,) sei requlir (und damit invertierbar), und F' sei in (x,,y,) bez.
der Matrixnorm stetig.

Dann ezistieren Konstanten C > 0 und r1,79 > 0, so daf

(i) die Gleichung F(x,y) = 0 fir jedes v € X, := B(xo,71) genau eine
Losung )
f(z) € Y, := B(yo,,12) besitzt, wobei f(x,) = yo-

(ii) die Funktion f : X, — IR™ Lipschitzstetig und in x, Fréchet-differen-
zierbar mit der Ableitung

f' (o) = —[02F (20, Yo)] O F (24, y,) ist.
(iii) gilt: |ly — f(x)|| < CI|F(z,y)|, V(z,y) € X, X Y,

Beweis:

Zunéchst einige Vorbetrachtungen:

Wir withlen in einem ersten Schritt 7, > 0 so, da8 U := B(x,,7,) X B(Y,,7,) C
int(D(F)) und da§ F' auf U Fréchet—differenzierbar ist. Als néchstes wihlen
wir Konstanten C; > 0, Cy > 0:

Cr > |00 F (20, yo) ||, Co:= [|[02F (0, y0)) 7'

Nun wird o €]0, 1] beliebig, aber fixiert, gewéhlt. Wegen der Stetigkeit von
F und_F’ in (z,,y,) existieren r > 0 und 5 > 0, so daf mit X, := B(z,,71),
Y, = B(yoa T2) gilt:

105 F (z,y) — 0y F (24, 50)|| < Cﬁ, V(z,y) € X, X Y,,
2

[0 F (2, y)|| < C1, Y(z,y) € Xo x Y5, und

11—«

F(x,y,)|l <
17 (.l < 5

T2, Ve € Xo.

Nun kommen wir zu Teil (i) des Beweises.

(i) Unser Ziel besteht hierfiir in der Anwendung des Banachschen Fixpunkt-
satzes (vgl. Satz 2.28).
Zunéchst ist klar, dafl die Gleichung F(x,y) = 0 dquivalent ist zur
Fixpunktgleichung

Y=y — [0oF (0, yo)] " F(,9).
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Fiir jedes x € X, definieren wir die folgende Abbildung
Fu(y) =y = [0aF (20, 50)] ' F(z,), YyeY,

Wir zeigen: F, : Y, — Y, ist kontraktiv (mit « €]0,1[), Vo € X,.
Wir beginnen mit der Kontraktivitat von F:
Seien x € X,, y,y € Y, beliebig gewahlt. Dann gilt:

17 (y) = Fe(@)| = ly =9 [02F (20, o))~ (F (2, y) = F(2,9))|
<N[02F (o, yo)I M N F (z,y) = F (2, §) =02 F (20, yo) (y—3) |

<Ch s%pl] |02 F (2, y+t(§—y)) — 0o F (20, yo) || ||y — 7l
t€|0,

(nach Folg. 5.47 b) mit A := " F(x,,v,), f := F(z,"))
a
<Cy - —lly—1yl| = — 7|
<G lly =gl = adly -9l

1F2(y) = Yol < 1Fe(y) = Fe(yo)ll + [1F2(y0) = voll

< ally = yoll + [I[02F (0, yo)] ™ F (2, o) |
11—«
< ally - ol + Co—

ro < arg+ (1 —a)ryg =19.

Also bildet Fx (Fiir jedes z € X,) die abgeschlossene Kugel Y, in IR™
(d.h. Y, ist ein vollsténdiger metrischer Raum!) in sich ab und ist
kontraktiv (mit a €]0, 1).

Nach Satz 2.28 besitzt deshalb F, fiir jedes x € X, genau einen Fixpunkt
f(z) € Y,, d.h.

fx)= F.(f(x)), VzeX,.
~> F(z, f(x)) = 0, Vo € X,.

Wegen y, = F,,(y,) und der Einzigkeit des Fixpunktes von F,, in Y,
muf} schlieBllich auch f(z,) = y, gelten.

(iii) Es sei (z,y) € X, x Y, bel. gewihlt. Dann gilt nach Teil (i):

ally = f@)ll = [[F(y) = Fa(f (@) = [[Fe(y) = f(@)]] =
= |ly = f(2) = [02F (20, 40)] " F (2. y)]|
> Ny = f@)] = Col| F(z, )|

~ (1 =a)lly = f(2)]| < Ce|| F(z,y)]| ~ wihle C:= {2,

(ii) Wir zeigen zuerst: F': X, — IR™ ist Lipschitzstetig. Es seien z,7 € X,
bel. gewihlt. Dann gilt nach Teil (iii):

(@) = f@) < ClF(z, f(2))|| = C|F(z, f(2)) — F(Z, f(Z))]
< CC|lr — 2|
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(nach Folgerung 5.47 a), da |0y F(z, f(2))]| < Cy, Vo € X,).
~» f ist Lipschitzstetig auf X, mit Konstante C;C5/(1 — «).

Es bleibt zu zeigen: f ist Fréchet—differenzierbar in x, mit Ableitung

f,($o) = _[02F(xo>yo)]_lalF(xoa yo)-
Es sei h € IRF mit ||h]] < r;. Dann gilt:

1

w||f($o+h)—f(fﬁo)—(—[32F(xo, o) L0 F (20, yo) )| <

< T 00F o) )= ()40 F )

< HCTzn(HF(ZL’o—Fha f(xot+h)) = F(xo+h, f(15))—0aF (20, Yo) (f (Tot+h)— f(,))]]

I F(@oth, f(0)) = F (2o, f(0)) =01 F (20, yo) h[)

< &( sup [|OoF (zo+h, f(20) +E(f(xo+h)— [(20))) — O F (T, yo) ||+
G4 [[h]] vepo,y

#|f (@oth) = f (o) |+ sup [|01F (2o+th, yo) =01 F (0, yo) [ || ]])

te(0,1]

S C12(CYC(1 sup ||02F($o+hayo+t(f(zo+h)_yo))_a2F(zo>yo)||

te(0,1]
+ sup ||(91F([l?0—|—th,yo)—alF(:L”o.yo)H) —.0

-~ I —0

Letzteres folgt aus der Stetigkeit von F’, und damit von 01 F und 0y F,

in (z,,Yo)-
Also ist f in z, Fréchet—differenzierbar und es gilt die behauptete
Formel fiir f'(x,). Damit ist alles bewiesen. O

Folgerung 5.63 (Satz iber die inverse Funktion)

g: D(g) — IR™, D(g) C IR™, sei in einer Umgebung von y, € int (D(g))
Fréchet—differenzierbar, g' sei in y, stetig und die Matriz ¢'(y,) sei requldr.
Dann ezistiert ein r > 0, so dafl mit g(z,) = z, folgendes gilt:

(i) Fir alle x € B(x,,r) hat die Gleichung g(y) = x genau eine Ldsung
flx) =g~ (z); und
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(ii) die Funktion g=' : B(x,,r) — IR™ ist Lipschitzstetig, sowie in x, Fréchet-
differenzierbar mit der Ableitung

(971 (o) = [g'(o)] "

Beweis:

Wir definieren F' : IR™ x D(g) — IR™, F(z,y) = g(y) — x, Yy € D(g),
Vz € IR™. Nach Voraussetzung ist F' in einer Umgebung U von (x,,y,) =
(9(Yo), o) Fréchet—differenzierbar mit der Ableitung

F'(z,y) (Z) =0 F(x,y)u+ 0 F(z,y)v = —u+ ¢ (y)v.

d.h. 01F(x,y) = —1 (I Identitdt), b F(z,y) = ¢'(y), V(z,y) € U. Deshalb
ist nach Voraussetzung Satz 5.62 anwendbar, und die Aussagen (i) und (ii)
folgen aus denen von 5.62. O

Bemerkung 5.64

Satz 5.62 ist eine Aussage tber die lokale Ezxistenz und Eindeutigkeit einer
Funktion f mit f(x,) = yo und F(x, f(x)) =0, VYo € D(f) (d.h. in hinreichend
kleinen Kugeln um z, bzw. y,).

Neben den ”Glattheits”—Voraussetzungen an F' ist dafir die Bedingung, daf
O F(x4,y,) regulir ist, entscheidend. Ist diese Bedingung verletzt, d.h. ist
" F(x,,y,) singuldr, so ist die Situation i.a. nicht mehr iberschaubar. Z.B.
sind folgende Situationen denkbar:

(Wendepunkt) (Verzweigung) — (Kontinuum von Lésungen) (keine
Lésung)

Dies ist Ansatzpunkt fiir moderne Entwicklungen in der (nichtlinearen) Ana-
lysis, z.B. fiir die sog. Verzweigungstheorie.
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Die Lipschitzkonstante der nach Satz 5.62 existierenden impliziten Funktion
f X, — IR™ wird im wesentlichen bestimmt durch die Konstante

1102F (0, yo)] 101 F (0o, o) I

Setzt man in Satz 5.62 etwas starker voraus, dafy F' (sogar) in einer Umgebung
von (Z,,Y,) stetig ist, so ist, bei hinreichend kleiner Wahl von re, f auch
Fréchet—differenzierbar auf B(x,, 1), und es folgt aus der Gleichung

F(z, f(z)) =0, V€ B(z,,72),
nach der Kettenregel
OnF(z, f(x)) + F (z, f(x)f'(x) =0, Ve B(x,, ).

Beispiele 5.65

k
a) F:RFxIR— R, F(z,y) :==vy"+ Y z;y"7, Vo € R*Vy € R,
j=1
d.h. die Koeffizienten eines Polynoms werden als Parameter betrachtet.

Die Anwendung von Satz 5.62 auf die Gleichung F(z,y) = 0 ist dann
die Frage nach der Abhdngigkeit von Nullstellen des Polynoms bez.
seiner Koeffizienten (Differenzierbarkeit?).

Klar ist, daf alle partiellen Ableitungen von F' existieren und stetig sind
auf IR* x IR. Also ist F nach Satz 5.32 Fréchet-differenzierbar und F'
ist stetig (auf IR x IR). Es gilt:

k—1
OF(z,y) =Wy 1), 0F(zy)=ky" ™+ ai(k - jyt!
=1

T
(Vo = : c R*, YycR).
T

FEs sei nun vy, eine Nullstelle des Polynoms F(x,,y) (fir einen gegebenen

Koeffizientenvektor x,) mit der Figenschaft Oy F(x,,y,) # 0 (man nennt

Yo dann eine "einfache Nullstelle” des Polynoms F(z,,y)), so existiert

nach Satz 5.62 eine Lipschitzstetige Funktion

f: B(xy,r1) — IR (r1 > 0 hinreichend klein), so dafl

f in x, Fréchet-differenzierbar ist, F(z, f(x)) =0, Yo € B(x,,71),

und f(xo) = Yo-

Fazit: Finfache Nullstellen hingen Fréchet—differenzierbar von den

Koeffizienten des zugehorigen Polynoms ab!
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b) Lafit sich Satz 5.62 globalisieren (d.h. globale Ezistenz der impliziten Funk-
tion f), falls alle Voraussetzungen global giiltig sind?
Anwort: Nein, i.a. nicht!
Wir zeigen dies am in Folgerung 5.63 behandelten Spezialfall, indem wir
fiirm > 1 eine Funktion g : IR™ — IR"™ angeben mit den Eigenschaften:
g ist Fréchet—differenzierbar, g ist stetig und g'(x) is regular fir alle
x € IR™, aber g ist nicht injektiv!
(Fir m = 1 wirde g streng monoton und folglich injektiv (4.49)!)

sin o

g:R* = IR*,  g(x1,2,) = exp(a1) ( o ) , Vw1, 12) € R,

~ g€ CY(R?)
, B [ exp(xy)cos(xy) —exp(z)sin(xs),

~ g1, 32) = Jo(w1, 72) = ( exp(x1) sin(xs) exp(z1) cos(xz) )’

~ det(g' (21, 22)) = exp(2x;) (cos?(x2) + sin?(z3)) = exp(2z;) > 0,

~s lokal um jeden Punkt in IR? existiert die inverse Funktion g=1/

Aber: g : IR*> — IR? ist nicht injektiv, wegen g(x1,zo + 2m) = g(x1,12)!
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6 Integralrechnung

Fiir den Integralbegriff gibt es zwei wesentliche Motivationen:
(1) Berechnung von Flichen- bzw. Rauminhalten von Kérpern, und

(2) die "Umkehrung” der Differentiation, d.h. die Rekonstruktion einer
Funktion aus ihrer Ableitung.

Beide Modivationen hidngen eng zusammen. Wir beginnen mit (1) und der
Definition des sog. Riemann-Integrals. Spéter zeigen wir, daf} es enge Zusam-
menhénge zwischen dem Riemann-Integral und der Umkehrung der Differen-
tiation gibt. Anschlieend gehen wir noch auf Erweiterungen der bis dahin
dargelegten Integralrechnung ein: das uneigentliche Integral und das Riemann-
Stieltjes-Integral.

6.1 Das Riemann-Integral im R™

Wir betrachten Funktionen f : D(f) — IR, D(f) € IR™, und definieren
(schrittweise) Riemann-Integrale {iber immer komplizierteren Mengen, begin-
nend mit m-dimensionalen kompakten Intervallen I C D(f) (oder ” Quadern”)

Definition 6.1

a) Fir beliebige ai, by € R, a; < b, i = 1,...,m, heift die Menge I := X
i=1
[a;,; | m-dimensionales kompaktes Intervall.

pu(l) = ﬁ(bZ — a;) heift Map (bzw. Inhalt) von I.

1=1

b) Ist [ = X ein m-dimensionales kompaktes Intervall und sind Z; :=
i=1
{Zio, i1, ..., Ty} Zerlegungen von [a;,b;) (1 = 1,...,m), d.h. a; =

Tio < Tig < ... < Tip) = by, so heifst
Z = )nz Z; Zerlegung von I.
= @ —
Z(I) bezeichne die Menge aller Zerleugngen von I.

Bemerkung 6.2

Ist Z = X Z; € Z(I), so kann man alle moglichen kartesischen Produkte
i=1

von m Intervallen, die aus jeweils zwei aufeinanderfolgenden Punkten der

Zerlequngen Zy, ..., Zy gebildet werden, erzeugen. Man erhdlt dadurch eine
gewisse Anzahl M (kleinerer) m-dimensionaler Intervalle Iy, ..., Iy, d.h.

]k‘ = >W<L [xi,ki7xi,ki+1]a kl = kl(]) € {07 s ,n('&) - 1}72 = 17 sy M.

=1
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M (o] (o]
Fiir diese Intervalle gilt: I = J I;, I; N I;=0, k # j, und
=1

M
u(I) = Zlu(fj)-
‘]:
Fine Zerlegung Z € Z(I) heifst Verfeinerung von Z, falls Z 2 Z.
Hat Z dabei die Gestalt Z = % Z:, so bedeutet Verfeinerung: Z; O Z;,
i=1
Vi=1,...,m
Definition 6.3
Es sei I ein m-dimensionaler kompaktes Intervall und f : I — IR beschrdnkt,

d.h. f € B(I,IR). Fir jede Zerlequng Z € Z(I) mit den ”Teilintervallen”
I, j=1,....M (vgl. 6.2) heiffen

M
d&ﬁ:Ebgﬂ)(Dbm- E}@f
j=1 _xEJ

die Darboux’sche Untersumme bzw. Obersumme bez. f und Z.
Wir nennen weiterhin

Jy = sup s(Z;f) bzw. J,:= mf S(Z; f)
ZeZ(I) zez(I)

das Unter-Integral bzw. Ober-Integral von f dber I.

Lemma 6.4

Es sei I ein m-dimensionales kompaktes Interval und f € B(I,IR). Dann
gilt fiir jedes Z € Z(I):

—oco < inf f(a) - p(l) < s(Z; f) < Ju < Jo = S(Z5 f) < sgl?f(a:)u(l) < Foo.
Beweis:

Nach Definition und Konstruktion sind die folgenden Ungleichungen klar:

S(Zif) < dus Jo2S(Z5f), s(Z;f) <S(Z; f)

—m<iré§f(z)- <1nff Zu <Z1nff w(lj)=s(Z; f)

Jj+1

und analog die beiden rechten Ungleichungszeichen in der Kette.

Es bleibt zu zeigen: J, < J,.

Sind zunéichst Z und Z Zerlegungen von I und ist Z eine Verfeinerung von Z.
Dann setzt sich jedes Teilintervall I; von A evtl. aus mehreren Teilintervallen
Ij von Z zusammen, d.h. es gilt z.B.

inf f(a)p <me L),

— x€ly,

188



was (durch aufsummieren iiber j) zur Ungleichung
s(Z,f) < s(Z,f) < S(Z; f) < S(Z; f) fiihrt.

Sind ferner Z und Z zwei beliebige Zerlegungen von I und ist Z eine ” gemein-
same Verfeinerung” von Z und Z, d.h. eine Zerlegung von I, die sowohl die
Zerlegungspunkte zon Z als auch die von Z enthélt. Dann gilt:

s(Z:f) < s(Z; ) < S(Z:f) < S(Z: ]).
Daraus folgt: J, = sup s(Z;f) <S(Z;f), J,< inf S(Z;f) =,

ZeZ(I) T Zez(I)
Also gilt: J, < J,. O

Definition 6.5
Es sei I C IR™ ein m-dimensionales Intervall und f € B(I,IR). J, und

J, seien das Unter-Integral bzw. das Ober-Integral von f tber I. Falls J, =
J,, so heift f iber I Riemann-integrierbar und [ f(z)dx := J, = Jo heift
T

Riemann-Integral von f iber I.

Das soeben definierte Integral heifit manchmal auch Darbouz-Integral (z.B.
im Heuser, wo aber spdter gezeigt wird, dafi es mit dem dort etwas anders
eingefiihrten Riemann-Integral ibereinstimmt).

Ehe wir zu Eigenschaften und zur Berechnung des Riemann-Integrals kommen,
wenden wir uns der Frage nach der Charakterisierung Riemann-integrierbarer
Funktionen zu. Unser erstes Beispiel zeigt, dafl nicht alle beschrankten Funk-
tionen Riemann-integrierbar sind. AnschlieBend kommen wir zu einer ersten
positiven Antwort.

Beispiel 6.6
Wir setzen m := 1, I := [0,1] und f(z) := {

die Dirichlet-Funktion auf [0, 1].
Wir wissen: f ist nirgends stetig (vgl. Bsp. 4.5a)).
Ist nun Z eine beliebige Zerlegung von [0, 1], so folgt nach Definition:
s(Z:f)=0 .5 f)=1
~ J,=0 und Jy=1
~» f st nicht Riemann-integrierbar iber 1!

0,

z€[0,1]NQ@ :
1 zefol , d.h. f st

0, 1\@

Satz 6.7 FEs sei I C IR™ ein m-dimensionales kompaktes Intervall. Dann
ist jede Funktion f € C(I) Riemann-integrierbar.

Beweis:
Wir wihlen € > 0 beliebig und zeigen: 0 < J, — J, < €.
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Nach Voraussetzung ist f auf I gleichméfig stetig (Satz 4.20). Folglich
existiert 0 > 0, so dafl

f(z) — (@) < ——, falls 2,7 € [ mit ||z — &|| <.

p(l)’
Wir wéhlen nun Z € Z(I) so, da8 ‘n?aXMdiam(Ij) < §. Weiter gilt Vj €
i=1,..,
{]_, .. .,M}Hi’j,i’j S ]ja so daf3

F()) = inf f(), () =sup f(x) (Satn 413).

z€l;

(wegen ||z, — Z;|| < dilam([;) <9, Vj=1,..., M). O

Unser nichstes Ziel besteht nun darin, die Klasse aller Riemann-integrierbaren
Funktionen genau zu charakterisieren. Es wird sich zeigen, dafi Riemann-
integrierbare Funktionen ”im wesentlichen” stetig sind. Dazu benétigen wir
aber noch einige Vorbereitungen.

Definition 6.8

A C IR™ heifit Nullmenge (oder ”Menge vom Maf$ 0”), wenn Ve > 0 eine
hochstens abzihlbare Menge {I; : j € J} von m-dimensionalen kompakten
Intervallen existiert, so daf

AclUL wnd D p()) <e.

JjeJ Jjeg
Lemma 6.9
a) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

b) Endliche oder abzihlbare Teilmengen von IR™ sind Nullmengen.

c) Die Vereinigung hdchstens abzihlbar vieler Nullmengen ist wieder eine
Nullmenge.

d) Eine kompakte Menge K C IR™ ist eine Nullmenge gdw. Ve > 0 existiert

eine endliche Menge {I; : j = 1,...,r} von m-dim. kompakten Interval-
len, so daf

K C Ulj und Zu(lj) <e.
j=1 j=1
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Beweis:
a) ist offensichtlich nach Def. 6.8.

b) Essei {z; : j € J} eine hochstens abziahlbare Teilmenge des IR™ und es
sei € > 0 beliebig gewahlt. Dabei 0.B.d.A. J C IN.

1
Wir definieren I; := {z € R™: ||z -]l < 1 (557) ™}, Vj € T (wobei

.....

c) Seien {A; : i € Z} hochstens abzdhlbar viele Nullmengen, wobei 0.B.d.A.
ZCIN.
Wir setzen A := | A; und es sei € > 0 beliebig gewihlt.
i€T
~» 3 hochstens abzidhlbare Mengen {I;; : j € J;} (0.B.d.A. J; C IN)
von m-dimensionalen kompakten Intervallen, so daf3

Ai - U ]ij und Z ,u([lj) < %, Viel.

JET)i J€T:
~ {I;; : j € J;,i € T} ist hochstens abzihlbar (vgl. Kap. 1.3)
und es gilt
ACU U Ly wd 3 3 puly) <eX 5 <e
i€T jeT; i€T jeT; ieT

~» A ist Nullmenge.

d) Essei K C IR™ eine kompakte Nullmenge und £ > 0 beliebig gewihlt
~» 3 hochstens abzdhlbare Menge {/; : j € J} von m-dim. kompakten
Invervallen, so dafl

K C UI]- und Z,u(lj)<5.

JjeJ JjEJ

O.B.d.A. scien I;, j € J, so groB gewéhlt, da K C ;j.
JjET
Da K kompakt ist, existieren nach Satz 2.43 (Heine/Borel) bereits
endlich viele dieser I; (j € J), so da K von ihnen iiberdeckt wird.
Die umgekehrte Richtung ist trivial.
O
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Beispiel 6.10
Jede Hyperebene H := {(z1,...,2y) € R™ : x5 = ¢} (s € {1,...,m} und
¢ € IR fiziert) ist eine Nullmenge.
Bew.: Seie > 0 beliebig gewdhlt und wir definieren I; := ')_s(l[aij, bis]
wobei a;j == —j, by = j, Vi #s, Vj € N, .
asj = C— W, bs; :20+W

o o [o.¢] 2
«»HQUIJ» und Z,u( Z W:% 0O
j=1 J=1 J=1

Im folgenden verwenden wir den in Kapitel 4.1 eingefithrten Begriff der Os-
zillation einer Funktion: f: D(f) — IR in x € D(f) (vgl. Def. 4.24):

w(f;x) ;= inf{diamf(U N D(f)): U ist Umgebung von x € D(f)}
= inf{ sup |f(Z) — f(Z)| : U ist Umgebung von z € D(f)}
z,3€U
Lemma 6.11
Es sei I C IR™ ein m-dimensionales kompaktes Intervall und f € B(I, IR).
Dann gilt:

a) Ist ¢ > 0 und gilt supw(f;z) < e, so existiert ein Z € Z(I), so dafs
zel

S(Z;f) = s(Z; f) < ep(]).
b) Fir jedes € > 0 ist die Menge D, :={x € I : w(f;x) > ¢} kompakt.

Bewelis:

a) Sei € > 0 beliebig gewahlt und es gelte w(f;x) < & < e, Vo € I. Dann
existiert fiir jedes x € I ein d(e,z) > 0, so daB
|f(2)—f(Z)| < &, falls 7,7 € Boo(1,6(2,2)) == {y : |[7—y|lee < (e, )}
~ (Boo(,6(e,2)))ser ist eine Uberdeckung fiir die kompakte Menge I.
~» nach Satz 2.43 existieren x1,...,z, € I mit der Eigenschaft

1C U Bao(as, (e, 22)).
=1

Wir definieren I; := I N Boo(2:,0(e,2;)), Vi € 1,...,r, und wihlen nun
eine Zerlegung Z € Z(I) so, daf fiir ihre Teilintervalle [;, j =1,..., M

gilt: .
Vie{l,...,M}3i e {1,...,r} : I; C ;; dh. die [;, j = 1,..., M,
stellen eine ” Verfeinerung” der Intervalle I;, i = 1,...,r, dar.
M
S(Z:f)=s(Z:f) = Y _(sup f(x) = inf f(@)nlly)
j=1 zel; J
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M

— Z sup |f(z) — f(2)|u(l;)

j:l z,2€l;
< Za p(l;) <ep().

b) Sei € > 0 beliebig gewihlt und es sei (x,,) eine Folge in D, mit z,, — x €
IR™. Zu zeigen: x € D,,
(d.h. diamf(U N 1) > e,V Ungebungen U von z.
Es gilt: w(f;z,) > &,Yn € IN, zu zeigen bleibt also: diam(f(B(z,d) N
I)>¢e, V6> 0.
Sei also 0 > 0 beliebig gewahlt.
~  dng € IN : ||z — | Sg Vn > ng.
v e S w(firn,) < diamf (B, 2) 0 1)
< diamf(B(x,8) N ), da B(xn,, 5) € B(x,0)
~ da 0 > 0 ganz beliebig gewéhlt war, folgt daraus fiir jede
Umgebung U von x:
e <diamf(UNI)~ e <w(f;z). O

Satz 6.12 (Lebesgue)

FEs sei I C IR™ ein m-dimensionales kompaktes Intervall und f : B(I, IR). f
ist Riemann-integrierbar iber I gdw. eine Nullmenge A C I existiert, so dafs
f auf I\ A stetig ist.

Beweis:

(«<=) Es existiere eine Nullmenge A C I, so daf f stetig auf I\ A ist. Wir
betrachten die Menge D := {z € I : w(f;z) # 0}, die nach Satz 4.25 genau
die Menge aller Unstetigkeitsstellen von f auf [ ist.

Folglich gilt D C A und D ist Nullmenge nach 6.9a).

Es sei nun € > 0 beliebig gewéhlt.

Wir zeigen: 0 < Jy — J, < €.

Es sei K > 0 so gewihlt, dafl sup |f(z)] < K.

zel

Nach Definition gilt: Ds: {z € [ : w(f;20 >} C D,V > 0.

Wir wéhlen § > 0 so, dal § < ﬁ(f)

Nach Lemma 6.11b) ist Ds eine kompakte Nullmenge und nach Lemma 6.9d)
existieren, folglich, m-dimensionale kompakte Intervalle I,.... 1., so daB

Dsc|JL wd (Jul) <
=1 =1

Wir wihlen nun eine Zerlegung Z € Z(I) mit den Teilintervallen [;, j =
L,...,M, so daB Vj € {1,...,M}Vi € {1,...,7} entweder I; C I); oder
I; ﬂ mt( [;) = 0 gilt. Wir deﬁmeren nun
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Joo={j:{1,...,M}y:3ie{l,...,r}sodaB I; C I}
jg = {1,,M}\j1

Dann gilt:
> (sup f(x) — inf f(a))u(ly) < 2K > ully)
jeq Z‘EIJ' J jen
-
< 2K I; =.

Fir j € J, gilt dagegen I; N Ds = 0 (falls die I; evtl. ein wenig vergroBert
werden, so dafl sogar

Ds C | Jint(I)) gilt).

J=1

Daraus folgt also: w(f;z) <90, Vo € I;Vj € Js.
Deshalb konnen wir Lemma 6.11a) sukzessive auf jedes [;, j € J», anwenden
und erhalten insgesamt eine Verfeinerung Z* von Z mit den Teilintervallen

If,i=1,...,M* so dal Vj € J, gilt:

M*
. . .
Z (216111; @) = ik F@)uly) < oully) = 2u(l)“(lj)
I:CI;
M*
o= Ju S S(Z5 ) = 5255 0) = D (up S(@) = Inf ST

e
< Z(Su}) fla)=inf fla)u) + ) (sup f(z) = inf f(2))n(l;)
jeq €l zel; = z€l? el

£ £
— E [.) = e.
JET2

Damit ist die erste Richtung vollstiandig bewiesen.

(=) Es sei f Riemann-integrierbar iiber I und wir betrachten wie im ersten
Teil des Beweises die Menge D := {x € I : w(f;z) # 0} aller Unstetigkeits-
stellen von f.

Es geniigt zu zeigen: D ist Nullmenge.

Ist Ds, V6 > 0, wie im ersten Teil definiert, so gilt: D = |J Di. Nach

neﬂ\f n
Lemma 6.9¢) ist es also ausreichend, zu zeigen:

194



D1 ist Nullmenge fiir jedes n € IN.

Es seien € > 0 und n € IN beliebig gewéhlt.
Da f Riemann-integrierbar tiber I ist, gilt: Jo = J,. Folglich existieren
Zerlegungen 7,7 € Z(I) mit

S(Z: )= s(Z; f) < %

Ist Z € Z(I) eine gemeinsame Verfeinerung von Zund Z,dh. Z,dh. ZD Z
und Z O Z, so folgt wie im Beweis von Lemma 6.4

s(Z; f) < s(Z; f) < S(Z; ) < S(Z; f).

Es folgt also: S(Z; f) —s(Z;f) < =
Esseien I;, j = 1,..., M, die Teilintervalle der Zerlegung Z und wir definieren
die Indexmenge

J={je{l,....M}: ;N D1 #0}.

D.h. Vj € J3z € I; mit w(f;z) > %, d.h. insbesondere

1
sup  [f(7) = f(2)] = —, V6>0.
z,5€B(x,8)NI n
cynL<cy ;j UAR, wobei Ag die Menge aller ”Rénder”
JjeJ JjeJ
der [; ist, die wiederum in einer endlichen Anzahl von Hyperebenen (vgl.
6.10) enthalten sind. Nach Beispiel 6.10 und Lemma 6.9a) und c) ist Ag eine

Nullmenge.

Nun gilt aber D

1
n

Es geniigt deshalb, zu beweisen: | (;] ND1) ist Nullmenge.
jeg "

Ist aber x 6;]- ND1 fiir ein j € J, so kann man § > 0 so klein wahlen, daf3

B(z,0) C I; und deshalb

S 1fE) @z sw 1@ -] 2
Ist also J* = {j € J :I; ND1 # 0}, so erhalten wir
T p) < 3 s 1@ - F@)
= %(:g f(@) = inf f@)n(l)
< ST -7 < o
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Also gilt > p(l;) <eund U (;j ND1)<C U I
JjeT* jeg " JjeT*
~» D1 ist Nullmenge und alles ist bewiesen. a

Folgerung 6.13
Ist f :[a,b] = IR (a,b € IR,a < b) beschrinkt und hat hochstens abzdihlbar
viele Unstetigkeitsstellen, so ist f Riemann-integrierbar. Insbesondere sind

monotone Funktionen Riemann-integrierbar tiber kompakten Intervallen in
R.

Beweis:
folgt aus Satz 6.12 und Lemma 6.9b). Der Spezialfall resultiert insbesondere
aus Folgerung 4.55. O

Die Lebesgue’sche Charakterisierung der Riemann-Integrierbarkeit in Satz
6.12 wird uns im folgenden bei der Herleitung von Eigenschaften des Riemann-
Integrals bzw. beim weiteren Aufbau der Integralrechnung wertvolle Dienste
leisten.

Satz 6.14
FEs sei I C IR™ ein m-dimensionales kompaktes Intervall und f,g € B(I, IR)
seien Riemann-integrierbar. Dann gilt:

a) Fir alle a, B € R ist af + Bg Riemann-integrierbar und es gilt

[t 4@z =a [ a5 [ ga)dn

1

b) Falls f(x) >0, Vz € I, so gilt [ f(z)dx > 0.
T
c) |f| ist Riemann-integrierbar und es gilt | [ f(x)dz| < [ |f(z)|dz.
T T

Beweis:
Die Riemann-Integrierbarkeit von af + F¢ und von | f| folgt jeweils sofort aus
Satz 6.12.

a) Es sei zunédchst a = 8 = 1 und € > 0 beliebig gewéhlt. Dann existieren
nach Voraussetzung und analog zum Beweis von Satz 6.12 Zerlegungen
Z,7Z € Z(I) mit

0<S(Z:f)=s(Z:f) <5, 0<5(Zig)—s(Z;g) <

N ™
N ™
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o5 <) = S ) < s(Z: ) - [ fayds
I

M—§<S(Z;g)—5 /g
T
Es sei nun Z* eine gemeinsame Verfeinerung von Z und Z, d.h. Z* D

Z U Z, mit den Teilintervallen Ii,j=1,...,M.
Dann gilt zunéchst:

—% <s(Z;f)— /f(x)dx < s(Z% f)— /f(:c)d:c (Lemma 6.4)
<5(z50) - [ soyte < 520~ [ fagin < 5

(und analoges fiir Z bzw. ¢ anstelle von Z bzw. f ), und

s(Zf+g) = Z;glf(f+g)( D)uly) = s(Z7 )+ s(2% g)

S(Z%f+9) = Y_sup(f +g)(@)u(l;) < S(Z*5 f)+ S(Z% g).

j=1 z€l;
Daraus folgt insgesamt:

e < SZ ) s(Zif) — / f(x)dz + / g(x)dx)

1 1

< S(Zf+g) / f(x)dz + / g(x)dx)

1 1

< S(Z%f+g)—( / f(x)dz + / g(x)dz)

1 I

< SN~ [+ 3o - [ <5+ 5=c

T T
Also gilt: —a<ff+g ff(:cd:c+fg ) <e
T
wegen (Z*f+g <f(f+g()da:<S(Z*f+g).

Wir haben nun die Aussage fiir a = =1 gezeigt!

Es bleibt zu zeigen: [(af)(z)dx =« [ f(z)dz, Vo € R.
T T
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Sei zunéchst a > 0. Dann gilt:

/(af)(a:)d:c: sup s(Z;af) = sup as(Z;f) :a/f(:c)d:c.
) ZeZ(I) Ze2(I) /

Ferner erhalten wir:

/Pﬂmwz=sws@ )= s -S(Z:))

zeZ(I) z€Z(I
I

= -, nf S(Zif)= /f

ZeZ(I)

Damit ist Teil a) vollstdndig bewiesen!

b) Es gelte f(x) > 0, Vo € I. Dann folgt:

/f )dxr = sup st >mef p(l;) > 0.

ZEZ Z‘EIJ

c) Esgilt: |f| £ f > 0. Folglich ergibt sich aus a) und b):

/If(fv)ldévi/f(fv)dévz/(If(x)lif(af))deO.

1

Also: — [|f(x)|dx < [ f(z)dx < [|f(x)|dz und die Behauptung folgt.
T T T
O

Satz 6.15

Es seien I, I und I® m-dimensionale kompakte Intervalle und es gelte
I =1MUTI® yund int(IM) Nint(I?) = (.

Es sei f € B(I,IR) Riemann-integrierbar iber I.

Dann ist f auch Riemann-integrierbar diber IV und I® und es gilt

/f iz = [ fade+ [ fys

I(1) 12

Beweis:

Die Riemann-Integrierbarkeit von f iiber I und I® folgt sofort aus der
Voraussetzung und aus Satz 6.12. Deshalb existieren fiir j = 1,2 und zu
beliebig vorgegebenem ¢ > 0 Zerlegungen Z; € Z(IY)), so daf

S(Z5; f) = s(Z5; f) <

l\.’)lm
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Es sei Z € Z(I) derart gewihlt, dal Z N I eine Verfeinerung von Z; fiir
j = 1,2 darstellt. Dann gilt:

_5+/f(g;)dg;+/f(x)dx<S(Z1;f)+8(Z2§f)

7(1) 1(2)
<s(ZnIV: Y+ s(ZNI®;f)=s(Z; f)

/f Ydr < S(Z;f) < S(ZnIW; f)+S(ZnI%;f)

SS(th —|—S Z27 /f dl’—i-/f dl’-'-é? O

7(1) 12

Satz 6.16 (Mittelwertsatz)
FEs sei I C IR™ ein m-dimensionales kompaktes Intervall und f € C(I). Dann

ezistiert ein T € I mit [ f(x)dx = f(x)u(l).
T

Beweis:
Nach Satz 6.7 (bzw. 6.12) ist f Riemann-integrierbar iiber /. Nach Lemma
6.4 gilt fiir alle Z € Z(1):

inf f(2)yu(]) < 5(Z f) < / f(x)dx < S(Z; f) < sup f(@)u(])

zel

1
~> ;Igf( z) < ml/f(x)dx < sup f(z).

Da f auf [ stetig ist, existieren nach Satz 4.13 (Satz von Weierstrafl) z.,,
x* € 1, so daf3

fla.) =t f(z) und  f(27) =sup f(z).

zel

1 %
~ fla) < = / f@)dz < f(a").

I ist zusammenhéngend nach Bsp. 2.45b), 2.46b) und Satz 2.51b). Aus Satz
4.9 (Zwischenwertsatz) folgt: [f(x.), f(z*)] C f(I).
Insbesondere ergibt sich also:

1
5 / f(x)dz € f(1)

d.h. 3z € I mit f(z :%f
T
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Satz 6.17
Es sei I C IR™ ein m-dimensionales kompaktes Intervall.

a) Es sei f € C(I) mit f(x) >0,V € I, und [ f(z)dx = 0. Dann gilt:
T
f(z)=0,Vrel.

b) Es seien f, f, € B(I,IR), Yn € IN, Riemann-integrierbar tiber I und es
gelte

lim sup | f(z) = fu(z)| = 0.

n—00 zel

Dann gilt: nh_)rgo}ffn(x)dx = Iff(a:)d:c

Bewelis:

a) Annahme: 3z € I : f(Z) > 0.
Wegen der Stetigkeit von f auf I folgt:
3§ > 0: f(x) > 0, Vo € Boo(7,0) = {y € I : ||y — Tllo < 6}
Wir zerlegen nun I in endlich viele Teilintervalle, zu denen auch I :=
Boo(Z,8) gehort. Dann folgt aus den Sitzen 6.14b) und 6.15:

[ o = / f(@)da.

6.16 ~ dz € I : [f(x)dx = f(zu(I).

o [ Fa)ds = fapd) > o

~» Widerspruch zur Annahme!

b) I}ffn(l“)déf - {f(x)l = IIf(fn(x) — f(@))dz| < }flfn(x) — f(@)|dx
< sup | fu(2) — f(2)[p(I) = 0 =

Wir kommen nun zur Definition des Riemann-Integrals {iber allgemeineren
Mengen B C IR™ und zur Definition des Mafles bzw. Inhaltes fiir solche
Mengen.

Definition 6.18
Es sei B C IR™ nichtleer und beschrdinkt, I C IR™ sei ein m-dimensionales
kompaktes Intervall mit B C I.

f: B — IR heifit Riemann-integrierbar iber B (kurz: R-integrierbar) wenn
die Funktion fg: IR™ — IR, wobei
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fe(x) = { f(Ox) ’i ;g , Riemann-integrierbar iber I ist.

In diesem Fall heifst [ f(x)dx = ffB Ydz  Riemann-Integral (oder kurz:

R-Integral) von f dbefB.

B heifit Jordan-mefbar, wenn die charakteristische Funktion xp von B, d.h.
1 ,x€B

(0= yep

[ dx heifit dann Jordan-Inhalt (oder kurz: Maf) von B. Fir m = 2 bzw.

B

iiber B R-integrierbar ist. (B fB xg(z)dr =

m = 3 heifst w(B) auch Flacheninhalt bzw. Volumen von B.

Bemerkung 6.19

Die Definition des R-Integrals tiber B ist von der Wahl des m-dimensionalen
kompakten Invervalls I 2 B unabhingig. Denn ist I ein weiteres m dimen—
sionales kompaktes Intervall mit I O B,so gilt: f fe(x)dr = f IB(x

Bws.: es wird gezeigt: ffB Ydz = [ fg(z dx— ffB

i
0.B.d.A. zeigen wir es fiir I.

es existieren endgich viele~Teilintervalle fj, jeJ, von I
sodaf8 I =(INI)U (U L) und das Innere der Intervalle auf der
JjeT

rechten Seite paarweise disjunkt ist. Aus Satz 6.15 folgt dann:
/fB iz = [ falo dx+Z/fB da:—/fB
nf 1T 1

_0
Ist B C IR™ Jordan-mefibar, so gilt fir den Jordan-Inhalt:

M
w(B) = sup inf yp(x ) = sup
( ) ZGZ(D;mGIj ( ) ] Zez(I Z
IJCB
M M
= inf I;) = inf I
Zégmz:ggx]a(fv)u( i) =, Z p(I;)

(wobei I O B ein m-dimensionales kompaktes Intervall ist).

Die ”anschauliche Vorstellung” des Jordan-Inhaltes ist das Supremum (bzw.
Infinum) von Summen von Mafen vom Intervallen, die ganz in B liegen bzw.
mit B einen nichtleeren Durchschnitt haben.

Satz 6.20
Eine beschrinkte Menge B C IR™ ist Jordan-mefbar gdw. der Rand OB wvon
B eine Nullmenge ist.
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Bewelis:

Wir wahlen ein m-dimensionales kompaktes Intervall I so, daf }2 B. B ist
Jordan-mefbar gdw. xp R-integrierbar tiber I ist (vgl. Def. 6.18). Die Menge
der Unstetigkeitspunkte von xp in I ist gerade 0B ~» xp ist R-integrierbar
iiber B nach Satz 6.12 gdw. die Menge 0B eine Nullmenge ist. a

Beispiel 6.21

Fiirm := 1 betrachten wir B := [0,1]N@, d.h. B ist beschrinkt und abzdihlbar.
Es gilt 0B = [0, 1].

~» OB st keine Nullmenge (es gilt n(0B) = 1) und folglich (Satz 6.20) ist B
keine Jordan-mefsbare Menge.

~» B ist eine nicht Jordan-mefbare Nullmenge.

(Dies sind die Grenzen dieses Mefsbarkeitsbegriffs!)

Satz 6.22
Es sei B C IR™ Jordan-meflbar und f : B — IR sei beschrdnkt. Dann ist f
R-integrierbar iber B gdw. 3 Nullmenge A C B, so dafy f auf B\ A ist.

Beweis:
Es sei I C IR™ ein m-dimensionales kompaktes Intervall mit B C I.
(=) Sei F' R-integrierbar iiber B ~» fp ist R-integrierbar iiber I ~» 3
Nullmenge A C I, so dafl fp stetig auf I\ A ist (6.12!)
~> fp ist erst recht stetig auf B\A. (betrachten A := AN B anstelle von A)
~ f ist stetig auf B\A.
(«<=) Sei die Menge {z € B : w(f;x) # 0}, d.h. die Menge aller Unstetigkeits-
punkte von f in B, eine Nullmenge.
~ {r € B:w(f;x)#0}UOIB ist eine Nullmenge nach Satz 6.20.
~ {zel:w(fpx)#0} C{reB:w(f;x)#0}UIB
ist Nullmenge.
~»  fp ist R-integrierbar iiber I (Satz 6.12), d.h. f ist
R-integrierbar iiber I. O

Bemerkung 6.23
Satz 6.14 bleibt giiltig fiir Riemann-Integrale tiber Jordan-mefbaren Mengen
B C IR™ (mit analogem Beweis und unter Verwendung von Satz 6.22).

Satz 6.24 (allgemeiner Mittelwertsatz)
Sei B C IR™ Jordan-meflbar und f : B — IR sei beschrdnkt und R-integrierbar
tiber B. Dann qilt:

z€eB reB

inf f(2)u(B) < / f(2)dz < sup f(z)u(B).
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Ist zusdtzlich B kompakt und zusammenhdngend, und ist f € C(B), so
existiert T € B mit

/ f(x)dz = f(@)p(B).

Beweis:
Ist I ein m-dimensionales kompaktes Intervall mit B C I C IR™, so folgt:
fB(z) — ;ggf(y)XB(ff) >0, Ve el

~ }f(fB(a:) — inf f(y)xs(z))dz > 0, (nach 6.15)
Satz 6.14b) ~» ffB Ydx = ff Ydr > inf f(y)}[XB(CE)dZE
- mf fy)u(B).

yeB
Die andere Ungleichung folgt analog druch Betrachtung von sup f(y)xgs(z) —
yeB
fe(x) >0 Vrell

Unter der zusétzlichen Voraussetzung konnen wir wie im Beweis von Satz 6.16
fortfahren und erhalten fiir z,, * € B mit f(z,) = ingf(:c) und f(z*) =
e

sup f(z):

xEB

ff Ydx € [f(x*), f(z*)] C f(B) (nach Zwischenwertsatz 4.9). O

Satz 6.25
Es seien A, B C IR™ Jordan-mef$bar und f : AU B — IR sei beschrinkt und
R-integrierbar iber A und tiber B. Dann gilt

/f d:)s—/f d:):+/f da:—/f

AUB ANB

sowie insbesondere (AU B) = u(A) + u(B) — p(AN B).
Gilt zusdtzlich A N B= 0, so folgt u(AN B) = 0.

Beweis:
(vgl. Heuser Bd. II, Sétze 201.8, 201.9 und 201.11)

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Berechnung von Riemann-Integralen iiber mehr-
dimensionalen Mengen ist die Riickfiithrung auf die mehrmals hintereinander
ausgefiihrte Integration iiber niedrigdimensionale Mengen. Wir beginnen mit
dem Fall von R-Integralen iiber Intervallen.

Satz 6.26 (Fubini)
Es seien I, und I, kompakte p-dimensionale bzw. q-dimensionale Intervalle
und I bezeichne das m = (p + q)-dimensionale Produktintervall I := I, x I,.
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FEs sei f : I — IR beschrinkt und R-integrierbar tiber I, und fir alle z € I,
sei f(-, z) R-integrierbar iber I,,.
Dann ist die Funktion g : I, — IR, g(z ff y,2)dy, Vz € I,, R-

integrierbar iber I, und es gilt

[ t@de= [ a1z = [([ s 20z

I I,

Beweis:
Es sei € > 0 beliebig und Z € Z(I) so gewéhlt, daf

S(Z,f)—s(Z;f) <e

Nach Definition hat Z die Gestalt Z = Z, x Z,, wobei Z, € Z(I,) und
Z. € Z(I.). Es seien nun [;, j = 1,..., M, die p-dimensionalen Teilintervalle
von Z, und [;, i = 1,..., M, die ¢g-dimensionalen Teilintervalle von Z,.
Dann gilt fiir die Darbouse’sche Untersumme s(Z; f):

Z inf ) (L x I)

1 =1 (y,2)€l; ><I

O, inf T ()

1 =1 (y,2)el; xI;

M:

s(Z;f) =

<.
Il

WE

i

Firalle z € [; und i = 1,..., M gilt:

M

gi::Z inf <Z1nffy, (1;) < g(z).

= (y,z)GIjXI yel;

Also: g; < inf g(z), Vi=1,..., M.

zeIl

20 € S gty < 35l g()u(h) = o( i),

2
Analog zeigt man auch: S(Z.;g) < S(Z; f).
Daraus folgt insgesamt:

0<5(Z:59) —s(Zs9) <S(Z;f) —s(Z; f) <e

d.h. g ist R-integrierbar iiber I, und es gilt

f da:—Zselép s(Z;f) < /g(z)dz<zé1%f(l S(Z;f) = I/f(x)dx. O
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Folgerung 6.27
Gilt zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 6.26 auch, dafS fir jedes
y € I, die Funktion f(y,-) R-integrierbar iber I, ist, so gilt:

/f dx—//fy, dzdy—//fy, )dy)d

I, L I I,

(Vertauschung der Integrationsreihenfolge).

Beweis:
Ein Teil folgt direkt aus Satz 6.26, der andere Teil analog zu dessen Beweis
durch anderes Aufspalten der Untersumme (Doppelsumme). O

Beispiel 6.28

Aus der R-Integrierbarkeit von f iber I := I, x I, folgt i.a. nicht, dafl f(-,2)
R-integrierbar ist iber 1, VZ € 1,!

m:=2,1:=1[0,1] x[0,1], f: I — IR,

1 (y.2)ely#;
fly,2) =< 1 ,y=12,2€0,1]\Q,
0 ,y=1,2€[0,1]NQ.

~  f(3,9):[0,1] — R ist nicht R-integrierbar iber [0, 1] (6.6!)
aber die Menge aller Unstetigkeitsstellen von f in I ist gerade
{(3,2) : z € [0,1]} und damit nach Bsp. 6.10 Nullmenge.
Folglich ist f R-integrierbar iber I nach Satz 6.12!

Folgerung 6.29

Es sei I := Q la;, b;] ein m-dimensionales kompaktes Intervall und es gelte
fec(). Dlazrzn gilt:

by bo b
/f dx—// /f X1y ey T )dTp ) ATy 1 -+ +)dxg)dy,

@ a

wobei alle auftretenden R-Integrale existieren und die Integrationsreihenfolge
beliebig vertauscht werden darf.

Beweis:
folgt durch wiederholte Anwendung von 6.26 bzw. 6.27 und wegen f € C'(I):

Zunidchst mit: [, = [a1,b1], [, = )nz [ai, b,y =vy1,2 = (2,...,2m)
=2

~ [ f(z)dx = f [ f(z1,2)dz)dzq und danach sukzessive fortgesetzt.
T

a1 I,

Satz 6.26 bzw. Folgerung 6.27 sind anwendbar, da wegen der Stetigkeit von f
alle R-Integrierbarkeitsvoraussetzungen nach 6.7 bzw. 6.12 erfiillt sind. Die
Vertauschung der Integrationsreihenfolge ist moglich nach 6.27 bzw. 6.26. O

205



Folgerung 6.30 (allgemeiner Satz von Fubini)

FEs set B C IR™ Jordan-mef$bar und f : B — IR sei beschrdnkt und R-
integrierbar. Fir fizierte p,q € IN mit p + ¢ = m setzen wir P(B) :=
{y € R? : 3z € IR? mit (y,z) € B} ("Projektion von B auf IRP”) und
B, ={2€ R?: (y,z) € B}, Yy € P(B). Fir alle y € P(B) sei ferner das
R-Integral

9(y) = [ f(y,2)d= definiert.
B

Y
Dann existiert das R-Integral [ g(y)dy und es gilt
P(B)

[t@de= [ (] o2
B P(B) By

Beweis: .
Da B beschrépkt ist, existieren kompakte Intervalle I C IRP und I C IR? so
daB B C I x I. Dann gilt:

P(B)CI und B,CI, Vyec P(B).
Nach Voraussetzung und nach Def. 6.18 folgt dann:

[t@ie = [ sat@iar= [ saty.2)do.2)

IxI Ix]

o(y) = / F(y,2)dz = / faly.2)dz, Wy € P(B).

Das letzte Gleichheitszeichen ergibt sich dabei daraus, daf fiir bel. y € P(B)
und alle z € I gilt

ey, 2) = {f(%z) (y,2) e B

, sonst
— f(y,z) 7Z€5y
0 z€I\By,

Da nach Vor. fp R-integrierbar iiber I x I und fg(y,-) fiir jedes y € P(B)
R-integrierbar iiber I ist, folgt aus Folg. 6.27, dal auch gpp) R-integrierbar
iiber I ist und daf gilt

[ tatwras= [ / fulv. ity = [y = [ gy

IxI P(B)
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Folgerung 6.31 (Satz von Cavalieri)
Es sei B C IR™ Jordan-meflbar und fir alle y € P(B) sei auch B, Jordan-
mefsbar. Dann gilt:

u(B) = [ uBy)ay

P(B)
(Dabei seien P(B) C IRP, B, C IR?, p+ q = m wie in 6.30 definiert.)

Beweis:
Die Aussage resultiert sofort aus Folg. 6.30 mit f := yp, denn es gilt

nw(B) = /XB dw—/daf—//xBy, )dz)d Z/u

P(B) By P(B)

(xs ist R-integrierbar iiber B, da 0B, und damit die Menge aller Unstetigkeits-
stellen von yp eine Nullmenge ist (6.20). Ferner ist Yy € P(B) x5(y;-) R-
integrierbar tiber B,, da 0B (und damit die Menge aller Unstetigkeitsstellen
von xg(y;-)) eine Nullmenge ist. Damit sind alle Voraussetzungen von 6.30
erfiillt. a

Im folgenden soll nun eine Klasse von Mengen diskutiert werden, die einerseits
hinreichend allgemein ist und auf die andererseits die Folgerungen 6.30 bzw.
6.31 angewendet werden konnen (u.a. zur Berechnung von Jordan-Inhalten).

Definition 6.32
Fine nichtleere Menge B C IR™ heifit Zylindermenge (oder: Normalbereich),
falls Zahlen a,b € IR und Funktionen p;, v; € C(IR™7), j=1,...,m—1,

existieren, so daf

B={(x1,....,20m) € R™ : a<2,, <b,0;(Tj11,. .., Tpm) <x; <V;(Tj41,...,Tm)
j=1,...,m—1}

Beispiel: m = 2, B = {(1’1,1’2) . a S i) S b, (,01(2[‘2) S al S Qﬂl(l’g)}
Fiir den Rand 0B der Menge B gilt:
OB = {(z1,a) : 21 € [p1(a), ¢1(a)]}
U{(z1,0) : 1 € [p1(D), 1 (0)]}
U{(71,m2) : 21 = p1(22), 72 € [a,b]}
U{(z1,72) := 21 = V1 (x2), 72 € [a, D]}

Lemma 6.33
Jede Zylindermenge B C IR™ ist kompakt und Jordan-mefbar.
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Beweis:

Wegen der Stetigkeit der Funktionen ¢;, v;, 7 = 1,...,m — 1, in der Def.
der Zylindermenge B ist diese abgeschlossenen und wegen x,, € [a,b] auch
beschrankt. In der Tat ist B in folgendem kompakten Intervall I enthalten:

m—1 _
I:= (Z>:<1 (@i, 4i]) % [a, b]
wobei Pm—1 = inf Som—l(xm>7 QZm—l ‘= sup 7vbm—l(xm) usw.

Tm€la,b] zm€|a,b]

@1 = inf{oi (22, ..., Tm) : T € [a,b], 25 € [@i, 0], 1 =2,...,m —1

und v, analog definiert.
Also ist B kompakt und wir zeigen nun noch, dal B Jordan-mefibar ist.
Nach Satz 6.20 miissen wir zeigen, dal der Rand 0B von B eine Nullmenge
ist. Wegen der Abgeschlossenheit von B ist klar, dal 0B C B gilt. Nach
Definition des Randes gehoren nun genau alle die Punkte von B zu 0B,
fiir die in mindestens einer der Ungleichungen fiir die z;, 7 = 1,...,m, die
untere bzw. obere Grenze angenommen wird. Die Teile des Randes, fiir die
rm=a oder x,, =0b gilt, sind Teilmengen von Hyperebenen und deshalb nach
Beispiel 6.10 Nullmengen. AuBer diesen Teilen ist der Rand eine endliche
Vereinigung von Mengen, fiir die mindestens eine der Komponenten x; von x
gleich der unteren bzw. oberen ”Schrankenfunktion” (¢; bzw. ;) ist. Analog
zum Nachweis der Beschrianktheit von B sieht man nun, daf§ diese Teile von
0B enthalten sind in Mengen folgender Form: z.B.

{(z1,.. s 2m) € R™ 1 xj = ¢i(Tjs1s .o, Tm), T € [Pi, ],
i=1,....m—1,i#j x, € a,b]}

Bis auf die Reihenfolge der Komponenten haben diese Mengen die folgende
prinzipielle Gestalt:

{(t,p(t)) : t € K}, K C IR* kompakt, ¢ € C(IR*),
m—1 —
= (xlw oy L1, Ty e - - axm)aK = ( x: [@mwl]) X [CL, b]?SO = ¥

i=j=1
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Beh.: Fiir k € IN sei ¢ € C(IR*) und K C IR*F kompakt.
Dann ist {(¢,¢(t)) : t € K} eine Nullmenge im IR*!.

Bew.: Wir wahlen zunéchst ein k-dimensionales kompaktes Intervall I,
so, dafl K C I,, verlangern die Kanten dieses Intervalls auf allen
Seiten um 1 und bezeichnen das neue Intervall mit I. i bezeichne
den Jordan-Inhalt von [.

Wir betrachten die folgenden regelmifligen Gitterpunkte in IR*:

{%(il, . ,’Lk) : ’il, ce ,ik S Z} = {Tj}jeﬂ\/

¢ € IN sei die nur von der Dimension k£ abhéngige Zahl

k= 2 1(Boo(Tj, %) N Boo(7:, 3)),7 € IN beliebig. (¢ = 2¥77)

jEIN
Es sei nun € < 0 bel. gewahlt. Da ¢ auf K gleichméfig stetig
ist, existiert ein ¢ > 0 derart, daf8, 6 < 1 und
\w() p()] < 555, It =l <5, t.i€ K.

B, := B (075, 2) ] 6 IN bildet eine Uberdeckung von K.

Folghch existiert eine endliche Teiliiberdeckung

Bji,’i = 1, .. .,l, wobei 0.B.d.A. Bji NnK % @,Z = 1, . .,l.

Dann gilt nach Konstruktion
l l

{te) te K} C U L und 35 pu(l;) = 10° 5
j=1 i=1

cpp’

sowie [6F = Z w(Bi;) < ciji
~ {(t, gp(t)) : t € K} ist eine Nullmenge im RF™! (vgl. 6.8). O

Folgerung 6.34
Es sei B C IR™ eine Zylindermenge und f € C(B). Dann gilt:

b Ym—1 (wm 1 (wQ 7777 (Em)

[r@a=[( [ (( [ sonemndn) o, o,

B a  pm-1(zm) w1(z2,....xm)

Bewelis:

Wir wahlen I := )nz [a;, b;] derart, daB a,, == a, by, :==bund A,,_; < Pp—j,
i=1

Vm—j <bm_j, j=1,...,m—1 (vgl. Beweis von 6.33).

Dann gilt B C I. Da B nach Lemma 6.33 Jordan-mefbar ist, und folglich fz
R-integrierbar iiber B, folgt nach Definition des R-Integrals und nach Satz
6.26 bzw. Folg. 6.27 sukzessive:

/f Yz /fB )z / /(---(7f3(x1,...,xm)dx1>---)dxm_l)d:v.

am Gm-—1 al
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Ebenso sukzessive gilt aber nach Definition von B bzw. fg:

b1 P1 (@2, sTm)
/fB(xl,...,xm)dxl = / fe(x, ... xy)day,
ai %(:cz ----- xm)

by by Pa(..)  Pi(...)

/(/fB(l'l,...,l’m)dl'l)dl’gz / ( / fe(z1, ... xp)day)dzy  usw.

az p2(..)  p1(.)

wobei man fiir die Gleichheit mit dem Mittelwertsatz argumentiert. O

Eine wichtige Methode zur Berechnung mehrdimensionaler R-Integrale ist die
folgende sog. ”Substitutionsregel”, die es ermdoglicht, Integrale iiber kompli-
ziertere Mengen auf solche iiber einfachere Mengen zuriickzufiithren. Wir
gehen jedoch auf den langeren Beweis nicht ein und verweisen auf die Literatur.

Satz 6.35 (allg. Substitutionsregel)

FEs seien G C IR™ offen und g : G — IR™ injektiv und stetig differenzierbar;
ferner sei det ¢'(t) firt € G entweder stets positiv oder stets negativ.

B C G sei kompakt und Jordan-mefbar und es sei f € C(g(B)). Dann ist
g(B) Jordan-mefbar, f auf g(B) R-integrierbar und es gilt

/ f(x)dz = / Flg(t))] det g'(1)dt.
9(B) B

(Hierbei ist det ¢'(t) die Determinante der Jacobi-Matriz ¢'(t).)

Beweis:
(vgl. Heuser, Bd. 2, Kap. 205, S. 473-485)

Im eindimensionalen Fall vereinfacht sich die Substitutionsregel und 148t sich
auch ohne Miihe beweisen (vgl. Kap. 6.2, Satz 6.46).

Beispiel 6.36 (Transformation auf Polarkoordinaten)
Wir betrachten zundchst g : IR?> — IR* definiert durch

g(r @) == ( hoone ) . g(re) = ( s TTERY ) V(r,p) € IR

r o sine siny 7 cos

~sdet g'(r, @) = rcos? g +rsin® o =r >0, falls r > 0.

(r wird als Radius und ¢ als Winkel interpretiert.)

Um nun Satz 6.35 anwenden zu kénnen, wdhlen wir zundchst:
G:={(rp)eR?:r>0,0<¢<2r}.

~» G ist offen und g : G — IR? ist injektiv.
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(Die letzte Eigenschaft sieht man wie folgt: Aus g(r1, 1) = g(r2, ¢2) folgt,
indem man die Werte von g als Elemente der komplexen Zahlenebene auffaft:
71(C0S (1 + i sin 1) = 19(COS g + i sin py)

oder  riexp(iypy) = ryexp(ips)
o 13 = explilipa — 1)) ~ sin(a — 1) = 0 umd 2 = cos(i2 — 1)
~> 1 = 3 oder py — @1 = . Letzteres wirde aber - = —1 bedeuten, was
unmaglich ist. ~ o1 = g~ 11 =73.)

Die Anwendung von Satz 6.35 ist nun mdoglich fir jede kompakte, Jordan-
mefbare Teilmenge B von G und jedes f € C(g(B)).
Es gilt:

/f(a:)d:B:/f(rcosgp,rsingo)rd(r,gp).
9(B) B

Wiahlt man speziell B als B = [r1,73] X [p1,p2] C G, so ergibt sich aus der
letzten Formel und Folgerung 6.29:

$2 12

(%) 02) f(z)dz = [ [ f(rcose,rsine)r drdp

p1 71
g(B) ist dabei der Kreisring zwischen den Radien ry bzw. ro und den Winkeln

Y1 bzw. @,.
Die Formel (%) ist “formal” aus Satz 6.35 nicht herleitbar fir den Fall Ty =0

(ro. = R), p1 = 0, po = 2m. Dies wiirde gerade den interessanten Fall
bedeuten:

B=[0,R] x[0,2r] und ¢(B)={z¢e R*:|z| <R}

Mt Hilfe des allgemeinen Mittelwertsatzes 6.2 und Satz 6.25 kann man nun
aber zeigen, daff in (x) der Grenzibergang r1 — 0, @1 — 0, @9 — 27w (mit
ro := R) vollzogen werden darf.

Es ergibt sich:

2r R
/ f(x)dx = //f(rcosgp,rsinap)r dr do
9(B) 0 0

Spezialfall: f(x) =1, d.h. Berechnung des Jordan-Inhalts von g(B).

2w R 2
~plfe € B2 :|lz|| S RY) = [ [rdrdo= [ dp=nR.
00 0

Bemerkung 6.37
Ist I C IR™ ein m-dimensionales kompaktes Intervall, Z € Z(I) mit den
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Teilintervallen I;, j = 1,...,M, und sind § € I;, j = 1,..., M, beliebig
gewdhlte sog. ”Zwischenpunkte”, so heifst

M
= Z f(&)u(l;)  Riemannsche Zwischensumme bez.

i=1

f:I1— R und ZeZ(I).

Dann gilt: s(Z; f) < Sr(Z; f) < S(Z; f).
Ist nun (Z,) eine Folge in Z(I) mit den Teilintervallen I]("), j=1,..., M,,
und mit der Eigenschaft ,Jmax diam (I( ). —_0, so folgt fiir f € C(I) mit

.....

Hilfe der Bewezsmethodzk von Satz 6.7:
lim (SR(Zm f) - S(Zn; f)) = lim (S(Zm f) - SR(Zn; f)) =0

n—oo n—o0

o lim inf(Sa(Zy: f) — / fl@)de) = hminf(Sp(Zy: f) — sup (Z: f)

n—00 ZeZ(I)

< liminf(Sg(Za; f) = 5(Z: f)) =

lim sup(Sg(Za; f) / f(w)ds) = lnsup(Sp(Z,i f) ~ int (25 )
zZe

n—oo n—~o0

> limsup(Sg(Zy:; f) — S(Z; f)) =

n—~o0

und damit 3 lim Sr(Zp, f) = [ flx)de  (x).

n I
Also kénnen auch die Riemannschen Zwischensummen &quivalent zur Defini-
tion des R-Integrals verwendet werden. Wir kommen auf die Anwendung
solcher Zwischensummen in Kap. 6.4 zuriick. Man kann zeigen, dafl die
Aussage (x) richtig bleibt, wenn f : I — IR nur beschriankt und R-integrierbar
ist! (vgl. Heuser)

Bemerkung 6.38

Ist B C IR™ Jordan-mefbar und f : B — IR* "komponentenweise” beschrdinkt
und R-integrierbar, so wird das R-Integral wie folgt definiert:

/f(x)da: = (/fl(x)dx,...,/fk(:v)da:).

Viele Rechenregeln tbertragen sich sinngemdf auf diesen Fall!
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6.2 Stammfunktion und Riemann-Integral

Wir wenden uns nun der eingangs von Kapitel 6 angekiindigten Fragestellung
der "Umkehrung” der Differentiation zu.

Definition 6.39
Es sei I C IR ein Intervall und f, F : I — IR.
F' heifst Stammfunktion von f (oder: unbestimmtes Integral) von f, falls F

stetig und auf;>~ differenzierbar ist mit F' = f auf ;
Bezeichnung: F = [ f(x)du.

Bemerkung 6.40
Sei I C IR ein Intervall, f, F': I — IR und F sei Stammfunktion von f.
Beh.: F,: I — IR ist Stammfunktion von f gdw. 3C € IR
(" Integrationskonstante”) mit F,(z) = F(x) + C, Vo € I,
Bew.: (<) F, ist dann stetig und auf} differenzierbar mit F! = F' = f
(—) F —F,, ist stetig auf I und differenzierbar auf; mit
(F-F)=f-f=0auy].
Deshalb gilt fiir fiviertes x, € I und beliebiges x € I nach
Satz 5.10 (Mittelwertsatz): 3% €|x,, x| mit
(F = F)(z) = (F = Fo)(xo) = (F — F,)'(z)(z — z,) = 0.
~» Wir definieren C := —(F — F,)(x,) und erhalten
(F—F,)(x)=—-C,Vzel. 0

Stammfunktionen von f sind also bis auf eine additive Konstante eindeutiq
bestimmt. Sie sind demnach eindeutig, wenn man einen Funktionswert fest-
legt (z.B. F(z,) = 0 fiir fiziertes x, € I). Direkt aus der Definition folgt auch
die Regel:

Sind F,G : I — IR Stamfunktionen von f,g : I — IR, so ist aF + G
Stammfunktion von of + Bg, Vo, 8 € IR.

Wir besitzen zundchst keine Methode zur Konstruktion von Stammfunktionen,
konnen aber natirlich in Beispielen durch Differentiation verifizieren. Satz
6.42 bzw. Folgerung 6.43 wird uns dann eine Methode zur Berechnung von
Stammfunktionen tber R-Integrale liefern.

Beispiel 6.41

(Alle folgenden Beispiele lassen sich durch Differentiation verifizieren; die
jeweiligen Giiltigkeitsintervalle I werden angegeben.)

a) F=[abde~ Flo) =25 Voel =R (ke V)

(vgl. Bsp. 5.7 a));

b) F = [exp(z)dx ~ F(x) =exp(z), Ve € =1 (Bsp. 5.7b));
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F=[coszdx ~ F(z)=sinz Bsp. 5.7b)
C)F:fsinzcdzc ~ F(z)=—cosz Vrel=DR

F = [coshz dx ~ F(z) =sinhx

F = [sinhz dx ~ F(z) = —coshz

(Die beiden letzten Stammfunktionen ergeben sich sofort aus der Definition
von sinh und cosh in 8.51 und aus b))

d) F = f%d:p ~ F(z) = Inx, Yo € [0,+00[ (da nach Folgerung 5.63 fiir
g=expund g~' =1In gilt: (¢7')'(y) = [¢'(¢97 (v)]"", Yy > 0, d.h. (In)'(y) =
[exp(Iny)]~! = i, Vy >0.)

(weitere Beispiele findet man in Heuser, Bd. 1, Kap. 76, S. 436-438; siehe
auch Grébner/Hofreiter: Integraltafeln)

Wir wenden uns nun der Konstruktion von Stammfunktionen mit Hilfe des
Riemann-Integrals zu. Es sei dazu f : I — IR beschrinkt und R-integierbar,
I C IR sei ein Intervall und z, € I. Dann definieren wir

Fr:1— IR, Fgr(x) ::/f(t)dt, Vo el

(Dabei setzen wir fof(t)dt =0und [ f(t)dt:=— fof(t)dt, falls = < z,.)
Klar ist, daf all diese Integrale korrekt definiert sind (vgl. Satz 6.12).
Satz 6.42

FEs sei f : I — IR beschrinkt und R-integrierbar, und Fgr sei wie oben
definiert.

Dann ist Fg : I — IR Lipschitzstetig und auf der Menge D = {x 6;: f st
stetig in x} differenzierbar mit Fp(z) = f(x), Vo € D.

Beweis:
Es seien z,y € I mit 0.B.d.A. © < y ~ |Fg(z) — Fr(y)| = | [ f(t)dt +

Y

| f(o)dt].
1. Fall 2, <y | Fa(x) — Faly)| = \/f(t)dt—/f(t)dt+/f(t)dt\

2. Fall z < 2, < y: |Fr(z) — Faly)| = | — /f(t)dt - /f(t)dt| und
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3. Fall y < 2, : |Fale) — Faly)| = | - / F(t)dt — (~ / F(t)dt)|

= |7f(t)dt—/yf(t)dt—7f(t)dt|

D.h. es ist stets

|Fr(z) — Fr(y)| = |/f(t)dt| < /|f(t)|dt (Satz 6.14 ¢)!)
< |;— Yl sup |f(z)| (Lemma 6.4).

Also ist Fr Lipschitzstetig (auf I).
Es sei nun 2 € D und h # 0 (0.B.d.A. h > 0) derart, da x + h € I. Dann
gilt

x+h

5 Ealer+) = Fala)) = S = | [ Fe)de = fia)] =

z+h

— 3 [ GO - sana < sw 150 - f@)] 5,0

te[x,z+h]

wegen der Stetigkeit von f in z. Fiir h < 0 lauft der Beweis analog. D.h. Fg
ist differenzierbar in z mit der Ableitung Fj(z) = f(z). O

Folgerung 6.43
ist f € Cy(I), so ist Fr Stammfunktion von f auf I mit Fr(zo) = 0.

Beweis:
folgt sofort aus Satz 6.42 (mit D =J), da f beschrdnkt und R-integrierbar,
und Fp stetig mit F, = f auf; ist. O

Satz 6.44 ("Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung”)
Ist f € C([a,b]) und F : [a,b] — IR eine Stammfunktion von f auf [a,b], so
gilt:
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Beweis:
Nach Folgerung 6.43 und Bemerkung 6.40 existiert eine Konstante C' € IR
mit

F(x) = Fr(x) + C, Fr(z) = [ f(t)dt, Yz € [a,b].

a

~ F(b) = Fla) = Fa(b) - Fa(a) = [ f(x)dr. .

{

Bemerkung 6.45
Fine andere Schreibweise fiir die Aussage von 6.44 ist:

/b flayds = F@)t = [ f(adal,

Dies rechtfertigt also die in Definition 6.39 eingefiihrte Bezeichnung fir die
Stammfunktion. Eine alternative Formulierung von 6.44 ist die folgende: Ist
b

f:la,b] — IR stetig und auf |a,b] stetig differenzierbar, so gilt [ f'(x)dx =

f(b) = fla).

Diese Formulierung von 6.44 wirft die folgende Frage auf:

Ist f: [a,b] — IR differenzierbar mit Ableitung f' (in la,b[), lift sich dann
aus f' stets deren Stammfunktion f rekonstruieren?

Ist f stetig differenzierbar, so ist dies maglich (siehe oben). Ist f' beschrinkt
und R-integrierbar, so gilt

f(x) = fla) + [ f'(t)dt, fir alle x € [a,b], in denen [ stetig ist.

(Satz 6.42). La. ist aber f' keineswegs automatisch R-integrierbar. Deshalb
ist das R-Integral nicht geeignet, f aus f' zu rekonstruieren.

Beispiel:
Es sei |a,b[N@ = {r; : j € IN} und wir wéhlen fiir jedes j € IN ein §; > 0
mit folgenden Eigenschaften:

= 1
Jr; — 6;,7; 4 0;(Cla, b, 25]. <5(b—a).
]:

Wir betrachten nun die folgende Menge E := [a,b] |J |r; — d;,7; + J;].
jEN
Beh.: E ist kompakt und keine Nullmenge!
Bew.: Siehe Ubungsaufgaben Analysis, 6. Serie vom 29.11.93!
(Die Kompaktheit sollte klar sein; man nehme an, F wére eine Nullmenge,

wahle € geschickt und zeige unter Ausnutzung der Def. einer Nullmenge und
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ihrer Eigenschaften (6.9) durch Betrachtung der Intervallmae den Wider-

spruch!)

Die offene Menge G := | |r; — d;,7; + ;] 148t sich nun wie folgt darstellen:

jEN

G = U laj,b;[, wobei IN C IN endlich oder unendlich ist, die Intervalle
jelN

la;,b;[, 7 € IN, paarweise disjunkt sind und a; ¢ G, b; € G, j € IN, gilt (vgl.

Natanson, Kap. II, §5, Satz 3).

Wir definieren nun die Funktion f : [a,b] — IR wie folgt:

. 0 ,er:[a,b]\G,
T =0 (@ = a2 (@ = by)?sin @ €|y, bl,j € IV.

bj—aj)(z—aj)(x—bj)

Diese Funktion f ist differenzierbar auf [a, b], jedoch ist f’ nicht stetig auf £
und damit nicht R-integrierbar (6.12!).
(Literatur: I.P. Natanson, Theorie der Funktionen einer reellen Verdnder-

lichen, Akademie-Verlag, Berlin, 1969, Kap. V, §5)

Satz 6.46
Es sei f:[a,b] — IR stetig.

a) Ist g : [a,b] — IR stetig und auf |a,b| differenzierbar und ist F eine
Stammfunktion von f, so gilt ("partielle Integration”):

b

/ f(x)g(x)dz = F(b)g(b) — F(a)g(a) - / F(x)g'(x)dx

a

b) Sei g : [¢,d] — la,b] stetig und auf |c,d| differenzierbar; ferner gelte
g(Je.d) :]a;)b[ und g(c) = a, g(d) =b.

d
Dann gilt: [ f(z)dz = [ f(g(t))g'(t)dt (7Substitutionsregel”)

Bewelis:

a) Wir betrachten die Funktion h := Fg — [ F(x)g¢'(x)dz. Nach Definition
und nach Voraussetzung ist h auf [a, b] stetig und auf |a, b| differenzierbar.
Es gilt: W' = (Fg) — Fg' = F'g = fg auf ]a, b].
Also ist h eine Stammfunktion von fg und es gilt nach Satz 6.44:
b

B (z)de = h(b) —h(a) und damit

/f(x)g(x)dx = F(b)g(b)—F(a)g(a)—/F(x)g'(éf)divlﬁ

a
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b

— F(b)g(b) — Fla)g(a) - / F(a)g (x)de

a

b) Es sei F' : [a,b] — IR eine Stammfunktion von f und wir betrachten
die Funktion F o g : [¢,d] — IR. Diese ist als Zusammensetzung
stetiger Funktionen stetig und nach Kettenregel (Satz 5.37) auf |c,d]
differenzierbar mit

(Fog)(t) = F(g(t)g'(t), vt €]e,d],
= (fog)t)d'(t), Vit €lc,d].

also ist F' o g eine Stammfunktion von (f o g)g’ und es folgt aus Satz
6.44:

/f(g(t))g'(t)dt = (Fog)(d)=(Fog)c)

b
— Flg(d)~F(g(c) = F(b)—F(a) = / f(z)dz. D

Bemerkung 6.47

Die spezielle eindimensionale Substitutionsregel erfordert etwas schwdichere
Voraussetzungen als die allgemeine in Satz 6.35, da die Injektivitat von g
nicht bendtigt wird.

Die Regeln in Satz 6.46 kénnen hilfreich zur Berechnung komplizierterer Inte-
grale eingesetzt werden.

Beispiele:
2 2
(i) [coszsinz dx = (sinz)?|}™ — [sinzcosx dx
0 0
2T

~ [coszsinz dr =0
0

b b
(i) [exp(z)z*dr = exp(x)z*|} — k [ exp(x)z*'dx usw.
(111) Sei g : [a,b] —]0,+o0] stetig und auf |a,b[ stetig differenzierbar. Dann
folgt mit der Funktion f(x) :=2z71', 2 >0, aus 6.46 b):

b g(b)

[ Eai= [ sans o= [ g s@ir =gl

g(t)

a
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(iv) Die Berechnung von R-Integralen von rationalen Funktionen r, r(z) =

%, wobei p und q Polynome sind, ist mit Hilfe der ”Partialbruchzer-
lequng” maoglich. Man kann zeigen, dafl r als Summe eines Polynoms

und von Partialbrichen der Gestalt

A Ar + B
m bzw. m(né]N,a,b,A,BG]R)

dargestellt werden kann, fir die sich z.B. mit Satz 6.46 Stammfunktionen
angeben lassen (Ubungen: Fichtenholz Bd. 2).

6.3 Uneigentliche Integrale

Bei der Definition des Riemann-Integrals in Kapitel 6.1 spielten zwei Be-
schrianktheitsvoraussetzungen eine ganz wesentliche Rolle: der Integrations-
bereich und der Integrand mufiten beschrankt sein.

Fiir eine ganze Reihe von Anwendungen (z.B. in der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung) reicht das jedoch nicht aus. Im folgenden soll deshalb eine Erweiterung
der Integralrechnung (im eindimensionalen Fall) vorgenommen werden, die
auch (gewisse) unbeschrénkte Integranden und Bereiche zulafit. Es liegt
nahe, diese Erweiterung mittels Grenziibergéngen (von Folgen nach Kapitel
6.1 definierter Integrale) vorzunehmen.

Entscheidender Begriff ist dabei das sog. ”uneigentliche Integral”.

Definition 6.48
Es seien a € R, b €]a, +o00] und f : [a,b][— IR.

Fiir alle x € [a,b] existiere das Integral [ f(t)dt, nicht jedoch fiir x = b.

b
Dann heifst [ f(t)dt (beib) uneigentliches Integral.

b
Das (beib) uneigentliche Integral [ f(t)dt heifst konvergent, wenn lim ff

z—b—

a
existiert; ansonsten heifit es divergent.

b x
Im ersten Fall heifst [ f(t)dt := lim [ ft)dt Wert des uneigentlichen Inte-

grals.
Analog definiert man fir b € IR, a € [—o0,b[, f :]a,b] — IR ein (bei a)
unetgentliches Integral und

b

/ = lim /f dt, falls der Grenzwert existiert.

r—a+
a
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c b
Sind a,b € [—00,+00], a < ¢ < bund [ f(t)dt bzw. [ f(t)dt bei a bzw. beib

b
uneigentliche Integrale, so heifit [ f(t)dt ”beidseitig uneigentliches Integral”.

Fulls die folgenden Grenzwerte existieren, heifit es konvergent und sein Wert
151

/f hm f(t dt+}£rl{l/f(t)dt

Fiir beidseitig uneigentliche Integrale heift

b
. . é ,b =400
(H)/f(t)dt = 16151((:)1 / f(t)dt, wobeib(e) := { b= s sonst ;
a ““Pale)
a+¢e ,sonst » ; » - :
a(e) := 1 Cauchy’scher Hauptwert” des uneigentlichen

,a = —00
Integrals, falls der Limes existiert.

Beispiel 6.49

+oo
a) Das (bei +00) uneigentliche Integral [ t~“dt ist konvergent (mit Wert
1

ﬁ gdw. o > 1.

Beweis:
f e W S
lgilt : [ t7%dt = ! o A1!
Ve > lei / { Int| =lnz ,a=1 (6.411)
1
~ hr}rq ft *dt = L gdw. o > 1. O
xr— OOl

1
b) Das (bei 0) uneigentliche Integral [t~dt (fiir « > 0) ist konvergent (mit
0

Wert ) gdw. a < 1.
Bewe1s

1 _ el
folgt analog zu a) wegen [t=*dt = { s(1—27%) La#l

ya=1

'\»Hhr&ftadt = gdw. a €]0,1] O
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c) Das beidseitig uneigentliche Integral [ sint dt ist nicht konvergent, aber

besitzt einen Cauchy’schen Hauptwert.

Beweis:

Der Grenzwert liIP [sint dt = liIP —cost|§ existiert nicht (analog
T— 100 0 T— 100

fiir lim [sint dt)! Aber fiir den Cauchy’schen Hauptwert gilt:

:c—>+ooo
- 1
1
(H) / sint dt =lim [ sint dt = lim(=cost)|", =0. D
. Es;o_l =0 c

€

Satz 6.50 (Majoranten- bzw. Minorantenkriterium,)
b

Es seien a € IR, b €la,+0o0], f,g : [a,b[— R und es seien [ f(t)dt bzw.

b
[ g(t)dt (bei b) uneigentliche Integrale.

a

b
(1) Gilt |f(t)] < g(t), Vt € [a,b], und ist das uneigentliche Integral [ g(t)

b
konvergent, so gilt dies auch fir [ f(t)dt.

b
(if) Gilt 0 < g(t) < f(t), Vt € [a,b], und ist [ g(t)dt divergent, so auch

[ F(t)de.

a

Bewelis:
X

Wir definieren F'(x) := fxf(t)dt, G(z) == [ g(t)dt, Yz € [a,b].

a

(i) Dann gilt fir allea <z <y <b:

y Y Y

|F(y) — F(z)] = I/f(t)dtl < /If(t)ldtﬁ/g(t)dtz G(y) — G(=)].

x xT

Es sei nun (z,,) eine beliebige Folge mit x, — b. Nach Voraussetzung
existiert der Limes

b
lim G(z,) = /g(t)dt.
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Insbesondere ist die Folge (G(z,)) eine Fundamentalfolge. Aus der
obigen Ungleichung folgt, dafi auch (F(x,)) eine Fundamentalfolge ist.
Deshalb existiert der Limes lim F(z,).

n—oo

Ist (Z,) eine weitere Folge mit Z,, — b, so folgt wieder aus der obigen
Ungleichungen, daf

lim |F(z,) — F(@,)] < lim |G(z,) — G(F,)| = 0,

n—~0o0 n—~0o0

d.h. es existiert lim f f(t)

z—b—

(ii) Nach Voraussetzung gilt 0 < G(z) < F(x), Vz € [a, b] (nach Integration

der vorausgesetzten Ungleichung).
b

Divergenz von f g(t)dt kann nun nur bedeuten, daf8 fir x — b— die

Funktion G(x) mcht beschrénkt ist. Dies trifft dann aber auch auf
F(zx) zu, d.h. auch dieser Grenzwert existtiert nicht! O

Satz 6.51 (Integralkriterium)
Es sei f : [O +00[— [0, 4+00] monoton fallend.

Dann ist ff t)dt konvergent gdw. die Reihe Z f(k) konvergent ist. In
k=0

diesem Fall gilt Z flk) < f flk) < Z f(k).
k=0
Beweis:

(«) Esseizundchst Y f(k) konvergent und wir definieren wie im vorherigen
k=0
Beweis. F(x f f(t)dt, Vo > 0. Nach Folgerung 6.13 sind alle diese
R—Integrale deﬁnlert und nach Satz 6.14 b) ist die Funktion F' : [0, co[—
[0, oo[ monoton wachsend. Ferner gilt fiir jedes n € IN:

>o1) = ;xe[i,g_fl,k]f<x>u<[k—1,k]>s / F(t)dt =

n o

< Y sup fla)u(lk—1,k) Zf 1<) fk)

1 z€k—1,k] —

Also folgt: F(z) < i f(k), Yz > 0.
=0

Deshalb ist ' monoton wachsend und nach oben beschriinkt. Folglich
existiert der Gggnzwert

= [ f(t)dt und es gilt die behauptete Ungleichung.
0
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(<) Es sei das uneigentliche Integral [ f(¢)d¢ konvergent. Dann gilt analog
0
zu oben fiir jedes n € IN:

< /nf(t)dt < ]Of(t)dt

Deshalb ist die folge (Z f(k))nemnw monoton wachsend und beschrankt,
k=
und folglich konvergent a

Beispiel 6.52

a) Die Konvergenz der Reihe Z fir a > 1 folgt mit f(x) = Vo >

(x—l—l)o‘ ’

0, sofort aus Satz 6.51 und Beispiel 6.49 a) wegen ff(t)dt = ft_o‘dt
0 1

(nach Substitutionsregel) und kz_:l = = Z_:Of(k).

b) Das beidseitig uneigentliche Integral [ exp(—a?)dx ist konvergent.

—00

Bew.: Wegen exp(z) > 14 z,Vx > 0, folgt
exp(—x?) > 1+1m2 <%, Vr e ZR\{O}.

Ferner gilt f exp(—2?)dr = 2fexp —2?)dz und die Aus—

sage folgt a&s obiger Abschatzung, Satz 6.50 a) und Beispiel
6.49 a). O
c) Es gilt [t"exp(—t)dt =n!, Vn € IN.
0
Bew.:  Wir betrachten die folgende Funktion F': IR — IR,
F(z) := —exp(—x) Z mrk vz e R (n€ N fiviert).

Dann gilt: F'(z) = exp(—z) > Ha*—exp(—x) Y s T
k=0 k=1
-1

= exp(— )(Z klx _kz:o k,xk)—exp(— )z, Va € IR.

Also ist F' Stammfunktion zum ]ntegmnden in der Behauptung und es folgt
nach Satz 6.44:

xT

/t" exp(—t)dt = F(x) — F(0) = F(z) + n!
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Nach Beispiel 4.60 e) gilt ferner lim F(x) = 0.
Deshalb konvergiert das fragliche Integral und sein Wert ist n!. a

Beispiel 6.52 ¢) wirft nun die Frage nach der Moglichkeit der Erweiterung des
Fakultatsbegriffs fiir reelle Zahlen auf und weist auch auf einen Losungsansatz
hin, die sog. ”Gamma-Funktion”.

Satz 6.53 -
Va > 0 ist das uneigentliche Integral T'(z) := [ t*~!exp(—t)dt konvergent.
0

Fiir die so definierte ”Gamma-Funktion” I' 3]0, +oo[— IR gilt: I'(x + 1) =

al(z), Vo >0, T(1) =1, I'(3) = [ exp(—t?)dt, und I ist stetig.

— 00
Bewelis:

Fiir z €]0,1] ist [ ¢*~' exp(—t)dt sogar ein beidseitig uneigentliches Integral
0
(vgl. Bsp. 6.49 a) und b)). Wir untersuchen deshalb (getrennt) die Konver-

genz von
1 00

(a) [t*'exp(—t)dt, fiir  €]0,1[, und (b) [t*~texp(—t)dt, x > 0.
0 1

1
(a) Fiir  €]0,1] und ¢ €]0,1] gilt [t“Texp(—t)] < t*~! und [¢*'dt
0

ist konvergent nach Beispiel 6.49 b). Aus dem Majorantenkriterium
6.50 a) (das analog auch fiir uneigentliche Integrale bez. der unteren

Grenze gilt) folgt dann auch die Konvergenz des fraglichen Integrals
1

[ t*~texp(—t)dt.
0

(b) Sei z > 0 bel. gewéhlt. Dann existiert ein ¢ > 1, so daf8 t* ! exp(—%) <
1, Vt >t (wieder wegen Beispiel 4.66 f)).

~ " lexp(—t) < exp(—%), V¢t > t, und nach Satz 6.50 a) ist das

)
Integral [ ¢“~!exp(—t)dt konvergent, da dies auch fiir [ exp(—%)dt gilt.
1 t

Damit ist die Konvergenz von I'(x), Yz > 0, vollstdndig bewiesen und die
Gamma-Funktion ist wohl-definiert.
Wir beweisen nun die Aussagen iiber I'(1) und I'(3):

(1) = [ exp(~t)dt = lim ( exp(—1))§ = lim (~ exp(—z) + 1) = L

0
1 ki _ . _1
F(§) = /t exp(—t)dt = lim [ t72 exp(—t)dt
0 0

D=
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VE .
= lim 2/exp(—u2)du: /exp(—tz)dt.

r—00

0 —00

Dabei resultiert das vorletzte Gleichheitszeichen aus der Substitutionsregel
Satz 6.46 b) mit ¢ : [0, 2] — [0, /], g(t) := Vt, Vt € [0, 2],
~ g'(t) = 173, Yt €]0, 2.

Nun zum Beweis der Funktionalgleichung I'(z +1) = xI'(x), Vx > 0. Es seien
x>0und 0 < y < z+ oco. Dann folgt mit partieller Integration:

z z

/txexp(—t)dt = (t°(— exp(—t)))\Z—/a:tx_l(— exp(—t))dt

Y Y
z

= —z"exp(—2) +ywexp(—y)+:c/t””‘1exp(—t)dt.
Y

Fiir 2 — oo und y — 0 entsteht aus dieser Identitat:
I(z+1)=0+2I'(2).

Abschlieflend beweisen wir die Stetigkeit von I'. Die Schwierigkeit besteht
hier in der Vertauschung der Grenzprozesse fiir die Stetigkeit und das un-
eigentliche Integral.

Es selen z, > 0 und € > 0 bel. gewdhlt. Ferner wihlen wir r €0, z,[.
Zunichst ist klar, daB fiir alle z € [z, — r, x, + 7] folgendes gilt:

ro—r=1 Jfalls ¢ €]0, 1],

z—1 N <
t exp( t) < { ro+r—1 exp(—t) Jalls ¢ > 1.

1

Da die uneigentlichen Integrale [t*~"~!dt und [ t**"~!exp(—t)dt nach 6.49
0 1
b) bzw. 6.52¢) konvergieren, existieren Konstanten ¢ €]0,1[, ¢ > 1, so daf}

t*Lexp(—t)dt <

om

Vo € [x, — 1,2y + 7]
t"Lexp(—t)dt <

[=0)

w\%go%lﬁ_

(" gleichméfige Konvergenz” der uneigentlichen Integrale bez. x). Es sei jetzt
T € [z, — 1,2, + 1| bel. gewihlt.

t t
D) - D) < | / £ exp(—t)di] + | / £~ exp(—t)di]
0 0
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t
+] /(tx—l — t" 1) exp(—t)dt|
t

H/tm_lexp(—t)dﬂ —|—|/tm"_1exp(—t)dt|
t t

t

€ r—1 To—1 €

< 3+/|t t |dt+3.
t

Wir betrachten nun die Funktion f(¢,z) := ¢! auf der Menge [t,#] X [z, —
r,x, + r]. f ist auf dieser Menge gleichméaBig stetig. Folglich existiert ein
0=>0, (0 =94(s,x,), da D(f) von z, abhéngt), so dafl
[f(t,2) = f(t.zo)| = [t*71 — 77| < g, falls t € [t 8], @ € [wo — 7,3, + 7],
|z — x,| <. _

t t

~o [t =ttt dt = [ f(t,x)— f(t, z)|dt < (t—t)grp = §, falls [r—zo| <
t t

)

~ [D(x) — I'(xg)| < e, falls | — x| < min{d,r}. O

Bemerkung 6.54
Wegen I'(1) = 1 und der ”Funktionalgleichung” der Gamma-Funktion gilt

I'(n+1)=n!, VYne N,.

Man kann also die Gamma-Funktion tatsdchlich als die stetige Fortsetzung
der "Fakultits-Funktion” n w— (n — 1), Vn € IN, auf das Intervall |0, 4o00|
auffassen!
Die Gamma-Funktion ist sogar beliebig oft differenzierbar auf |0, +oo[ und es
qilt
™ (z) = /tz_l(ln t)" exp(—t)dt, Vx> 0.
0

(vgl. Barner/Flohr, Bd. I, Kap. 11.3).
Die Gamma-Funktion hat weitere vielfiltige Figenschaften, z.B.

[(z) = lim —M% Vx>0 (Gaupsche Definition von T'),

M)l —2z)=-, Vze€l0,1]

sinmz’

(vgl. Heuser, Bd. 2., Kap. 150).
Die letztere Formel impliziert z.B. (F(%))2 = I =7~ F(%) = /7.
2
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Diese Formel fiir T'(x) ist besonders bedeutungsvoll, da mit der Funktional-
gleichung einerseits die Riickfihrung auf den Fall x €]0,1] mdglich ist und
andererseits durch die Formel

s 1

['(x) , VYe<0, ¢ Z,

"~ s 1 —ux)

die Fortsetzung der Gamma-Funktion auf IR\{—INo} (unter Erhaltung ihrer
Figenschaften) maglich ist.

Satz 6.55 .
Die Euklidische Einheitskugel B, := {(z1,...,xm) € R™ : > 22 < 1} ist
i=1
Jordan-mefbar und ihr Jordan-Inhalt ist
T2
1(Bm) = ==
L1+%)
(Insbesondere gilt: u(By) = 2, p(By) =7, u(Bs) = 57).

Beweis:
Wir fiihren zunéchst die folgende Bezeichnung ein:

Bu(0.r) = {(a1,....a) € R : Y a2 < 12} = {w € " : |a]| <1} (r 2 0)
i=1

~ B, = B,(0,1). B,,(0,7) kann dquivalent wie folgt beschrieben werden:
Bn(0,7) = {(x1,...,2m) € R™ : z,, € [—r,r], und fir j=1,...,m — 1,

m m

P D S < (P 3 )
i=j+1 i=j+1
Definiert man nun Funktionen ¢;, ¢; : R™7 — IR, j = 1,...,m — 1, wie
folgt
(r2 — S 2)Y2, falls Y a2 <r?
o5 = =P, Vi(Tjt1, o, Tp) 1= i=j+1 i=j+1 )

0, sonst

so sind diese Funktionen stetig und man ersieht aus Def. 6.32, dafl die Kugel
B, (0,7) eine Zylindermenge im IR™ ist und folglich nach Lemma 6.33 Jordan-
meBbar.

Als néchstes Resultat leiten wir nun eine Formel fiir p(B,,)/u(Bm-1) fiir
m > 2 her. Dazu verwenden wir den Satz von Cavalieri (Folg. 6.31) und
setzen p := 1, ¢ := m — 1. Dann gilt fiir die Projektion von B,, auf IR:

P(B,) = {y€R:3z¢c R™ " mit (y,2) € By} =[-1,1].
~B, = {zeR"":(y,2) €Bp}={z€ R™": ||z < (1—-y*)"*}

= B,u1(0,v1-y?) (Yye[-11]).
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Nach unseren obigen Uberlegungen sind B,, und B,, Yy € P(B,,), Jordan-
mef3bar. Deshalb liefert Folgerung 6.31:

1 1

() wBa) = [ 0By = [ p(Bocs (0T )iy
21 1

Mit Hilfe der allgemeinen Substitutionsregel (Satz 6.35) zeigen wir nun, daf
(B (0,7)) = r"™u(B,(0,1)), Vr > 0.
Es sei r > 0 beliebig gewahlt.
Wir setzen g : R™ — IR™, g(t) := rt, Vt € IR™. g ist injektiv, stetig
differenzierbar und es gilt ¢'(t) = rI (I-identische Matrix).
~> g: By, — By(0,7) und det ¢'(t) = r™, Vt € IR™.
Satz 6.35 ergibt deshalb mit f := x5, (0,) (Charakt. Funktion):

| f@xds = uBa(0.0) = [ firt)] det g @)1de = ().
——

9(Bm(0,1)) Bm =1

Dies nutzen wir aus und erhalten gemeinsam mit Formel (x):

1 1

#(Bm) = /M(Bm—l(oa\/l —y?))dy = /M(Bm—l)(\/l —yA)"dy
“1 “1
(B _
H m / 9\ m—1
~ s = [(L—y7) 7 dy
1(Bp-1) 7 ( )
= — /(sin2 t)% (—sint)dt (Substititution y = cost)
0
= /(sint)mdt
0
L)
= Vr=—=27- (vgl.Heuser, Bd.1, Kap.94, Bd.2, Kap.150).
L'(g+1)
Schlieflich beweisen wir die Aussage des Satzes mit Induktion iiber m:
NLS NZS

m=1:u(B)=2= ~»  richtig fiir m = 1.

NGy

Die Aussage sei nun fiir m — 1 richtig und wir betrachten

N(Bm) = ﬁ%ﬂ(Bm—l)
B . M &

(2 + 1)F2(1 + o)y (2 +1)



Damit ist die Aussage vollstindig bewiesen.
(Die Spezialfille m = 2 bzw. m = 3 ergeben sich wie folgt:

- 2 . B = — =
72 73 T3 4
m=3: (B3 = = = = =)
N1+32) 3r(1+43) 303 3

Bemerkung 6.56
Aus der Formel fir den Jordan-Inhalt der Finheitskugel im IR™ ergibt sich
das folgende ”Inhaltsparadoxon”:

w(By), — 0

m— oo

d.h. der Jordan-Inhalt der Finheitskugel ist eine Nullfolge mit wachsender
Dimension (fir kleine m wdchst er jedoch zundchst!).

Man sieht dies schnell ein fiir gerades m € IN, d.h. m = 2p bzw. p = %

P P
> ) I(l+p) plro=
da dies ja genau die Glieder der (konvergenten) Exponentialreihe von exp(m)
sind. Fir m ungerade gilt (durch mehrfache Anwendung der Funktionalglei-
chung) die Abschdtzung p(By,) < 2’;71; und alles folgt analog.

6.4 Das Riemann-Stieltjes-Integral

Gegenstand dieses Kapitels ist eine fiir bestimmte Anwendungen (z.B. die
Wahrscheinlichkeitsrechnung, vgl. Kap. 12) wichtige Verallgemeinerung des
eindimensionalen Riemann-Integrals.

Definition 6.57
Es seien f,a : [a,b] — R. Ist Z € Z([a,b]), dh. Z = {a = 29 < 21 <

o< xy =0}, und € = (&, ..., &) ein Vektor von Zwischenwerten, d.h.
& € |wjmr,xg], j=1,..., M, so heifit
M
S(f,052,6) =Y f(&)alz;) — a(z;_1)).
j=1

Riemann-Stieltjes-Summe (RS-Summe) fir f bez. o und &.
Ist (Z,) eine Zerlegungsfolge in Z([a,b]) mit

d(Z,) = jJmex, \:cgn) — x§’1’1\njm0 und (£™) eine Folge von zugehdrigen

Zwischenvektoren, so heifst (S(f,a; Z,,£™)) RS-Folge.
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Konvergiert nun jede RS-Folge gegen ein und denselben Grenzwert, so sagt
man, f ist auf [a,b] bez. a RS-integrierbar und dieser Grenzwert heifit dann
Riemann-Stieltjes-Integral (RS-Integral) von f tber [a,b] bez. des Integrators
.

b b
Wir bezeichnen diesen Grenzwert mit [ f(x)da(z) bzw. [ fdea,

und RS([a,b]; ) :=={f : ]a,b] — IR : faz'st bez. a auf |a, bc]l RS-integierbar }.

Bemerkung 6.58

Fiir o(z) := z, Vx € |a,b], ist S(f, a; Z, ) gerade eine Riemannsche Zwischen-
summe gemdfS Bem. 6.37 und das RS-Integral geht in diesem Fall in das
R-Inegral fiir (ein stetiges) f auf [a,b] dber. ILa. jedoch weist die Differenz
a(xj)—a(xj_1) dem Intervall [x;_1, ;] ein anderes "Maf” zu als p([xj_1, z;]).

Satz 6.59
(i) f,g € RS(la,b];a) = f+g, cf € RS([a,b],), Ve € IR, und es gilt

/b(f+g)(x)da(fv) = /bf(év)da(x)+/bg($)da(fv)
/b (cf)(x)da(z) = ¢ /b f(x)da(z)

(i) f € RS([a,b]; ) und f € RS([a,b]; ) = f € RS([a,b]; + ), und
f € RS([a,b]; ca), Ve € IR, und es gilt
b

/b f()d(a+ B)(x) = / flapda(e) + [ f(a)dB(o)

/bf(:v)d(ca(x) = c/bfda.

Bewelis:
(i) Aus f,g € RS([a,b]; «) folgt fiir die RS-Folgen
(S(f, 0 Zn, €M) bzw.  (S(g,c; Zn, ™)) -
(S(f + g, ; Z, ™)) = (S(f, ; Zn, €™)) + (S(g, @; Zn, €™)) und damit

b b
[ t@da@) + [ go)dalz) = lim S(7,a: 2,60 + lim Slg. 5 2., ")

= lim (S(f, a; Zn, €™) + S(g, ov; Zo, €M)
= lim S(f + g; Z,, ™).

230



Der letztere Limes ist sicher unabhéngig von der Wahl der Zerlegungsfolge
(Zn) mit d(Z,) — 0 und der Folge der Zwischenvektoren (§ (). Deshalb ist
der letzte Grenzwert definitionsgemafl das RS-Integral

b

/ (f + 9)(@)da(x).

a

Fiir den anderen Fall in (i) argumentiert man analog,.
(ii) Wir beschrénken uns wieder auf die Additivitédtseigenschaft. Gilt f €
RS([a,b]; ) und f € RS([a,bl; 3), so folgt alles aus der Tatsache

S(f,a+08;2,6) =S(f,a; Z,§) + S(f,3; Z,€)

und einer analogen Argumentation zu (i). O

Satz 6.60 (“partielle Integration”)
Es sei f € RS([a,b]; ) (bzw. o € RS([a,b]; f)).
Dann folgt « € RS([a,b]; f) bzw. f € RS([a,b];a)) und es gilt

/f(x)da(fEH/a(fE)df(x) = f(b)a(b) — fla)a(a).

Beweis:

Es sei Z = {xp,x1,...,2p} € Z([a,b]) und £ ein Zwischenvektor. Es gelte
z.B. f € RS([a,b]; ).

Zué; € [xj_1,xj], 5 =1,..., M, definieren wir noch & := a, {p741 = b. Dann
gilt:

NE

(&) f (z5) — f@-1) ‘I'Zf (zj)[e(&1) — al§)] =
f(ﬂfM)a(ﬁMH) — f(zo)ox (fo) = f(b)au(b) — f(a)a(a).

Alle verschiedenen Komponenten von § bilden eine Zerlegung Z von la, b].
Fiihren wir noch die folgende Bezeichnung £ := (xy, ..., z)/) ein, so bedeutet
die obige Identitéit in der Sprache der RS-Summen:

.
s

(+) Sla, f;2,6) + S(f,0: Z,6) = f(b)a(b) — f(a)a(a).

Ist nun (Z,) eine Zerlegungsfolge mit d(Z,) — 0 und (™) eine Folge von
Zwischenvektoren, so gilt natiirlich auch d(Z,) — 0, wobei Z,, wie oben aus
£ gebildet wird. Wegen

b

lim S(f, a5 Zy, ) = / f(2)da(z)

n—oo
a
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und der Gleichung (x) existiert auch der Grenzwert

lim S(a, f; Zn; €M)

n—o0

und ist unabhingig von der Wahl von (Z,), (€™). Dieser Grenzwert ist aber
b
definitionsgemdf des RS-Integral [« (z)df(z) und die behauptete Identitit

folgt aus (%) durch Grenziibergang n — oo. a

Satz 6.61 (Stieltjes)
Aus f € C([a,b]) und v : [a,b] — IR monoton wachsend folgt f € RS([a, b]; o)
und es gilt:

|/f Jda(a)| < max |f(2)| (@) - a(a)

Beweis:
Es gilt fiir eine bel. Zerlegung Z € Z([a,b]) und einen bel. Zwischenvektor &
die folgende Ungleichung

M

s(2) =) if fla)(alz;) - ale)) < S(f, 0 Z,€)

= 1906[% 1,2;]

m

Z sup  f(z)(a(r;) — alr;_1)) = S(Z).

j=1 z€lrj_1,7;]

Analog zum Beweis von Lemma 6.4 zeigt man, dafl wie bei den Darbouxschen
Unter- bzw. Obersummen fiir zwei bel. Zerlegungen 7, Z aus Z([a, b]) stets
gilt:

s(2) < 3(2).
s(Z).

Ebenfalls wir frither definieren wir nun Z := sup
ZeZ([a,b])

Dann gilt: s(Z) < J < §(%), VZ € Z([a,b]).
Daraus resultiert dann gemeinsam mit der obigen Ungleichung

1S(f,0;2,8) = T| < 5(2) - 5(%), VZ € Z([a, b]).

Ist nun (Z,) eine Zerlegungsfolge in Z([a,b]) mit d(Z,) — 0 und (£() eine
Folge von zugehorigen Zwischenvektoren, so gilt zunéchst

|S(f, 0 Z0, €M) = T| < 8(Z0) = 5(Z0), Yn € IN.
Es sei € > 0 beliebig gewéhlt. Aus der gleichméfiigen Stetigkeit von f auf
[a, b] folgt: 30 > 0, so daf

~ € ~ ~
|f(x) — f(2)] < o) — ala) falls |z — 2| <, =, € [a,].
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Wir wéhlen nun ng € IN mit d(Z,) < J, ¥n > ny.
Analog zum Beweis von Satz 6.7 erhalten wir dann fiir bel. n > nq

S(Za) = (Zn) < 3 e (ala) = aeg) =<

Also existiert der Grenzwert der RS-Folge (S(f, a; Z,,, ™)) und es gilt
lim S(f,o; Z,, ™) =1,
d.h. der Grenzwert ist unabhiingig von der Wahl von (Z,), (£/™). Nach

Definition 6.57 folgt: f € RS([a,b]; «).
Ist schlieBlich S(f, a; Z,€) eine bel. RS-Summe, so gilt:

S(fa: 2,1 < 3 1)) = alwj)]

M
< sup [f(2)] Y la(r;) — alz;)|
x€[a,b] =1
= sup |f(z)|(a(b) —ala).
x€[a,b]
Diese Ungleichung gilt dann auch fiir den Grenzwert von RS-Folgen. O

Folgerung 6.62

Ist f € C([a,b]) und lafst sich « : [a,b] — IR als Differenz zweier monoton
wachsender Funktionen darstellen, so gilt: f € RS([a,b], @) bzw.

a € RS([a,b]; f).

Insbesondere gilt dies fiir Lipschitzstetige Funktionen a.

Beweis:
Seien ay, (g, [a,b] — IR monoton wachsend und es gelte a := a3 — g, zu
zeigen ist: f € RS([a,b], a).
Satz 6.61 ~ f € RS([a,b],aq) und f € RS([a,b], az),
Satz 6.59 ii)~ f € RS([a,b], a1 — az).
—_——
Satz 6.60 ~ a € RS([a,b], f).
Sei o nun Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L.

Wir definieren  «y(z) := L(z — a), Va € [a, b] ist monoton wachsend.
as(z) = oy (z) — ax), Vo € [a,b].
Noch zu zeigen: s ist monoton wachsend: seien x,y € [a, b,z < y.
~ as(y) — az(z) = L(y—a) = L(z—a) — ay) + a(z)
= L{y—z) — (a(y)—a(z)) = 0,

da a(y) — a(x) < la(y) — alx)| < Ly — ). 0
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Bemerkung 6.63

Funktionen, die sich als Differenz zweier monoton wachsender Funktionen
darstellen lassen, heiflen Funktionen beschrdnkter Variation. Diese Begriffs-
bildung stammt von folgender dquivalenter Charakterisierung solcher Funkti-
onen:

M
de>0:YZ € Z([a,b]) gilt: Y |o(x;) — oz < ¢

j=1
(vgl. Heuser Bd. 2, Kap. 91)
Unser néchstes Resultat zeigt, dafl RS-Integrale mit Hilfe von Riemann-

Integralen berechnet werden koénnen, wenn der Integrator « ”hinreichend
glatt” ist

Satz 6.64
Es seien f € C([a,b]) und « : [a,b] — IR stetig differenzierbar. Dann gilt:

/f Jda(x /f

Beweis:
Nach Voraussetzung ist «a Lipschitz-stetig auf [a,b], da o' gleichméBig be-
schriankt ist, und nach dem Mittelwertsatz (5.10). Nach Satz 6.62 existiert

b
deshalb f f(z)da(x) und nach Satz 6.7 existiert auch f f(z)d (x)dx.

Zu zelgen ist die Gleichheit der Integrale.
Es sei nun Z € Z([a, b]) bel. gew#hlt. Wieder aus Satz 5.10 folgt:
Vji=1,...,M3n; €|x;j_q,x;| mit der Eigenschaft

afz;) — a(rj_1) = o' (n;)(2; — vj-1).

M
S(f,Oé;Z,T]) = fn] Oé!lﬁ'j _a(xj—l))
7j=1
M
= > fmy) —xj-1) = Sr(fa'; Z,m).
7j=1

Letzteres ist dabei eine Riemannsche Zwischensumme geméf Bem. 6.37. Wir
betrachten nun eine Zerlegungsfolge (Z,) in Z([a,b]) mit d(Z,) — 0, und
konstruieren analog zu oben eine Folge (n™) von zugehorigen Zwischenvek-
toren. Dann gilt

S(f,; Zn,n™) = Sp(fo'; Zn,n™), Vn € NN,
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und, wegen f € RS([a,b]; o), existiert der Grenzwert

tim (7,01 2, 1") = [ fla)da(z)

b
Nach Bem. 6.37 gilt aber auch lim Sg(fco/, Z,,n™) = [ f(z)a/(z)dz und die

behauptete Gleichheit der Integrale ist bewiesen. a

Satz 6.65
Es seien f € C([a,b]) und « : [a,b] — IR monoton wachsend. Ferner besitze
a hdochstens endlich viele Unstetigkeitsstellen. Dann gilt:

[ fda /f o () + f(a)(a(a+) — a(a)

a

+ Y @) aly+) = aly=) + f(b) () — a(b-))

yeU(a

wobei as(x) == a(x) — s(asx), Vo € [a,b], s(a;-) die Sprungfunktion von o
(vgl. 4.57) und U(«) die Menge aller Unstetigkeitsstellen von « in ]a,b[ ist.

Bewelis:

Das Integral auf der linken Seite existiert nach Satz 6.61. Nach Satz 4.57 ist
b

s monoton wachsend und stetig. 6.61 ~ [ f(z)das(x) existiert.
a
s(a,-) := a — a4 ist als Differenz zweier monoton wachsender Funktionen

darstellbar, d.h. nach 6.62 Hff Yds(a, x).

b b

6.59 ~» ff(:c)da(x) = [ f(x)das(x) + [ f(z)ds(a, z)

f f(z)ds(a, z) ergibt gerade die Summe auf der rechten Seite der Be-

hauptung.
Nach 4.56 gilt:

s(a,2) = [a(at)—a(a)] + Y [aly+)—aly=)] + [a(r) —a(z—)]

y€U(a)
y<zxz

YV €]a, b
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Es gelte U(a) = {xy, .. .,:L’M}.M
~ s(a,2) = [a(at) —ala)] + 3 a(e;t) —ale; =) + [a(z) —a(z—)]

xj<ac
Wir setzen noch xy := a,xp;41 :=b.

b Tj41
~> /f(:c)ds(a,x) = Z / f(x)ds(a,z) vgl. 6.68
a ‘7 :E]
Tj+1
Wir berechnen nun noch die Integrale [ f(z)ds(o,2),Vj=1,...,M
Zj

Sei j € {1,..., M}, und wir wihlen eine Zerlegungsfolge (Zy) € Z([zj,541))
nebst zugehonger Folge von Zwischenvektoren 5(”. Z, habe die Gestalt

{:co =1z, < xg) < < :L’Swi = zj11}. Dann gilt fir die zugehorige
RS-Summe:
S(f. s(a, ); Zo, €™) Zf #") = (o, M)

= f<»§<">><s<a,x§ ) = s(a,2;))
FFE (s(a, w141) — s(a, Ear,—1)),

da s(c, ) konstant ist in |z;, 44/
Es gelte jetzt auch d(Z, ) — 0.

~ 3l S(f,5(0 5 20, €M) = fa5)(s(a,a5+) — s(a ;)
) (50, 2501) = 502501 -))

- [ t@adstana)
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wegen s(a,a) =0, s(a,a+) = ala+) — ala)
s(a,z;4) — s(a,zj—) = a(zrj+) —alz;—), j=1,...,M
(a, ) = a(x) — as(z), Vo € [a,b] und «; stetig
s(a, b) — s(a,b—) = a(b) — a(b—)
Durch Einsetzen in die obige Formel entsteht die Behauptung. a
Der Satz bleibt auch (mit einem technischeren Beweis) fiir abzéhlbar viele
Sprungstellen giiltig.

Bemerkung 6.66
Ist a @ [a,b] — IR monoton wachsend und stickweise konstant mit endlich
vielen Sprungstelln so gilt:

a; =0~ ff Ydas(z) =0, a = s(a, ), und das RS-Integral ist nach Satz

6.63 gleich der Summe der Funktionswerte von f in den Sprungstellen von a
multipliziert mit den Sprunghdéhen von o!

Beispiel 6.67

Sei f:[0,400[— IR stetig und [z] := max{n € IN, : n < x}, Vo > 0. Die
Funktion « : [0,400|— R, a(z) := [x], Yx > 0 ist also monoton wachsend,
stiickweise konstant mit Springen von 1.

- /f(x)dm ~S"f(k), vneN

~» RS-Integrale beinhalten endliche Summen und R-Integrale!

Satz 6.68
FEs sei f € C(la,b]) und o : [a,b] — IR lasse sich als Differenz zweier monoton
wachsender Funktionen darstellen. Ferner sei ¢ €|a,b|. Dann gilt:

/f Ydo(x /f Ydo(x /f Ydo(x

Beweis:

Die Integrale existieren nach Voraussetzung und Folg. 6.62, zu zeigen ist die
behauptete Gleichheit.

Es sei (Z,,) eine Folge von Zerlegungen in Z([a, b]) mit d(Z,) — 0 und (€M)
zugehorige Folge von Zwischenvektoren. Wir setzen weiterhin voraus, dafl
c€ Ly, Vn e IN.

~ Ly =2 UZF, wobei Z, € Z(la,c]) und Z} € Z([c,b]), Vn € IN.
~d(Z7) — 0und d(ZF) — 0.
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~ S(f, 0, Zny €™ = S(f, 0, Z, €7) + S(f, o, ZiF, £),
wobei £ = (¢, ¢[)

,Hoo/f Yda(x /f Ydo(x /f Yda(x

(Aufteilung der Integrale entsprechend der Aufteilung der Zerlegung) O

Im Unterschied zum R-Integral (, wo aus der R-integrierbarkeit auf [a, | und
[c, b] auch die auf [a, b] folgte,) folgt fiir RS-Integrale aus f € RS([a, ¢], &) und
f € RS([e,b], ) i.a. nicht f € RS([a,b],«)! (vgl. nachfolgendes Beispiel)

Beispiel 6.69
0: z¢€[-1,0] (2) ._{0: x € [-1,0]

[a’b]:[_l’l]’“:o’f(x)::{1;xe]o 1] 1: zel01]
~ f ist stetig auf [—1,0] und « ist monoton wachsend

~r 3 f f(z)da(x) nach Satz 6.61.

Analog erhalt man o € RS([0,1], f) (6.61) und damit f € RS([0,1], ).
(6.60)

6.60 ~ /f(éﬂ)da(l") = f(Ma(1) = f(0)a(0) —/Oé(év)df(l")

= 1— f(0+)— f(0) =1 —01 =0 (nach 6.65)

Wir wéihlen nun eine Folge (Zn) € Z([—-1,1]) derart, daf$ 0 & Z,, ¥n € IN.
~VYneNJi, e N:z” <0<zl Zn_{—1=xg“> <...<azl =1}
Sei (€M) Folge von zugehor@gen Zwischensummen.

My
MS@aﬂm$%=§:ﬂ$Wm@“%ﬂ@ﬂD

ﬂ@ﬁa<<$g>—a<“» FEX)

: (n)
~ S(f, o, Z,, €M) = 0: gz +1 — fzn)
L glnﬂ = Tipt1
~ die RS-Folgen haben abhdngig von der Wahl der Zwischenvektoren ver-

schiedene Grenzwerte!

~ f ¢ RS([-1,1])!
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Satz 6.70 (Mittelwertsatz fir RS-Integrale)
Sei f € RS([a,b], ) beschrinkt, « : [a,b] — IR monoton wachsend,

dann existiert ein © € | ir[lfb} f(z), sup f(z)] so, daf
z€|a, x€[a,b]

/ f(2)da(z) = 6(a(b) - a(a)).

Ist f € C([a,b]), so existiert ein T € [a,b] : © = f(T)

Beweis:
Essei m:= inf f(z), M:= sup f(x) ~m < f(x) <M V€ [a,b].

z€la,b] z€|a,b|
b b
~ [(f(z) =m)da(z) =20 [(M — f(z))da(z) = 0
(durch Betrachtung der RS-Summen)

b
659'\»/ —a’mda(z ) < [ f(z)da(x /Mda

S —
—m(a(b)—a(a))
Va0 —ata)
~ 30 € [m, M] : ff = O(a(b) — a(a))
f stetig ~ Weierstraf und Zwischenwertsatz ~» [m, M] C f([a,b]) O

Abschlieflend fiir dieses Kapitel erweitern wir diesen neuen Integralbegriff
noch auf den Fall unbeschréinkter Intergrationsbereiche. Dabei beschranken
wir uns auf das in der Wahrscheinlichkeitsrechnung interessante beidseitig

uneigentliche RS-Integral [ fda.

—00

Definition 6.71 Y
Euistiert fir alle z,y € R, v <y, das RS-Integral [ f(t)da(t) fir gegebene

Funktionen f,o : R — IR, so heift [ f(t)da(t) (beidseitig) uneigentliches
RS-Integral. Falls die folgenden Gre_nzwerte existieren, heifft es konvergent
und sein Wert ist

0 T

/ f(da(ty = tm [ f(Hda(t) + lm [ f(t)da(t)

r— —00 Tr——+00

T 0

(analog zu Def. 6.48).
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Satz 6.72
Es sei f € Cy(IR) und o : IR — IR monoton wachsend und beschrankt.

Dann konvergiert das (beidseitig) uneigentliche RS-Integral [ f(¢)da(t).

Beweis:

Klar ist nach Voraussetzung und Satz 6.61, dafl das fragliche Integral nach
Definition ein uneigentliches Integral ist.

Wir miissen nun zeigen, dafl die beiden Grenzwerte in Def. 6.71 existieren.
O.B.d.A. untersuchen wir dabei die Existenz des Grenzwertes

0

lim | f(t)da(t).

r— —00
x

Es sei € > 0 beliebig gewéhlt, und es sei M := sup | f(z)].

z€IR
Da a € B(IR) monoton wachsend ist, existieren die Grenzwerte
a:= lim a(z) und @ := lim a(z).
T——00 T—+00

€
dr, <0: 0<a(r) —a< —,

30, <05 02 ale) —a <

Seien z,y € IR, y < v < x,,

«»|/f<t>da<t> / da(t |—|/f Hda(t)] < sup |£(0)](alx)—aly))

tely,z]

SM( (r) —a) <e.

~ ngr_nooff(t)da(t).

Vollig analog zeigt man die Existenz des zweiten Grenzwertes. O

Bemerkung 6.73

Wichtige Figenschaften des RS-Integrals wie die Linearitat im Integranden
und im Integrator (Satz 6.59), die Formel der partiellen Integration (Satz
6.60), die Abschdtzung in Satz 6.61, dessen Erweiterung auf den Fall, daf o
als Differenz zweier monoton wachsender Funktionen dargestellt werden kann
(Folg. 6.62) und die Regel in Satz 6.64 und 0.65 bleiben auch fir (beidseitig)
uneigentliche RS-Integrale (sinngemdfs) richtig.

Der Beweis von 6.72 zeigt eine Moglichkeit zur Erweiterung des Resultats
fiir unbeschrinkte Integranden f € C(IR). Das uneigentliche RS-Integral
konvergiert namlich, falls

falls y < x <z,

Ve > 03z, >0: sup |f(t)|(a(z) —aly)) <e, bow. 1, <y <1

tey,x]
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D.h. das ”Anwachsen” von | f| fir x — too muf durch das ”Abklingen” von
a kompensiert werden.
Beispiel:  f(x)=1t", Vte R,re N
"~ sup t"(a(z) —aly)) <e”
tely,x]
~ |y|"(a(z) —aly)) <&, fallsy <z <,
lz|"(a(x) — a(y)) <e, fallsx, <y<zx
Dies ist erfiillt, falls tEI—noo [t|"(a—a(t)) =0 :tiifrnoo [t|"(a(t)—a)

Zusétzliche Literatur fiir Kapitel 6.4:
[.P. Natanson: Theorie der Funktionen einer reellen Verénderlichen,
Akademie-Verlag, Berlin, 1969.
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7 Lineare normierte Riume, lineare Operatoren

7.1 Lineare normierte Riume, endlichdimensionale Rdume

Definition 7.1
(X, +,-) heifit linearer Raum (iber einem kommutativen Korper K ), falls

a) (X,+4) kommutative Gruppe ist, und
b) Vz,y € X und Va,b € K gilt:

i) 1-x=uz, (1 = "Einselement” in K ),
it) (a+b)x = ax + bz,
i) a(r +y) = ar + ay,
i) a(bxr) = (ab)x.
(Im Rahmen dieser Vorlesung treten als Kérper nur die Fille K := IR und

K :=( auf. Falls K = IR, so sprechen wir von einem linearen Raum, ohne
den Koérper K zu spezifizieren.)

Definition 7.2
Ein linearer Raum X (bzw. (X, +,-)) heifit (linearer) normierter Raum, falls
eine Abbildung || - || : X — IR existiert, die die folgenden FEigenschaften hat:

i) ||z]| >0, VrxelX, |z||=0 gdw. x =0 ("Nullelement” von X ),
i) llaz|| = |al||z||, Vae€ K,Vze X,
i) |z +yl < |zl +lyll, Vz,y € X ("Dreiecksungleichung”).

| - || heift Norm auf X und ||z|| heifst Norm des Elementes x € X.
Bezeichnung: (X;| - ||)

Lemma 7.3
Ist (X, || - ||) ein linearer normierter Raum, so ist die Abbildung

d: X xX — R, dz,y) =|x—y|, Vr,yeX
eine Metrik auf X.

Beweis:

Die Metrik-Eigenschaften folgen sofort aus den Eigenschaften i), ii), iii) einer
Norm.

z.B. Dreiecksungleichung: seien x,y € X

~d(z,y) = o=yl = [[(z=2)+(z=y)|| < llz—2]+]lz—yl = d(z, 2)+d(z,y)
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Wir nennen die in 7.3 definierte Metrik in (X, || - ||) "induzierte Metrik”.
Mit Lemma 7.3 ist klar, dafl die gesamte in Kapitel 2 fiir metrische Raume
entwickelte Theorie hier giiltig bleibt. Durch die algebraische Struktur sind
aber nun weitere Aussagen moglich!

Definition 7.4
FEin linearer normierter Raum heifst Banachraum, falls er (bez. der induzierten
Metrik) vollstindig ist.

Definition 7.5
Seien X1, Xo lineare normierte Raume tiber K. Fine Abbildung f: X7 — Xo
heif$t linear, falls

flax +by) =af(x) +bf(y), Vx,ye€ Xy,Va,be K.

Hier nennen wir diese Abbildung (in Anlehnung an die algebraische Bezeich-
nung) meist lineare Operatoren.

Beispiele 7.6

a) R,@, IR™ mit dem Betrag bzw. der Euklidischen Norm (vgl. Kap. 1.5, 1.6,
3.1, 8.2) sind sogar Banachrdume.

b) Sei T # 0 und wir betrachten X := B(T, IR™).

Wir definieren fir f,g € X,a,0 €R: (f +g)(z) := f(t)+g(t),Vt €T
(af)(z) :==a-f(t), VLET

Man zeigt leicht, dafs X damit linearer Raum im Sinne von Def. 7.1
wird. Wir definieren nun || - || : X — IR, ||f]| :==sup ||f(t)||, VteT.
teT

(Letzteres ist die Euklid. Norm im IR™.)
Nachpriifen der Norm-Eigenschaften:

i) |fll>0, VfeX,
17=0 =Sl sl giw. f) =0, veeT
gdw. f ist Nullelement in X
i) |lafll =sup |[af ()] = suplall[ ()| = [al[[fl, Vfe€ X, VaeR
teT teT

i11) Seien f,g € X beliebig, t € T beliebig.

~ @)+ 9@l < [[F @I+ [lg@)]
(nach der Dreiecksungleichung fir die Euklid. Norm)

~ (F+ 9O < [[fI1+ gl
~ I+ gl =supll(f + )OIl < |IF] + llgl
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~ (B(T,IR™),| - ||) ist linearer normierter Raum, und die zugehdrige
induzierte Metrik ist die aus Kap. 4.2. Aus den Aussagen von Kap. 4.2
folgt deshalb, daf$ der Raum sogar Banachraum ist.

analog: Sei (T, d) metrischer Raum und wir betrachten X := Cy(T, IR™)
mit |[fll == sup [If (O, V€T
S

~ (Cy(T, R™), || - ||) ist Banachraum (wieder aus Kap. 4.2)

c) Essei (X, | -||) ein linearer normierter Raum, Y ein linearer Raum (iber
demselben Korper K), f Y — X sei linear und injektiv.
Beh.: |||« :Y — R, ||ylls :=||f()|], Yy € Y, ist eine Norm aufY .

Bew.: a) |yl =0, vy € Y, |lyll. =0 =[f(y)] gdw. f(y) =Ox € X
(Nullelement in X ) gdw. y = ©y (Nullelement in'Y" ),
(da f linear und injektiv ist).
b) llayll« = lf (ay)ll = llaf W)l = lalllf W)l = lallly]l.,
Yy € Y,Va € K (da f linear ist.)

o) ly+zlls = Lf W)+ FEN < NFWIHIF I = lyll+2ls,
Vy,z e X O

d) Ist X linearer Raum und d eine Metrik auf X, so ist ||z|| := d(z, ©), Vz €
X, (© = Nullelement in X ) i.a. keine Norm in X!
Beispiel: X := IR, d(z,y) := min{l, |z —y|}, Vx,y € IR ist eine
Metrik (vgl. 2.2 f))
b) [lax|| := d(ax,0) = min{1, lazx|} = min{1, |allz|} # |al[ly]| (i-a.)

Definition 7.7

Es sei X ein linearer Raum (tiber dem Korper K ).

L C X heif$t linearer Teilraum von X, falls Vr,y € L,Va,b € K gilt:
ar+by € L.

Fir AC X, A#0, heifit L(A) := (\ L lineare Hiille von A.

LDA
Llin. Teilraumv. X

FEin linearer Teilraum L von X heifit endlichdimensional, falls

dm € IN,3xy, ..., 2 € L so, daff L = L({x1,...,2n}).

L heifst m-dimensional, falls 3z1,..., 2, € L, L = L({x1,...,Zn}) und

{z1,..., 2} ist linear unabhingig, d.h. > ajz; = O gdw. a; =0,
j=1
Vi=1,....,m. {z1,..., 2y} heifft dann Basis von L.

L heifit unendlichdimensional, falls L nicht enlichdimensional ist.

Bemerkung 7.8

Zu ) # A C X ist L(A) stets linearer Teilraum von X .

Hat L die Basis {x1,...,zy}, so hat jede Basis von L m FElemente. (siehe
Dieudonné, Satz A.4.7) Dann gilt ferner Vo € L:
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r=> ax; (ay,...,ay,) € R™, wobei (ay,...,ay,) eindeutig bestimmt sind.
i=1
Beispiele: -IR™ = L({e1,...,em}),e; =(0,...,0,1,0,...,0), wobei die 1
an der j-ten Stelle steht.
-B([0,1]IR) ist unendlichdimensional.

(Ubung, Hinweis: man betrachte A := {x, : z,(t) = {

re 0,1} € B(0,1], R)
und zeige, daf$ eine bel. endliche Teilmenge von A stets linear
unabhdngig ist.

0:t<r1
1:t>71’

Definition 7.9
Es sei X ein linearer Raum, und || - || und || - ||« seien Normen auf X. || - ||

und ||||* heiflen dquivalent, falls Konstanten C1,Cy # 0 existieren, so dafs
Cillz| < |zl < Coflz|, Ve X.

Fiir dquivalente Normen gilt, dafl Folgen, die bez. der einen Norm (bzw. der
zugehorigen induzierten Metrik) konvergieren, auch bez. der anderen Norm
konvergent sind. Auflerdem bleiben auch die topologischen Begriffe (wie offen,
abgeschlossen, kompakt,. .. ) bei dquivalenten Normen erhalten. (Ubung)
Beispiel: Sei A C X offen bez. || - ||.

Beh.: A ist auch offen bez. || - ||..

Bew.: Seix € A~ Je>0:{y: ly—z|| <e}C A

~{yiglly—all.<e} CA

~A{y:|ly —z||* < Cee} C A~ Aist offen bez. || - ||..
In Kap. 1.6 wurden bereits verschiedene Normen auf IR™ (z.B. || - [|1, || - |lc0)
eingefithrt. Dort wurden auch bereits Abschidtzungen der Normen unter-

einander hergeleitet bzw. erwihnt, d.h. fiir diese Normen galt bereits die
Aquivalenz zur Euklidischen Norm. Wir zeigen jetzt ein stdrkeres Resultat:

Satz 7.10
Auf IR™ sind alle Normen dquivalent.

Beweis:

Es reicht zu zeigen, dafl jede Norm auf R™ zur Euklid. Norm |[[z||; =
(S |;]%)2, Vo € IR™ dquivalent ist. Es sei also || - || eine Norm auf R™.

j=1

7.7%.. 301,02 >0: 01”1’”2 < ||£L'|| < 01”1’”2, Ve € IR™
Sei x € R™ bel. ~ o =Y zje;, e;=(0,...,0,1,0,...,0).

Jj=1

m m
~ el < > el =D lallles |
j=1 j=1
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m

< O 1w O Nl nach Satz 1.39

Jj=1 Jj=1
N

<\ J/

Vo NV
ll=]l2 =:C2

~ |zl < Collzll2, Vo e R™

~ e =y < Collz — yll2, Vo, y € R™ ~» || - || : R™ — IR ist Lipschitz-stetig
bez. der Euklid. Norm || - [|o.

S = {x € R™ : ||z|| = 1} ("Einheitssphére in IR™”) ist beschrankt und
abgeschlossen bez. der Euklid. Norm und damit kompakt.

~ Jr. €5 o = minflz] ~ 0 <z < [lof], V2 € 5.
x

Wir definieren C := ||| > 0.
Sei x € IR™ bel. ~ ot € S~ ||| = Ch.

~ mellzl = G~ Crllz]l < 2
~ Cillz]l2 < ||z < Cyllzll2, Vo e R™.O

Satz 7.11
Zu jedem m-dimensionalen linearen normierten Raum (X, ||-||) existiert eine
bijektive lineare Abbildung f : X — IR™ so, dafl f und f=! stetig sind.

Beweis:
Essei X = L({z1,...,2n}) und wir definieren g : R™ — X,
glar,...,am) = > a;z;, Y(ay, ... a,) € R™.
i=1
~» ¢ ist linear, surjektiv und injektiv, d.h. bijektiv.
~s f =gt : X — IR™ ist ebenfalls linear und bijektiv.
Zu zeigen bleibt: f und f~! = ¢ sind stetig.
Wir definieren ||a||. := ||g(a)||, Va € R™.
Nach Beispiel 7.6 c) ist |||« eine Norm auf IR™ und nach Satz 7.10 dquivalent

zur Euklid. Norm || - [|o, d.h. 3C1,Cy > 0 : Cy|lalls < |lalls < Csllall2, Va €
R™.

dh. Cillallz < [f7(a)]| < Cellall, Va € R™

Es gilt auch || f(2)|« = ||z]|, Vze X.

~ Ci|lf(@)[l2 < [[f ()]l < Col f(2)]|2
Ve e X
dh. Gl f(@)]l2 < llz]l < Coll f(2)]]2
Da f, £~ linear sind gilt deshalb Vz,y € X bzw. a,b € IR™:

_ _ 1
1f7 (@) = )l < Colla =]l und  |[f(2) = f(y)ll2 < allfv —y
d.h. f und f~! sind sogar Lipschitz-stetig. O
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Folgerung 7.12
Jeder endlichdimensionale lineare normierte Raum X ist wvollstindig und
separabel; alle Normen auf X sind dquivalent.

Beweis:
Nach Satz 3.13 ist IR™ vollsténdig und separabel.

e Vollstandigkeit von X: sei (x,) Fundamentalfolge in X.

7.11 ~ (f(x,)) ist Fundamentalfolge in IR™,

313~ Jye R™:y= lim f(x,), 711 ~ 2 = f~Yy) = lim z,.
e Separabilitit von X: sei A C IR™ abzéhlbar und dicht.

7.11 ~ f7!(A) ist abzéhlbar und dicht in X.

z.z.: alle Normen auf X sind dquivalent.

Sei ||-]| eine beliebige Norm auf X, und wir betrachten ||z, := || f(x)|]2, Vx €
X.

|| - ||« ist nach Beispiel 7.6 c¢) eine Norm auf X. Wir zeigen: || - || und || - ||«
sind dquivalent.

Wir betrachten dazu zusitzlich die Norm |lal|, := ||f~!(a)||, Va € R™.
7.10 ~» HC'l,C'g >0:

Cillall < lally < Caflall> = Collf (@)l < G f(@)ll, Va € B

IF= @l
(vgl. auch den Beweis von 7.11)

C C

Néchstes Ziel ist der Zusammenhang zwischen Endlichdimensionalitdt und
Kompaktheit der Einheitskugel. (angekiindigt in Kap. 2.4)
Satz 7.13

Satz 7.13

Es sei X ein linearer normierter Raum.

X ist endlichdimensional gdw. die Einheitskugel B(0,1) := {x € X : ||z|| <
1} kompakt ist.

1 1
oder anders: —||z|| < ||z]|« < =||z|, Vz e X. O
2 2

Beweis:
(=)3ImeN:3xy,....,0p € X: X =L({z1,...,Zm}).
Wir betrachten die Abbildung f: X — IR™ aus 7.11.
~ f(B(0,1)) = {f(z) :2 € B0,1)} = {a € R™: ||f (o) <1}
=llall

={ae R": |a|. <1}

Nach 7.10 ist die Menge {a € IR™ : ||a||+ < 1} beschréankt und abgeschlossen
in (IR™, ] - ||2) und damit kompakt in JR™ nach Satz 3.15.
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~ f'{a e R™: |la]l. <1}) = B(0,1) ist kompakt in X nach Satz 4.8.
(<=) Es sei B(0,1) kompakt. Nach Satz 2.39 existiert ein endliches 1-Netz

_ _ k
{x%,..., 21} von B(0,1), d.h. B(0,1) C U B(z},3%) C X.
i=1

ir2
Wir betrachten £({z7},...,z}}) C X.
Beh.: L = X, d.h. X ist endlich (< m)-dimensional
Bew.: Annahme: 3z € X\L
L ist abgeschlossen in X nach 7.12 (vollsténdig)
~d,=d(z,L) = ;22 |z =yl >0

wir wihlen y € L derart, dal d, < ||z — y| < %d*,

und betrachten z := ﬁ € B(0,1).

~ Ji, €{1,...,k}:z € B(z} , 3)

~r=y+lle—yllz =y +lle—yllai, Hlz —yll(z—27)
€L

~ dy <lz = (y + |z —yllzi)ll = [z —yll(z—=7)

e A

= [lz=yllllz ==,

~ Widerspruch! zu |z — y|| < 3d. O

Bemerkung 7.14

Analog zum ersten Teil des Beweises zeigt man mit Hilfe von Satz 4.8 (bzw.
7.11), dafs jede beschrinkte Teilmenge eines endlichdimensionalen normierten
Raumes relativ kompakt ist.

Satz 7.15
Sei (X, ||-||) linearer normierter Raum, L sei ein endlichdimensionaler Teil-
raum von X. Dann existiert zu jedem x € X ein x, € L : ||z — .|| = d(z, L).

x, heifst die beste lineare Approrimation zu x bez. L.

Beweis:
Sei x € X beliebig. Nach Definition von d(z, L) existiert eine Folge (z,) in
L so, daf

1
d(z,L) < |lw — 2|l < d(x, L)+ —, VneN
n

~> (x,,) ist beschrankt in L. Nach 7.12 ist die Limesmenge L£((x,)) # 0.
~» 3 Teilfolge (z,,) von (z,,) und Ju, € X : @, — ..
Da L abgeschlossen ist, ist x, € L.

1
Es gilt: d(z,L) < ||z — 2, || < d(x, L) + o Vk € IN
k

— d(z,L) < ||z — z.]| < d(x, L). 0

k—oo
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7.2 Lineare beschrinkte Operatoren

Lineare Abbildungen zwischen linearen (normierten) Riumen heiflen jetzt
”Operatoren”, Operatoren mit Wertebereich in IR heiflen ” Funktionale”.

Es seien (X3, d;) und (X3, ds) lineare normierte Raume, A : X; — X, ein
linearer Operator.

Definition 7.16
Ein linearer Operator A : X1 — Xo heifst beschrdankt, falls eine Konstante
C > 0 existiert, so daf$ ||Azx||s < C||lz|;, Vz € X;i.

Satz 7.17

a) Ein linearer Operator A : X1 — Xy ist stetig, falls er in einem fizierten
Punkt x, € X stetig ist.

b) Ein linearer Operator A : X1 — Xy ist stetig gdw. er beschrdnkt ist.

Bewelis:

a) Es sel A in x, € X; stetig, sei x € X; beliebig, (x,) eine Folge in X,
mit x, a2
~ (z, — r + x,) konvergiert gegen x,,.
~ Alr, —x+z,) = Az, — Ax + Ax, — Ax,, da A in z, stetig ist.

~ Az, — A:cnjOOO € Xy, d.h. Azx,, — Ax.

b) (=) Sei A stetig, Annahme: A ist nicht beschrénkt:
VC > 03z € X : ||Az|]2 > Cllz||1,
0.B.d.A.: Vn € INTz,, € Xy : || Az,|| > n||lan]1-
Wir definieren y,, := 22— (da ||x,| > 0, ¥n € IN.

nl[zn 1’

1

nllzally

~ [|Aynll2 = || Az = [Aznlz > 1

L
allenls

weiterhin gilt: v, — 0 € Xy, ||Ay,| A 0 € X,

~» Widerspruch! zu A stetig.

(<=) Sei A beschrankt, x € X; beliebig, (z,) eine Folge in X; mit
Tn njoox'

z.z.. Ax, — Ax.

~ [[Az, — Azly = [|A(zn — 2)|]2 < Cllzn — 21 — 0,

oder anders ausgedriickt: Az, — Az, d.h. A ist stetig. a

Beispiele 7.18
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a) Seien Xy, Xy endlichdimensionale normierte Rdume der Dimension m
bzw. n, ~ X1 = L({e1,...,em}), Xo = L({e],...,€e}),
A X1 — Xy sei linearer Operator.
Beh.: A ist beschrdankt.

Wir betrachten Ae; = ) aye), (a;; € R), Vi=1,...,m.
j=1

Sei x =Y bie; ein beliebiges Element von X, (b; € IR).

i=1
m

~ Ar = i b;Ae; = i bz(i aij€;) = i‘(Z% )

n

~ Azl < ZZ Jaigl[bifll€fllz < max le} ||2Z(Z\aij\)\bi\

-----

7j=1 =1 i=1 j=1

< (max 165 ) max > agl) D b

..........

Offenbar ist fir x = Z biei ||« Z |b;| eine Norm auf X;.

Da auf X1 alle Normen dquivalent sind (Xl endlichdimensional), mufs
|z]|« < C||z||1, Vo € X3 fiir ein gewisses C > 0 gelten.

n

~ Azl < |2l < O xlly mat & = jmax l€5]]2 - _max Z|a”|

J=1

= ¢||zlly, Vxe X, (¢c:=d0)

b) X :=C(T) mit T # () kompakter metrischer Raum,
[2]ly = sup [(O)|(= [[#]loo), X2 := (R, ]-])-
teT
f:C(T)— R, f(zx) := Zaa:() (a; € Rit; €T,i=1,...,n fest)
f st lmear und beschmnkt denn

[f(z)] < ; jaslle(t)] < sup |x(t:)] ; |a:| = (é |ai)l[z ]l = efl]s-

¢) Xi:=C(la,b]), [[x]l == sup [2(B)], Xo:= (R, |- ]), [+ X1 — X,
t€la,b
b
= [x(t)da(t), (a:a,b — R monoton wachsend)

Nach Satz 6.61 ist f korrekt definiert und es gilt:

|[f ()] < sup (a(b) — afa)) = (a(b) — a(a))]|z[x

te|a,b]
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d) X; =X, :=C([a,b]),||z]|1 = ||z]l2 := sup |z(¢)],A: X1 — X5

te(a,b]

b
(Ax)(t) :== /k:(t, s)x(s)ds, Vt € |a,b],Yx € Xy, ("Integraloperator”)

a

wobei k € C([a,b] X [a,b]) ("Kern”).

Beh.: A ist korrekt definiert (Az € C([a,b])) und linearer beschrdnkter
Operator.

Seien ty,ts € |a,b],e > 0 beliebig gewdhlt.

~ [(Az)(t) — (Az)(t2)] < /Ik‘(tl,S)—k‘(tz,S)llx(S)lds

< ||a:||1/|k fys) — k(ta, s)| ds

Wegen der gleichmafSigen Stetigkeit von k (Satz 4.20) existiert ein 6 > 0
so, daff aus |t; — ta] < 0 folgt

|k(t1,s) — k(ta, s)| < =R (0.B.d.A. z #0).

~ |(Az) () — (Az) ()| < ||| = o =&~ Az ist gleichmafig stetig.
Die Linearitit von A folgt aus 6.14 a).

Beschrdanktheit von A:

|(Az)(t)] < ||a:||1/|k(t, s)|ds (siehe oben)

< |lz|ly sup /|k: (t,s)|ds = c||z]1, V€ |a,b

te(a,b)

~ sup |[(Az)(t)| < c|z|
t€la,b)]
1(Az) ()12 < cllzlly

e) Nicht jeder lineare Operator mufS automatisch beschrinkt sein:
Xy :={zx e C([-1,1]) : @ ist in t = 0 differenzierbar}, X5 := IR.
X ist linearer Raum, A : X1 — Xy, Ax := x’(O).

1: ¢ > =
Wir definieren x,, € Xy, x,(t) := < nt: < t< 2
—1:t < —%

~ Az, = 21 (0) = n = n||a,||y ~ A ist nicht beschrdinkt.
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f) Es sei A: X1 — Xy linear, und wir definieren folgende Norm auf X;:
x|« := ||z||1 + ||Ax||2, Vx € Xy (Normeigenschaften sind erfiillt)

Beh.: A ist beschrinkt als Abbildung von (Xi, || - ||+) nach (X, | - ||2)-
Bew.: ||Az|ly < ||z||«, Vo € X1 nach Definition von ||z||.) O

D.h. ein linearer Operator kann durch Modifikation der Norm im Urbildraum
stets ”beschriankt” bzw. "stetig” gemacht werden, allerdings mit Hilfe einer
Norm, die nicht dquivalent zur urspriinglichen Norm (|| - ||1) ist!

Definition 7.19

FEs seien X, X1, Xo lineare Raume (iber demselben Korper K ), es bezeichne
L(X1,X2) :={A € C(Xy, Xs) : A ist linear} die Menge aller linearen be-
schrankten (stetigen) Operatoren von X nach Xo; und X* := L(X,R) die
Menge aller linearen beschrinkten Funktionale (”dualer” Raum zu X ).

Bemerkung 7.20

Betrachtet man C(Xy, Xo) in tblicher Weise als linearen Raum (siehe Kap.
4.2, Beispiel 7.6 b)), so ist L(X1, X3) ein linearer Teilraum davon, allerdings
ist L(Xy, Xs) keine Teilmenge von B(Xy, X2)! und X ist (natiirlich) nicht
beschrankt (als linearer Raum). Die Idee zur Normierung aus 7.6 b) funktio-
niert also nicht fir L(Xy, Xs)!

Unser néchstes Ziel ist (folgerichtig) die Normierung von L(X7, X»).

Satz 7.21
Es seien (X1, || - ||1) und (Xa, || - ||2) lineare normierte Raume. Die Funktion
|- 1| : L(X1, X2) — IR, definiert durch

|A]l = sup |Az|l, VA€ L(Xy, Xs)
rzeXq

llzll1 <1

ist eine Norm auf L(X1, X3).
L(X1, X5) ist ein Banachraum, falls Xo ein Banachraum ist.

Beweis: || - || ist wohl-definiert nach Definition der Beschréinktheit 7.16.
Normeigenschaften:

a) ||A|l > 0, klar,

[A[[=0 < ||Az[2 =0, Ve e Xy, |zl <1
JA—2 |l = 0, Vo € X1, 2 #0
(B

— ||Az||2 =0, Yz € X; < A = O (Nulloperator)
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b) laAll = sup [la(Az)|2 = a sup [[Azl, = [al[|A], Vo € K
TEX] TEX]
Izl <1 lzll <1
c) Dreiecksungleichung: seien A, B € L(X1,X5), sei x € X, ||z|| < 1
beliebig.
~ [[(A+ B)z|ls = [|[Az + Bzl < |[Az|2 + || Bz|l2 < [|All + || B
~ [[A+ Bl = sup [|(A+ B)zllz < [|A]l + || B
Hz'lghﬁll
Sei jetzt X, ein Banachraum. Sei (4,,) eine Cauchy-Folge in L(X;, X»).
z.z.. 3A € L(X1, Xy) mit |4, — A|| — 0.
Es sei € > 0 beliebig gewihlt.
~ [[(An — An)zl2 < |An — Anllllz, V2 € Xy (wegen [|(An — An) i ll2 <
|An — Anll,x # 0)
Sei 0 # = € X; beliebig ~ dn, € IN : ||A, — A,|| < m, Y, m > n,.
~ (A — Ap)x|lo = [[Ane — Azl < &, Yn,m > n,,
d.h. (A,2),e ist Cauchy-Folge in Xs.
~ Ve e XqdAx =y € Xy nhrgo A,z =y (da X, vollstdndig nach Vor.)

Wir definieren A : X; — Xy, Ax := lim A,z, Ve X;.

n—oo

Zu zeigen: i) A € L(Xy, Xy) i) ||A, — Al — 0.
i) Es gilt:
Alaz + By) = lim A,(az + By) = lim (ad,z + BA,Y)
= Zﬁﬁom Ayx + 67}1_{{)10 ;1:;0: aAx + Ay,

n—~0o0

(Vx,y € X1,Va, € IR)

bleibt z.z.: A ist stetig (und damit beschrankt).

Wir zeigen zunéchst: (A,,) konvergiert gleichméfig gegen A auf {x €
Xy ||lz|| < 1}

Sei 0 # x € Xy, [|z]| < 1, sei € > 0 beliebig.

o (A = AJalla = Tim (4~ Aw)ala < limsup |4, — Am] 2]

m—0o0
<1
~ dn, € IN : [|[A, — Al <&, Vn,m >n,
g ~> HAnLE — ALEHQ <eg, Vn > No
~ sup ||Apx — Azlla <e, Vn>n,.

z€Xq
llell<1

Da A, stetig ist, Vn € IN, folgt: A ist stetig auf {z € X : ||z|; < 1}
(Satz 4.34, Bem. 4.35)
~» A ist stetig auf X; (~ beschrankt) nach Satz 7.17 a)

ii) z.z.: |4, — A|| = 0« sup |4,z — Az|]z — 0.
z€X
[lz][<1

Dies wurde am Schluf} von i) bewiesen.
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Bemerkung 7.22
Nach Definition der ”Operatornorm” in Satz 7.21 gilt VA € L(X;, Xs):
[Az2 < [ Alll[zl[, V2 e Xi.

1Al = sup [[Az]]; = sup HII HH2 = inf{C > 0: ||Az|, < C||z|1, Vz € X1}
z€EX] :vE 1 1
lzllp<1

Beispiele 7.23
a) Es seien T :=[0,1], X, := C(T), X2 := IR, mit den tblichen Normen.
fe(C(M)* sei definiert durch f(x) := Z a;x(t;), Vo € C(T),
wobei a; € R, t; € T,)i=1,.. n(oBdA 0<t;<...<t,).
Beh: |fl| = 3 lai

Bew.: In 7.18 b) wurde gezeigt: |f(z)] < Z lai |||z ~ I f]] < D2 |ail
=1

S lail.

z: 3z e C(T) :||z]| =1 und f(2)
0.B.d.A. Fie{l,...,n}:|a;] #0.

1: a; >0
Wir definieren &(t;) := 0: a;=0
—1: a; <0

f(@) = Zax( i) = Zlaz\

T wird auf [0 1] stuckwezse linear fortgesetzt.

~> T ist stetig, und sup |Z(t)| =1 =||Z| O
t€[0,1]

b) X; := R™, X, := IR", wobei auf X; und Xy folgende Normen betrachtet

m
werden: ||zl := 3 |zil, ||lzfl2 == (ZI) [0 7= max [z;],
=T i T T =Ly,

Ve = (z1,...,2,) € R™.
~ A€ L(]Rm R"), Az = ([Az)]y, ..., [Az],),

[Ax]; = Z a;jr;, Vi =1,...,m,Vo € R™
Wir deﬁmeren |Alls := sup [|Az];, i=1,2,00.
z€R™

llzll;<1
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Beh.: ||A|; = max Z|aw| (Spaltensummennorm,)

| Ao = _max Z la;;| (Zeilensummennorm)
7777 ]_1
A2 = (mammaler Eigenwert von ATA)s.
Bew.: i) ||A||1: sei x E ]Rm beliebig.

~ [ Azfly = Z | Z ary <3 Z a5

= 1]
< oy 2 laol) £ bl = e 3 el
.......... m =
]|A||1<max Z \aw.

.....

Nachweis der Glezchhezt:
Sei jo€{1,...,m} so gewdhlt, daff > |a;;,| = max Z |ai;].-

=1 JThen mi—1
o 1 =g
Wir definieren T € IR™, T = {O - somst ||93|| =

~ | Azl = Zlauol = nllax Elazﬂ

-----

-----

i) || Al oo analog (Ubung)
i) ||Alla: ~ AT A ist symmetrisch und hat nichtnegative
Figenwerte, d.h. die Formel ist "sinnvoll”.
AT A hat eine Orthonormal-Basis von Eigenvektoren e;, zu
den Eigenwerten \1,..., A\, >0,7=1,...,m

1: 1=
d.h. <€i,€j> —57;]' = {0 : Z#]

(2N
Man kann zeigen (Ubung) ||Az||? § ax Ajllzll2, Vo € R™

-----

1,....,m.

~ | Alla < ( max Aj)z.

||A6]||2_)\]a]_17"'7m U

c) X = C([a b]) mit der iblichen Norm, A : X — X,
(Az)(t fl{;ts s)ds, VzeX,
wobei k € C’([a, b] x [a,b]).
Dann gilt: | Al = terrl[%(]afbk(t, s)z(s) ds.
Beweis: W. Hackbusch, Integralrechnung, Stuttgart 1989, Lemma 3.2.2

Bemerkung 7.24
Bei der Anwendung der Theorie linearer beschrinkter Operatoren im Rahmen
der numerischen Mathemtik (Kap. 10/11) kann man fir die dortigen Folgen
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(Ay) (gegen einen Operator A) i.a. nicht die Normkonvergenz, sondern nur
die punktweise Konvergenz (vgl. Kap. 4.2) nachweisen. Deshalb beschiftigen
wir uns mit Charakterisierungen der punktweisen Konvergenz linearer Opera-
toren. Hauptergebnisse sind das ”Prinzip der gleichmdffigen Beschrinktheit”
und der Satz von Banach/Steinhaus (Sdtze 7.26, 7.27).

Lemma 7.25
Seien A : X1 — X5 linear, z, € X1,¢> 0,7 > 0.
Aus |Az||s < ¢, Vx € B(x,, ) folgt ||A| < %

Beweis:
Sei x € X, beliebig gewéhlt, z # 0.
~ T+ ﬁr € B(z,,T)
o Ao + 1) 2 = | Az, + 2 Axlz < e
e 2 2 Azl — AT ll2 ~ [l Alls < o+ Az, 2
<
~ || Az]ly < 2. -

Satz 7.26 (”Prinzip der gleichmdffigen Beschrdnktheit”)
Seien X, ein Banachraum, X, ein linearer normierter Raum, und (A,) sei
eine Folge in L(X1, Xs). Falls fir alle x € Xy gilt, dafs

sup [|A,z|l2 < oo, so gilt auch

nelN
sup || Ayl < oo
nelN
Beweis:
Annahme: sup ||A4,| = 400

nelN
Wir definieren p : X1 — IR, p(x) := sup ||A,z|2, Ve Xi.
Nach Voraussetzung ist p Wohl—deﬁrfiZﬁ.
Beh.: p ist auf keiner (abgeschlossenen) Kugel von X; beschrinkt.
Bew.: Annahme: 3z, € X;,¢> 0,7 > 0: p(z) < ¢, Vo € B(x,,7)
~ ||Anz)le < ¢, Vo € B(x,,1),Yn € IN
7.25 ~ ||A,]| < 2, Vn e IN
~» Widerspruch! zur ersten Annahme.
Wir betrachten die Menge M, := {z € X; : p(z) > k}, Vk € IN, und wir
wissen, dafl nach obiger Behauptung jede dieser Mengen mit jeder Kugel in
X, einen nichtleeren Durchschnitt hat.
Sei x; € X, beliebig, ¢; := 1,
~> B(l’l,él) N M, 7A () ~» dzy € B(l’l,&?l) N Ml,
~> 362 6]0, %] . B(IQ,&?Q) - B(Il,ﬁl).
MB(ZL’Q,€2)HM2 7&@’\/)
Dieses Konstruktionsprinzip wird induktiv fortgesetzt, und wir erhalten eine
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Folge (x,) in X; mit folgenden Eigenschaften:

|20 — 2|l < 26, < 2, ¥Vm > n ~ (z,) ist Fundamentalfolge,

und z,, € M, Vk <n — 1.

Da X; ein Banachraum ist, dx, € X7 : z, — Ty

Sei k € IN beliebig, und wir wihlen n > k+ 1. Dann gilt:

Ty € My, d.h. p(z,) >k~ 3n, € IN : ||A,, z,|]2 > k.

Grenziibergang n — oo: || A, zylla >k~ p(x,) > k

~ p(x,) = +oo Widerspruch! zur Voraussetzung. a

Satz 7.27 (Banach/Steinhaus)

Seien X1 ein Banachraum, Xs ein linearer normierter Raum und A, A, €
L(X1,X5),n € IN.

Dann ist (A,) punktweise konvergent gegen A gdw.

i) sup ||A,|| < +o0, und
nelN

ii) es existiert Menge M C X, so, daf$ die lineare Hiille L(M) dicht ist in
Xq und lim A,x = Ax, Ve e M

Beweis:

(=) Apz — Az, Vz € X; ~ sup |4,z < +00, Vo € X.

7.26 ~ sup ||Anz| < 400, d.h. 1); ii) ist trivial: M = X,
nelN

(«<=) Aus der punktweisen Konvergenz A,x — Az, Vo € M, und der Line-
aritdt von A, und A folgt die punktweise Konvergenz auf der Menge aller
endlichen Linearkombinationen von Elementen aus M, d.h. auf £(M), d.h.

Ay — Az, VYx e L(M) *
Sei C' := max{||A||, sup ||A.||} < +oo (nach i)!), sei z, € X; beliebig und
nelN
e > 0 beliebig fest.
Da £(M) dicht ist in Xy, 3z € L(M) : ||z, — 2]l < 5,
~ dn, € IN : ||Ayz — Azl|y < 5, Vn > n, wegen x.
~ | Apxy — Aoz < || Anzo — Anz||2 + || Anx — Az||2 + || Az — Ax,)|2
< Al llz = o[l + [ Anz — Axflz + ||A]] [l — 261
—— —
<c <C

<E+€+E Vn >n
4 2 4 - °

~ Apx, — Az, x, € X war beliebig gewihlt. O

Satz 7.28

FEs seien Xy Banachraum, X5 linearer normierter Raum, (A,) eine Folge in
L(Xl,XQ), A X1 — XQ.

Konvergiert (A,) punktweise gegen A, so ist A € L(Xy,X3) und ||A]] <
Tim || 4|
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Beweis:

Die Linearitdt von A folgt analog zu Satz 7.21 (fiir die dort konstruierte
Abbildung A), zu zeigen ist: A ist beschréinkt.

Wegen der Konvergenz von (A,z) in X,, Vo € X3, gilt:

sup |Apx||2 < 400, Vo € X;.

726«» sup ||A4,| =: C < +o0.

nelN
Sei x € X beliebig.

o (| Azl = || Tim Ayl = T | Ayl

< 1im || 4, el < Cllels
~» A ist beschrinkt und ||A]| < lim [|A4,|| O

Beispiel 7.29

X, = {z € C([0,1]) : z(0) = 0}, Xy := IR mit der Norm aus C([0,1]) bzw.
-]

(Ubung: X, ist Banachraum)

Wir betrachten f, : X1 — IR, f,(z) :== (L), Vn € IN,Vz € Xj.

falz) = 93( ) — z(0) =0, Vo € X; ~ (fn) konvergiert punktweise gegen das
Nullelement © von X{. fn ist linear und beschrinkt:

[fo(@)] < maxc [z(t)] = [lzll ~ [l fall < 1, ¥ € IV.

Wir betrachten x,(t) := min{1,nt}, vVt € [0,1],Vn € IN.

~ T, € X1, Vn € IN.

~ fo(@y) = xn( ) =1

Bs gilt [|lzo]| = 1 und || full = sup [ fu(2)]. ~ |[full =1, ¥ € IV.
T 1

lzll <1

~[|0] =0 < lim [[£]| =1

Also folgt aus der punktweisen Konvergenz linearer beschréinkter Operatoren
i.a. nicht die Konvergenz der Operatornorm gegen die Norm des Grenzopera-
tors!

Definition 7.30

Es seien X1, Xy lineare normierte Riume, A : X1 — X5 linear.
N(A) :={z € Xy : Az = O} heifit Nullraum von A.

A heift stetig invertiertbar, falls A bijektiv ist und A~ € L(X,, X1).

Bemerkung 7.31

Fiir einen linearen Operator A : X, — Xy sind Nullraum N(A) und Werte-
bereich R(A) lineare Teilrdume von X, bzw. Xs.

A st injektiv gdw. N(A) = {O}.

Ist A injektiv, so ist der inverse Operator A" : R(A) — X linear. (Aber:
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i.a. ist R(A) # Xi!). Ist A injektiv und beschrinkt, so ist der inverse
Operator A~ i.a. nicht beschrinkt!
Beispiel:
t
X, :=C([0,1]) = Xo, (Az)(t) = [x(s)ds, Vt e [0,1],Vz € C([0,1]).
0
A ist linear und beschrinkt:
|Al = mmax |(Az)(t)] < max f |z(s)|ds < f |z(s)]ds < ||z|
~ [[Al < 1.
t
A st injektiv (Azy = Axa, d.h. [x1(s)ds = [ xa(s)ds, Vt € [0,1]

0 0
~» durch Differentiation: x(t) = z2(t), Vt € |0, 1]
R(A) ={y € C([0,1]) : y ist stetig differenzierbar,y(0) = 0} C C([0,1]).
ATV R(A) — Xy, (A7y)(t) :==y/(t), YVt € 0,1], oder: "A™' = 47 und
A1 st nicht beschrinkt nach Beispiel 7.18 c)

o~

Satz 7.32 (Banach)
FEs seien Xy, Xy Banachrdume, A € L(X1, Xs) sei bijektiv.
Dann ist A stetig invertierbar.

Beweis:
vgl. Ljusternik/Soboléw: Elemente der Funktionalanalysis, Akademie-Verlag,
Berlin 1968, Kap. III, §5, Satz 4.

Wir betrachten den Raum L(X) := L(X,X) fiir einen gegebenen linearen
normierten Raum (X, || - ||) mit der sog. ”geometrischen Reihe” I+ A+ A% +
A3+ + A"+ bzw. S AR AY =T, wobei A € L(X), I € L(X) der

k=0
identische Operator ist.

Wir untersuchen die Konvergenz solcher Reihen, d.h. die Konvergenz der
Folge (S,) von Partialsummen

k=0
im Raum L(X) mit der Operatornorm.

Satz 7.33
Sei X ein Banachraum. Fir jedes A € L(X) existiert der Grenzwert py :=

lim {/][A"].

Die Reihe Y. A* konvergiert in L(X) falls ps < 1.
k=0
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Beweis:

Wir setzen p :=inf : n € IN {/[|A"|| > 0.

Zwischenbetrachtung: Seien A, B € L(X)

~ [[(Ao B)(z)|| = [[A(Bz)|| < [|A[ll| Bz|| < [|A[ll|B]/l]]

~ |[Ao Bl < ||A][|| Bl

~ ||A™]] < ||A[|™, ¥Yn € IN, (existiert pa, so ist pa < ||A]]).

Wir zeigen: p ist der Grenzwert der Folge (/|| A"|):

Sei € > 0 beliebig gew#hlt.

Nach Definition von p Im € IN : p < {/[|A™[| < p + 5.

C :=max{||A|,j=1,...,m—1}.

Sei n € IN beliebig, ~ 3k, € IN,, 3, € {0,...,m — 1} :n = k,m + 1,.
~ [JAT| = ARt | = (AR Al < AR [LAY ] < Ol AT E < Clp +

a)mha

2
~ p < /A < On(p5) ™" = Crlp+5)' .

Wegen lim C% (p+ 5)""% = p + £, existiert ein n, € IV : Cu(p+ £)=% <
p+e, Vyéz_);no.

~ p < /A < pte, ¥n > ng,~ 3 lim /A = pa = p.

Fiir den zweiten Teil betrachten wir die Reihe Y ||A*|| (in IR). Nach Satz
k=0

3.29 (Wurzelkriterium) konvergiert die Reihe, falls lim sup {/||A"|| = pa < 1.

Wir betrachten die Folge (S,,) der Partialsummen, S, := > A* Vn € IN.
k=0
Seien n,m € IN,m > n.
~ [18n = Swll = 1| 32 ARl < 32 [IA%L
k=n+1 k=n+1

Die rechte Seite wird aber fiir grofles n beliebig klein wegen der Konvergenz
von > ||A¥|| (Satz 3.22). ~ (S,) ist Fundamentalfolge in L(X) und deshalb
k=0

konve_rgent in L(X) nach Satz 7.21 O

Bemerkung 7.34
Die in 7.83 definierte Zahl pa fiir A € L(X) heifit Spektralradius von A. Man
kann folgendes zeigen:

pa =sup{|A| : A €@, N\ — A ist nicht bijektiv}

Alle solche A € @ mit "A\I — A nicht bijektiv” nennt man Spektrum von A.
Es gilt stets: pa < [|A]|.
Fiir X = IR™ ist das Spektrum gerade die Menge aller Figenwerte.

Satz 7.35
Sei X ein Banachraum, B € L(X),||B|| < 1. Dann ist I — B stetig invertier-
bar und es gilt: ||[(—=B™Y)|| < ﬁ.
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Bewelis:
Es gilt pp = lim {/||B"|| < ||B| < 1.

7.33 ~» die Reihe > B* ist konvergent in L(X).

k=0
Wir betrachten die Partialsummen S, := Y B* Vn € IN.
k=0
s Sy(I=B) =3 BHI—B) =" B¥=3 B*1 = [~ B — ([~ B)S,,Yn €
k=0 k=0 k=0

IN.
~ [9u(I = B) = I|| = [(I = B)Sy — I]| = HB"HH <|B|"* =.0.
— xSU-B)=I=(-DB)S, S= Z B* € L(X).
k=0
Ziel ist, z.z.: S = (I — B)™' € L(X).
i) (I — B) ist injektiv: z € N(I — B),*~ S(I — B)x =2 = S(0) =0
~ N(I — B) = {O} ~ I — B ist injektiv.
ii) (I — B) ist surjektiv: z € X, *~ 2 = (I — B)Sx ~ x € R(I — B)
~» X = R(I — B) ~ I — B ist surjektiv.

iii) (I — B)™': X — X ist linear, (klar!)
iv) (I — B)7!ist beschrinkt: S(I — B) =1~ S = (I —B)™' € L(X), da
S e L(X).
Ungleichung:
(=B = 1Y B = lim | S B < tim 3B
k=0 k=0 k=0
C 1
= > ||B|* = (3.21) O
pare 1B

Bemerkung 7.36
Falls B € L(X) ist mit ||B|| < 1, so gilt nach 7.35: (I — B)~' = Y B*, und
k=0

die Reihe auf der rechten Seite heifst Neumannsche Reihe.
Satz 7.85 kann wiefolgt interpretiert werden: Ist A € L(X) (X Banachraum),

und ist |1 — A|| < 1, so gilt: A ist stetig invertierbar, und
||A 1” < 1= ||1 Al (B = (I_A)!)

Satz 7.37 (”Storungslemma”)

Es seien X, linearer normierter Raum, X, Banachraum, A, A € L(X1, X5),
A stetig invertierbar, und es gelte ||A — A|| < |A~Y|~".

Dann ist auch A stetig invertierbar und es gelten die Ungleichungen:

-1 [[A=Afff[ATY] 1A= AJATY
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Bewelis: 3 .
Wir wéhlen B := (A — A)A‘1 € L(Xy) ~ ||B]| = (A - AA‘1|| < ||A -
Afl[ATH < 1.

7.35~+ I — B ist stetig invertierbar, d.h. (I—B)™' € L(X;) und ||(I—B)™!
1
SR i

o A=A-(A-A) =T —-(A-—AAMNA = (I -B)Aund (I — B)A ist
stetig invertierbar.

~» A ist stetig invertierbar und A~' = [(I — B)A]™' = A"Y(I — B)™!
Abschétzungen:

AL
A = A7 - By < AN - By < A
AT =47 = B) " = AU = B)"ll = 1 1B]

S
T oA A
|47 = A7 = JAT = AN = B) Y = AT - (1= B) Y|
= A7 = B) - 1)1 = B) | < AT B - B) 7|

_ ~ 1

Bemerkung 7.38

Satz 7.37 besagt, daff um jeden stetig invertierbaren Operator A € L(X;, X3)
(Xo Banachraum) eine (offene) Kugel in L(Xy, X3) existiert, so daf$ alle
Operatoren aus dieser Kugel ebenfalls stetig invertierbar sind. Also ist die
Menge aller stetig invertierbaren Operatoren in L(Xy, Xs) (im Sinne der
Operatornorm) offen! Der Radius der entsprechenden Kugel um einen stetig
invertierbaren Operator A hingt ab von der Norm von A=Y, d.h. der Gréfe
von ||A7Y|: Je gréfer |A7Y||, desto kleiner der Radius. Die Norm von A~
bestimmt in gewisser Weise die "Kondition” des Problems, das den Operator
A enthalt.  Auflerdem liefert Satz 7.37 Abschitzungen fir die Norm des
Inversen des "gestorten” Operators (bzw. der Approzimation von A) und den
Abstand der inversen Operatoren.

Wir kommen abschlieffend zu allgemeinen Reihen von Operatoren, namlich
zu

> apA*, A€ L(X),a,€REkEN,

Satz 7.39

Es sei X Banachraum, A € L(X) mit Spektralradius ps. Sei Y. apz* eine
k=0
Potenzreihe (in@') mit Konvergenzradius p €]0,400], ax € IR, k € IN,.

Dann konvergiert die Operatorreihe > apAF in L(X), falls ps < p.
k=0
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Beweis:
Wir betrachten die Partialsummen S, := Y azA* € L(X), Vn € IN. Seien

k=0
m,n € IN,m > n.

1Sm = Sull =1 3 arAf < 30 Jarl A

k=n+1 k=n+1
o
Wir zeigen: die Reihe Y |ag|||A¥|| ist konvergent.
k=0

~» Anwendung des Wurzelkriteriums (3.29):

limsup {/|a,|||A™|| = limsup {/|ay,| hm YA = PA <1
%,_/

n—00 n—00
=PA

1
~» die Reihe ist konvergent.

~> (S,,) ist Fundamentalfolge in L(X) ~» (S,) konvergiert in L(X) (7.21!).
Bemerkung 7.40

Hat f:{z €@ :|z| < p} =@ die Form f(z) := Z arzf, V2 €@, 2] < p, so

ist nach Satz 7.39 f(A) = Z ap A definiert VA € L(X) mit py < p. Dies
sind soq. ”Opemtorfunktzonen”’
Spezialfall: exp(A) := Z k,, VA € L(X), (beachte: p = +oc!)

Betrachtet man die Funktwn g(t) =exp(At),Vt € R, g : R — L(X), (wobei
A € L(X) gegeben), so kann man zeigen:

i e gt +h) —g(t)
g'(t) = Jim h

~gt)=A-g(t), VteR

= A-exp(At), Vte R

(g ist beliebig oft stetig differenzierbar!)

(Ubung, Hinweis: man zeige zuerst die Erweiterung der Funktionalgleichung
von exp:

exp(A(t + s)) = exp(At) - exp(As), Vi, s € IR,

danach verwende man den Beweisweg von Beispiel 5.7 b)

7.3 Kompakte Mengen in Riumen stetiger Funktio-
nen

Fiir den (kompakten) metrischen (7, d) wurde in Kap. 4.2 der Raum X :=
C(T, R¥)(= Cy(T, IR¥)) eingefiihrt, der mit der Norm ||z|| := sup ||z(¢)]|, fiir
teT

x € X (vgl. Bsp. 7.6 b)), Banachraum ist.
Unser Ziel in diesem Kapitel ist nun, (relativ) kompakte Mengen in X zu
charakterisieren. Dies wird spéter in Kap. 8 beim Beweis von Existenzsétzen
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fiir Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen benétigt.

Wichtig wird hierbei der Begriff der gleichgradigen Stetigkeit einer Menge
von Funktionen in X sein (vgl. Def. 4.36). In der Tat beginnen wir mit
einer Verschérfung eines Teiles der Aussage von Satz 4.39, die damals den
Zusammenhang zwischen der punktweisen und gleichméfigen Konvergenz
einer Folge stetiger Funktionen klarstellte.

Lemma 7.41

Es sei (T,d) ein kompakter metrischer Raum, S C T sei dicht in T und (z,,)
eine Folge in C(T'; IR¥).

Dann ist (x,,) gleichmaf$ig konvergent (d.h. bez. der Norm auf X ), falls

i) {x, :n € IN} gleichgradig stetig ist, und
i) (x,(t)) konvergent ist fir jedest € S.

Beweis:

Es sei € > 0 bel. gewahlt. Nach i) existiert ein § = d(g) > 0, so daf3 ||z, (t) —
z,(t)|| < &, falls t,t € T,d(t,t) <6, Vn € IN. i

Es sei nun ¢t € T beliebig gewéhlt. Da S dicht in T ist, existiert ¢ € S mit
d(t,t) < §. Ferner existiert nach i) ein 7, € IV, so daB ||z, () — z, ()| < £,
falls m,n > n,.

~ () = 2o (O] < 2m () = 2m ()] + [l2m (8) — 20 @] + 20 (E) — 20 (?)]]
Ehfico falls m,n > n,.
< 3 + 3 + 3 £, ,M > Ny
~ (2,(t)) ist Fundamentalfolge im IR*, also konvergent.
~> (x,,) ist punktweise konvergent: V¢ € T3 der Grenzwert z(t).
~» die Aussage folgt aus Satz 4.38. O

Da T kompakt ist, ergibt sich ein zweiter Beweisweg fiir obige Aussage aus
der Existenz eines endlichen %—Netzes fiir 7' (2.39). Die Argumentation lduft
dann aber analog. (Im Grunde zeigt dies nur, daf die in 7" dichte Menge
S stets existiert, und daB es sogar eine endliche dichte Teilmenge (eben das
$_Netz) gibt.)

Satz 7.42 (Arzela/Ascoli)
Es sei (T,d) ein kompakter metrischer Raum. F C C(T,IR*) ist relativ
kompakt, gdw.

a) F beschrankt ist, und

b) F gleichgradig stetig ist.
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Bewelis:

(=)

Die Beschrénktheit von F ist klar (Satz 2.39).
Wir zeigen: F ist gleichgradig stetig.
Es sei € > 0 bel. gewahlt. Nach Satz 2.39 existiert nun ein endliches

=Netz {z; :i=1,...,m} C C(T, R¥) fiir F, d.h. F C -!1 Bz, £).

Fir alle x € F existiert also ein i € {1,...,m} mit ||« —_xl|| < £, dh
insbesondere sup ||z (t) — ()| < 3.

teT
Auflerdem sind aber alle z;, i« = 1,...,m, gleichméaBig stetig auf T

(Satz 4.20), d.h. fiir jedes i € {1,...,m} existiert ein §; > 0, so dafl
|z:(t) — ;(D)|| < %, falls d(¢, ) < 6.
Wir wihlen ¢ := min{d; : i = 1,...,m}. Seien t,t € T, d(t,t) < 6 und

x € F beliebig.

l(t) = 2@ < 2(6) = 2O + llzs(t) = 2 (Ol + [l = 2(D)]
< % + % + % =c

Also ist F gleichgradig stetig.

Es sei (x,) eine bel. Folge in F. Wir zeigen: Es existiert eine in
C(T; IR*) konvergente Teilfolge.

Da T kompakt, ist 7" nach 2.38 separabel. Es sei {t,, : m € IN} eine
abzahlbare dichte Teilmenge von T'.

Die konvergente Teilfolge wéhlen wir im folgenden nach dem sogenann-
ten ”Diagonalfolgen-Prinzip” aus.

Wir definieren jetzt wie folgt sukzessive Teilfolgen (z, ;) (i € IN) von
(n):

Nach a) ist die Folge (z,(t1)) beschrinkt in IR* (da F beschriinkt
ist). Folglich existiert eine konvergente Teilfolge (z,1) von (z,), so
daB (z,1(t1)) in IR* konvergent ist (Satz 3.15).

Wir betrachten jetzt die Teilfolge (x,,1). Analog zur obigen SchluBweise
enthélt auch diese Folge eine Teilfolge (z,,2), so dafl (x,2(t2)) in IR*
konvergent ist.

Allgemein konstruieren wir also (z,;) (fiir i € IN,7 > 2) als Teilfolge
von (1), so da3 (x,,(t;)) in IR* konvergent ist. Nach Konstruktion
ist insbesondere (z,,,;(t;)), Vj =1,...,4, i € IN, konvergent.

Wir betrachten nun die ”Diagonalfolge” (x,,), indem wir von der n-
ten Folge der (x,;), i € IN, das n-te Folgenglied auswéhlen. Dies ist
selbstverstandlich eine Teilfolge von (x,,). Ferner stellen wir fest, daf§ die
Folge (x,,.,(t;)) fiir jedes i € IN, in IR* konvergent ist, da (z,,(¢;))n>i
nach Konstruktion eine Teilfolge von (z,,;(t;)) ist.

Also ist (x,,) punktweise auf einer dichten Teilmenge S := {t,, : m €
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IN} von T konvergent und nach Konstruktion ist {z,, : n € IN} als
Teilmenge von F gleichgradig stetig.
Aus Lemma 7.41 folgt deshalb: (z,,,) ist konvergent in C(T, R¥F). O

Beispiel 7.43

Bleibt der Satz von Arzela/Ascoli richtig fiir Mengen F C Cy(T; IRF), wenn
T nicht kompakt ist? Antwort: Nein: Es sei T := [0, +oo[ und wir betrachten
die Funktion x, : T — IR, x,(t) := sin(v/t + 4n?7w?), Vt € T,¥n € IN.
F={z,:ne N} C C(T, R).

F st beschrankt, da ||x,| < 1,Vn € IN; F ist gleichgradig stetig, da F
gleichmafig Lipschitz-stetig ist. (Anwendung von 4.37b)).

|2, (t) — 2,(F)] = | sin vVt + 4n272 — sin /T + 4n272
< |Vt +4n2m2 — /t + 4n2m2  (Mittelwertsatz)
< Lylt — 1], Vt,t€]0,+oo,¥n € IV,

wobei L, die Lipschitz-Konstante der Wurzelfunktion auf [4m?, +oo[ ist.
Aber: F ist nicht relativ kompakt.

t
Es gilt: z,(t) = sin(2mn i + 1) = sin2mne,(t) — 0, und
—en(t) S———

|lzn|| =1, Vn € N.
D.h. keine gleichmdflige Konvergenz einer Teilfolge von x,,!

Beispiel 7.44
Es sei f:]0,1] x RF — IR* stetig und y € C([0, 1], IR*). Wir definieren einen
Operator F : C([0,1], IR*) — C([0,1], IR¥) durch

(Fz) :=y(t) + /f(s,x(s))ds, vt € [0,1], Va € C([0, 1], IR¥).

(Wegen der Stetigkeit von f ist das Riemann-Integral wohl-definiert und als
Funktion der oberen Grenze nach Satz 6.42 stetig!)
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Beh.:  Fiir jede beschrinkte Menge B C C([0,1]; IR¥) ist F(B) relativ
kompakt in C([0, 1]; IR*).
(Ein Operator F, der diese Eigenschaft besitzt, heifit auch
kompakt; ist er zusdtzlich stetig, so heifst er auch vollstetig.)
Bew.: Es sei B beschrinkt in C([0,1], IR¥) und wir betrachten die Menge
F = F(B). Unser Ziel ist die Anwendung von Satz 7.42.
a) Wir zeigen: F ist beschrinkt.
Da B beschrdnkt ist, existiert a := sup{||z||;z € B} < oc.
f ist dann auf [0,1] x B(0,«) beschrinkt mit Konstante C; > 0.
Daraus folgt fiir bel. t € [0,1] und z € B:
t

I(F2)OI < lyll + [ 1f(s,z(s))llds  (vgl. Bem. 6.38)

0
<yl + Cit < ||y|| + C4, (siehe oben).

Also ist F(B) beschrinkt (mit ||y|| + C1) in C([0,1]; IR¥),

da die Abschitzung fiir alle t € [0, 1] gilt.

b) Wir zeigen: F ist gleichgradig stetig.

Fiir bel. t,t € [0,1] und x € B gilt:

I(Fz) (&)= (Fz) @) < ly@)—yD] + | Oftf(svx(S))ds —Oftf(s,x(S))dSH

< lly®) -y @I +| j 1f (s, z(s))l|ds|

~ t ~
< ly(@)—y @I + Ci[t — 1]
~> F ist gleichgradig stetig, da y gleichmafig stetig auf [0, 1] ist. O

7.4 Der Approximationssatz von Stone-Weierstraf3 und
seine Anwendungen

Ziel dieses Kapitels ist die Moglichkeit der ” Approximation” (oder: Annéhe-
rung) einer stetigen (reell- oder komplexwertigen) Funktion durch einfachere
Funktionen (insbesondere Polynome und trigonometrische Polynome). All-
gemein gesprochen werden wir Aussagen dariiber herleiten, wann bestimmte
allgemeine Mengen A dicht in C(T) := C(T, IR) bzw. C(T,@) (letzterer als
linearer Raum iiber dem Koérper K := @' betrachtet) sind, wobei (7', d) ein
kompakter metrischer Raum ist.

Der erste wichtige Begriff auf diesem Wege ist der einer ” Algebra”.

Definition 7.45
FEin linearer Raum X (tber einem Kdrper K) heifit (kommutative) Algebra,
wenn fiir je 2 Elemente x,y € X eine weitere Operation ”Produkt” xy so
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definiert ist, daf$ xy € X und die folgenden Rechenregeln gelten:

(1)  x(yz) =(ay)z

(171) z(y+z2) =zy+axz

(i) afzy) = (ax)y = z(ay)

(1v) xy =yx
Ein Element e € X mit xe = x, Vo € X, heifit Finselement in X. Jede
nichtleere Teilmenge A einer Algebra X, fiir die mit x,y € A, a € K auch
r+ye A xye A, axr e A gilt, heifit Teilalgebra von X.

Ve,y,z € X, Va e K

Beispiel 7.46

a) Ist X ein linearer normierter Raum, so ist L(X) eine Algebra, wenn als
”Produkt” zweier linearer beschrinkter Operatoren ihre Hintereinander-
ausfiihrung verstanden wird. Sie ist allerdings nicht kommutativ, d.h.
(1v) gilt nicht!

b) Sei (T,d) ein metrischer Raum. Dann sind X := C(T) bzw. C(T.,Q)
(Funktionen-) Algebren, indem kanonisch definiert wird:

(xy)(t) == x(t)y(t), VteT, Vr,ye X.

Die FEigenschaften (i)-(iv) in 7.45 sind wegen der Kdrpereigenschaften
von IR bzw. @' erfillt.

Fine (spdter wichtige) Teilalgebra von C(T'), wobei T C IR, ist die
Menge A aller Polynome (eingeschrankt auf T').

Lemma 7.47
FEs existiert eine Folge (p,) von Polynomen in C([0,1]), die auf [0,1] gleich-
mdpig gegen die Funktion v € C([0,1]), v(t) := V/t, Vt € [0,1], konvergiert.

Beweis:
Wir definieren p; (¢) := 0, V¢t € [0, 1], und sukzessive
1
() pasa(t) = pa(t) + 5(E = (pu(8)),  VEE[0,1]Vn € IV.

~> py ist ein Polynom, Vn € IN.

Wir zeigen: pny1(t) > pa(t) und p,(t) <V, Vt € [0,1], Vn € IN Wegen der
Rekursion () geniigt es, die zweite Eigenschaft zu zeigen. Die erste ergibt sich
daraus automatisch. Wir beweisen p,(t) < v/, V € [0, 1], mit vollstéindiger
Induktion. Fiir n = 1 ist die Aussage offenbar richtig. Sie sei allgemein auch
fiir n richtig und wir beweisen sie fiir n + 1: Fiir bel. t € [0, 1] gilt:

VE=pasi(t) = VE—pa(t) = =(t — (pa(1))?)



Wegen p,(t) </ gilt aber auch 1 (vt + p,(t)) < vt < 1 und damit

V= paa(t) >0, Vte[0,1].

Damit ist die Folge (p,(t)) fiir jedes t € [0,1] monoton wachsend und be-
schrankt, und folglich konvergent gegen einen Grenzwert (v(t). Durch Grenz-
iibergang n — oo in (x) folgt aber weiterhin, daf§

1

v(t) =v(t) + §(t — (v(t))?) sowie wv(t) >0,

und folglich
o(t) =V, Vte[o1].

Die stetige Funktion v ist also punktweiser Grenzwert einer monoton wachs-
enden Folge stetiger Funktionen. Nach Satz 4.39 (Dini) konvergiert deshalb
(pn) gleichméfBig gegen v. O

Definition 7.48
Man sagt, eine Teilmenge A von C(T) bzw. C(T,@) trennt die Punkte von
T, falls fiir alle t,t € T,t #t eine Funktion x € A existiert, so dafs

() # z(f).

Satz 7.49 (Stone/Weierstraf)

FEs sei (T, d) ein kompakter metrischer Raum.

A sei eine Teilalgebra von C(T), die die konstanten Funktionen enthdlt und
die die Punkte von T trennt.

Dann gilt: A= C(T), d.h. A ist dicht in C(T).

Beweis:
Der Beweis unterteilt sich in insgesamt 6 Schritte:

(1) Beh: z € A~ |2| € A = cl(A).
Bew.: Es sei # € A,a := ||z|| := sup|z(t)]. Wir betrachten die in
teT

Lemma 7.47 konstruierte Folge (p,) von Polynomen und wir betrachten
die Funktionen y,(t) := p,(3z2(t)?) € C(T), Vn € IN.

Wegen = € A und den Eigenschaften einer Algebra gilt 3, € A, Vn € IN
(da p, Polynom ist). Nach Lemma 7.47 gilt ferner

o — 12z = 2O e,

a? a

~ e A~ |z] € A (siehe(2)). O
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(2)

Beh.: A ist eine Algebra.
Bew.: Seien z,y € A ~» 3 Folgen (z,), (y,) in A mit z, — =, y, — ¥
(in C(T).
~ Tyt Yn €A, Tpyn € A, ax, € A, Vn € IN, a € IR.
'\»:E—I—yez, ar € A,
Ferner gilt [|znyn — zy|| < |20y — 2yl + lzny — zy||
B < lzallllyn = yll + lylllzn — 2[| — 0.
~ xy € A.
~» A ist Teilalgebra.

Beh.: 7,y € A~ min{z,y},max{z,y} € A.
Bew.: (1) gilt auch fiir A anstelle von A. Deshalb folgt aus (1) und (2)
weiterhin:

1 —
max{z,y} = §(I+y+|z—y|)€A und

1 _
min{z,y} = §(x+y—|x—y\)€A. O

Beh.: Zu jedem Paar verschiedener Punkte £, € T und jedem Paar
reeller Zahlen «, 0 € IR existiert eine Funktion z € A mit

2(t) = a, z(t) = 3.

Bew.: Da A nach Voraussetzung die Punkte von T trennt, existiert ein
y € Amit y(t) # y(t).
Wir betrachten nun die Funktion x definiert durch

x(s) = a+ 5—7@@(8) —y(t), VseT.

y(t) —y(?)
Nach Def. gilt #(f) = 3, 2(f) = a und nach Vor. gilt z € A. O

Beh.: Fiir alle x € C(T), Vt € T, Ve > 0 existiert ein y € A mit
y(t) =x(t) und y(t) < z(t) +¢, Ve € T.

Bew.: Es seien x € C(T), t € T und € > 0 bel. gewéhlt.

Wir wihlen nun fiir jedes s € T ein h, € A mit den Eigenschaften
hs(t) = x(t) und hy(s) < x(s) + 5 (fiir s = ¢ ist das trivial und fiir s # ¢
ist dies nach (4) moglich).

Da x und hy stetig sind, existiert eine offene Umgebung U, von s, so
daB hy(t) < z(t) + ¢, Vt € Uy (fiir jedes s € T').

~> (Us)ser ist eine offene Uberdeckung von 7.

Da T kompakt ist, existiert nach Satz 2.43 (Heine/Borel) eine endliche
Teiliiberdeckung von 7" durch U, i =1,...,7.

Wir betrachten nun die Funktion y € A (nach (3)):
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y(t) :== '_nllin hs,(t), Vt € T.

~y(l) = min hy (1) = (D).

.....

~ y(t) < h, ()

‘o

O IA

z(t)+e, VteT.

(6) Beh.: A =C(T).
Bew.: Seien z € C(T') und € > 0 beliebig gewihlt.
Nach (5) existiert fiir jedes s € T eine Funktion y, € A, so daf}
ys(s) = x(s) und y,(t) < z(t) + e, Vt € T.

Fiir jedes s € T existiert nun wegen der Stetigkeit von ys; und z eine
offene Umgebung V; von s, so dafl

ys(t) > x(t) —e, VteV.,.

(V) ser ist wieder eine offene Uberdeckung von 7" und wir wihlen analog
eine endliche Teiliiberdeckung von T' durch V,, j =1,...,[, aus.
Wir betrachten jetzt die Funktion y € C(T") mit y(t) := 'mlaxlysj(t),

Vt € T. Nach (3) gilt wieder y € A.
Fiir alle t € T' gilt aber nach Konstruktion y(t) > s, (t) > x(t) + ¢
(mit y € V5, ), und damit:
x(t) —e<y(t) <z(t)+e VteT.
~ () —y(t)| <e VteT.
~ |z —y|| <&~ 2 Aund alles ist gezeigt. O

Folgerung 7.50
Ist (T, d) kompakter metrischer Raum, so ist C(T) separabel.

Beweis:

T ist nach 2.38 b) auch separabel. Es sei {t; : ¢ € IN} eine abzdhlbare
dichte Teilmenge von 7. Wir betrachten nun die Menge der offenen Kugeln
{B(t;,~) : i € IN,m € IN}. Diese abzéhlbare Menge numerieren wir neu
und bezeichnen sie mit {U,, : n € IN}.

Wir definieren die folgenden Funktionen g, € C(T)

gn(t) :==d(t, T\U,),Vt e T,¥n € IN (0.B.d.A. T\U, #0,Vn € IN).

(die Stetigkeit der g, folgt aus 2.4e))
Wir betrachten nun die folgende Teilmenge A, von C(T):

AO::{Hg?i:ozz-E]No,izl,...,n, n e IN}.
i=1
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Diese Menge ist abzidhlbar (Satz 1.28 b)) und ihre lineare Hiille A := L(A,)
ist eine Teilalgebra von C(7"). A enthélt auch die konstanten Funktionen.
Wir zeigen noch: A trennt die Punkte von T.

Seien t,t € T, t # t. Dann existiert ein U, so, daB ¢t € U, und ¢ ¢ U, ~»

gn(t) # 0 und g,(t) = 0, sowie g, € A, C A. Also kénnen wir Satz 7.49
anwenden und erhalten:

A=0(T).

Damit ist auch die Menge aller Linearkombinationen von Elementen aus A,
mit rationalen Koeffizienten dicht in C(T"). Diese Menge ist aber mit A, auch
abzéhlbar. Also ist C(T") separabel. O

Unsere néchsten Schlufifolgerungen sind nun die klassischen Weierstraf3’schen
Approximationssitze fiir stetige Funktionen (durch Polynome).

Folgerung 7.51 (Approximationssatz von Weierstraf)
Zu jeder Funktion aus C([a,b]) existiert eine Folge von Polynomen auf [a,b],
die gleichmajig gegen diese Funktion konvergiert.

Beweis:

Es sei A := { Menge aller Polynome auf [a,b]}. A ist eine Algebra, enthilt
die konstanten Funktionen und A trennt die Punkte von [a, b] (wéhle p € A,
p(t) :==t, Vt € [a,b]). Also ist A nach Satz 7.49 dicht in C([a, b]). 0

Bemerkung 7.52
Es existieren auch konstruktive Beweise fiir den Approrimationssatz von

Weierstrafs. Einer basiert auf den sog. Bernstein-Polynomen, die fir x &€
C([0,1]) folgende Gestalt haben:

By(x;t) := ix(%) (?) (1 —t)", Vvtelo,1], Vn € IN.

Man kann dann folgendes beweisen:

9 )
sup |2(t) — By(z;t)] < Sw(w;n?)
te[0,1] 4

wobei w(x;6) = sup{|x(t) —x(t)| : t,# € [0, 1], |t —t| < 6} der sog. Stetigkeits-

modul von x in [0, 1] ist.
Da z auf [0, 1] gleichmdfig stetig ist, gilt (lsin(l)w(:z; 0) =0 und damit lim ||x—

By (;-)|| = 0.
Jedoch ist ist die Konvergenz i.a. sehr langsam; man kann zeigen, dafS sie
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selbst im Fall, dafi x beliebig oft differenzierbar ist, hichstens wie (cn™2)
ist. Deshalb haben die Bernstein-Polynome bisher selten (in letzter Zeit
jedoch dfter) Anwendung gefunden. Jedoch sind sie einfach konstruierbar
und konvergieren gleichmdf$ig gegen die gegebene Funktion x € C([0,1]).
(Literatur: E. Isaacson/H.B. Keller, Analyse numerischer Verfahren,
Edition Leipzig, 1972, Kap. 5.1)

Wir betrachten die Polynome B (t) := ( t(1—t)"I, YVt e [0,1],5=1,...,n.
~» B ist Polynom n-ten Grades, B} (t ) >0, vVt € [0, 1]

ZB" =(t+(1—-1t)"=1, Vtel0,1] nach Satz 1.11

~» Bezier-Polynome: x(t) := Y b;B}(t), Vt€[0,1],
=1

wobei b; € R*,j =0,...,n (Bezier-Knoten).

Wegen der Eigenschaften der B} gilt: wx(t) liegt fiir jedes t € [0,1] in der
kleinsten konvexen Menge in IR?, die die Punkte b, ..., b, enthdlt (die kleinste
konvexe Hiille der by, ..., by,).

Die Bezier-Polynome sind einfach konstruierbar.

Anwendung: CAGD (Computer Aided Geometric Design)

(Literatur: J. Werner, Numerische Mathematik 1, Vieweg, 1992, Kap. 3.4)

Folgerung 7.53
Ist K eine kompakte Teilmenge von IR™, so existiert zu jedem x € C'(K) eine
Folge von Polynomen auf K, die gleichmaflig (auf K ) gegen x konvergiert

Beweis:
Wie in 7.51 ist die Menge der Polynome (auf K)

AZ:{ZCLth?ij :aijeﬂ\fo,aj EJR,
=0 =1
j=0,...,ni=1,...,m,n € IN}

eine Algebra in C'(K), die die konstanten Funktionen enthilt (m = 0, a¢; =

0,i=1,...,n) und die Punkte von K trennt. Letzteres sicht man wie folgt:

Sind ¢, € K mit t # t, so existiert i 6 {1,...,m} mit t; # ¢;.

! # J )
=]

~pi(t) =t (m=0,a; =1,a0; = trennt die Punkte. Also folgt

1 :
die Behauptung wieder aus Satz 7.49. O

Wir kommen nun zur komplexen Version des Satzes von Stone/Weierstrafl,
iiber dessen Anwendung wir zur Approximation stetiger Funktionen durch
trigonometrische Polynome gelangen.
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Satz 7.54

Es sei (T,d) ein kompakter metrischer Raum, A sei eine Teilalgebra von
C(T,@), die die konstanten Funktionen enthdlt, die Punkte von T trennt und
die Figenschaft besitzt, daf$ mit jedem x € A auch die konjugiert-komplexe

Funktion x zu A gehort.
Dann ist A dicht in C(T,0).

Beweis:

Es sei Ag die Menge aller reellwertigen Funktionen aus A. Ap ist eine (reelle)
Teilalgebra von C(T), die die (reellen) konstanten Funktionen enthélt. Fiir
jedes x € A gilt ferner auch

Re z := %(x%—z) € Ag und Imzx:= %(:ﬁ—x) € Ag.

Wir zeigen: Ag trennt die Punkte von T

Seien ¢, € T mit t # t. Nach Vor. existiert ein x € A mit x(t) # x(f).
Deshalb gilt auch Re z(t) # Re x(f) oder Im z(t) # Im z(f), und Ay trennt
die Punkte von 7'

Nach Satz 7.49 ist Ag dicht in C(T).

Es sei nun x € C(T,@) und ¢ > 0 beliebig gewéhlt. Dann existieren y,ys €
Agp,soda [[Rez —yi|| < 5, [Imz — ]| < 5.

~yrt+iyp € Aund [z — (1 +Hig)|| < 5+ 5 =€

~» A ist dicht in C(7,Q@). O

Folgerung 7.55
Es sei S :={z €@ : |z| = 1}. Dann existieren fir alle x € C(S;@') und alle
e > 0, eine natirliche Zahl n € IN, und komplexe Zahlen ¢, € {—n,...,n},

n
so dafs sup [z(2) — > 2| <e.
z€S k=—n
Beweis:
n
Die Menge A == { Y 2", & €@, k € {-n,...,n},n € IN,} ist eine
k=—n

Teilmenge von C(S;d') und offenbar eine Algebra. A enthilt auch die kon-
stanten Funktionen (setze n := 0), und A trennt die Punkte von S (verwende
y(z) =2z, Vz €09).

Es sei y € A. Dann hat die konjugiert-komplexe Funktion y die Gestalt

n n
y(z) = Z Rk = Z cpzt
k=—n k=—n
n

= Z az® daz=z"'VzeS (vgl 1.434d)).

k=—n
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Also gilt auch y € A und Satz 7.54 ist anwendbar (S ist kompakt in @'): A
ist also dicht in C'(S;@). O

Definition 7.56

Fine Funktion x : IR — IR heif$st a-periodisch, falls x(t + o) = z(t) fiir alle
te R (a>0).

FEine Funktion 7 € C(IR) heif$t trigonometrisches Polynom (mit Periode o >
0), falls n € IN, und reelle Zahlen ay, b, k =0,...,n, existieren, so dajs

- 2kt 2kt
T(t) = Z(akcos + by sin T

k=0

=)

2kt
= ao+2akcos —|—bksin 7T) vVt € IR.

Folgerung 7.57 (trigonometrische Approximation)

Zu jeder a-periodischen Funktion x € C(IR) existiert eine Folge von trigono-
metrischen Polynomen (mit Periode o > 0), die gleichmdfsig auf IR gegen x
konvergiert.

Beweis:

Wie in 7.55 definieren wir S := {z € @ : |2|] = 1}, und wir betrachten
g:[0,a] = S, g(t) == cos 2 +isin 2L V¢ € [0, af. g ist stetig und bijektiv,
~ g8 —[0,q] ist ebenfalls stetlg

Wir betrachten zu gegebenem a-periodischen = € C(IR) die Funktion y :=
rogl:S— IR.

Es sei € > 0 beliebig gewihlt. y ist stetig und es gilt: y(g(t)) = x(¢t), Vt €
[0,a]. Nach Folgerung 7.55 existieren n € IN, und komplexe Zahlen ¢,
k=—n,...,n, so dafl

() sup ly(g(t) — 3 ag®] <= (z:=g(t))

te[0,af k=—n

n 27t 2mt .
~ sup |xz(t) — > ¢k (cos T 4 isin i)
te[0,af k=—n o o
—=cos 2ﬂktv+Z sin 27kt 27rkt

Wir setzen nun (i := Re ¢k, 7% := Im ¢, k= —n, ..., n. Dann gilt

- 2wkt . 2wkt
Z cx(cos + isin )

a a
k=—n
a 2kt . 2mkt _ 2kt . 2mkt
= Z [(B cos — Yesin — ) + (g cos + By sin )]
k=—n
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Da z(-) = y(g(-)) rellwertig ist, folgt deshalb aus (x) sofort:

n

2wkt . 2mkt
sup |(t) = Y (B cos — Y sin ——)
te[0,a] [
& 2mkt . 27kt
- st[|x(t) — (Bo+ > _((Be + Bi) cos — + (1~ w)sin ==))| <
te|0,a k=1
(da cosv = cos(—v), sin(—v) = —sinv, Yv € IR).

Wir setzen nun ag := (g, by :=0, ar = Bk + 0k, bk =V — Y, k=1,...,n,
und erhalten sup |z(t) — 7(t)] < & wobei 7(t) := ag + Y (a)cos 2 +
te[0,af k=1

by, sin 2”7'“), Vt € IR, d.h. 7 ist trigonometrisches Polynom mit Periode a.
Wegen der a-Periodizitdt von x und 7 gilt dann aber auch:
sup |z(t) — 7(t)| < e. O
teR

Bemerkung 7.58
Folg. 7.57 legt nun die Frage nahe, ob und welche a-periodischen Funktionen
x € C(IR) sogar als trigonometrische Reihe darstellbar sind, d.h. wann die
Reihenentwicklung

2 2
mht + by sin Zkt) (t € R)

z(t) = a, + Z(ak cos

k=1

im Sinne der punktweisen oder gleichmdfigen Konvergenz giltig ist (wobei
a, € R, n € IN,, b, € IR, n € IN, geeignet gewdihit sind)? Die Antwort
darauf ist schwieriger als Folg. 7.57 und wird im folgenden Kapitel gesucht.

7.5 Fourierreihen

Wir greifen hier die in Bem. 7.58 formulierte Fragestellung in einem zunéchst
allgemeineren Kontext auf, um spéter auch fiir die konkrete Frage aus allge-
meinerer Sicht Antworten zu geben.

Definition 7.59
FEin linearer Raum X heifft unitir (oder: Euklidisch), falls eine Abbildung
(-,-): X x X — IR existiert mit den Figenschaften

(1) (z,y) =(y,2)
(1) (z+7,y) = (z,y) + (T,y) Vr,7,y € X, a € R.
(iii) (ax,y) = alz,y)

() (x,x) >0, Vr € X, und (x,z) =0 gdw. z = 0.

Die Abbildung (-, -) heifst dann Skalarprodukt.
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2 Elemente x,y € X heiffen orthogonal, falls (z,y) = 0.

Eine Menge {x) : A € L} € X\{0} heifst Orthogonalsystem, falls (zy,x,) =
0, Y\,u € L, X\ # u. Die Menge heifit Orthonormalsystem (ONS), falls
tberdies (xy,x)) =1, VA € L.

Lemma 7.60

Es sei X ein Euklidischer Raum mit Skalarprodukt (-,-). Dann ist ||x| =
(z,x)2, Vo € X, eine Norm auf X (die sog. “induzierte” Norm auf X ), und
es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung |(x,y)| < ||z||]y||.

Beweis:

Vollig analog zu Satz 1.39 beweist man auch in diesem abstrakteren Fall
die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, indem man von der Gleichung 0 <
(ax+ By, ax+ By) = o?||z]|* 4+ 2a8{x,y) + §2||y||? fir alle z,y € X, o, € R
ausgeht.

Es gilt also wieder: [(z,y)| < ||z||||y||, Vz,y € X. Die Normeigenschaften
folgen dann aus (iv) bzw. (iii) in 7.59, und die Dreiecksungleichung wie in
Satz 1.40 aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung sowie der Identitét

lz +ylI* = ll2l* + 2z, 9) + [ylI*, Vz,yeX. O

Definition 7.61
FEin beziiglich der induzierten Norm wvollstindiger unitirer Raum heifst
Hilbertraum.

Beispiele 7.62
a) Der m-dimensionale Euklidische Raum IR™ ist ein Hilbertraum.

b) X :=C(la, b)), ||z| := sup |z(t)|, und wir definieren
te(a,b]
b
(0,9) = [ o(Oy(t)dt, Yo,y € X,

Die FEigenschaften (i)-(iii) von 7.57 ergeben sich unmittelbar, (iv)

folgt aus den Sditzen 6.14 und 6.17 a).
Also ist X mit diesem Skalarprodukt unitdr.

b
Die induzierte Norm ist ||z := ([ 22(t)dt)z, Vo € X.

Es gilt: ||z]* < (b— a) supt € [a,b]|x(8)]* ~ [[z]| < Vb — af|z[|oo (x)
Beh.: (X, ||-||) ist separabel
Bew.: Nach Folg. 7.50 existiert eine abzdihlbare, bez. || - || dichte
Teilmenge von X . Diese Teilmenge ist wegen (x) auch dicht
bez. || - |-
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Beh.: (X, || -||) ist nicht vollstindig.
Bew.: Wir betrachten die Folge (z,,)n>2 (0.B.d.A. a =0,b=1)
n,m € IN,m > n) mit

o (70— | = Oflmos) — o)t = [ (@a(t) = on(t))dt

IA
— =
QU
~

o
o

2 n
~> () ist Cauchy-Folge in X, besitzt aber keinen
Grenzwert in X.
Im Raum X := C([a,b]) ist die Menge {1, cos 2 sin 22 : k € IN} ein
Orthogonalsystem.
(Ubung: Man beweise mit Hilfe der partiellen Integration die
folgenden Formeln fir trigonometrische Funktionen, aus
denen die obige Aussage folgt:

f cosktsinlt dt =0, Vk,l € IN,

—T

[ cosktcoslt dt = [ sinktsinlt dt = {

—T —T

0, k#I,
m, k=I0>1

Satz 7.63
Es sei X ein unitdrer Raum (mit Skalarprodukt (-,-)).

a) Jedes Orthogonalsystem in X ist linear unabhdnig, d.h. jede endliche
Teilmenge dieses Systems ist linear unabhdngig.

b) Ist{¢x 1 k € N} C X (IN C IN hichstens abzihlbar) linear unabhingig,
so ist die Menge {py : k € IN} definiert durch

n—1
<¢n790i>
2 ZITP ) <Pn::¢n_
' ' ; (i, i)

(n € IN) im Orthogonalsystem in X .
(”Schmidtsches Orthogonalisierungsprinzip”)

c) Ist X separabel, so ist jedes Orthogonalsystem in X hochstens abzihlbar.

d) Ist X separabel, so existiert ein hdchstens abzihlbares Orthonormal-
system {¢r : k € IN} in X, so daff L({pr : k € IN}) dicht in X
15t.
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Bewelis:

a)

Es sei {p) : A € L} ein Orthogonalsystem in X und wir betrachten fiir
ein beliebiges n € IV und beliebige A, ..., A, € L die Relation

Z a;py, = O.
i=1

~ fiir jedes ] € {17 s ,TL} gllt <Z ai‘PAwSO)\J =0= aj<g0/\j,gp/\j)
i=1
~a; =0, da py, # O.

Es sei {¢y : k € IN} (IN hochstens abziihlbar) linear unabhéingig. Wir
zeigen induktiv fiir die oben definierte Menge {¢, : k € IN}, daB ¢, #
O, (P, i) =0,i=1,...,n— 1, fiir jedes n € IN.

Fiir n = 1 ist dies richtig; es sei nun auch fiir n — 1 richtig.

Aus ¢, = © wiirde

n—1
o= 2 et € L({@i - pn1}) = L, -, ¥n1}) folgen, d.h.

U1, .. .,_@Dn wiéren linear abhidngig ~» Widerspruch!
Ferner gilt:

o (¥ @)
<§0na§0]> ¢na¢] Z:; @1>S02> @za@%’)
_ ' _<¢n790j> N =0, Vi=1 1
<¢na90]> <§0]780j> <S0]a90]> I ] 7"'7” .

Es sei X separabel und {¢, : A € L} sei ein Orthogonalsystem in X
Wir zeigen: L ist hochstens abzéhlbar.
Wir definieren ¢y := 22, VA € L, und haben ein ONS {¢, : A € L}.

llexll”

~ (|25 = Bull® = (@x — B &3 — B0
= &all* = 2(&x, &) +l2ull* =2, VA ue L.
=0

Wir betrachten die Kugeln B(¢y, 1), VA € L.

~» wére L nicht hochstens abzéhlbar, so hitten wir iiberabzéhlbar viele
Kugeln in X, die alle paarweise disjunkt sind. Da X separabel ist, muf3
aber in jeder dieser Kugeln mindestens ein Element der abzéhlbaren
dichten Teilmenge liegen. Widerspruch! zu L iiberabzéhlbar.

~» L ist hochstens abzéhlbar.

z.z.: es existiert ein ONS {1 k € IN}(IN C IN) mit L({py : k € IN})
ist dicht in X.
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Da X separabel ist, existiert eine hochstens abzéhlbare dichte Teilmenge
{¢y :i € IN},(IN C IN) von X.
Wir "mustern” diese Menge sukzessive durch und behalten nur die

Teilmenge {v; : i eN }, die linear unabhéngig ist. Danach wenden wir
das Schmidt’sche Orthogonalisierungsprinzip an und ”normalisieren”

die Elemente. Wir erhalten das ONS {¢, : n elN }.
Es gilt: £({gn:n €NY) = L({th; :i € N}) D {eb; i € IV}
~ L{pn:n EIZNV}) ist dicht in X.

Definition 7.64

Es sei {¢r : k € IN} ein Orthonormalsystem im (unendlichdimensionalen)
unitiren Raum X mit Skalarprodukt (-, -).

Dann heifst die Reihe > {(x, o) Fourierreihe von x € X, und die Koeffi-

k=1
zienten (x, k), k € IN heiffen Fourierkoeffizienten von xz bez. des ONS {py :

ke IN}.

Satz 7.65
Es sei {pr : k € IN} ein Orthonormalsystem im unitiren Raum X mit
Skalarprodukt (-, -).

n

a) flz = > (@, pr)eell < [l —yll, vo € X,Vy € L{p1,.. 5 ¢n}), V0 € N,

k=1
n

die Gleichheit gilt gdw. y = > (z, k) @k,
k=1

n

b) Fir alle x € X und fir allen € IN ist x — Y (x, ox)r orthogonal zu
k=1
jedem Element aus L = L({¢1, ..., ¢r}),

c) Y (z,on)? < ||z||?, Vo € X, ("Besselsche Ungleichung”)
k=1

d) Ist X Hilbertraum, so ist jede Fourierreihe konvergent,

e) =" (x,opyor gdw. ||z||* = S (x,01)? ("Parsevalsche Gleichung”)
k=1 k=1

Bewelis:

a) Sei x € X, n € IN beliebig, sei y = > arpr € L({¢1,...,¢r}) beliebig
k=1
gewahlt.
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o=yl = =Y el = =S agnr— 3 )
k=1 k=1 =1
= =l* - 2(2 akpr, T) + <Z Ak Pk ZalSOl>
k=1 k=1 I=1

= ||lz||* -2 ai(pr, x) + ara; Ok, P1)
2 D> wafpr o)

k=1

= J2l* =2 ar{er, ) + Y _ap
k=1 k=1

= |lz* - Z@%J)z + Z(ak — (g, 1))

=0,k#1
=1,k=1

k=1
>z =) lorz) = lle =D {ow 2)enll”
k=1 k=1

2

=7 gilt, gdw. ax = (¢x,z), Vk=1,....n

b) Sei z € X, n € IN beliebig.
~ z:i=x — Y (pk, )k hat die Eigenschaft:

k=1
Vy € L d.h.y= > arpy gilt
k=1
(z,y) = (- Z<$a Pk) Pk Zak¢k>
k=1 k=1
= Zak<x90k> - Z @ (T, i) (P, ¢1)
k=1 k=1

=Y anlwpr) = Y arlep) =0
k=1 k=1

¢) Aus a) folgt Vo € X:(x) [le — - (e oudell? = lall? — 32 {02 > 0.
k=1 k=1

~ Sz, o) < lz])? ~ (D0, 0r)? e ist monoton wachsend und
k=1 k=1

beschréankt, d.h. nach 3.3 konvergent.

~ Sz, o) < ||2]]? (Majorantenkriterium).
k=1

n

d) X sei Hilbertraum und = € X beliebig. Wir betrachten s,, := > (z, ),
k=1
n € IN (Partialsummen der Fourierreihe in X).
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z.z.: (s,) ist Fundamentalfolge.
Seien m,n € IN,m > n.

o 18w = sall> = 1| Y (@oendenl® = Y (@ o) (@, @) (ens 1)
k=n+1 kl=n+1
= Z <$7 Sok>2
k=n+1

~> Besselsche Ungleichung impliziert: (s,) ist Fundamentalfolge.

e) Wir zeigen zuerst: (-,-) : X — IR ist stetig.
Bew.: Seien z,y € X, (z,), (y,) Folgen in X mit z,, — x, y, — v.
2.2 (Tn, Yn) — (T, 7).
~ [{z,y) = (@n, yn)| < [(2,9) = (@0, )| + K20, 1) — (20, Yn)

< |
= [(& — 2, Y)| + [(@n, ¥ — yn)|
<

o = zall Iyl +llzallly = 9l = 0
(=) Es gelte v = é@f, Pr)pr = lim ;;1< s PR) P
o) = ol = m (32 (@ o) = X (e o2
(<) Es gelte ||z]|* = ]i(x,gpk) . Nach (%) folgt fiir n — oo:
lim [z = 3% e, pe)eul? = im (ol = 3= 00)?) = 0

~» die Fourierreihe von z € X konvergiert gegen x € X

Bemerkung 7.66
Satz 7.65 a) besagt: ||z — > (z,op)pkl| = d(z, L), L =L({p1,...,0n}).

k=1
In 7.15 hatten wir (allgemeiner in normierten Rdumen) gezeigt, daf fiir jedes
x € X ein x, € L existiert, so daf$ ||x — x.|| = d(x, L). 7.65 a) besagt, daf$ .

hier eindeutig bestimmt ist und gibt auch eine Formel fir x,! Auferdem sagt
7.65b), daff x—x, = x— > (x, pr)p) orthogonal zu L ist. Deswegen heifst die
k=1

Abbildung P : X — L,Px = Y (z,pr)pr, Yo € X orthogonale Projektion

k=1
von X auf L. Es gilt natirlich Pr = x, Vx € L.
Figenschaften von P: ||x — Px|| = d(x, L), (x — Px,y) =0 Vx € X,Vy € L.

Wir betrachten jetzt wieder den Raum X := C([—m,7]) mit dem Skalar-
produkt (z,y) := f x(t)y(t)dt, Vo, y € X und der Norm ||z|| := (f(x(t))2dt)%
(vgl. 7.62). - -

Wir betrachten in X das ONS {\/%, ﬁ cos kt, ﬁ sinkt}rew (vgl. 7.62 b))
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(Die Koeffizienten normieren die Elemente.)
Bezeichnug: ¢, (t) := W’ Yop—1(t) = ﬁ cos kt, pay, := ﬁ sinkt, Vn € IN.
~» Fourierreihe von x € X:

Z@a Pr)PE = (T, Po)po + Z((!E, Par—1)P2k-1 + (T, Par) P2x)

k=1 k=1
™

1
— —/ t)dt + Z / cos ktdt pop_1 + /x(t) sin ktdt por, )

—T
. "
~~ ~~

=ian =:0n

(ag, b : k € IN, heiBen trigonometrische Fourierkoeffizienten).

Z (T, 00) 00 = @+ Z (a, cos kt+by sin kt) (" Trigonometrische Fourierreihe”)

k=
s

(ag == % [ a(t) cos ktdt = (x, 1), br —% x(t) sin ktdt = X(x, o))
(

:1%:

—T

Fourierkoeffizienten).
X = C([-m 7)), (x,y) = [z@t)y(t)dt,||z|]| = ([ (2(t))2dt)? ist kein Hilbert-

raum!

Folgerung 7.67

a) Ist x € C([—m,7|) beliebig und s, die n-te Partialsumme der trigonome-
trischen Fourierreihe von x. dann gult:

[z = snll < [l — 7
V' trigonometrische Polynome 1, € L({po, por—1, 0ok, k =1,...,n}).
b) s-aZ+ < Z(ak +b%) < ||z||* ("Besselsche Ungleichung”)
Beweis:
a) folgt aus Satz 7.65 a)
b) 7.65 c) sagt: Ii@;, o) < [l

In unserem Fall: (z,0,)? + > ({(x, 0or_1)% + (2, par)?).
k=1
Die Aussage folgt also aus der Gestalt der trigonometrischen Fourier-

koeflizienten. O
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Satz 7.68
Fiir jedes x € X = C([—m,7]) gilt:

™

lim | (x(t) — (

n— 00 2

n

+ Z(ak cos kt 4 by, sin kt)))?dt = 0,

k=1

Qo

—T

wobei ay, by, k € IN,, die trigonometrischen Fourierkoeffizienten zu x sind,
d.h. die Fourierreihe von x konvergiert im Sinne der Norm in X ("im qua-
dratischen Mittel”).

Beweis:

Ziel ist die Anwendung von Folg. 7.57 (aus dem Satz von Stone/Weierstraf).
Sei x € C([—m,7]) beliebig, £ > 0 beliebig vorgegeben.

Es geniigt zu zeigen: dn € IV, 3 trigonometrisches Polynom

Tn € L{po, por—1, par, k =1,...,n}) so, daB ||z — 7,|| < e.

Denn daraus folgt nach 7.67 a): ||z — s,|| < || — 7.|| < €, wobei s,, die n-te
Partialsumme der Fourierreihe ist.

Ferner gilt fiir m > n: ||z — s,]|> = |[(x — sm) + (5m — Su) || = ||z — sml|* +
2(x — Sy, Sm — Sn) +[Sn — Sml|*-

J

—0 (7.65 b))
~ lz = sl < lz = spll ~ llz — sl <&, VmZ=n.
Wir zeigen jetzt die Existenz von 7,, mit Hilfe von 7.57.
Problem: x ist nicht 27-periodisch (es gilt i.a. nicht: z(—n) = x(7)).
~» x ist nicht stetig und 2m-periodisch auf IR fortsetzbar.
Wir betrachten deshalb fiir jedes m € IN die folgende Funktion:

o x(t) vt e [-m7m— L]
Tm(t) = { 2(—7) + m(r — t)(z(r — %) —a(—m)) ,Vt€r — %,77]

~ Ty € X, Vm € IN und 7, ist 2m-periodisch und stetig auf IR fortsetzbar.
Es gilt:

& — G = / (2(t) — Z(t))?dt = / (2(t) — E(t))dt
< (s falt) ) < |l

wegen: [z(t) — & (1)] < [2(t)] + |Zm(t)] < [J2]loo + [[2]lc0 = 2[|2 oo

T (t) = (1 —m(m —t))x(—7) + m(r — t)z(r — =), Vt € [1 — =, 7]

~ [Zn ()] < (1= m(r —t))[a(=m)| +m(m — H)|z(r — )| < [|2]l.

~ |lx — Tl — 0. (Konvergenz in dieser Norm, obwohl nicht punktweise
Konvergent)

Wir wiéhlen jetzt m € IN so, daB fiir & = &, gilt: [z — Z[| < 5.
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T bezeichne jetzt auch die stetig fortgesetzte auf IR 27-periodische Funktion.
Nach Folgerung 7.57 existiert ein trigonometrisches Polynom

Tn € L({®o; Por—1, 021,k =1,...,n}) so, daB

sup |Z(t) — 1,(1)| <
sup #(1) — 7.(0)] < 57

™

~ o =l <l =2 + 7 =7l < % + (/(f(t) — Ta(1))’d)?

—T

< -+ 2n( sup |#(t) — m(0))?]
2 te|—m,m]
€ € 21 € €
< =+ 2m(——— |2 = = + - =¢
2 [ (2\/27T ) 2 2
~> (s,,) konvergiert in X gegen z. O

Bemerkung 7.69

Satz 7.68 bleibt richtig fir Funktionen, die auf [—m,w| (nur) Riemann-inte-
grierbar sind.

Die punktweise (oder gar gleichmdfige) Konvergenz von Fourierreihen folgt
aus Satz 7.68 i.a. nicht! Ursache: aus der Konvergenz im Sinne von ||-|| folgt
i.a. nicht die punktweise Konvergenz (vgl. die im Beweis von 7.68 konstruierte
Funktion z,,).

Die Konvergenztheorie von Fourierreihen in Richtung punktweise bzw. gleich-
mdafige Konvergenz erfordert einen substantiell anderen Zugang (vgl. Heuser
Bd. 1, Kap. 135-137).

Klar ist dabei folgendes:

Konvergiert die Fourierreihe von x, d.h. % + 3~ (ay cos kt + by, sin kt) punkt-
k=1

weise gegen x auf [—m, 7|, so konvergiert sie auch punktweise auf IR, und

zwar gegen eine 2mw-periodische Funktion, deren Einschrinkung auf [—m, 7]

gerade x ist. Deswegen kiimmert man sich stets gleich um die punktweise
Konvergenz in IR gegen eine 2m-periodische Funktion x : IR — IR.

Satz 7.70 Es sei x : IR — IR 2m-periodisch, und x lasse sich auf [—m, 7] als
Differenz zweier monoton wachsender Funktionen darstellen.
Dann konvergiert die Fourierreihe von x YVt € IR punktweise gegen

S(t) = %(m(t—i—) +2(t-)).

Ist = stetig in t, so konvergiert sie gegen x(t). Ist x € C(IR), so ist die
trigonometrische Fourierreihe (auf IR) gleichmaf$ig konvergent gegen x.

Beweis:
vgl. Heuser Bd. 2, Kap. 135-137
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Beispiele 7.71

a) x(t) :=t* Vt € [-m, 7], 2m-periodisch fortgesetzt auf IR.

377 3
- 1 sinkt 2 [
ag = /t2 cos ktdt = —[t 2&]4 t sin ktdt
T T k lm
n N, e’

4 2 4
= 13- mCos km + w2 | cos ktdt = ﬁ(—l)k

(. J/

™

1
b == — /t2 sinktdt =0 (analog!)
T

~ Fourierreihe von x: = + S & (—=1)* cos kt.

3
Satz 7.70 ~ t* = T+ Z & (—1)kcoskt, Vt € [—m, 7], und die Konver-

genz ist gleichmdpfig.
Spezialfille: t =0,

H-Q

t:0.0:§+2(_1) EMZ A
k=
2 o o
.. 4 I

—_
ol

ol

b) x(t) := |t|, Vt € [—m, 7|, und 2m-periodisch fortgesetzt.
Anwendung von 7.70 liefert die gleichmaf$ige Konvergenz der Fourier-
reihe

4OOCOS2]<3 ..
—%; %_1 . Vte R (Ubung)

w|>1
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen

8.1 Aufgabenstellung und Beispiele

Differentialgleichung (DGL): Gleichung, fiir eine (gesuchte) Funktion,
wobei in der Gleichung die Funktion selbst
und einige ihrer Ableitungen auftreten.

Man unterscheidet gewthnliche DGLen (die gesuchte Funktion hingt von
einer reellen Variablen ab) und partielle DGLen (die gesuchte Funktion héngt
von mehreren reellen Variablen ab, und es treten also partielle Ableitungen
in der Gleichung auf).

allgemeine Form einer gewohnlichen DGL:

(%) Fa®@), 2% Y@, ... 2t),z(t),t) =0, Vtel,

wobei F': R x IR™ x ... x IR™ x IR" xI — IR™, I C IR Intervall.

e
Gesucht: x : I — IR™ so, dal x k-mal differenzierbar auf [ ist und die
Gleichung (x) erfiillt.

Bemerkung 8.1
Die Gleichung (x) kann stets in eine DGL dquivalent umgeformt werden, die
nur Ableitungen erster Ordnung enthdlt.
Idee: Man setze x4(t) == 20V (t),i=1,... k, t €I, und
betrachte die folgenden Gleichungen:
2i(t) =z (t), i=1,...,k—1,Vt € I.

7

~ F(2 (), op(t), 21 (), ..., 21(t),t) = 0 entsteht aus (%)
(+) T (t) —a(t) = 0

zh(t) —xo(t) = 0, Viel

Dies ist eine DGL fiir die Funktion (z1(-),...,zx(:)) : I — IR™. Die
Aquivalenz von (x) und (+) bedeutet also folgendes: Fiir jede Lisung x
von (%) ist (x(-),2'(+),...,z* V(")) Lisung von (+), und fiir jede Lisung
(x1(+)y ..., zk(+)) von (+) ist x(-) := z1(-) Losung von ().

Allerdings erhoht sich beim Ubergang von (x) zu (4) die Dimension des
Wertebereichs der gesuchten Funktion von m auf mk.

~» Standardform fiir gewéhnliche DGLen:
(0) F(2'(t),x(t),t) =0, Vtel
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Bemerkung 8.2
(0) heifit (implizite) DGL (bzw. DGL-System, falls m,n > 1) 1. Ordnung.
(0) heifit explizit, wenn man (0) in der Form

2(t) = f(z(t),1), Vel

schreiben kann, wobei f : IR™ x I — IR™.

In allen anderen Fdllen heif$t (0) implizit.

(0) heifst linear, wenn F(y,x,t) = A(t)y + B(t)z + c(t), Vo,y € R™,Vt € I,
wobei A(t), B(t) Matrizen geeigneter Dimension sind:

A(t),B(t) € L(IR™, IR"),c(t) € R™, Vt € I.

Wir befassen uns in diesem Kapitel mit expliziten (gewohnlichen) DGLen 1.
Ordnung, d.h. der Form

(1) 2(t) = f(x(t),t), Vtel,
wobei f: IR™ x I — IR™.

Definition 8.3

Fine Funktion x : I — IR™ heifst Losung von (1), falls x differenzierbar ist
auf I (d.h. einseitige Ableitungen in eventuellen Randpunkten sollen auch
existieren), und x'(t) = f(x(t),t), Vt € 1.

Bemerkung 8.4

Mit Definition 8.3 kann keine Eindeutigkeit einer Losung von (1) erwartet
werden (z.B. f =0, d.h. unendlich viele Losungen!). Deshalb bendtigt man
weitere Bedinungen an x, um eine eindeutige Losung zu erhalten. Diese
Bedingungen ergeben sich meist bei der Modellierung realer Prozesse “kano-
nisch”, z.B.

o Anfangsbedingung: x(t,) = ,, t, € I,z, € IR™ (”Anfangswert”) vor-
gegeben

e Randbedingung (auf I := |a,b]): r(x(a),xz(b)) = 0,r : R™ x R™ — IR™
Bsp.: x(a) = z(b) (periodische Lisung)

Wir kommen nun zu Beispielen von gewohnlichen DGLen 1. Ordnung.
Literatur: Martin Braun, Differentialgleichungen und ihre Anwendungen,
Springer Verlag, 2. Auflage 1991

Beispiele 8.5
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a) Populationsdynamik (siehe Kap. 0 Einleitung, Braun Kap. 1.5)
p : [0, +o0[— IR zeitlicher Verlauf einer Population einer gegebenen
biologischen Art.
DGL: p'(t) = ap(t) — bp(t)?, Vt € [0, +o0[, wobei
P/ (t) — Populationsgeschwindigkeit,
ap(t) — Wachstum proportional zur Population,
bp(t)? — Konkurrenz-/ Konfliktterm.
Spdter wird gezeigt, daf$ diese Gleichung der Populationsdynamik genau
eine Losung besitzt. Dazu wird aber ein theoretischer Vorlauf bendtigt.
Losung: p(t) = bp(to)+(a_bp‘(li(;)"gxp(_a(t_to)), Vit € I,t, € I fest. (In der
Regel gilt: a>b>0.)
Prdaziser: Dies ist Losung der DGL mit Anfangswert p(t,).
Nachpriifen, ob dies Losung ist:

p(to)
—2p(to) — (a —bp(t,)) exp(—a(t — t,))

p(t) =

Man kann zeigen: p'(t) = ap(t) — bp(t)?.

Aus der Lisungsgestalt folgt: tlim p(t) = § (Limes existiert).

Fiir I = IR gilt auch: tlim p(t) =0.

Weiterhin ist p(-) monoton wachsend, d.h. es gilt: 0 < p(t) < § (bzw.
p(t) >0,vtel).

Ferner gilt: p'(t) = ap'(t) — 20p(t)p'(t) = (a — 20p(t))p (1)
= (a —2bp(t))p(t)(a — bp(t))

~ p'(t) = 0 gdw. p(t) = 5.
Bsp.: menschliche Population: a = 0.029, b = 2.941 - 10712
p(2000) = 5.74-10°, lim p(t) = ¢ = 9.86 - 10°.

b) Rdiuber-Beute-Modell (Braun, Kap. 4.9)
"Warum kam es wdhrend des ersten Weltkrieges prozentual zu einem
dramatischen Anstieqg der Anzahl der Haie im Mittelmeer?”
x(t) — Beutepopulation,
y(t) — Rauberpopulation (zum Zeitpunkt t).

~ 2/ (t) = ax(t) — bx(t)y(t) , wobei
2’ (t) — Populationsgeschwindigkeit,
ax(t) — Wachstum proportional zur Population,

bx(t)y(t) — Konfliktterm: proportional zu Kontakten von Rdubern und
Beute.

~ ' (t) = —cy(t) + de(t)y(t) , wobei
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—cy(t) — natirliche Sterberate,
dx(t)y(t) — Wachstum proportional zu y(t) und zum Futtervorrat z(t).

Man kann zeigen:

Bei vorgegebenen positiven Anfangswerten x(0),y(0) sind x(-),y(-) pe-
riodische Funktionen, d.h. es ezistiert ein T < 0 so, daf z(-),y(:) T-
periodische Funktionen sind.

~» Mittelwerte von x(-),y(+):

1 r 1 r
0 0

Man kann ebenfalls zeigen: T = 5, 7= 1.

Finbeziehung des Fischfangs (”angemessener” Fischfang: ¢ < a):
~2/(t) = (a—e)a(t) — bx(t)y(t)
y'(t) = —(c+e)y(t) + du(t)y(t)

~ Mittelwerte & = <= §j = 9=,
~> bei Zuriickgang des Fischfangs wdchst der Mittelwert der Rduber-
population; bzw. ein angemessener Fischfang fihrt zu einer Erhéhung

der Beutepopulation.

c) Reaktionskinetik
A, B seien chemische Stoffe, die miteinander reagieren.
Wir setzen voraus, daf$ je ein Molekiil von A mait einem von B reagiert.
x(t) — Anzahl der Mole (Stoffmenge) von A(bzw. B), die reagiert hat,
t, — Startpunkt der Reaktion, d.h. x(t,) = 0,
a,b — die Stoffmengen von A, B zum Zeitpunkt t, (b > a),
a — x(t) — Stoffmenge von A zum Zeitpunkt t,
b — x(t) — Stoffmenge von B zum Zeitpunkt t,
2'(t) — Reaktionsgeschwindigkeit.
Chemisches Gesetz: Die Reaktionsgeschwindigkeit ist proportional zum
Produkt der Anzahl der Mole beider Stoffe, d.h. 3k € IR:

2'(t) = k(a — 2(£))(b — 2(t)), t € [t, +ool, x(t,) =0

Bestimmung der Lésung: Wir betrachten
i(ln a— :E(t)> _ b= x(t) —a'(t)(b—=x(t)) + (a — x(t))2'(t)
dt> b —z(t) a — x(t) (b —x(t))?




o I 2 = k(a = b)(t — 1) + @, Vit € [to, +00

t=t,:In} =a~ ¢ =exp(a)
~ 2l — dexp(k(a — b)(t — 1))
Auflésung nach x(t):

+(t) = a exp(k(a —b)(t —t,)) — 1
aexp(k(a —b)(t —t,)) — b’

Vit € [t,, +00]

d) Netzwerkanalyse (Elektronik)
Zweige und Knoten in einem elektr. Netzwerk:
Uaw bzw. 1, — gerichtete Spannung bzw. Strom zwischen den Knoten a
und b.
U = _Uba> Loy = —Ipa.
In jedem Zweig sei genau ein ”Bauelement” (Widerstand, Induktivitdt,
Kapazitat, Quelle).

Ohmsche Gesetze: U = Rl (Ua(t), Lap(2))
Uab = Ljab
Iab = CUab
Up=U

Kirchhoffsche Gesetze: 1. Knotenregel: Y I, =0,
=1
n—1
2. Maschenregel: > Ugia;_, + Uspay = 0.
j=1

Netzwerkanalyse: Bestimmung von bestimmten Stromen und Spannung-
en in gewissen Zweigen, d.h. an gewissen Baulelementen.

Methode: Aufstellen von DGlen fir die Strome in den Zweigen (aus
den Kirchhoffschen und Ohmschen Gesetzen).

Bsp. (elektr. Schwingkreis): Ziel: DGL fir I = I, aufstellen.

Knotenregel: a: Iy, + Igc =0

b: Iy + Iy =0
c: Iye+ 14 =0
d: Iog+1,0=0

Maschenregel: Uy + Upe + Ueqg + Ugy =0

Uab+ch+Ucd+Uda =0
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Ohmsche Gesetze: Uy = Lfab

Us. = Rl
CUcd = ch
Uw=U

> Lfab + ijc + %ch - U =0
~ LIy + Rly. + %ch =U (Maschenregeln)
Dies ist eine gewdhnliche lineare DGL 2. Ordnung, und (natirlich) ist
eine Umformung als DGL-System 1. Ordnung entsprechend Bemerkung
8.1 maglich.
Idealer Schwingkreis (R =0,U =0):

. 1

fod — I, =
™ v+ 7ol =0

1

Losung: Ip(t) = sinwt, w = =

8.2 Anfangswertaufgaben fiir gew6hnliche Differential-
gleichungen: Existenz- und Einzigkeitsaussagen

Problem: (1) 2/(t) = f(z(t),t), Vte I, z(t,) = x,,
wobei I C IR Intervall, t, € I, x, € IR™, f : R™ x I — IR™.

Beispiel 8.6

2 (t) = 2%(t), vVt € R, x(1) = —1.
Lésung auf )0, +oof: z(t) = —1.
Diese Funktion ist nicht fortsetzbar auf x = 0/

La. kann man also nur die lokale Liosbarkeit erwarten!

~» prazisierte Problemstellung: FExistenz und Einzigkeit von Losungen von

(1) auf "kleinen” Intervallen um t,.

Es sei I C IR ein Intervall.

Cw(I) := C(I; IR™) — Menge der stetigen Funktionen von [ in IR™.

CL(I) := CY(I; R™) — Menge der stetig differenzierbaren Funktionen von I
in IR™.

Lemma 8.7
Es seien I C IR Intervall, t, € I, f: IR™ x I — IR™.
Ist z, € CL (I) eine Lisung von (1), so ist x, Lisung von

(2) z(t) = x, + /f(:c(s), s)ds, Vtel.

Ist umgekehrt fiir ein v, € Cp,(I) auch f(x(-),-) € CL(I), und ist x, Lisung
von (2), so gilt sogar x, € C}(I), und x, ist eine Ldsung von (1).
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Beweis:
(—): Sei x € C (I) Losung von (1) ~ 2!, € C,,(I).

t

6.44 ~ x,(t) — z.(t,) = /:Efk(s)ds = /f(x(s), s)ds, ¥t € 1

=T,

x.(t) = :c0+/f(:c*(s),s)ds, Vtel,

d.h. z, ist Losung von (2).
(«—): Sei z, € C\, (1), f(z.(+),") € ff s)ds ist definiert.
(komponentenweise Riemann—lntegrlerbarkelt)

t
Ferner gilt nach Voraussetzung: (x) x.(t) =z, + [ f(2.(s),s)ds, Vtel.

to
Nach Satz 6.43 ist die Funktion g(¢ f f(ze(s),s)ds, YVt € I (f : T — IR™)

differenzierbar (wobei mit derselben Methode wie in 6.42 auch die einseitige
Differenzierbarkeit in (moglichen) Randpunkten von I gezeigt werden kann),
und es gilt ¢'(t) = f(x.(t),t), Vtel.

Wegen (%) gilt ferner: 3z (t) = ¢'(¢), Vt € I.

~ x, € CL(I), und x, ist Losung von (1). O

Bemerkung 8.8
Ist f . IR™ x I — IR™ stetig, so besagt Lemma 8.7:
x, ist Losung von (1) gdw. x, ist Losung von (2).

Satz 8.9 (Cauchy/Peano)

Es sei I C IR ein Intervall, es seient, € I,x, € R™,r >0, f: R™ x I —
IR™, und f sei stetig auf B(x,,r) x 1.

Dann existieren ein Intervall I, C I mitt, € I, und eine Funktion x € C} (I,)
mit

2(t) = f(x(t),t), Vtel, x(t,) =z,

Beweis:

(Anwendung des Satzes von Arzela/Ascoli, Satz 7.42)

O.B.d.A. 3> 0: [ty t, +n] C I. (ansonsten [t, — 1,t,] betrachten!)
Wir wihlen 7 wie folgt: I, := [t,,t, +n] C I und

nmax{||f(v,t)|| : t € [to,to + 1], v € B(xy, 1)} <1
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Wir definieren den Banachraum X := C,,(/,) mit ||z| = max |lz(t)]], Vo € X.
€lo

Wir konstruieren eine Menge F wie folgt:

tj = t0+ln,j:1,...,n;
n

Tn(t) = zn(tjo1) + f(wa(tjor), tio1)(t — tj-1),
zn(ty) == o,
vt € [tj_l,tj], Vn € IN

~ 2y € Cp(1,), Yn € IN.

Ziel: F ist relativ kompakt.
Nach 7.42 geniigt es, zu zeigen: (a) F ist beschrinkt,
(b) F ist gleichgradig stetig.

Wir zeigen zunéchst induktiv: ||z, (t;) —z,|| < ZnM, Vi =1,...,n(Vn € IN).
Sei n € IN beliebig, j = 1: [[zn(t1) — @o|| = [[f (@0, to)(t1 — to) || < ML(< 1)
~+ insbesondere ist x,(t;) € B(x,, 7).

Es sei jetzt fiir j — 1 richtig:

[2n(t;) = Zoll < llzn(tjmr = o)l + | f (#n(tj—1), t5-1)

-~

<M

(t; —tj-1),

J/

(da z,(t;) € B(w,,1))

S .
an M+ Mt —t,) = %nM
——

=tj—1—to

IA

Insbesondere gilt also: z,(t;) € B(x,,7),Vji=1,...,n,Yn € IN.
Sei n € IN beliebig, t € I, = [t,,t, + 1]~ Jj € {1,...,n} : t € [t;_1,1].

~ f2a(t) = @oll < lln(tj-1) = zoll + [ (@a(ti-1), t—) It = tj-1)

—1
< LTI MMt —t) = (t —t)M
\n,_/

=tj_1—1o

nM <r

IA

~ [zn(t) = o

~ ,(t) € B(xo,7), ¥Vt € 1,,¥n € IN.
Also ist F beschrankt.

Sei n € IN beliebig, und es seien i,j € {1,...,n},i < j:
20 (t;) = 2a ()]l < ll2n(t;) — za(timo) || + [l2n(tji—1) — 2 ()]

< Z | Zn(tr) — 2 (teg)||

k=i+1
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(sukzessive Dreiecksungleichung)

< 3 I @alth) )1 = tea) < MY (te = t51)

k=i+1 k=i+1
= M(t; —t,).

Seien t,s € I, beliebig, s < t (~ Fi,j € {1,...,n} : s € [ti_1,t],t €
[tj—1.t5]):

~ [ (t) = @n(s)|| < () = 2n(t-0) + l2n (1) — 2n(t)]]
Fllwn(ti) — za(s)|]
< M(t—t;_q) 4+ M(tjy —t;) + M(t; — s) = M(t — s),

wobei zu zeigen bleibt: ||z, (t;) — z,(s)| < M(t —s):

Es gilt: 2,(s) = zn(tio1) + f(2a(ti-1), b )(S_tz 1)
zn(ti) = zn(tioa) + f(xa(tion) tio) (G —ticn)
) i— 1)( - )

~ T (ti) — 2n(8) = f(@n(tion), ti
~ |za(ti) — zn(s)|| < M(t — s).
~ || (t) — zp(s)|| < M(t—s), Vi, se€l,VneIN

~» F ist gleichgradig stetig (vgl. Bsp. 4.37).

7.42 ~ F ist relativ kompakt in X = Cy(/,).
~» 3 Teilfolge (z,,) von (z,) mit (z,,) ist konvergent in X ~» 3z € C,,(1,):

Jim max ||z, (t) — z(t)]| = 0.

Néchstes Ziel: Diese Funktion x erfillt 2'(t) = f(z(t),t), Vt € I,, z(t,) = x,.
Wegen z,,(t,) = z,, ¥n € IN, gilt auch z(t,) = z,.

Wegen z,(t) € B(x,,r), ¥Vt € 1,,VYn € IN, gilt auch x(t) € B(z,,7), Vt € L,.
zu zeigen bleibt: SL’( ) = f( (t),t), ¥t € I,, nach Lemma 8.7 geniigt es, zu

zeigen: x(t —:c0+ff s)ds, Vt € 1,.

(Die Voraussetgungen von Lemma 8.7 sind erfiillt, da f stetig ist auf B(x,,r)x
I, und z(t) € B(x,, 1), ¥t € 1,, sowie z € X.)

Nach Konstruktion von x,, gilt Vn € IN,t € I, (~ 3j € {1,...,n} : t €
[tj-1,t5])-
Ta(t) = @altj-1) + flaaltior), t-1)( — tj1)

=2

= 2o+ > flaa(ts),t)(tin — t) + f(@n(tior), tio) (E — 1)

1=0
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+

.

ZOt

fxn i ti)ds_'_/f(xn(tj—l)atj—1>d8

t

= $O+/gn(s)ds, vt € I,, wobei
to

flzn(t:), t;), falls t €]t tiq], i€ {1,...,n —1}
gn(t) = { Flon(to).te), falls £ € [t h].

D.h. g, ist stiickweise konstant (und damit Riemann-integrierbar).
t

Insbesondere gilt:  z,, =z, + /an (s)ds ,Vtel,Vke IN.
—

t
— [ f((s),8)ds ?

k—oo

z.z.: lim sup ||gn, (t) — f(x(t),t)| = 0.

k—oo 4er,

Schluifolgerung: fgnk( ff s)ds, ¥Vt € I, (6.17)

to

x(t) =z, + ftf(x(s), s)ds, Vte I,

Sei £ > 0 beliebig gewihlt. f ist gleichmiBig stetig auf B(x,,7) X L.
~ 3§ = 6(e) > 0so, daB V(u, t), (v,s) € B(x,,r) X 1, : max{||u—v||,|t—s|} <
o gilt: || f(u,t) = f(v,9)]| <35

Wir wéhlen k, € IN so, daB ||z — zp, ||cc = Itnz}xH:c(t) — X, (t)]] < 6, und
€l,
max{1, M}1 <45, Vk=>k,.
Sei k > k, und t € I, beliebig gewahlt. ‘
Lt L= Jy g
~ EU € {L...,le} it € { ]t]_ljt]]’ ol t] =tot "kn’] > 1

[to,t1], falls j =1
~ ft =t < L <4, und

[, (£) — Ink(] Dl = 1f (@, (E-1), ti—)|[ (¢ = tj-1)
-—M"<5
o masc{[2, (1) = 2, (6511 = 1]} < 6.

||f(xnk( )7 ) (l’nk(] 1) J— 1)” < %

~ [ gny, (1) = f(2(@), D] = ([ f(@n,(tj-1),t5-1) — f(2(2), )]
< N f@n(t-1) tj-1) — f@n (), )]
1S (@, (1), ) f(z(t),8)|l
< S4foc dallae () —a@)] <0

2 2
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~ Sup [[gn, (8) = f(x(t), )| <& Yk = ko
tel,

t
Grenziibergang k — oo: () =z, + [ f(x(s),s)ds, Vte€ I,
to
gdw. (8.7) 2/(t) = f(z(t),t), Vtel, xz(t,) =z, O

Bemerkung 8.10

Satz 8.9 ist eine "lokale” Eristenzaussage in dem Sinne, dafs fir hinreichend
kleines n > 0 die Existenz einer Losung von (1) auf dem Intervall [t,,t, + 1)
gezeigt wird.

Analog zum obigen Beweis zeigt man auch die Ezistenz einer Lisung auf
[to —n,to +n] (mit geeignetem n > 0), falls t, € int(I).

Der Beweis von Satz 8.9 liefert auch Aussagen tber die Konvergenz des
sog. Eulerschen Polygonzug-Verfahrens. Hat ndmlich (1) auf 1, genau eine
Lésung, so muf die gesamte Folge (x,) gegen diese Lisung konvergieren.
Fulersches Verfahren:

Tnj = Tn(ty) = za(tj-1) +f(@nj-1,t-1) (G —ti—1), G=1,....n
—— S——
Tn,j—1 :%n
Tno = To.

Wir erhalten aus dem Beweis, falls die Losung eindeutig ist:

lim max ||z,; —z(t;)|| =0

n—oo ]:1 7777

(Konvergenzaussage fiir Euler-Verfahren).

Frage: Ist unter den Voraussetzungen von Satz 8.9 die Losung von (1) ein-
deutig bestimmt?

Beispiel 8.11
2 (t) = z(t)3, Yt € 0,400, 2(0) = 0.
(Satz 8.9: f(v,t) = v3, V(v,t) € R X [0,+00] ~ f ist stetig, ~ Eristenz
einer "lokalen” Ldsung.)
Losung: x(t) := (%t)%, vt € [0, +o0]

o (1) = 3 - 220F = (20)F o a(1) = 2(1)3 )
£)3, Vit € e, +00]
0, Vtel0,(|
Ursache: Wir bendtigen stdrkere Stetigkeitseigenschaften von f,

um eindeutige Losungen zu erhalten!

2
unendlich viele Losungen: x.(t) := { (3 Ve > 0.

297



Satz 8.12 (Picard/Lindeldf)

Es sei I C IR ein Intervall, es seient, € I,x, € IR™,r >0, und f : IR™ X[ —
IR™ sei stetig auf B(z,,7) X I. Ferner existiere eine Konstante L > 0 mit
1f(y.t) = f(z. 0] < Ly — ||, ¥(y, 1), (2,%) € B(xo,7) x I.

Dann existieren ein Intervall I, C I mitt, € I, und eine eindeutig bestimmte
Funktion x € C}(I1,) mit

2(t) = f(x(t),t), Vtel,xz(t,) =z,

Beweis:

Ziel: Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes auf die Integralgleichung
(2) (auf einem geeigneten Intervall I, C I)!

OB.d.A. 3> 0: [ty t, +7] C I.

Wahl von n: [t,,t, +n] C I, Mn<r, Ln<1, wobei

M = max{||f(v,t)]| : v € B(x,,7),t € [to,to +n]}.

~> I, = [to, to + ] (n ist durch die zusitzliche Bedingung i.a. kleiner als in

Satz 8.9).
Nach Lemma 8.7 geniigt es, die Integralgleichung
(2) x —:Eo+ff s)ds, Vt € 1,

zu betrachten und zu zeigen, daf (2) genau eine Losung besitzt.

Wahl des metrischen Raum§s:
X ={x € Cp(L,) : z(t) € B(z,,r), Vt € I,} mit der Metrik
d(z, ) = sup ||z(t) — Z(t)||

tel,

~> (X, d) ist metrischer Raum (vgl. Kap. 4.2).
Beh.: (X, d) ist vollstandig.
Bew.: Sei (z,) Fundamentalfolge in (X, d).
~> (x,,) ist Fundamentalfolge in C,,(1,).
~> (x,,) ist konvergent in C,,(I,) gegen x € C,,(1,) (Satz 4.34)
~ 2 (t) — z(t), Vt € I, ~ x(t) € B(z,,1), Vt € I,
da z,(t) € B(z,,7), Vt € I,,¥n € IN.
~ x € X ~ X ist vollstédndig.

Definition des Operators:

F: X — Cy(l,), (Fzx)(t) :xo—l-ftf(x(s),s)ds, vt e I,.

F ist wohl-definiert nach Vorausseotzung.

Fixpunkte von F' sind gerade Losung der Integralgleichung (2).
Wir zeigen: F: X — X, d.h. Ve e X : ||(Fx)(t) — z,|| < r, Vt € L,
Sei x € X beliebig, t € I, beliebig.

~ [[(Fz)(8) = || = H/f s)ds|| </||f s)| ds
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< Mn<r

Wir zeigen: F' ist kontraktiv.
Seien z,7 € X.

~ d(Fz,Ft) = sup||z, + /f s)ds — (x, + /f

tel,

= sup|| [ (x(s), s) — f(Z(s), s)]ds]

tel,

A
n
[wr

o
=
=
N
&
|
pag
pay
V2)
:—/
V2)
-
QU
»

to <Lljz(s)—Z(s)|l
< Lnsup|Jz(t) — 2(1)|]
tel, ( ~)
d(z,T

~» Kontraktionskonstante o := Ln €]0, 1[!

Nach Satz 2.28 existiert genau ein Fixpunkt von F' und damit genau eine
Losung von (2) und folglich (Lemma 8.7) genau eine Losung von

2'(t) = f(x(t),t), Vt € I, 2(t,) = z, O

Bemerkung 8.13

Hinreichende Bedingung fir die Lipschitz-Stetigkeit von f (bez. der ersten
Komponente) in Satz 8.12 ergeben sich aus Differenzierbarkeitsvoraussetzung-
en an f und den Mittelwertsitzen im R™ (Kap. 5.3).

Ist 2.B. fiir ein R < r f(-,t),Vt € 1,, Fréchet-differenzierbar auf B(z,, R)
mit Fréchet-Ableitung f.(x,t) in x € B(x,, R), dann gilt:

1f(y,t) = f(z D] < s 1f2(y +7(z = y), O)lllly — 2.

Ist also die Norm der Ableitung beschrinkt mit L > 0 auf B(x,,r) x I,, so
ist die Bedingung in Satz 8.12 erfillt.

Fiir die Beispiele in 8.5 ist diese Bedingung erfullt!

Néchstes Ziel: Fortsetzung lokaler Losungen

Definition 8.14
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a) Ein Paar (I,%) heifit lokale Losung von (1), falls I C IR ein Intervall mit
toeI,LICI, und & Lésung von
2 (t) = f(z(t),t), Vtel, x(t,) = x,, ist.

b) Eine lokale Lisung (f, &) heift Fortsetzung von (I,%), falls I C I und
i(t) = &(t), Yt € I. Man nennt die Fortsetzung strikt, falls I C I.

c) Fine lokale Lisung (I,%) heift mazimale Lisung von (1), falls keine lokale

Lisung von (1) existiert, die strikte Fortsetzung von (I, %) ist.

d) (I,%) heift globale Lisung von (1), falls (I, %) eine lokale Lisung von (1)
ist, und I = 1I.

Beispiele 8.15

a) (vgl. Bsp. 8.6), 2'(t) = z(t)?, Vt € R, z(1) = 1.
z,(t) = —t71, Vt €]0, +o0].
~> (10, +o0[, z,) ist mazimale Losung der obigen Anfangswertaufgabe.

b) 2/(t) = —2tz(t)?, Vt € R, z(0) = 1.
~ (IR,x.), wobei x,(t) = 1;t2,Vt € IR, ist globale Losung dieser
Aufgabe (da 2 (t) = —2t(1 +t%)72).

c) 2/(t) = 2tz(t)?, Vt € R, z(0) = 1.
Ansatz: x.(t) = (1 —*)"H, Ve €] — 1,1[ (2L(t) = 2t(1 — %)72).
~ (] = 1,1[, z.) ist mazimale Losung der obigen Anfangswertaufgabe

Lemma 8.16
Ezistiert eine lokale Losung von (1), so existiert auch eine maximale Losung
von (1), die diese lokale Losung fortsetzt.

Beweis:

O.B.d.A. existiere ein n > 0 so, daf8 I = [t,,t, + ).

Es sei (I,%) eine lokale Losung von (1).

M, := Menge aller lokalen Losungen von (1), die (I, #) fortsetzen.

~ M £ (.

7o = supit : I[t,, t], ) € M,}

Wir wihlen ([t,, t1], #(1)) € M, so, dal 7, > ¢, > 7, — L.

M := Menge aller lokalen Losungen von (1), die ([t,, 1], z(1)) fortsetzen.
7 = supq{t : I([to, t], 2) € My}

Wir wihlen ([t,, t2], 2(2)) € My so, daB 71 > t» > 75 — 3, usw.

Allgemein definieren wir fiir jedes 7:

M, := Menge aller lokalen Losungen von (1), die ([t,,t;], z(;)) fortsetzen.

7; :=sup{t : I([to, t], z) € M;}, wobei 7; > t;11 > 7 — 2%1
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Nach Konstruktion gllt ti+1 Z ti, Titr1 S Tis ti+1 S Titl-
~ b <tip1 < T <7, Vi€ N
~> (t;)iev und (7;);e v sind als monotone beschriankte Folgen beide konvergent
gegen denselben Grenzwert 7 € I.

~ limt, =7=lim 7,
Wir definieren eine Funktion 2 : [t,, 7[— IR, (1) := x;(t), Vt € [to, ti].
Z ist damit wohl-definiert, da x(;;) Fortsetzung von ;) ist, Vi € IN.
Auferdem ist ([t,, 7[, ) lokale Losung von (1), da, Vi € IN, ([t,, t;], x(;)) lokale
Losung ist. Ferner ist ([t,, 7[, %) eine Fortsetzung von (I, ).

Wir unterscheiden zwei Fille:
(i) ([to, 7], %) ist maximale Losung,

(ii) es existiert eine lokale Losung ([t,, ], Z) von (1), die eine strikte Fort-
setzung von ([t,, 7], ) ist, d.h. 7 < .
~» nach Konstruktion miifite dann gelten: ([t,,t],Z) € M;, Vi € IN,
~ Ty Z t_, Vi e IN.
~T17<t< 7, Vie N, und 1; — 7.

~t=T.
~> ([to, 7], Z) ist maximale Losung von (1) O
Satz 8.17

Es sei I C IR ein Intervall, t, € I sei linker Randpunkt von I, x, € IR™, und
fiIR™ x I — IR™ sei stetig.

Dann existiert eine mazimale Losung (I, %) von (1), und diese ist entweder
eine globale Lésung von (1) oder I hat die Form [t,, [ mit t; € I, und & ist
nicht beschrinkt auf I.

Beweis:

Nach Satz 8.9 (Cauchy/Peano) existiert eine lokale Losung von (1) und nach
Lemma 8.16 folglich eine maximale Losung (I,%) von (1), die die lokale
Losung fortsetzt.

Wir unterscheiden vier Félle

i) I =1,dh. (I,7) ist globale Losung.

ii) I = [t,,t1] C I,t; € int(I). Wir setzen z; := &(t;) und betrachten die
Anfangswertaufgabe

(%) 2'(t) = f(x(t),t), Yt € [t1, +oo[N], z(t1) = a1
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Nach Satz 8.9 existieren ein 7; > 0 und eine Funktion y € C! ([t1,t; +
n]), die Losung von (x) ist. Wir definieren 7 : [t,, t; + n] — R™,

i Z(t), Vt € [to, t]
() = { y(t), sonst

~ & € C ([t,, t; +n]) und ist lokale Lésung von (1), die (I, %) fortsetzt.
~» Widerspruch!

iii) I = [t,,t1[, und Z ist nicht beschréinkt auf I.

iv) I = [t, t1[, und & ist beschrinkt auf I.
Wir definieren #(t) = #(t), Vt € 1.
Ziel: & auf das Intervall [t,,t;] fortsetzen und Z ist lokale Losung von
(1). ~ Widerspruch zu (I, #) maximale Lisung.

t ~
Wir betrachten die Integrale [ f(Z(s),s)ds, Vt € I.

to
t
Wir zeigen: Eltlir? [ f(@(s), s)ds. Sei (t,) eine Folge mit t, — t1,t, €
— lto

f, Vn € IN, und sei 0.B.d.A. ¢, < t,,

~ ||7f(i(8),8)d8—7]“(53(8),8)618” = ||7f(i(8),8)d8||

VAN
=
—

=N
S
@
=

[VA)

wobei in C' die Beschranktheit von z und die Stetigkeit von f ”eingeht”.
t
~ 3 lim [ f(@(s), s)ds,
—t1 iy

~> T(ty) == 2, + lim ftf(f\(iz, s)ds = tli_)rg z(t) =z, + tflf(:i"(s), s)ds.

t—t1 to
=(s)
~> ([to, t1], ) ist lokale Losung von (1). ~ Widerspruch! O
Bemerkung 8.18

Tritt der zweite Fall in der Behauptung von Satz 8.17 auf, so sagt man, daf
die (mazximale) Losung "explodiert” (vgl. Bsp. 8.15 a),c)).

Frage: Welche Bedingungen an die DGL (d.h. also an die Funktion f) ver-
hindern eine Explosion von maximalen Losungen?
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Lemma 8.19 (Gronwall)
Es seien w, g € C([a,b]),c > 0, und es gelte:

b
0<w(t) <gt)+ c/w(s)ds, Vt € [a,b] (7Integralungleichung”)

a

Dann gilt: w(t) < m[a>b< lg(t)] exp(c(t —a)), Vt€ [a,b].
te

Beweis:
Wir betrachten die Funktion u(t) := max lg(t)| + cf s)ds, ¥Vt € [a,b].

~ u € C([a,b]) und sogar setig dlfferenmerbar AuBerdem gilt:
w(t) < u(t), Vt € [a,b]
w'(t) = cw(t) < cu(t), Vt € [a,b].
Wir betrachten
d
L futt) expl—elt — )] = (u(8) — cult)) exp(—e(t — )}, ¥t € [a, 1]

~~ -~

<0 >0

<0

~> die Funktion v(t) :

~ o(t) < v(a) = u(a),

= exp(—c(t — a)), Vt € [a,b] ist monoton fallend.
) < vt € [a, 0],
~ u(t) exp(—c(t —a)) <
|9

)= max lg(s)|, Vt € [a,b].

u(t)
t € la,
u(a
)

~ w(t) <u(t) < m[a)ls): (s)] ex ( (t — a)) Vt € [a,b]. O
S

Satz 8.20

Es sei I :=[to,to+T] (T'>0), f: IR™ x I — IR™ stetig, und es existiere ein

Skalarprodukt (-,-) auf IR™ mit zugehoriger Norm || - || und eine beschrdnkte

Riemann-integrierbare Funktion l : I — IR™ so, daf
(fv,),0) <UOA A+ [lv]*), Y(v,t) € R™ x 1.
Dann ezistiert (mindestens) eine globale Lésung von (1).

Beweis:

Ziel: Anwendung von Satz 8.17, indem wir zeigen, dafl jede lokale Losung
von (1) beschriankt ist. Satz 8.17 besagt dann die Existenz einer maximalen
Losung, die globale Losung sein muf.

Es sei (I, z) eine lokale Losung von (1), und wir betrachten die Funktion
u(t) == ||z@)|?, Vtel,~u:I— IR.
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Wir zeigen zunéchst: w ist differenzierbar, und die Ableitung hat folgende
Gestalt: u'(t) = 2(z'(t), z(t)), Vt € I.
Bws.: Seit € I,h € R\{0} mit t + h € I.

~(ut+ ) —u(®)) = (et + B2 = la(®)]?)

. ;
= (ol -+ Bt + )~ (a(0), (1)
= (2 (o(t 4+ B) — 2(t), (¢ + 1))
Ha(e), (ot + b) — (1)
S ) + G0, (0) = 24 (0), 2(0)
d

~ gllfﬁ(t)H2 = 2(2'(t), 2()) = 2(f (x(t), 1), z(t))
< ()1 + ||lz(t)|]?), Yt e 1.
~ [z (@))P =l (t,|? < 2ftl($)(1 + [|z(t)||?ds, vt € 1.

to
t t

~ Hi(t?ﬂz < [llz(t,)]|]? —|—Q/Z(S)ds]+2t/l(s)]|x(s)||2ds, vt eI,

J (. J/
-~ -~

=:9(t)

t
<e [|l=(s)|[>ds
to

wobei ¢ :=2sup [l(s)|, x, := x(t,).

sel
Lemma 8.19: w(t) = ||z(t)|]? < max lg(t)| exp(c(t —t,)), Vt € I.
S
~» die beliebig gewihlte lokale Losung ist beschrankt! a

Beispiel 8.21
Gleichung der Populationsdynamik: z'(t) = ax(t) — bx(t)?, z(t,) = x,.
"Erakte” Formulierung der DGL: ,
, _Jav—=btw* ;>0 (a,b>0)
v = flatt), S0 ={ G V2]
Ziel: Anwendung von Satz 8.20.
~ [ IR — IR ist stetig, (r,7) :=r7, Vr,7 € R.
- f(v)o = { av? — b 0 <av? <a(l+v?),v>0
0, v <0
8.20 ~ die DGL der Populationsdynamik besitzt auf jedem Intervall der Form
[to, to + T eine Liosung!

304



Bemerkung 8.22

Ist (I,x) eine lokale Losung von (1), und gilt fir alle t € I, dap (x(t),t) €
M C IR™x I, so kann man mit der Technik im Beweis von Satz 8.20 zeigen,
daf$ x beschrinkt ist, falls

(f(v,1),0) <UHA+[]*), Y, t)eM

Ist I rechtseitig offen, d.h. I = [ty t, + T[ oder I = [t,,+00[, so bleibt die
Aussage von Satz 8.20 richtig, wenn man fordert, dafS | auf jedem Intervall
der Form [t,,t], Yt € I, beschrdnkt und Riemann-integrierbar ist.

Folgerung 8.23
Essei I :=[t,,t,+T),(T > 0), f: IR™ x I — IR™ sei stetig, und es existiere
eine beschrankte R-integrierbare Funktion | : I — IR so, daf

=) f DI <IOA + o)), V(v t) € B™ x 1

(| - || ist dabei eine beliebige Norm im IR™).
Dann existiert mindestens eine globale Losung von (1).

Beweis:

Ziel: Anwendung von Satz 8.20

Da alle Normen im IR™ &quivalent sind, ist (nur durch Multiplikation von
[ mit einer positien Konstanten) (%) auch erfiillt fiir die Euklidische Norm.
Dann gilt fiir das zugehorige Skalarprodukt:

(flo,t),0) < [[f(w,)lllloll < 1@+ [[vl)][v]]
< A+l + o) < 201+ [lv]]*)
(unter Verwendung der Ungleichung 2||v|| < 1+ ||v]|?) O
Folgerung 8.23 besagt, dal DGLen, deren rechte Seiten linear wachsen, stets

globale Losungen besitzen. Aber: Man beachte, dafl Folgerung 8.23 nicht auf
Beispiel 8.21 anwendbar ist!

Néchstes Ziel: Eindeutigkeit von Losungen!

Satz 8.24

Es sei I C IR ein Intervall, t, sei linker Randpunkt von I, x, € IR™, und
fiIR™ x I — IR™ sei stetig.

Ferner existiere ein Skalarprodukt (-,-) auf IR™ mit zugehoriger Norm || - ||,
und eine Funktion | € C(I) so, dafs

(f(v,t) — F(B,1),0 — T) < U(t)|lv — 3||%, Vv, 5 € R™,Vt € 1.

Dann besitzt (1) eine globale Liosung, und jede lokale Léosung von (1) ist
FEinschrdinkung dieser globalen Ldsunyg.
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(Bem.: Es gibt Beispiele, die eine einzige globale Losung besitzen, aber
unendlich viele lokale Losungen, die keine Einschrankung der globalen Lo-
sung sind.)

Beweis:
1. Existenz (mit Hilfe von Satz 8.20)
Wir zeigen, dafi die Wachstumsbedingung von Satz 8.20 erfiillt ist.

0=0~ (f(v,t) = £0,1),v) < I(B)[]v]*.

o (F(0,8),0) < (£0,8),0) +10) o]
< £, Dlllloll + 1(0) 0]
< (O I+ [ol), Yo e R Vee

7

l()

~» Satz 8.20 (man beachte Bemerkung 8.22) liefert die Existenz einer globalen
Losung.

2. Es seien (I, 7), (I, ) eine lokale bzw. globale Losung von (1).
Wir zeigen: #(t) = z(t), Vtel. )
Wir betrachten die Funktion o(t) := exp(—2L(¢))||z(t) — 2(t)||?, Vt € I,

wobei L(t fl Yds, Vt € 1.
~ p(t )—0 dal”( o) = T(to) = T,

~ @' (t) = [la(t) — 2P (—2L(#)) exp(—2L(t))
+2exp(—2L(t)){z'(t) — Z'(t), z(t) — Z(t))
(vgl. Bws. von 8.19)
= 2exp(—2L (1) [(2'(8) =&/ (), x(t) = 2(1)) — U(B) |l=(t) =2(D)[)*], vt € T
= 2exp(—2L(1)) [(f(x(t),t) = f(@(t),1), 2(t) =2(t)) — 1(t)]J2(t) =2 (t)|]”]

-~ ~~

>0 <0 nach Voraussetzung, Vtel

~ () <0, Vtel,
~>  ist monoton fallend, ~ 0 < p(t
= x(t),

< @(to) = 1|0 — xo||* = 0,
~ () =0,Vt €™ ~ (t) =x(t), Vt € I.

)
vt
Beispiel 8.25
DGL der Populationsdynamik (Fortsetzung von Beispiel 8.21):
(o) = { av —bv? v >0,(a,b>0)
’ 0 ,0 <0 '
Nachpriifen der Voraussetzungen von Satz 8.24: (0.B.d.A. v <)
(a(v —0) = b(v? = 0?))(v—20) ,v,0>0 <alv—2)
(f(0)=f(9))(v—0) = £ (—av + bo?*)(v — D) ,o<0<0v 77
0 0, 0<0 =0
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Die Abschdtzung in Satz 8.24 gilt also fir alle v,v > 0, d.h. fir den Bereich,
i dem die Losungen der DGL liegen. Folglich liefert der Beweisweg die
Ubereinstimmung von lokaler und eingeschrdankter globaler Lésung.

Folgerung 8.26 (Cauchy/Lipschitz)
Es sei I C IR ein Intervall, t, € I linker Randpunkt von I. FEs sei f :
IR™ x I — IR™ stetig, und es existiere eine Konstante L, > 0 so, daf

| f(v,t) — f(0,8)]] < Lo|lv—12]|, Yv,0 € R™, Vtel.

Dann existiert fir alle x, € IR™ eine L”osung von (1), und jede lokale Losung
15t Einschrinkung dieser Losung.

Bewelis:

Die Lipschitz-Bedingung fiir f gilt (mit einer evtl. verinderten Konstanten
L,) auch fur die Euklidische Norm || - ||.

~ (f(v,t) = f(0,8),0=0) < |[f(v,t) = f(B,8)|[[[v—
< Lollv =9, Vv, 0 € R™
~> Voraussetzungen von Satz 8.24 erfiillt mit [(¢) := L,. a

Bemerkung 8.27

Die Aussage von 8.26 bleibt richtig, falls anstelle von L, eine stetige Funktion
[: 1 — IR in der Abschdtzung

Nf (v, t) = f(o,t)]] < U(t)||v—2|" auftritt. Dies hat lediglich Konsequenzen
fiir unbeschrinkte Intervalle 1!

Fiir kompaktes I existiert ein alternativer Beweis von Folgerung 8.26 mit Hilfe
des Banachschen Fixpunktsatzes. Dazu betrachten wir den linearen Raum
X :=Cnh(I),I = [ty t, +T]. Wir betrachten die folgenden Normen auf X :

zlli = sup exp(=k(t =t =@l & > O(l| - |~ Norm im &™)
S
Dreiecksungleichung ||z + y|lx < ||zllk + [|yllk, und ||Az|lx = |M]||z]|x folgen
analog zum Nachweis der Normeigenschaften fiir die ibliche Norm; ||z >

0,V € X und ||z||x =0 gdw. x = O.
Es gilt iiberdies: exp(—kT)sup ||z(t)|| < ||z|[x < sup ||z(t)|],
tel tel

d.h. die ibliche Norm in X und die "neuen” Normen || - ||, V& > 0, sind
daquivalent!
t
Fizpunktgleichung: x = Fa, (Fz)(t) == x, + [ f(x(s),s)ds, Vt € I,Vx € X.
to

(Lemma 8.7 besagt, dafi unter den Voraussetzungen jede L”osung von (1)
Fizpunkt von F ist und umgekehrt.)
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Der Banachraum (X, | - ||x), (k > 0 fiziert) ist (wegen der Aquivalenz der
Normen!) vollstindig.
Wir zeigen: F' ist kontraktiv bez. || - || fir ein geeignet gewdhltes k > 0.

I(F)(t) = (Fz)(0)]| = ||/[f(fv(8)78)—f(i(S),S)]dS

~ exp(—k(t —t,))[|(F)(t) — (FZ)(t)]]

t

< Loexp(—k(t — 1)) /exp(k(s —1o)) [exp(—k(s—1o))||x(s) —(s)|]] ds

/

-~

to <[le—&||x
t

< (Loexp(—k(t —t,)) /exp(k:(s —t,))ds)||x — Z||x

to

1 -

= Looxp(=k(t = t,))[- exp(k(s = to))];, & = Zlx
L, - L, -

= o (L= exp(=k(t —to))llw — 2lle < -l — Zlx

~ (Fz) — FZ| < Lo||x — &||x ~ F ist kontraktiv bez. || - ||x, falls L, < k. O

AbschlieBendes Ziel (fir Kap. 8.2): 7Storungsresultat” fiir Anfangswertpro-
bleme bei Fehlern in der rechten Seite und in den Anfangswerten.

Satz 8.28
Es sei I = [to,t, + T|, un fir f: R™ x I — IR™ seien die Voraussetzungen
von Folgerung 8.26 erfillt. Es seien g € Cy,(I),a € IR™ g,,61 € IR, und
x, € IR™. x sei die Lisung von

2'(t) = flz(t),t), Vt € I, x(t,) = o,
x. sei die eindeutig bestimmte Losung von

2L(t) = fz(t),t) +e19(t), Vt € I, x.(t,) = z, + €0cr.
Dann gilt: 3K, > 0 : sup ||z(t) — x()|| < K,(|eo| + |1])-

tel
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Bewelis:

Es gilt (8.7): x(t) = =, —i—tftf(x(s), s)ds,

' ' Vtel.
z:(t) = xo +ea+ [ f(ze(s),s)ds + &1 [ g(s)ds
to to

o () — 2] < Jeallal + / £ (2(s), 5) — F(we(5), 5)]| ds + |es / lg(s)llds

-~

to <Lollz(s)—xe(s)||
to+T
o (le(t) — 2o (1)) < [|eo|||a||+|el|/||g< )lds] +L/||x —ra(s)|ds, Ve € 1
—_———— —_——
w(t) to to w(s)

~> Anwendung von Lemma 8.19 (Gronwall):

o w(t) = le®) — O < lealllall + ler] | l9(s)]lds] exp(LoT).

to

~ sup () = z(t)]| < exp(LoT) max{]|e], f lg(s)llds}(eof +[ea]). O

8.3 Anfangswertaufgaben fiir lineare DGL-Systeme
Wir betrachten die Anfangswertaufgabe

(2) () = A@t)z(t) + b(t), VtE [to,to+T], x(ts) = T,

wobei A: I — L(IR™),b: [ — R™, x, € R™.

Folgerung 8.29

Es seien A € C(I, L(IR™)),b € Cy,(I).
Dann hat (2) fiir jedes x, € IR™ genau eine Ldsung.

Beweis:

Anwendung von Folgerung 8.26. Die Funktion f (von dort) hat hier die
Gestalt

f(v,t) .= A(t)v +b(t), Vv € R™,Vt € I.

~ f:IR™ x I — IR™ ist stetig, und es gilt:

1f (v 8) = f(0, 0l = [[A()v = A@)o]| = [[A) (v = )]

< [A@llv = ol < sup Ao = I
(Vv,0 € R™ vVt €I)
Die Abbildung ¢ — |[|A(¢)|| (von I in IR) ist nach Voraussetzung stetig.
Folglich gilt L, := sup ||A(t)]| < +o0.
tel
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~» Die Aussage folgt also jetzt aus Folgerung 8.26. O

Ziel: Berechnung der eindeutig bestimmten Losung von (2).
Wir betrachten dazu zunéchst die sog. "homogene” DGL

(3) 2(t) = Alt)z(t), Vi€ [ty t,+T],
wobei A € C(I, L(IR™)) vorausgesetzt wird.

Lemma 8.30

Sei A € C(I,L(IR™)).

L:={z € C}(I): x ist Lésung von (3)} ist ein linearer Raum.

Aufler x = © verschwindet kein Element von L in einem Punkt von I.

Bewelis:

CL(I) ist ein linearer Raum. Seien z,Z Losungen von (3). Dann gilt fiir
beliebige «, 8 € IR:

(ax + B7) = ar’ + 87 = aA(-)z + BA(-)z = A(-)(ax + ()

~» L ist linearer Raum.

Annahme: 37 € £,7 # 0, IH € 1 : &(t) = 0.

Nach Folgerung 8.29 hat die Aufgabe 2/(t) = A(t)z(t), Vt € I, x(t) = 0,
genau eine Losung (obwohl # i.a. nicht linker Randpunkt von [ ist, liefern
die allgemeinen Resultate die Existenz und Eindeutigkeit). Offenbar ist aber
x = © Losung, und folglich miifite z = © gelten. ~» Widerspruch! a

Bemerkung 8.31
Betrachtet man X = C!(I) mit der Norm ||z|| := [|z]lec + [|7'||cc; wobei
|2|loo := sup ||z(t)||rm, so gilt fir den Operator

tel

A: X =Y =Cu(I), (Az)t):=2'(t) - At)z(t), Vtel,
daff A€ L(X,Y), und N(A) = L. (Ubung).
Definition 8.32
FEs sei A€ C(I,L(IR™)), und L sei wie in 8.30 definiert.

FEin System @1, ..., 0m € L heifst Fundamentalsystem von (3), falls fir alle
tel, oi(t),...,pm(t) € R™ linear unabhingig sind.

Lemma 8.33
Es sei A e C(I, L(IR™)).

a) Es existiert ein Fundamentalsystem ¢y, ..., ©m von (3) mit
oity) =¢; = (0,...,0,1,0,...,0), ¥j=1,...,m.
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b) Wir deﬁm’eren fir jedest € I, Q(t) : R™ — IR™,

]_
wobei @1, ..., o, das Fundamentalsystem aus a) ist.
Dann gilt:
- Q(t ) € L(IR™) ist bzyektw Vte I (dh N(Q(t)) ={0});

- fiir alle a € C} (I) gilt: Q(-)a(-) € CL(I), und
#OMa(®)] = Q) () + A)Q(t)alt), VteI;
- fir alle z, € R™ ist Q(-)x, Losung von (3) mit Anfangswert z,

Bewelis:

a) Nach Folgerung 8.29 existieren eindeutig bestimmte Losungen ¢; der
Aufgabe

() = A@t)x(t), vt e I, z(t,) =e;, Vj=1,....,m

Zu zeigen: @i, ..., om € L ist F undamengalsystem.
Annahme: 3t € [ so, daf <p1( )s -+, ©m(t) linear abhéngig sind.

~ de=(c1,.. . 0m) #0: Zcml()—o
Wir betrachten z(t) := Z cipit),Vtel. ~ T €L, 2(t) =0~ T =06.
i=1

~ Z(t,) = 0~ > cie; = 0 ~ Widerspruch!

i=1

b) Q(t) ist darstellbar als folgende Matrix:
Q(t) = (p1(t), w2(t), -, om(t))  (wi(t) sind jetzt Spalten)

- Q(to)y = ;iyjej =y
- p1(t), ..., om(t) sind fir jedes t € I linear unabhéngig,
~ Q(t)R™ = R(Q(t)) = R™, N(Q(t)) = {0};
- Sei a € O (D). ~ Q)alt) = 3 ay(t)g(t) ~ Q(Ja() € CLD).

und

QUIa() (1) = Dlai(t)es(t) + a,(t)h (1)

=1

= Q(t)a ()+Zaj() ()5 (1)
~ [QC)a() (1) = Qa'(t) + A( )Q(t)a(t);

.
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- Sei z, € IR™.
~ () = Q()w, = Zlfcoj%(') €L,
‘7:
und z(t,) = Q(t,) T, = 0 O

Satz 8.34
Es seien A € C(I,L(IR™)),b € Cy,(I),x, € IR™, und Q(t), t € I, sei wie in
8.33 definiert.

t
Dann ist die Funktion x € CL(I), z(t) := Q(t)[z, + [ Q7 (s)b(s)ds], Vt € I,
to

die eindeutig bestimmte Losung von (2).

Beweis:
Q~Y(t) existiert fiir jedes t € I nach Lemma 8.33 b). Nach Stérungslemma
7.37 gilt Q7' € C(I, L(IR™)), da auch Q € C(I, L(IR™)) ist.

t

~ das Integral [ Q'(s)b(s)ds ist als komponentenweises Integral iiber stetige
to

Integranden wohl-definiert.

Es geniigt zu zeigen: z € C} (I) und ist Lésung von (2). (Die Eindeutigkeit
folgt aus 8.29!)

t
Wir definieren a(t) := z, + [ Q7 '(s)b(s) ds, Vit € I.
to
Nach 8.33 gilt: = € C}(I), falls a € C}, ().
t
Es gilt: £ [ Q7' (s)b(s)ds = Q7' (¢)b(t). (Kap. 6.2, Satz 6.44 Hauptsatz der

to
Differential- und Integralrechnung)

~ x € CL(I) und
8.33 ~ 2/(t) = Q(t)d'(t) + A()Q(t)a(t) = Q()Q™ ()b(t) + A(t)x(t)

z(t,) = Q(ty)r, =x, ~> xist Losung von (2). O

Bemerkung 8.35

Durch Satz 8.34 wird die Berechnung der eindeutig bestimmten Ldsung von
(2) fiir beliebige b € C,(I) und x, € IR™ auf die Berechnung eines Fundamen-
talsystems @1, ..., pom mit pj(x,) =€, j =1,...,m, von (3) zurickgefihrt.
Folglich ergibt sich die Frage, ob, wann und wie man solche Fundamental-
systeme von (3) bestimmen kann.

Wir gehen darauf in Beispielen ein und behandeln danach den Fall A(t) = A.

Beispiel 8.36 (skalare lineare DGL 1. Ordnung)

2 (t) = a(t)x(t) + b(t), Vtel, x(t,) = x,, Voraussetzung: a,b € C(I).
t

Lésung der homogenen DGL: (t) = exp( [ a(s)ds), Vt € 1.

to
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~ @' (t) = a(t) exp(j a(s)ds) = a(t)p(t)

to

t

8.34 ~ x(t) = gp(t)[:co—l—/ﬁb(s)ds]

to

= exp(/t a(s)ds)[z, + jexp(/s a(u)du)b(s)ds], Vt € T

ist einzige Losung der skalaren linearen DGL 1. Ordnung.

Beispiel 8.37 (skalare lineare DGL m-ter Ordnung)
=Y a;()x ™)+ b(t), YVt € I, 2V (t,) = 145, 5 =0,...,m —1
1=1

(I = [to,to +T], m € IN),
wobei a;,b e C(I),Yi=1,...,m,z,; € R, j=0,...,m—1.
Analog zu Bemerkung 8.1 transformieren wir diese DGL in ein DGL-System

1. Ordnung (mit m Gleichungen). Wir fiihren dazu die folgenden Bezeich-
nungen ein:

T, 1= (xO,Ov Lol -3 Tom— 1) und I(-) := (I()v SL’/(-), s 7I(m_1) ))T
0 1 0O 0 ... O 0
0 0 10 ... O 0
Alt) =] A FRRORSN I
0 0 0 ... 0 1 0
an(t) ama(t) ... () b(1)

~> (%) ist im Sinne von Bemerkung 8.1 dquivalent zu folgendem DGL-System:
(o) T(t) = AD)T(t) +0(t), VteE L T(to) =T,

0
() ()
) 0

=1 (.) 20m-1) () "

Nach Voraussetzung ist A : I — L(IR™) stetig, und ebenfalls b: I — IR.

~> allgemeine Theorie ist anwendbar, z.B. existiert also genau eine Ldsung
des DGL-Systems, und diese hat die Gestalt wie in Satz 8.36. Das Ergebnis
von 8.34 lafit sich auf diesen besonderen Fall spezialisieren.
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Wir betrachten zur Vereinfachung nur den Fall m = 2, d.h.

2"(t) = a1 ()2’ (t) + ax(t)x(t) + b(t), Vt €I, x(ty) = Too, T'(to) = Tt
(Voraussetzung: ay,as, b € C’( ))
Es seien @; = (%1 € C3(I), pilto) =€, i=1,2, (e1 = (), e2 = (7)), mit
©oi(t) wi(t), Vtel,

(22::) (% af@) (7). wer

Lésungsgestalt fiir () (mit m = 2) nach Satz 8.34:

t)[z, + /t Q!

wobei Q(t) = (p1(t), pa2(t)) = ( gi;gg zz;g )

Insbeondere interessiert uns nur die erste Komponente x(-) von Z(-), d.h. die
Losung der obigen skalaren DGL 2. Ordnung.
Nach Lemma 8.33 ist Q(t) nichtsinguldr fir alle t € I. Es gilt:

L em(t) —palt)
Q)™ = w(t) <—<P12(t) ©11(t) ) ’

w(t) := det Q(t) = p11()p2(t) — 12(t) P2 (t)
(" Wronski-Determinante”)

S
—~

~ l’(t) = Soll(t)xoo + 9021(1:)1’01
t t

+<p11(t)/ Mdsjupzl(t)/ Mds

w(s)
to to
¢

= 1 ()[Too —/%ds] + a1(t)[zo1 +/%ds]

Beispiel 8.38 (DGL-System mit konstanten Koeffizienten)

Spezialfall von (2): A(t) = A, A reelle (m, m)-Matriz.

In diesem Fall lafit sich die ”Fundamentalmatriz” Q(t) = (p1(t), ..., om(t))
explizit angeben. Es gilt:

Q(t) =exp(A(t —t,)), VYt € I  (vgl. Bem. 7.40 bzw. Algebra-Vorlesung)

Als Anwendung der Jordan-Normalform wurde in der Algebra-Vorlesung die
Matriz exp(At) wie folgt charakterisiert:
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Satz 8.39
Es seien Aq, ..., A\, die Eigenwerte der Matriz A, und p; seit die Gréfle des

gropten zu A; gehdrenden Jordan-Kdistchens, j =1,...,7, wobei
AL AL - Asy A komplexe und Aogyq, ..., A\ reelle Eigenwerte von A sind.
Dann gilt

s

exp(At) = Z(Bj (t) cosw;t + C;(t) sinw;t) exp(a;t) + Z D;(t) exp(Ajt),

wobei N\; = a; +iwj, j = 1,...,s, und die B;,C;j, D; (reelle) Polynom-
Matrizen vom Grad < p; sind.

Die eindeutig bestimmte Léosung von x'(t) = Az(t) + b(t), Vt € I, z(t,) = x,,
it

x(t) = exp(A(t —t,)) o + /exp(A(t —5))b(s)ds, Vtel.

(Q)Q™(s))" = exp(A(t — to)) exp(—A(s — t,)) = exp(A(t — 5)))

Beweis:
siehe Algebra-Vorlesung, Satz 8.34, Bemerkung 7.40.

Bemerkung 8.40
Betrachtet man die Aufgabe (2) auf dem unendlichen Intervall [t,, +oo[, wobei
A e C(,L(IR™)),b € C,(I), so existiert nach Folgerung 8.29 (8.26 bzw.
Bemerkung 8.27) auch genau eine Losung von (2) auf I.
(wegen f(v,t) = A(t)o+b(t), [|f(v, ) = f(@,0)|| < [[A@)|[ [[o—0l, L: T — IR

——’

L(t)

stetig, und die allgemeine Theorie ist anwendbar.)

Folgerung 8.41

Fiir die Figenwerte \q,...,\. der Matrix A gelte Re\; < 0, Vi = 1,...,r.
x € CL([t,, +0o|) sei die eindeutig bestimmte Lisung (gemdfs 8.40) von
2'(t) = Ax(t), Vt e [t,, +oof, x(t,) = .

Dann gilt }E& |z(t)]| = 0.

Beweis:

Nach Satz 8.39 gilt: z(t) = exp(A(t—1t,))z,, Vt € [t,, +00[, und exp(A(t—t,))
hat die dortige Struktur.

Die Aussage folgt nun daraus, daf exp(a;t) — 0,5 =1,...,s,

exp(Ajt) — 0,j = 2s+1,...,r, und diese Konvergenz schneller ist als die
Divergenz der Polynome (in Bj, C;, D;) gegen oo.
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Beispiel 8.42 (mechanische Schwingungen)
Es sei W —-Gewicht, R—-Riickstellkraft der Feder, D—Ddmpfungskraft,
F—auflere Kraft, dann gilt:
mi =W+R+D+F=mg—K(Al+z)—ct+F, (mg=KAl)
= —Kr—ct+ F
~ mi(t) + ci(t) + Kz(t) = F(t), ,t€[0,+o0]
F—periodische Erregung, F(t) = F,cosw,t.
Voraussetzung: ¢ < 4km.

Ziel: Berechnung von x!
Transformation auf DGL-System 1. Ordnung (vgl. Bsp. 8.87): i = —£z —

Li4+ L
d [z 0 1 x 0
a\e) =\t ) \a) " (20

=4 =:b(t)
() _ B z(0)) ¢ B 0
s~ (10) = etat—) (50 )+ ewtait) (5 o, ) ds
=:b(s)
Figenwerte von A:
M- A= (2 )\:rlg) o det(A] — A) = AA+ £) + &,

0=det(A\[ — A) = A2+ A4 &

c c k c 1
= ——— + — 2 - — = —— 4+ — /2 -4k
e 2m (2m> m 2m  2m ¢ m
1
= - i VIkm - .
2m m B

Satz 8.39 ~ exp(At) = (C) coswt + Cysinwt) exp(at) mit gewissen Matrizen
Cl> C12 .

Berechnung von Cy, Csy:
Wir betrachten

%exp(At) = Aexp(At)

= (—Clwsinwt + Cyw coswt) exp(at)
+(Cy coswt + Cy sinwt)a exp(at)
= (C1(—wsinwt + acoswt) + Cy(w coswt + asinwt)) exp(at)
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t=20: AzCla+C'2w:aI+ng'\f>C’2:%(A—a[).

~ exp(At) = (I coswi + é(A — al) sinwt) exp(at)
coswt — £ sinwt 1 ginwt
- ( —% siwnwt coswt—?% +%) Slnwt) exp(at)
/ 0
~s Ofexp(A(t —5)) <%coswot> ds
t 1 - F,
- Of( (cosw(t — s)wjl?%(: %i)s?n(f(stw_oss))% 08wy ) exp(a(t — s))ds.

~ x(t) = [(coswt — gsin wt)z(0) + % sinwtt(0)] exp(at)

t
F, :
—l—m /sm w(t —s)exp(a(t — s)) coswys ds, ¥Vt € [0,T]
0

ist Losung unserer DGL — mi + ci + kx = F, cosw,t, Vt € [0,T.

Spezialfall: Dampfung ist vernachldssigbar, d.h. c =0~ a =0,w = \/%
t
~ z(t) = coswt 2(0) + L sinwt (0) + L2 [sinw(t — s) cosw,s ds.
0
FEs gilt: sinw(t — s) = sinwt cosws — coswt sin ws.
t t t

~ fsin w(t—s) cosw,sds = sin wtfcos WS COS W,SdS—cos wtfsinws coSw,sds.
0 0 0

1.Fall: w # w, ~ die beiden obigen Integrale berechnen sich dann zu

[sin(w—wo)s sin(w—l—wo)S]t baw _[Cos(w—wo)s cos(w—l—wo)S]t
2(w—wo) 2(w+w,) Ho ’ 2(w—wo) 2'(w+wo) 0- '

~> z(+) ist eine Funktion, die polynomial in sin wt, coswt, sinw,t, cosw,t ist.

~> x(+) ist oszillierend, aber mit fester Amplitude.

2.Fall: w=w,
1
~ z(t) = cosw,tx(0) + — sinw,ti(0)
Wo
t t
+—2 [sinwot/(coswos)zds— coswot/sinwos CoS W,sds|,
Well
0 0

und diese beiden Integrale berechnen sich dann zu
55 + 2o 5in 2w,sf bzw. [5-(sinw,s)];
~ x(+) ist eine Funktion, die polynomial in sinw,t, cosw,t ist und den

kritischen Term Uf; ~tsinw,t enthdlt!
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~» oszillierender Term mit wachsender Amplitude!

Das ist der sog. Resonanzeffekt bzw. die sog. Resonanzkatastrophe (Frequenz
der dufSeren periodischen Errequng ist gleich der Eigenfrequenz w!)

Bemerkung: Bei vorhandener Dampfung ¢ > 0 entsteht der Term

Lo, (—54) sinwyt
exp(—1) sin w,t,
2w,m P 2m

bei kleinem c > 0 diberwiegt zundchst t, und nur asymptotisch konvergiert die
Amplitude gegen 0.

9 Numerische L6sung nichtlinearer Gleichungs-
systeme

Aufgabe: geg.:  f: D(f) — IR™, D(f) C R™

ges.: a. € D(f) mit f(2.) = (fi(za), ..., fin(.)) =0

Spezialfille und Anwendungen

a) klassische Spezialfiille:
flz) == Az —b, A € L(IR™),b € IR™ (lineares Gleichungssystem
(GLS))

f(z)~Polynom in z (m = 1) (Nullstellenbestimmung von Polynomen)

b) Minimumprobleme ohne Restriktionen:
(%) min{g(z) : z € R™}, g : R™ — IR™.
Besitzt g alle partiellen Ableitungen, so sind Losungen von (x) zugleich
Losungen des nichtlinearen GLS f(z) = Jy(x) = 0.

c) Bei der numerischen Berechnung komplizierter Aufgaben, z.B. DGLen,
entstehen als Teilaufgaben nichtlineare GLS.
Beispiel: Zweipunkt-Randwertaufgabe fiir gewchnliche DGL
(t) = f(z(t),t), Vtelt,T], f: R" xR — IR,
r(z(ty,),z(T)) =0, r: R™ x R™ — IR™. (vgl. Bem. 8.4)
Sei x(+;x,) Losung der DGL mit Anfangswert x(t,) = z,. Losung des
Randwertproblems bedeutet dann die Bestimmung eines Anfangswertes
x, mit 7(z,, z(T, x,)) = 0. (Nichtlin. GLS fiir den Anfangswert z,)

d) praktische Aufgabenstellungen fithren oftmals direkt zu nichtlin. GLS,
z.B. sind stationére Zustédnde elektrischer Netzwerke Losungen grofler
(m grof) nichtlinearer GLS.
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Problematik der Aufgabenstellung

a) Die Situation bez. der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen ist kom-
pliziert. Denkbar sind z.B.: keine, eine, endlich viele, abzéhlbar viele,
iiberabzéhlbar viele Losungen.

Beispiele:

i) f(x1,29) = (23 — 29 + @, —1 + 75 + ), V1,29 € R.
f(z1,22) = 0 < (x1,22) Schnitt- oder Beriihrpunkte der beiden
Parabeln z = 23 + o und z; = 23 + «a ist.

o > i ~» keine Losung

o= i ~» genau eine Losung
a€[0,5[ ~ zwei Losungen

a <0 ~ 3oder 4 Losungen

ii) f(og,22) = (sina; — I2,$%)7 (x1,29) € IR?.
~» Losugen: (z1,x5) :sinx; =0, zg = 0.

iii) f(x1,22) = (x1 — 56“27%% - x%), (21, 22) € IR,

~» iiberabzihlbar viele Losungen: (1, x2) : 1 = 9

b) Existenzsitze fiir Losungen nichtlinearer GLS gibt es nicht fiir hinreichend
allgemeine Fille, z.B. ist die Anwendung des Banachschen Fixpunkt-
satzes moglich, fithrt aber nur in speziellen Situationen zum Erfolg.
Notwendig fiir eine erfolgreiche numerische Behandlung ist eine ”geo-
metrisch isolierte” Losung, d.h. in einer gewissen Umgebung gibt es
keine weitere Losung.

3o 1
Beispiel: f(x) = wising L,z 70

0 ,x =20
~» (0 ist nicht isoliert.
Spéter setzen wir als stérkere Bedingung voraus, dafl in der Losung x,

von f(z) = 0 die Jacobi-Matrix existiert und regulér ist.

c) Numerische Verfahren, die in endlich vielen Schritten eine Losung be-
stimmen, sind eine Ausnahme. Deshalb finden hier generell nur iterative
Verfahren vom Typ 25,1 = ®(z) Anwendung.

Im folgenden wird eine Klasse von Funktionen ®; (k € IN) konstruiert,
so daf bei hinreichender Néhe des Startpunktes zur Losung x, Konver-
genz ry — . gezeigt werden kann.

9.1 Newton- und Newton-dhnliche Verfahren

Die Grundidee eines iterativen Verfahrens zur Losung nichtlinearer GLS
f(x) = 0 besteht in der sukzessiven Linearisierung von f in der Iterierten
xy fiir alle k € IN, und Berechnung von x4, als Nullstelle der linearisierten
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Funktion.
Die Linearisierung von f hat die Gestalt

fr: R™ — R™, fi(x) = f(x1) + Ap(z — 1), Yo € R™,

wobei Ay eine (m, m)-Matrix ist (€ L(IR™)).

xp,1 wird als Nullstelle der Linearisierung fk(:c) bestimmt: fk(ka) = 0.
"Prototyp” einer solchen Linearisierung ist Ay, = f'(z), falls f Fréchet-
differenzierbar ist. (vgl. Kap. 5.2)

Allgemeiner Verfahrensansatz:
Vor.: D(f) C IR™ offen, f : D(f) — IR™ Fréchet-differenzierbar,

Tpy1 = T — [F(xmm hk)]_l(f(xk))a k€ WwIO € D(f)>

wobei 0 < my, < k (k € IN) und F wie folgt definiert ist:

F:{(z,h):x e D(f),he R,z +he; € D(f)(j=1,...,m)} — L(IR™),
F(r,0) = f/(x), ¥ € D(f)

F(z,h) = (5(f(z +her) = f(2)), ..., 5 (f(z + hey) — f(2))), B #0.

Spezialfille dieser allgemeinen Verfahrensklasse:

a) hy =0,my =k, Yk (Newton-Verfahren)
~ a1 = @ — [ (@) 7 ()

b) hi =0,my =0, Vk (vereinfachtes Newton-Verfahren)
(andere Varianten: my wéchst langsamer als k)

c) hi > 0,my = k, Yk (Sekanten-Verfahren)
Hier entspricht die zugrundeliegende Linearisierung (anders als beim
Newton-Verfahren) der linearen Funktion fr mit fo(zr) = f(zz) und
fk(l’k + hﬁ’j) = f(l’k + hﬁ’j), ] = 1, e,

Probleme:
e Durchfiihrbarkeit des Verfahrens? (z.B. xy, € D(f), 3[F (zm,,, ") '7)
e Konvergenz und Konvergenzgeschwindigkeit gegen x,
e Wahl von z,

Lemma 9.1 Sei D(f) C IR™ offen, f: D(f) — IR™ stetig differenzierbar.

a) Fir alle x, € D(f) und alle ¢ > 0 existiert ein 6 > 0 so, dafs

IF(x,h) — f/(z,)| <& Vo€ B(xy,d),Vh:|h| <6
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b) Sei Jy(x,) inx, € D(f) reguldr. Dann ezistieren C >0, 0 > 0 so, dap fiir
alle x € B(x,,0) und fir alle h mit |h| < § F(x, h) stetig invertierbar
ist, und ||[F(z,h)]7Y < C.

Bewelis:

a) Sei z, € D(f) und € > 0 beliebig, sei f in z, stetig differenzierbar ~» f
ist in x, Fréchet-differenzierbar (Satz 5.32). Sei D(f) offen ~ 35, > 0:

B(z,,d,) € D(f)-
Wir wéhlen §; > 0 so, daB d;(1 + max lle;ll) < do-
]:

7777 m

Sei nun x € B(z,,6;) und h € IR, |h| < & beliebig. Dann gilt:
x+ he; € B(x,,0,) € D(f), (j=1,...,m), weil

-----

do-
~> F(x,h) ist definiert.

Da auf IR™ alle Normen dquivalent sind (Satz 7.10), existiert eine
Konstante K > 0 so, dafl
1F(z, h) = f'(xo) | < K[IF (2, h) = f'(o) ]l

= B g, 3 e + hey) = ) - )

Aus Satz 5.43 folgt, daB Vi, j = 1,...,m30;; € [0, 1] so, daB

ofi
a.flfj

1 i B
E(fz‘(f'f + hej) — fi(z)) = Efz’ (z + ©ijhe;)(hej) = 5—(0).

Da nach Voraussetzung alle partiellen Ableitungen von f in z, stetig
sind, existiert ein § < 4, so, daB )
e (y) — g2 (wo)| < 5, Yy € Blao, ).

Ox; Ox; mk’

.....

b) Da Jg(z,) regulér ist, ist f'(z,) € L(IR™) stetig invertierbar.
(f'(20)2 = Jy(z0)2, V2 € ™)
Aus a) folgt: Es existiert § > 0 so, dafi Vo € B(z,,d), Vh, |h| <6
| F(x,h) — f'(z,)] < m Aus Satz 7.37 (Stérungslemma) folgt:
F(x,h) ist stetig invertierbar, und [|[F(z, h)] || < |[[f/(zo)] 7.
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Satz 9.2 (7lokaler Konvergenzsatz”)

Sei D(f) € IR™ offen, f : D(f) — IR™ stetig differenzierbar. Es existiere
x. € D(f) mit f(z.) =0, und J¢(x,) sei requldr.

Dann existiert ein > 0 so, dafs fiir alle v, € B(x.,9), (h)rem, und (mg)remn,
mit |hg| <0, 0 < my <k, Vk € IN, das Iterationsverfahren

Tppr o= 2 — [F (@, b)) 7 (f(2r), (k€ IN)
durchfiihrbar ist, und dafS gilt: klim |zk — x| = 0.

Beweis:
Sei a €]0, 1 beliebig gewihlt. Aus Lemma 9.1 folgt die Existenz von C' > 0,
d > 0 so, daB Vo € B(z,,d), Vh: |h] <9:

I[F(, )] <C und |[F(z,h) = f/(2.)]| < —

2C

Sei nun z, € B(x*,é) und |hg| < 0,0 < my, < k,Vk € IN,. Wir zeigen
induktiv: @y € B(7.,0), Vk € IN,.

Sei bereits x; € B(x., d).

~ Nz — @l = llak — 2 = [F (@, hi)] ™ (F () —@)H
< NEF @) M () = flz) = F(fﬁm; hie) (e — . )|
< Cllf(ee) = fla) = Fwm, hi) (2 — @)

+f (@) (@ — @) = f(@) (@ — 2
< O f(ww) = fl=) = fz) (@ — 2
+ /(@) = F (@, )| | — 2. ]))

<3¢
o
< C(sup ||f (e + t(zp—2.)) = f (@) [ lzx — 2. + 5512k —2.]]
te[0,1] ~ - 2C
F(zs+t(zgp—zx),0)
(nach Folgerung 5.47 b))
< Clgg + ge)llee — vl = o — ] <
<6
~ Tpy1 € B(w,, 52.
Insgesamt: x € B(z,,0), Vk € IN,. ~ Verfahren ist durchfithrbar.
~ lag — 2l < allay — 2. < oM o — 3| < oFFe - 0.
N—— -
<5
'\»klim |xx —z]| =0 O

Ubung 9.3
Unter den Voraussetzungen von Satz 9.2 existiert ein 6 > 0 so, daff die Kugel

B(x,,d) keine weitere Losung von f(x) = 0 (als x.) enthdlt, (d.h. x, ist
geometrisch isolierte Losung von f(x) =0).
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(Hinweis: Man fiihre den Beweis indirekt!)

Bemerkung 9.4

Satz 9.2 besagt: Setzt man fir eine stetig differenzierbare Funktion f die Fxi-
stenz einer Losung x, von f(x) = 0 mit Jp(x,) requldr voraus, so konvergiert
das allgemeine Iterationsverfahren

Tp4+1 ‘= T — [F(l’mk, hk)]_lf(l'k), k‘ = 0, 1, 2, e

gegen x,, wenn man nur den Anfangswert x, "gentigend nahe” an x, und die
Schrittweite hy, hinreichend klein wdhlt.

Der Radius 0 des ”Einzugsbereiches” B(x,,8) kann dabei sehr klein sein:
er existiert aus Stetigkeitsargumenten und ist folglich kaum quantifizierbar
(vgl. Bem. 9.8). Die Anwendung des Satzes mufl also wie folgt verstanden
werden: Entweder kann durch genaue Untersuchung der Aufgabenstellung
ein geeigneter Startwert x, gewdhlt werden, oder man versucht durch andere
Methoden (zu ”Globalisierung” und Einbettungsmethoden in Kap. 9.2) einen
Startwert x, zu bestimmen. Pragmatisch geht man so vor, daff man x,
und h, wahlt und nach Durchfihrung der ersten Iteration(en), abhingig vom
Ergebnis derselben, evtl. neue Entscheidungen tiber die Wahl von x, und h,
trifft.

Die eindimensionalen Varianten

des allgemeinen Iterations-

verfahrens sind die bekannten

Newton- bzw. Sekantenverfahren

fiir reelle Funktionen:

Algorithmus 9.5
Step 0: Wihle x, € IR™, h, € IR; setze k = 0,my, = 0; wdhle € > 0,
Step 1: Lose das lineare Gleichungssystem:
F(x,, bi)2e = — f(z)
Step 2: Tpi1 = xp + 2k
Step 3:  Teste ||xp1 — xx]| < € bzw. ||f(xp)| < e
ja: ENDE
Step 4: k:=k+ 1, wdhle evtl. neues hy € IR, m;, € IN; GOTO Step 1

Beispiel 9.6
Fiirm = 2 betrachten wir das nichtlineare Gleichungssystem (vgl. einleitendes

Beispiel)
2 _ g —
ren=( 500 )=(0)
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Erxate Lisung: —x+ (22 —1)2—=1=0
—z+at =227 =0

r(—1+2%—22)=0
rx+1) (22 —2-1)=0

) O _1 1+\/5 1—\/5
Losungen: x, = (_1 ) ; ( 0 ) S T I V- B
2 2

Wir wenden nun das Newton-Verfahren an (partielle Ableitungen sind leicht
berechenbar).
Jacobi-Matriz J¢(x,y) = ( Exl ;yl ), det Je(x,y) = 4oy — 1.

_ 2¢ 1
U™ = = (3,

Newton-Verfahren konkret:
Step 0: (7,,9,) € R?, e >0, k:=0

. .. Ql’k -1 . xi—yk—l
Step 1. Lose(_l ka)Zk__<—Ik+y%—1

RV

Step 2: Tpi1 = Tp + 2k, (:Z’k = Z: )
Step 30 ||wpr — x| <& baw. [|f(zp41) <e?

ja: ENDE
Step 4: k:=k+1, GOTO Step 1

Beispiel: (x,,v,) == (0,0), e :=5-1073
~ T — 7 1 (Ql’k 1)( l’z—yk—l )
+1 k Azpye—1 1 Qy —xp + y% -1
wa=(Vo)(9)-(5)
10 -1 -1/’
—1 -2 1 1 —2
se=(5)-5 (7 L) (1) -(5)

-2 —0.619047
To — 1 ~ . B B .
~ T3 = < %3) ~ (—0.619047)’ exakt: 0.618034, || f(z3)]|2 = 0.32

andere Startpunkte:

1+v5
To = (1,1) ~ Z1 := (2,2) — wahrscheinlich gegen | | 2 |,
2

To = (1,0) ~ Ty := (=1, )17, 75 = (&, —22).

Also: Die Wahl des Startpunktes ist problematisch, wenn eine bestimmte
Nullstelle berechnet werden soll. (Man beachte in diesem Zusammenhang, dajs
das " Newton-Fractal” z.B. die grafische Darstellung des Konvergenzverhaltens

des Newton-Verfahrens fiir bestimmte Funktionen f :@ — @' ist!)
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Zur genaueren Untersuchung der Konvergenzeigenschaften der betrachteten
Iterationsverfahren benétigen wir die genauere Charakterisierung der Stetig-
keitseigenschaften von F'(z,h) (unter stirkeren Voraussetzungen als in Lem-
ma 9.1).

Lemma 9.7

Es sei D(f) € IR™ offen, f : D(f) — IR™ stetig differenzierbar in D(f),
und alle partiellen Ableitungen von f seien Lipschitz-stetig in D(f) (mit
Konstante L ).

Dann existiert eine Konstante Ky > 0 so, daf fiir alle x, € D(f) ein 6 > 0
existiert, mait

17 (2, k) = f'(@o)ll < KiL(|x — @6l + |R]), Yz € B(a,,0), Yh: |h] < 6.

Beweis:

Sei z, € D(f) beliebig gewihlt. Wie in Lemma 9.1 wihlen wir zunéchst
§ > 0 so, daB fiir alle * € B(z,,6) und alle h € IR mit |h| < § die Matrix
F(z,h) definiert ist.

Seien nun = € B(x,,d) und h mit |h| < § beliebig gewihlt. Wie in Lemma
9.1 schétzen wir mit geeigneter Konstanten K > 0 folgendermafien ab:

ofi

1F (2, h) — f'(z0) +Oyhej) — 5 = (20)], (845 €]0,1[)
..... T
< K max ZL||:E—:EO+@,Jhe]||
..... ~
< KL max > ([la— | + [hl]le;]])
1t e
= KLY (lle = ol + [Bllle;])
7=1
< KLY (lle = ol + [Bllle; 1) (1 + [le;])
j=1
= K> (1+lejl) L(lle — ol + R]) O
j=1
o
Satz 9.8

Es seien die Voraussetzungen von Satz 9.2 erfillt, 6 > 0 wie dort gewdhlt.
Mit x, € B(z,,9), |h] < 6, 0 < my < k, (k € IN,) betrachten wir die
Iterationsfolge

Tt = 2 — [F (2 b)) f ().
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a) Falls hy — 0 und my, — o0, so gilt fir (xg)kem, entweder xy, = x, fir ein
k, € IN,, oder lim lren—ael _ ()

koo [Tk

b) Sind zusdtzlich alle partiellen Ableitungen von f Lipschitz-stetig in D(f),
so existiert ein C, > 0 so, daf$ im Falle hy, — 0, my — oo ir hinreichend
grofie k gilt:

lorr = 2l < Colllzk = wall + lwm, — ol + [Pz = 2]

Insbesondere erhalten wir fir my =k, hy, =0 (k € IN,) fiir hinreichend
grofses k:

|Zhi1 — .|| < 2C,||lz) — 2|2 (" Newton-Verfahren”)

Bewelis:

a) Sei (hy) Nullfolge, und es gelte my - oo.

lzpyri—zll
=T ||

z.z.. Entweder existiert k, € IN mit x;, = x, oder lim

Verwendung der entsprechenden Abschétzung im Beweis von Satz 9.2:

[2er1 — 2ol < Clf () = f(20) = F(@m, hie) (2r — @)
< C(If () = fle) = f ) (mr — 2|
HI(F () = F(@my, b)) (2x = 2.])

() Mzer — 2 < O s 1 (e 4+t — @) = f () [[[Jox — 2]
tel0,

(@) = F (@, )l — . ]])
(nach Folgerung 5.47 b)

1.Fall: 3k, € IN : x}, = x,, und die Folge (x}) ist ab k = k, konstant.
2.Fall: Vk € IN : xp # x,.

Tpa1 — T
Joeo =@l o o gup 17/ + - 22)) = £
|z — 2. te[0,1]

(@) = F(@my, b))

Wir wissen: x, — z, (Satz 9.2), und z,,, — x., hy — 0.

Sei € > 0 beliebig gewéhlt. Nach Lemma 9.1 existiert ein §, > 0 so, dal
| f(x.) — F(z,h)|| < 5=, Vo € B(x.,0,), Yh € IR : |h| < 5,

Nach Voraussetzung existiert ein j, € IN so, daBl |hy| < d,, zx €
B(24,06,), Tm, € B(24,6,), Yk > jo.

~ fiir alle & > j, gilt: 22l < O(£ 4+ 2) =,
~ 3 lim ezl
P Fre|
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b) Seien nun die partiellen Ableitungen von f auf D(f) Lipschitz-stetig (mit
gemeinsamer Lipschitz-Konstanten L), und es gelte my — oo, hy — 0.
Wir beginnen mit Ungleichung (%) aus Teil a).
Lemma 9.7 besagt (fiir z, = x,): 3K; >0, 35 > 0 :
17 (@, k) = f'(z)|| < KiL(||lx — z.||h]), Yo € B(x.,4), Vh : |h] < 4.
~ fir hinreichend groes k € IN folgt dann aus (x):

[2p41 — zof| < C(EGL sup ||zs + t(wg — 24) — 2|
te[0,1]
T KL L([| @y, — 2| + [In])) |2 — 2]
< CKiL([lwe — ol + [[#m, — @l + [k]) |2 — 2]
C

Spezialfall: Newton-Verfahren: hy := 0, my :=k
o flran — @l < 26|z — 2. =

Bemerkung 9.9

Ist fiir das Verfahren xpi1 = xp — [F(@p, b)) f(2r), k = 0,1,2,..., die
Konvergenzeigenschaft aus 9.8 a) erfillt, so sagt man, daff das Verfahren
tberlinear konvergiert. In Satz 9.2 war nur dessen sog. lineare Konvergenz
bewiesen worden, d.h. |zx1 — x| < |z, — x|, Vk € IN,, a €]0,1].
Uberlineare Konvergenz ist in praktischen Anwendungen erstrebenswert!

Ist die Ungleichung ||zpi1 — .|| < const||zy — @.||* fiir hinreichend grofes
k € IN erfillt, so heifst das Verfahren quadratisch konvergent.

Fiir Sekantenverfahren, d.h. hy # 0 mit my = k erhdlt man aus b) die
folgende Abschdtzung:

i = @l < Co@llar — 2l + |l — 2.

(Bei bekannter Losung x, kinnte hy, < ||xy — x.|| gewdhlt werden, und man
erhielte quadratische Konvergenz.)

Idee fiir die Wahl von hy: hy := Bz —xk_1||, Yk € IN, wobei § > 0 konstant.
Man erhdlt dadurch folgende Konvergenzgeschwindigkeit:

|z — x| < CaTk, fiir hinreichend grofles k € IN,

wobei C > 0; a €]0,1[, T* =t +1, 7 = 1+_2\/5
Satz 9.2 hitte nur die lineare Konvergenz, d.h. T = 1, geliefert!

(Literatur: H. Schwetlick: Numerische Ldosung nichtlinearer Gleichungen,
Verlag der Wissenschaften, Berlin 1979, Kap. 5.3)
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Beim Implementieren von Sekanten-Verfahren sollte neben der obigen Wahl
der Schrittweiten aufSerdem beachtet werden, daf$ hy, nicht "zu klein” gewdhlt
wird, damit bei der Berechnung der Differenz f(xy + hixe;) — f(xy) kein zu
grofser Informationsverlust auftritt. (”Ausloschung” der richtigen Stellen)
(Schwetlick, Kap. 5.3)

Beispiel 9.10
Newton-Verfahren fir m = 1: x4 := xp — ]{,((:;’;'3), k=0,1,2,...
Wir betrachten f(z) = 2* — a, (a > 0), und untersuchen dafiir das Newton-

Verfahren.

2
Ty —a 1 a 1 a
. = ( Tk Tk LL’k> 2(1% xk>’ [

~ T4l = Tk —

In Beispiel 3.11 g) wurde gezeigt, dafS die Folge xy fir beliebigen Startwert
x, > 0 monoton fallend gegen x, = \/a konvergiert. Fiir [ sind die Voraus-
setzungen von Satz 9.8 auf D(f) = IR erfillt. Also konvergiert das Newton-
Verfahren (und damit das obige Verfahren zur Wurzelberechnung!) quadra-
tisch!

Bemerkung 9.11
Unter den Voraussetzungen von 9.8 lassen sich (in Abhdngigkeit von f bzw.
x,) die Griflen genauer charakterisieren, die fir die ”Kleinheit” (bzw. ”Gro-
Be”) des Radius 6 > 0 der Startkugel B(z,,8) von Bedeutung sind. Nach
Beweis von 9.8 gilt fiir v; € B(x,,9), |hi| <8,i=0,...,k:
[2pe1 — 2] < KLCL([|2 i )+ llffmkv— L |L+@)|lxk — 2|
=:Co <5 <5 <s

< 3K \CLO||xy — x|

Konvergenz erhdlt man also dann, wenn 3K,CL6 < 1 gilt.

Da Ky nur die Rolle einer ”Normiibergangskonstanten” spielt, beeinfluffen
vor allem die Konstanten C' und L die Grifie von 6. Ist also CL "grofS”, so
mufl & "klein” gewdhlt werden (und "umgekehrt”).

L ist die gemeinsame Lipschitz-Konstante der partiellen Ableitungen von f.
Aus 9.2 folgt, dafy C wie folgt gewdihlt werden kann: C := ||[f'(z.)] 7.

Fazit: Die Wahl von § wird durch die Konstante L||[f"(z.)]7Y| beeinfluft!
Man nennt die Zahl L||[f'(x.)] || Kondition der Lisung x. der nichtlinearen
Gleichung f(x) = 0.

Spezialfall: lineares Gleichungssystem f(x) = Ax —b, A (m,m)-Matriz, b €
R™, A reguldr.

~s es emistiert genau eine Lisung x, == A™1b.

Es gilt: f'(z) := A, ~ [f'(z)]"' = A7, L:=||4].

~ Kondition von x,: cond(A) := ||A||||A7Y| ist die Konditionszahl.
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Bemerkung 9.12
FEin Iterationsverfahren der Gestalt

(%) Tyt =T — pr, k € IN,,  (px "Richtungsvektor”)

zur Liosung von f(x) = 0 heifft ”Newton-ahnlich” bez. x, mit f(z,) = 0
und f'(x,) reguldr, falls fir jede durch das Verfahren erzeugte Folge (zy), die
gegen x, konvergiert, gilt:

T @)l @l _
koo | [f/ ()] f ()l

J

~~

Newton— Richtung

Man kann zeigen (Schwetlick, Kap. 5.2):

Erfillt x, die Voraussetzungen von Satz 9.2, so ist (x) genau dann Newton-
dhnlich, wenn es tberlinear konvergent ist.

Hat insbesondere py die Gestalt pp = A,;lf(:)sk) mit einer Folge reguldrer

Matrizen Ay, so ist das Verfahren (x) unter den Voraussetzungen von Satz
9.8 b) Newton-dhnlich gdw.

o NG = J/ @) 11 = )]

k=00 [ k1 — 2l

=0.

Hinreichend fir die letztere Bedingung ist klim |Ax — f'(zx)|| = 0.

Die bisher in diesem Kapitel betrachteten Matrizen Ay, namlich

Ay = F(xp,, h) hatten gerade diese Eigenschaft, falls my — oo, hy — 0
(vgl. Lemma 9.1). Dies ist ein neuer Beweis fir die tiberlineare Konvergenz
der bisher betrachteten Verfahren (vgl. Satz 9.8 a)).

Es existieren jedoch Newton-Verfahren vom Typ
LTkl = T — Alzlf(xk)a ke Woa

fiir die die Bedingung klim |Ax — f'(zx)|| nicht erfillt ist.

Idee: Bestimmung von Ay nur aus schon bekannten Funktionswerten, genauer
aus Sk = T — Tp_1 und yp = f(xx) — f(zr_1. (Es werden keine weiteren
Funktionswerte bzw. Ableitungen bendtigt.)

Definition 9.13

Ein Iterationsverfahren der Gestalt xp 1 = ) — A,;lf(xk), k € IN,, heifst
Quasi-Newton- Verfahren, falls (Ay) eine Folge requldrer (m, m)-Matrizen mit
der FEigenschaft Axsy = yx, (Vk € IN,) (”Quasi-Newton-Gleichung”) ist,
wobei Ay in folgender Weise aus Ay_1, Sk, yr hervorgeht:

Ay = O(Ag_1, sk, k) (TAufdatierungsformel”),
O L(R™) x R™ x IR™ — L(IR™) heifst Aufdatierungsfunktion.
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Bemerkung 9.14
Die Quasi-Newton-Gleichung kann wie folgt interpretiert werden:
Wir betrachten die folgende Linearisierung von f in xy:

fi(@) == f(ag) + Ap(z — x) ~ fi(zy) = flzr).
Zusitzliche Bedingung: fi(xi—1) = f(xr_1). Daraus folgt:
~ f(an) + Ap(@p-1 — z) = fzp-1),
~ flog) = f(xr-1) = yp = An(Tp — 2321) = Apsi.
D.h. die Quasi-Newton-Gleichung ergibt sich als "kanonische” Bedingung an
ein solches Verfahren!

Alle Quasi-Newton-Verfahren unterscheiden sich in der Wahl der Aufdatier-
ungsfunktion ®. Die Aufdatierungsfunktion ist durch die Erfillung der Quasi-
Newton-Gleichung in jedem Schritt nicht eindeutig bestimmt (mit Ausnahme
von m := 1; m Gleichungen "Agsy =y " fiir die m* Elemente von Ay,).

Lemma 9.15

Fir eine Aufdatierungsfunktion ® : L(IR™) x IR™ x IR™ — L(IR™) gelte
(B(A,s,y) — A)(w) =0, Vw € R™: (w,s) = sTw = 0.

Dann hat die Aufdatierungsfunktion eines Quasi-Newton-Verfahrens die fol-
gende Gestalt:

A AT .5 #0
(A, s,y) = { A<S’S> . i 0

Beweis:
1. Fall s = 0: ~ (®(A,s,y) — A)(w) =0, Yw € R «— P(A,s,y) =A
2. Fall s # 0:
Die Menge {w € IR™ : (w, s) = 0} ist ein (m —1)-dimensionaler Teilraum von
R™. D.h. N(®(A,s,y) —A) ("Nullraum”) ist m — 1-dimensionaler Teilraum
von IR™, d.h. ®(A,s,y) — A mufl eine Matrix mit Rang= 1 sein. Solche
Matrizen haben gerade die Darstellung

(A1 U1y 0 U1V,
uv' = o (o, o) =

U, UmU1 - UmUm

Ansatz: ®(A,s,y) — A = us’.
~ (®(4,s,y) — A)(w) =0, Vw € R™, s'w = 0.
Bestimmung von u aus der Quasi-Newton-Gleichung: ®(A, s,y)s =y

~> ((I)(A787y)_A)8:y_AS:’U,StS ~r U= y<;1:>s 0

Bemerkung 9.16
Die Voraussetzung in 9.15 an die Aufdatierungsfunktion heifit
Broyden-Bedingung. Die Aufdatierungsformel nach 9.15, d.h.

1
A=A + m(yk — Ap_1st), k€ IN,
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heif$ Broyden-Aufdatierung.
Das zugehdrige Quasi-Newton-Vefahren heifst dann auch Broyden-Verfahren.

Algorithmus 9.17
Step 0: Wihle x, € R™, A, (m,m)-Matriz; € >0, k :=0;
Step 1: Ldse das Gleichungssystem Az = —f(zr);
Step 2: Tpi1 = xp + 2k
Step 3:  Teste ||xp1 — xx]| < € bzw. ||f(xrs1)| < €5 ja: Ende
Step 4:  berechne spi1 = 2k, Yrr1 = f(Tpr1 — f(TE);
Apgr = A + %(yk—kl — AkSk+1)st;

5k+173k+1>

Step 5: k:=k+1, Goto Step 1

Satz 9.18 (Konvergenzsatz fiir das Broyden-Verfahren)

Es seien D(f) C IR™ offen, f : D(f) — IR™ stetig differenzierbar, und
sdmtliche partiellen Ableitungen seien Lipschitz-stetig. Es existiere ein x, €
D(f) mit f(x.) =0 und f'(x.) reguldr.

Dann existieren 0 > 0 und p > 0 so, daff das Broyden-Verfahren fiir alle x, €

B(x,,d) und alle (m, m)-Matrizen A, mit ||A, — f'(x.)|| < p durchfihrbar ist
und tberlinear gegen x, konvergiert.

Bewelis:
(H. Schwetlick, S. 142-144)

Bemerkung 9.19

Praktisch geht man so vor, daff man anfangs A, := F(z,,h,) mit geeignet
gewdhltem h, setzt. Im Schwetlick wird auch bewiesen, dafi die Broyden-
Matrizen Ay, die Eigenschaft haben, daff cond(Ay) = || Agl||| A '] gleichmdfig
beschrinkt ist. Dies ist von wesentlicher Bedeutung fiir die numerische Lo-
sung der auftretenden linearen Gleichungssysteme!

Das Broyden-Verfahren ist Newton-dhnlich im Sinne von 9.12, aber es gilt
i.a. nicht: kll_)rgo |Ax — f'(z)|| = 0.

Man kann zeigen, daf$ fir das Broyden-Verfahren folgende Konvergenzge-
schwindigkeit gilt: ||lzx — z.|| < Ca™, o €]0,1[, 7 := 22 (k hinreichend
grofs).

Bemerkung 9.20 Vor- und Nachteile der verschiedenen Verfahren:
Newton-Verfahren: (lokal) quadratische Konvergenz; Berechnung der Jacobi-
Matriz in jedem Schritt

~» Newton-Verfahren dann einsetzen, wenn Ableitungen problemlos und nicht
aufwendig zu berechnen sind!
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modifiziertes Newton-Verfahren: x.1 = xp — [f'(x,)] 7  f(xr), k € INy: nur
lineare Konvergenz (gemdfS Satz 9.2); nur eine Jacobi-Matrix-Berechnung
erforderlich.

Sekanten-Verfahren: iberlineare Konvergenz; viele (m + 1!) Funktionswert-
berechnungen pro Schritt

~» Sekanten- Verfahren einsetzen, falls Funktionswertberechnungen nicht auf-
wendig sind, aber Ableitungen nicht oder nur schwer zu berechnen sind.

Quasi-Newton-Verfahren: iberlineare Konvergenz (i.a. langsamer als Sekan-
ten- Verfahren) und wenig Funktionswertberechnungen (nur eine pro Schritt),
Zusatzaufwand: Aufdatierung der Iterationsmatriz (wichst mit m!)

~» Quasi-Newton-Verfahren einsetzen bei aufwendigen Funktionswertberech-
nungen.

Beispiel: Zweipunkt-Randwertaufgabe fiir eine gewohnliche DGL:

2 (t) = f(x(t),t), Vt € [t,,T], f:R"™x[t,,T] — R™, r: R" x R™ —
R™, r(z(t,),z(T)) =0

~» Zuriickfithrung auf ein nichtlineares Gleichungssystem:

fla) =0, f(a) :=r(a,z(T,a)), wobei x(+,a) Losung der Anfangswertaufgabe

2'(t) = f(a(t),1), t € [to, T], 2(to) = a, ist.

~» Berechnung von Funktionswerten von f bedeutet Losung einer Anfangs-
wertaufgabe.
~» Berechnung einer Ableitung . ..:
f'(a) = dir(a, 2(T, a)) + Bor(a, o(T, a)) 2L
(Oyr — Jacobi-Matrix von r bez. i-ter Komponente)
DGL ~» %(%x(t, a)) = %(f(x(t, a),t))
5aL(to,a) = 3_‘}(@) =1
~> %(%x(t, a)) = Zr(x(t, a),t)%x(t, a)
~> lineares gewohnliches DGL-System zur Bestimmung von %x(~, a)
... bedeutet Losung einer Anfangswertaufgabe fiir ein lineares DGL-System,
das die Jacobi-Matrix von f enthélt.

Oft ist der Aufwand dafiir zu grofi!

~» Quasi-Newton-Verfahren sind
fiir diese Aufgabe geeignet.

Schieffverfahren zur Losung von
Zweipunkt-Randwertaufgaben (das Quasi-
Newton-Verfahren verbessert sukzessive
den SchieBpunkt, um das Ziel zu treffen)
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Problem: Sehr hiufig ist die Gleichung f(a) = 0 (sehr) ”schlecht konditioniert”
(vgl. Bem. 9.11), d.h. sz,H[f’(a*)]_lH ist zu ”groB” (L — Lipschitzkonstante
von f, a, — Losung). Dies fithrt zu extrem kleinen Startkugeln und zu schlecht
konditionierten linearen Gleichungssystemen pro Schritt.

Idee: Zerlegung von [t,, T] in kleinere Intervalle (um die Lipschitz-Konstante
zu verkleinern): t, < t; < ... <ty :=T; x(-, ap_1, tx_1) sei die Losung der
Anfangswertaufgabe

2'(t) = f(x(t),t), t € [te-r, ti]
x(tk_l) = Aag—1, Vk = 1, ey M

Nichlineares Gleichungssystem:

x(tl;aoato) —
x(te; a1, t1) — as

flao,...,anm) = : =0
(tar ap—1,tvm—1) — aum
(o, apr)

Man kann zeigen, dafl die Kondition von Lésungen dieses Gleichungssystems
kleiner ist, als die der urspriinglichen Gleichung. Sie verbessert sich mit
wachsendem M (allerdings wichst die Dimension m(M + 1) des Gleichungs-
systems!)

Dies ist die sog. Mehrschiefmethode bzw. Mehrzielmethode (”multiple
shooting”).

Literatur: Stoer/Bulirsch, Kap. 7.3.5)

Problem: Bestimmung von Startwerten fiir die Iterationsverfahren, d.h. wie
kann man Iterationsverfahren globalisieren?

9.2 Einbettungsmethoden fiir nichtlineare GLS

Zielstellung: Entwicklung von Methoden zur Bestimmung von Startwerten,
die im Einzugsbereich der Konvergenz lokal konvergenter Iterationsverfahren
zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme liegen.

Idee der Einbettung: (”imbedding”, ”continuation”, ”homotopy” )

Eine gegebene Gleichung f(x) = 0 wird in eine von einem reellen Parameter
abhéngige Schar von Gleichungen H(z,t) = 0 "eingebettet”, d.h. H(z,1) =
f(z), wobei diese Schar so gewéhlt wird, dafl die Gleichung fiir einen Parameter
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to (to := 0) "leicht” zu losen ist, und die gesamte Schar ”giinstige” Eigen-
schaften hat.

Definition 9.21
Fiir gegebenes f : D(f) — IR™, D(f) C IR™, heifit eine Abbildung H : D(f)x
IR — IR™ Einbettung von f bez. x, € D(f), falls H(x,,0) =0, H(z,1) =
f(z), Yz € D(f).

Bemerkung 9.22
a) Beispiele fiir Einbettungen:

i) Bei vielen Problemen aus der Prazis sind Einbettungen natirlich,
d.h. durch das Problem gegeben.
Z.B. natirliche Aufspaltung von f in der Form f(x) = f,(x) +
fi(x), wobei f,(x) =0 leicht zu lGsen ist.
~ Ansatz: H(x,t) := fo(x) + tfi(2)

it) Standard-Finbettungen ("kiinstlich”): H(x,t) :=
t =0~ x, ist Losung; t =1~ H(x,t) = f(z).

b) Man setzt fiir eine Einbettung H (von f) stets voraus, daf$ eine stetige
Funktion z : [0,1] — IR™ existiert, so daf$ H(x(t),t) = 0, Vt € [0, 1],
d.h. z(0) = z,, x(1) ist Losung von f(x) = 0. x heifit "Homotopie-
Pfad”.

Hinreichende FExistenzbedingungen werden in Lemma 9.23 angegeben,
lokal in einer Umgebung von t wird die Ezistenz von x(-) durch den
Satz tiber implizite Funktionen gesichert.

Fiir die Standard-Einbettung gilt: H(x(t),t) = 0= f(x(t)+(t—1)f(z,),
d.h. fa(t)) = (1—1)f(x,).

~ || f(z(t))|| ist monoton fallend mit t (”defektreduzierende Einbet-
tung”).

Wir beschrdanken uns hier auf den sog. requldren Fall, d.h. 01 H (x(t),t)
ist requldre (m, m)-Matriz, ¥Vt € [0,1]! Dies schlieffit ”Umkehrpunkte”
und 7 Verzweigungen” des Homotopiepfades aus!

f(@)+(t=1) [ (2,)

Lemma 9.23
H: IR" x IR — IR™ sei Fréchet-differenzierbar, und die Fréchet-Ableitung H'
sei stetig (H'(z,t) = (01 H (2,t), 02 H(x,t))), 01 H(x,t) sei ¥(x,t) € R™ x IR
requldr, und es existiere eine Konstante C > 0 so, dafs

|[O1H (z, )] 7Y < C, V(z,t) € R™ x R. Dann gilt:

i) Die Gleichung H(x,t) = 0 hat Vt € IR eine eindeutig bestimmte Losung
(t);
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ii) x: IR — IR™ ist differenzierbar, und es gilt:
2(t) = [0y H (2(t), )] 0, H (x(t), 1), ¥t € R,

Beweis:
ii) folgt aus dem impliziten Funktionssatz, und i) siehe Schwetlick, S. 62/63
Satz von Hadamard.

Prinzip der Einbettungsmethoden:

Numerische Approximation des (als existent vorausgesetzten) Homotopie-
pfades z € C([0,1], IR™), indem ausgehend von x, = x(0) in diskreten Punk-
ten 0 =1, < ... <ty = 1 sukzessive Naherungen zj, fiir z(tx), k =1,...,N
berechnet werden, so dafl zx hinreichend nahe bei z, = z(1) liegt, und ein
lokal konvergentes Iterationsverfahren mit xy als Startpunkt gegen z(1) = x,
konvergiert.

Beispiele fiir Einbettungsmethoden:

a) diskrete Einbettungsmethoden: Zu einer vorgegebenen Zerlegung {0 =
to < ... <ty = 1} betrachtet man sukzessive die Gleichungen

H(x,tk+1):0, kf:O,...,N—]_,

(wobei H eine Einbettung fiir f bez. z, ist), und fiihrt fiir diese Gleich-
ungen einige (meist ein oder zwei) Iterationen mit einem lokal konver-
genten Verfahren und Startpunkt xp durch. (Die letzte Iterierte ist
dann xy4q.)

Bsp.: ”eingebettetes Newton-Verfahren” (EN)

Thpr = T — [O1H (w0, ter)] H (2, tesn), k=0,...,N—2

L1 ‘= T — [f/(l'k)]_lf(:lfk), k‘ =N — 1, N, P

(fiir die Standard-Einbettung H (z,t) := f(x) + (t — 1) f(x,) gilt:
O1H(z,t) = f'(x), d.h. (EN) hat die Gestalt:

Th41 = T — [f/(SCk)]_l(f(ka) + (trer — 1) f(20)).

Es existieren auch eingebettete Varianten des Sekanten-Verfahrens bzw.
Quasi-Newton-Verfahrens.

b) kontinuierliche Einbettungsmethoden: Wir betrachten die Identitét
H(z(t),t) =0, Vt € [0,1], wobei z € C([0, 1], IR™) ein Homotopiepfad
ist.

Unter der Voraussetung der Differenzierbarkeit von H und der von z(-)
gilt nach der Kettenregel:

0= %H(x(t), £) = O H(x(t), )2’ (t) + B H(z(t),1), 2(0) = 2.
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Dies ist eine gewohnliche DGL mit Anfangsbedingung.

Annahme: 3[0; H (z(t),t)] "

~ 2/ (t) = =[O H (x(t), t)] 7 0 H (x(t), t), t € [0,1], 2(0) = =,
(Davidenko-DGL). ~» numerische Methode fiir gewohnliche DGLen (vgl.
Kap. 11) anwenden!

Bsp.: Euler-Verfahren fiir Davidenko-DGL (vgl. Bem. 8.11)

Zerlegung von [0,1]: t, =0<t; < ... <ty =1; 7 = tpp1 — t, k =
0,.... N

o T T, 19 H (g, 1) 0o H (2 t), k=0, .., N — 1
Tk

o Lga1 ‘= T — Tk[alH(l’k,tk)]_lagH(l’k, tk), k= 0, c vy N — 1,
xy Startpunkt fiir lokal konvergentes Verfahren.

Diese Einbettungsmethode wird i.a. nicht empfohlen, da haufig zu viele
Zerlegungspunkte erforderlich sind, um mit xy in die ”Startkugel” zu
kommen.

c¢) hybride oder Pradiktor-Korrektor-Methoden:
Kombination des kontinuierlichen und diskreten Einbettungsprinzips,
z.B.
Préadiktor-Schritt: Euler-Schritt fiir Davidenko-DGL
Korrektor-Schritt: Newton-Schritt mit dieser Startnédherung

(Dieses Vorgehen wird empfohlen!)

Satz 9.24

Essei H: D x IR — IR™, D C IR™ offen, eine Finbettung fiir f bez. x,. Fiir
alle t € [0,1] sei H(-,t) : D — IR™ Fréchet-differenzierbar, und die Fréchet-
Ableitung O H (-,-) : D x[0,1] — L(IR™) sei stetig. Es existiere eine Funktion
z € C([0,1], D) so, daf$ H(x(t),t) = 0,Vt € [0,1], und 0,H (z(t),t) reguldir
ist, Vt € [0, 1].

Dann ezistiert ein A > 0 so, daf fir alle Zerlegungen to =0 < ... <ty =1
von [0, 1] mit kfrllaXN(tk —tr_1) < A das eingebettete Newton-Vefahren

(EN) @1 = ap — [0 H (xg, trr)) H (2n trgn),  k=0,1,...,N =2,
Lk4+1 = Tk — [f/(.flj'k)]_lf(flfk), k:N_17N7

durchfihrbar ist, und die Folge (x1) gegen x, := x(1) konvergiert.

Beweis:
Die Menge T' := {z(t) : t € [0,1]} = z([0,1]) ist kompakte Teilmenge des
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R™.

Beh.: 30, >0: M :={z€ R™:3t € [0,1]: ||z,2(t)| <o} C D.

Bew.: indirekt:

Annahme: Vn € IN 3z, € R™\D, 3t, € [0,1] : ||z, — z(t)]| < =.

~» 3(t,, ) Teilfolge von (t,) mit ¢,, — t..

~ x(tn,) — x(ti) ~ 2z, — x(t.) € D. ~» fiir hinreichend grofies £ gilt:
2, € D ~ Widerspruch!

Es gilt: M ist beschrankt und abgeschlofien. (analoger Beweis zu oben) ~» M
ist kompakt. ~T'C M C D, T, M kompakt.

Nach Voraussetzung ist die Abbildung ¢t — 0,H(z(t),t) von [0,1] in den
L(IR™) stetig. Nach Storungslemma (Satz 7.37) ist auch [0y H (z(t),t)]™" :
[0,1] — L(IR™) stetig,

~ 36 >0: tem[goﬁ [0 H (z(t), )] 7] < B.

O H(-,-) ist auf M x [0, 1] gleichmé&Big stetig (Satz 4.21).

~ 36 €]0,1[: |01 H (&,1) — 0 H(7,1)|| < 45, falls (2,7), (&,1) € M x [0,1]
und max{||z — Z||, |t — |} < 6.

Insbesondere folgt daraus:

101 H (z(t),t) — O H(Z,t)| < %, Vi € B(x(t),0,),Vt € [0, 1].
Sei t € [0,1], Z € B(z(t),d1) bel.
~ [|0H (2(t), t) — OuH (2, )| [0 H (x(2), )] 7| < 358 =1 < 1.
B

737~ O H (0] und ([ H(E 0] < T = %g,
T

Sei 6 > 0 so gewdhlt, daBl 20 < 47, und dafl das Newton-Verfahren fiir
f(z) = 0 fiir jeden Startwert aus B(z.,d) gegen z, = (1) konvergiert. (Die
Voraussetzungen von Satz 9.2 sind erfiillt.)

x ist auf [0, 1] gleichmé&Big stetig ~ 3A > 0 :

tte[0,1], |t — 1] < A~ JJa(t) —2(t)]| < §

Seit,=0<t <...,<ty =1 eine Zerlegung von [0, 1] so, daf
IIllaXN(tk —tr_1) <AL

.....

Beh.: ;. (vom eingebetteten Newton-Verfahren) ist definiert, und es gilt ||z —
(ty)|]| <6, Vk=1,...,N.

(~ xy € B(z.,8) ~ Konvergenz!)

Bew.: (induktiv)

k:=0: x(t,) = z(0) = x, ~ Aussage trivial,
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Die Aussage sei fiir k € {0,..., N — 1} richtig, und wir zeigen
[Ts1 — @(trs)|| < 0.
Es gilt: zpy1 := ap, — [01H (g, tor1)] " H (2g, try)-
~o o = @(tern) = lloe — o(te) = [O0H (wr, )] ™ H (2p, ) |
< N[0 H (i, tid)) ™ (OLH (s trogn) (21 — 2(trs1))
—H(zp, t41) — H(x(tes), te)) [l

-

'

=0

Wenn wir zeigen, dafl z;, € B(z(tjq1),61), so folgt

1101 H s )] < 55

Bs gilt: |2, — o(tig)ll < Jlae — 2] + Jo(te) — 2(tn)]| < 26 < 6.

.

-~

~
<6, nach Ind—vor. <d,wegentpi—tp<A

4
~ llawer = @(ten)ll < SOIH (2n, tosr) = H(@(berr), thrn)
=01 H (g, tryr) (2 — (i) |
4
Folg. 547 b) ~ < 30 Sl[lp] [0V H (2 (tr41) + Mok — @(tis1)), tegd) |
A€[0,1
[z — 2(tet)]
4 1 1
< gﬂ@”fck — &t < 320 <9,
da ||z — x(tgs1)]| < 20 < 6y und

[2(tri1) + Az = 2(the)) = 2l = (L= Mll2(thga) = 2l < o) —zll <
01, YA € [0,1]. O

Bemerkung 9.25

Die Glattheitsvoraussetzungen in 9.24 bez. H sind dhnlich zu denen in 9.2
(Ausnahme: 01H(-,-) stetig in beiden Variablen). Die neue zusditzliche Vor-
aussetzung ist die Ezistenz eines Homotopiepfades. (Wegen Oy H (x(t),t) re-
guldr, ¥t € [0,1], st der Homotopiepfad lokal eindeutig bestimmt (aus dem
Satz iber implizite Funktionen)!) Diese Voraussetzung ist entscheidend fir
die Konvergenz von Finbettungsmethoden.

Ist H die Standard-FEinbettung H(x,t) = f(x) + (t — 1) f(x,), so gilt
O H(x(t),t) = f'(x(t)). D.h. die obige Regularititsbedingung besagt hier:
f/(x(t)) ist reguldr, Vt € [0, 1].

Analog zu Satz 9.24 tiber die Konvergenz des eingebetteten Newton- Verfahrens
lassen sich Resultate tiber eingebettete Sekanten- bzw. Quasi-Newton-Verfah-
ren beweisen.
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Praktisch bedeutet die Aussage von 9.24: Ist die Zerlequng des Intervalls
hinreichend “fein”, so konvergiert das eingebettete Newton-Verfahren! Ent-
scheidend fir die Effektivitdt ist natiirlich die geeignete Wahl der Zerlequnyg.
Sukzessive sollte man mit wenigen Punkten beginnen und dort feiner zerlegen,
wo es zu “grofen” Anderungen in Homotopiepfad kommt.

Ubung 9.26 m =1, f(z) = arctanz, f(z) =0, (Vx € IR). Das Newton-
Verfahren

Tpy1 i= o — (1 +23)arctanzy,, k=0,1,2,...

. . .. 2x
divergiert fiir z, so, daff arctanz, > 7=

Man zeige, dafi das eingebettete Newton-Verfahren mit Standard-Einbettung
anwendbar ist und konvergiert.

Bemerkung 9.27 Die Einzugsbereiche, d.h. Bereiche von Startwerten, fir
die lokal konvergente Iterationsverfahren gegen eine bestimmte Ldsung kon-
vergieren, haben i.a. eine sehr komplizierte Struktur.

2 p— —
Beispiel 9.6: m :=2, f(z,y) = ( _xx + 52 _11 ) = 0.

) 0 —1 V51 L
Losungen: (_1 ) , ( 0 ) , \/52“ , 2
2 2

Im Fall m = 2 fiihrt die Untersuchung von Einzugsbereichen zu sog. ”fraktal-
artigen” Mengen!

S

S

10 Approximative Darstellung von Funktio-
nen und numerische Integration

Anliegen:
i) reellwertige Funktionen durch moglichst einfache Funktionen annéhern
bzw. approximieren
ii) (eindimensionale) bestimmte Integrale ndherungsweise berechnen.

Motivation:

i) theoretische Motivation (Zugang zur numerische Losung von Proble-
men, die Funktionen beinhalten, z.B. numerische Integration, Losung
von DGLen)
praktische Motivation (komplizierte Funktionsverliufe aus gegebenen
MeBdaten rekonstruieren)

ii) viele Integrale sind nicht exakt (”geschlossen”) berechenbar, ihre Werte
werden aber hiufig (z.B. fiir weitere Verwendung) bendtigt.
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Bemerkung 10.1

In Kap. 7.4 und 7.5 wurden (aus theoretischer Sicht) Approrimatioen von
stetigen Funktionen behandelt: Approzimation durch Polynome, Approxima-
tion durch trigonomtetrische Polynome. In Kap. 7.4 blieb letztlich die geeig-
nete Approzimation von stetigen Funktionen durch Polynome (aus konstruk-
tiver Sicht) offen.

FEine solche konstruktive Methode konnte im Raum X = C([a,b]) der Satz
7.15 sein. Zu jeder stetigen Funktion gibt es dann ein Polynom vom Grad <
n, das den Abstand dieser Funktion zum endlichdimensionalen Teilraum aller
solcher Polynome minimiert. Dies ist jedoch i.a. nicht "einfach” berechenbar.
Seine Berechnung erfordert selbst Niherungsverfahren (vgl. Stoer/Bulirsch,
Maef 11).

10.1 Interpolation mit Polynomen

Aufgabe:
Gegeben: Funktionswerte f; an Stiitzstellen ¢; € [a,b], i =1,...,n, und
”Basisfunktionen” ; : [a,b] — R,i=1,...,n.

Gesucht: p : [a,b] — IR der Gestalt p(t) = Y cjp;(t), Vt € [a,b] mit der
j=1
Eigenschaft p(t;) = f;, Vi =1,...,n.

Wir bezeichnen diese Aufgabe als ”Interpolationsaufgabe”, falls die Stiitz-
stellen ¢;, 7 = 1,...,n paarweise verschieden sind.

Definition 10.2
Man sagt, die Basisfunktionen ¢; : [a,b] = R, i=1,...,n

i) erfillen die Haar’sche Bedingung, falls fir alle paarweise verschiedenen
t; € la,b], j=1,...,n, die Matriz (©;(t;))ij=1,..n Tequldr ist;

.....

ii) bilden auf |a,b] ein sog. Tschebychew-System, falls jede nichttriviale
Linearkombination der ¢;, i = 1,...,n in [a,b] hichstens n — 1 Null-
stellen hat.

Satz 10.3
Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

i) Die Interpolationsaufgabe ist eindeutig losbar fir beliebige f; € IR, i =

1,...,n und beliebige (paarweise verschidene) t; € [a,b], i =1,...,n;
ii) die Basisfunktionen ;i = 1,...,n erfillen auf [a,b] die Haar’sche
Bedingung;

iii) die Basisfunktionen @;, i = 1,...,n bilden auf [a,b] ein Tschebychew-
System.
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Beweis:
Wir zeigen i) = ii) = iii) = i).

i) — ii) Es seien ¢; € [a,b], 7 = 1,...,n beliebig (paarweise verschieden)
gewahlt, und wir betrachten die Matrix

o1(t1) . pa(t1)

‘Pl(‘tN) Sonétn)

Zu zeigen: diese Matrix ist regulér.
Aquivalent dazu ist: Ax = b ist eindeutig losbar fiir jedes b € IR™.

i) bedeutet aber: p(t;) = Zcml( ;) = fj, 7 =1,...,n ist eindeutig

losbar (bez. ¢q,...,¢y,) fur alle 'rechten Seiten” f1,..., f,; d.h. mit
fi

b= : ist Az = b eindeutig losbar fiir alle b € IR"™.
fn

~» A ist regulér, d.h. ¢q,..., ¢, erfiillen die Haar’sche Bedingung.

ii) — iii) : Annahme: Es existiert eine nichttriviale Linearkombination der
0i, 1 = 1,...,n, > azpi, Y la;| # 0, die mindestens n Nullstellen
i=1 i=1
ti,...,1, € [a,b] hat.

n

(*) ’\”ZCLZSOZ( >_OVJ—1

.....

~ap=...=a, =0 1st elndeutig bestimmte Losung des homogenen
linearen GLS (%)

~» Widerspruch zu ) |a;| # 0.
i=1

iii) — i) Annahme: Es existieren ¢y, ..., t, € [a,b] so, da die Interpolations-
aufgabe nicht eindeutig l6sbar ist, d.h. das Gleichungssystem

ch% =f, Jj=1,...,n

ist fiir beliebige rechte Seiten nicht eindeutig losbar.
~ (¢i(t;)) ist nicht regular

~ FJag, 1 =1,. nZ|a2|7£0 Zazgoz(f) 0,Vj=1,...,n (Zeilen
der Matrix linear abhanglg)
~ ;, 1 =1,...,n ist kein Tschebychew-System ~» Widerspruch! O
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Folgerung 10.4

Die Interpolationsaufgabe mit Polynomen, d.h. o;(t) = t1 i =1,... n ist
eindeutig losbar fir beliebige f; € IR, i = 1,...,n, (paarweise verschiedene)
ti € [a,b],i=1,...,n (in allen Intervallen [a,b], a,b € IRU {400, —00}, a <
b).

Das eindeutig bestimmte (sog.) Interpolationspolynom hat die Gestalt

]
i, Vtela,bl (nach Lagrange).
p(t Z“H — fi [a,b] ( grange)
J#i
Beweis:
Mit @;(t) := t"=1 4 = 1,...,n ist jede nichttriviale Linearkombination der
©1, .-+, P, ein Polynom vom Grad < n — 1. Solche Polynome haben nach

dem Fundamentalsatz der Algebra hichstens n — 1 Nullstellen in IR, also erst
recht in jedem Teilintervall.

~> @;, 1 =1,...,n bilden ein Tschebychew-System auf jedem Intervall [a, 0]
~» Anwendung von Satz 10.3!

L,(t)= Z H ”j fi ist ein Polynom vom Grad <mn — 1, und es gilt:

Ln<tk>=ZHi’“ sz—Htk Jfk fo VE=1,...n

Jj=1
J#i J#k

~» wegen der eindeutigen Losbarkeit der Interpolationsaufgabe muf3 die Lo-
sung gerade p = L,, sein!
Bemerkung 10.5
a) Beispiele: fiir Tschebychew-Systeme:
i) {1,cosjmt,sinjmt : j = 1,...,k} bilden ein Tschebychew-System
mit n =2k + 1 auf [0,1]. (Ubung!)

it) Ist h : [a,b] — IR streng monoton wachsend, so ist {h(t)’, j =
0,...,n — 1} ein Tschebychew-System auf [a,b]. (Ubung!)

i) {1,t*} ist kein Tschebychew-System auf [—1,1]/
(Bew.: die Funktion f(t) =1 —t? hat zwei Nullstellen in [-1,1]!)

b) Folgerung 10.4 lost das Problem der Interpolation mit Polynomen aus
theoretischer Sicht vollstindig. Die Lagrange’sche Form ist auch fiir
theoretische Anwedungen geeignet. Aber: FEin Nachteil ist die relativ
aufwendige Berechnung fir grofies n, und daf$ zur Berechnung von L,
die Formel fiir L, nicht verwendet werden kann.
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Idee fiir andere Berechnungsvorschrift fiir das Interpolationspolynom p,,:
j—1
Ansatz: p;(t) =pj_1(t) +a; > (t—t), j=2,....n
i=1
n(t) = fi.

~> p; ist ein Polynom vom Grad < n.

Frage: Konnen die a;, j = 2,...,n so bestimmt werden, daf} p, Losung der
Interpolationsaufgabe ist?

Definition 10.6
FEs seien f; € IR und (paarweise verschiedene) t; € [a,b], i =1,...,n gegeben,
i; €4{1,...,n}, i =1,... k (paarweise verschieden). Dann heifit

ARt A2 (ot
Ak_lf(tila---atik) = f( 1) k— 1) f( 2 k) (1{322)

til - tzk
Af(ti) = fi
Differentialquotient (k —1)-ter Ordnung zu {t;;, fi, : j = 1,...,k}.

Mit P, bezeichnen wir das ez’ndeutz’g bestimmte Polynom (k — 1)-ten
Grades mit Py, . ; (t;,) = fi;, 7 =1,..., k. (existiert nach 10.4!)
Lemma 10.7

a) Firk > 2 gilt:

1
Pll ~~~~~ Zk(t> = tli—t[(t tlk)Pil ~~~~~ ik—l(t) - (t_th)F)iQ ~~~~~ ik(t>]7 vt € [av b]
i— ik
k—1 b
b) Pt = Pociu ()4 Aty ti) T (= ).
]:
Beweis

a) sei R(t) = ;= [(t—t,) P iy (B) = (E—ti) Py i (£))-
(Piy..is Polygon < (k — 1)-ten Grades mit P _; (t;,) = fi,, ] =
1

:U .

tovin_s Pia..i, Polynome vom Grad < k — 2.
~» R ist Polynom vom Grad < k — 1 und

t”—;tl[ (Zk_ u)fzk] fzk ,jZk‘
R(tlj) = ﬁ[( i1 lk).fn] fi1 ,j =1
ﬁ[( i zk)fz]_(z]_til)fij]:fil Je{2,... k—1}

104~ R =P, _,,, da das Interpolationspolynom eindeutig bestimmt
ist.
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b) Wir betrachten @ := P;, _;, — P, i, Q ist Polynom vom Grad < k—1.
k—1
Zu zeigen: Q(t) = A (6, .. ty,) TT (6 —t4,).

i=1
Es gilt: Q(t;) = fi, — fi, = 0,7 =1,...,k — 1 (nach der Form von
R(t;;) in Teil a) ).

k—1
~ Q(t) hat die Gestalt Q(t) = a;,,..i, [](t — ;).
Jj=1

Zu zeigen: a;,. = AFTLf(t L ).

.....

k—1
> Rl ..... i (t) = Rl ..... i 1(t> + Qi .0, H(t - tzj) = Qyy,..., zktk_l +
j=1
Aus Teil a) folgt: a;, ;= ﬁ[ail ,,,,, vy — @iy (Vergleich der
21 Zk.

Koeffizienten vor der héchsten Potenz von ¢, d.h. vor t*=1.)

Vergleich mit der Definition 10.6 der Differenzenquotienten (k — 1)-ter
Ordnung zeigt:

:Ak_lf(til,...,tik) O

Folgerung 10.8
Das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom (zu gegebenen Stiitzstellen
tj€la,bl,j=1,....n, f; € R, j=1,...,n) hat die Gestalt:

n Jj—1
p(t) := N,(t) = Z N7 (b, ty) H(t —t;)  (nach Newton)
j=1 i=1

Beweis:
Anwendung von 10.7 b) mit k:=n,i;:=j,j=1,...,n

n—1

~ Pl ..... n(t) = Pl ..... n—1 1 An_lf(tla s >tn) H(t - tl) usw.
i=1
n j—1
= Y Nt ) T t),
j=1 i=1
und P, ist Losung der Interpolationsaufgabe, d.h. p = P; . a

Bemerkung 10.9

Wegen der Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms (nach 10.4) gilt natir-
lich L, = N,. Allerdings ist die Newtonsche Gestalt N,, des Interpolations-
polynoms giinstiger fiir die numerische Berechnung (vgl. Bem. 10.5b)).

Nichster Schritt:  Untersuchung der ”Konvergenz” (fir n — oo) von N,
gegen die Funktion f :|a,b] — IR mit f(t;) = fi,i=1,...,n,....
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Sein € IN fest, und wir betrachten t € [a,b]\{t; : j = 1,...,n} beliebig.

Npy1 sei das Interpolationspolynom mit Ny1(t;) = f(t; fj, j=1,...,n
und Npy1(t) = f(2).
10.8 > Nypea(8) = No(t) + A% f (1, 1) TTE — 1) = F(1).

o FlE) = Nat) = A" (b1t t) [T
o £ () = Nu(t)] = |A" f(t, -t 8] anu 4.

Problem: Abschdtzung von Differenzenquotienten.
Daraus resultieren dann sofort Aussagen tiber die Konvergenz!

Lemma 10.10

Sei f : [a,b] — IR stetig und auf |a,b] (k — 1)-mal differenzierbar (k

2). Dann gilt fir beliebig gewdhlte (paarweise verschiedene) t; € [a,b], i
.,]{7, fz = f(tl),Z: 1,,]{7

v

3¢ €la,b): A¥ T f(ty, . ) =

1
(& — 1)

Beweis:

Wir betrachten die Funktion g : [a,b] — IR, g(t) := f(t)— P, x(t), Vt € [a, b]
(vgl. Bez. aus 10.6, 10.7).

Es gilt: g(t;) =0,i=1,... k.

Nach dem Satz von Rolle ( Satz 5.9) besitzt ¢’ mindestens k& — 1 Null-
stellen (zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Stiitzstellen liegt mindestens
eine solche Nullstelle). Wieder nach Satz 5.9 liegt zwischen je zwei dieser
Nullstellen mindestens eine Nullstelle von ¢”.

Durch Wiederholung dieses Arguments erhalten wir mindestens eine Nullstel-
le ¢ €]a,b] von g ~s gk=D (&) = 0.

Es gilt: g® V() = f* D) — (K — D)IAF f(t, .. t)
wegen Py (t) = AR f(ty, o ) tR T L
~ fEED(E) = (B — DIAF (8, .. tg). O

Folgerung 10.11
f i [a,b] = R sei stetig und auf |a,b[ n-mal differenzierbar. Dann gilt fir
das Newtonsche Interpolationspolynom (zu t;, f; == f(t;), i =1,...,n):

n

[f(1) = Nu(B)] < = - sup P t), V€ fa,0).

nl
s€la,b] i1
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Bewelis:

10.9 ~ [f(8) = Na(O)] = [A"f (bt O[] 18— ]
i=1

(10.10: 3 €la,bf) = [/ ]It~ =
) i=1

Satz 10.12
f o la,b] — IR sei stetig und auf [a,b] beliebig oft differenzierbar; es migen
Konstanten c,d > 0 existieren, so daf

1™ (t)] < d, Vit €]a,b],¥n € IN.

Gegeben sei eine Folge ({tg") i = 1,...,n})new von (fir jedes n € IN
paarweise verschiedenen) Stitzstellen in [a,b] >, und fir jedesn € IN sei N,
das (Newtonsche) Interpolationspolynom zu ™, ™ .= f¢\™), i =1,... n.
Dann gilt: nh_)rrolo tem[mb{} |f(t) — Nu(t)| = 0.

Beweis:
Nach Voraussetzung gilt fiir jedes n € IV nach Folgerung 10.11:

U@—MWZEﬁwNWMHH4A
i=1

T s€la,b

<c"d <(b—a)"

~ sup |f(t) = Nu(t)] < d

tela,b] n!

Satz 10.13 (Faber)

Fiir jede Folge ({tg") 24 = 1,...,n})new von Stitzstellen in [a,b] (Yn €
IN paarweise verschieden) existiert eine Funktion f € C([a,b]) so, dafi die
Folge (N,)nerv der (Newtonschen) Interpolationspolynome (zu tl(-"), fi(") =
FE™), i=1,...,n, n € IN) nicht gleichmdBig gegen f konvergiert.

Beweisidee:
Wir definieren A,, : C([a,b]) — C([a,b]),

mwwwzinwﬂ#m vt € [, 1],

bei w™ () — L Vi
wobei w;" (t) = [] T V=1,
L1t
[

D.h. N, =A,f.
A, ist linearer Operator, A, ist auch beschrinkt, denn
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(Auf)(B)] < <z W™ ()] flloo
~ [[Anflloo < Kl flloo, wobei K, konstant.

Annahme: Vf € C([a,0]) gilt [|[f — Nol| = [[f — Anflloo,
punktweise konvergent.
~» Satz von Banach/Steinhaus (7.26): 3C' > 0: ||A,| < C.

Es gilt aber: ||A,| = max 21 [w{”(t)] > & (Faber/Bernstein)
ab] j=

—. 0, d.h A, ist

11—

N
~> (A,) kann nicht punktweise konvergent sein! O

(Literatur: I.P. Nathanson, Konstruktive Funktionentheorie, Akademie-Ver-
lag, Berlin 1955, S. 370 ff.)

Beispiele 10.14

a) f(t):=|t|, vVt € [-1,1], dquidistante Stiitzstellen mit
W = 1,40 =1, Vn e IN,
Dann gilt: N,, /4 f(t), vt €] —1,1[\{0}. (Bernstein)
(Literatur: Natanson, S. 375 ff.)

b) f(t):= (1+25t*)7', Vt € [—1,1], Stiitzstellen wie in a)
Dann gilt: N, # f(t), ¥t mit |t| > 0.726. (Runge)
Fiirn > 6 zeigen die Polynome N,, immer stirkeres Oszillationsverhal-
ten. (typisch fiir Polynom-Interpolation!)

Bemerkung 10.15

Bei der Interpolation mit Polynomen sind zwar Theorie und Konstruktion
einfach, es gibt aber Probleme mit der Konvergenz.

Alternative: andere Basisfunktionen

Idee: Zerlegung des Intervalls |a,b] in Teilintervalle, und dort stickweise
Interpolation mit Polynomen vom Grad < 5, (Absicherung einer gewissen
?Glattheit” der Niherungen auf dem gesamten Intervall) und Sticke ”glatt”
zusammensetzen — “Splines”.

10.2 Interpolation mit kubischen Splines

Definition 10.16

Gegeben sei eine Zerlegung a =t, < ... <ty =0b von [a,b].

Fine Funktion s : [a,b] — IR heifit Splinefunktion der Ordnung k auf |a, b|
(zuty, i=0,...,n), falls s (k — 1)-mal stetig differenzierbar auf [a, b] ist und
auf [ti_1,t;], 1 =1,...,n, jeweils ein Polynom vom Grad < k darstellt.

s heifit interpolierende Splinefunktion zu (t;, f;), i = 0,...,n, falls s Spline-
funktion ist und s(t;) = fi;, 1 =0,...,n gilt.

FEine Splinefunktion der Ordnung k = 3 heifit kubischer Spline.
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Zielstellung: Konstruktion kubischer interpolierender Splines und Untersuch-
ung von Existenz, Eindeutigkeit und Konvergenz.

Gegeben: Zerlegung a =t, < ... <ty =bund h; :=t; —t;_1,5=1,...,n

Ansatz fiir kubische Splines:

(1) = hi[(t—ti_l)MmL(ti—t)Mi_l], VEe [t t]i=1,.. .,

)

wobei M; = s"(t;),1=0,...,n~ 3" ist stetig.

o (8 = (=t )M — (t — )2 M ] + C

2h;
1
~ s(t) = o [(t—t;i1)>M; + (t; — t)> My 1] + Ci(t — ti1) + ds,
(Vt € [ti—1,t;], i =1,...,n), mit noch freien reellen Parametern M;, C;, d;.

s ist kubischer Spline, falls diese Parameter so gewéahlt werden konnen, dafl
s zweimal stetig differenzierbar auf [a, b] ist.

Lemma 10.17
s : [a,b] — IR ist kubischer Spline (zur Zerlegung a = t, < ... < ty = b),
falls s die obige Gestalt hat, wobei

i) C; = _%hi(Mi — M) + h%(Sz —8i1),i=1,...,n,

ZZ)dZ: h2 21, —1,...,7’L,
7,7,7,) M m(CiH—Ci),i:l,...,n—l, SZIS(T,Z)
Beweis:
Zu zeigen bleibt: s, s’ sind stetig in den Zerlegungspunkten t;.
d.h. lim s(t) = lim s(¢), lim §'(¢t) = lim §'(¢), i=1,...,n
t—t;— t—t;+ t—t;— t—t;+

Aus i) und ii) folgt:

h2
; — 3 M. . — AT . )
tl_1):g1_ s(t) = on. [h M;| + Cih; + d; 5 M; + C;h; + d;
h? h? h2 h2
= éM_6ZM+6M11+32_811+321_€M21
= s; = s(t;)
. o 2 '
tkgis(t) N 6hz+1hz+1M T disy = 5= s(t).

Analog: Stetigkeit von .
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Bemerkung 10.18
Aus den Bedingungen i), i1), 1ii) von Lemma 10.17 folgt:

1
=(hiz1 +hi)M; = Cipq = C;

2
1 1
= ——hip1(Mip1 — M;) — —(si01 — 51)
6 it
1 1
_(_éhi(Mi — M) + h_Z(SZ —8i-1))
1 1 1
= _ahi-i-lMi-i-l - aMi(hH—l + h;) — éhiMi—l +5;,
(t=1,...,n—1),
wobes Sz = ﬁ(siﬂ — Si) + h%(sl — 82'_1), 1= 1, o, = 1.

Also entsteht das folgende lineare Gleichungssystem fiir die Unbekannten
My, ..., M,:

h; hisa 6 .
7Mi— +2M2+7Mz :752',7,:1,...,7’11.
hi + hita ! hi + hitq i hi + hita !
Es entsteht AM = S (%), wobei
S = (hﬂl)\lsl - )\le R }%)\ZSM cety %ATL—ISH—I - ,un—an)T

2 w0 -0 0
" N 2 gy O .- 0
M = ’ A= 0 )\3 ’ -
0 -+ 0 A1 2 fpina
o 0 - 0 AN 2
(" Tridiagonalgestalt” ) mit \; = hﬁhif;ﬂ, i = hlij:i;:ﬂ
Lemma 10.19
A € L(R"Y) sei die in 10.18 definierte Matriz fiir eine beliebige Zerlegung
a=ty <...<t,=0b, und | | sei die zu ||z| = _max 1|x2| gehdrige

Norm auf L(IR"™Y). Dann existiert A=t € L(IR"™'), und ||[A™} | < 1.

Beweis:
Sei D :=2[ ~» D71 = %], und es gilt:
0 —H1 0
_ X = 0
[-D'A=1 * Hz2
0 . 0 —Mn—-1

0 0 -\ 0
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~ I = D7'Al|oe = 1.
Nach Satz 7.37 existiert (I — (I — D7'A))™' = (D7'A)™!, und es gilt:

1
I — D 'A< <9
” = oA S
~» A™1 existiert, und
1
|47 oo = AT DD oo < AT Dol D70 < 25 =1 o

Satz 10.20

Gegeben sei eine Zerlegung a =t, < ... <t, =bund f; (i =0,...,n). Fir
beliebige M,, M,, € IR existiert ein interpolierender Spline s (zu (t;, f;),
0,...,n) mit $"(a) = M,, s"(b) = M,, und ist eindeutig bestimmd.

(Bem.: Fir M, = M, =0 heifit s "natirlicher kubischer Spline”.)

Beweis:
Man definiert fiir gegebene M,, M, das Element S € IR"! entsprechend
Bem. 10.18 (mit s; := f;, 7 = 0,...,n). Nach Lemma 10.19 ist M = A~1S

eindeutig bestimmt. Dann wird aus Lemma 10.17 C;,d;, i = 1,...,n, s; := f;
bestimmt, und s : [a,b] — IR,
1

s(t) = o7 [(t = ti1)*M; + (£ — t)° M; 4]
+Cz(t — ti—l) + di, te [tl 1, ] 1= 1 n,

ist kubischer Spline mit s(t;) = f;, 1 =0,...,n.
(Der Beweis ist konstruktiv und enthélt den Algorithmus.) a

Lemma 10.21
Gegeben seien f : [a,b] — IR und eine dquidistante Zerlegung t; = a+ih, i =
0,...,n, bei vorgegebenen M,, M,, € IR. Dann gilt:

sup [s(t) — f(t)] <6 max  sup If(t)—f(f)\+%h2(\Mo\+\Mn|)

t€la,b] =1,...n tEE[ti—1,t4)]

Beweis:
Mit den Bezeichnungen aus Bem. 10.18 folgt aus Lemma 10.19

1Moo = max [M;] < A |lIS]loe < (1Sl

J=1..
3
< 5 max S|+ (|M|+|MD
=1
und |S] < 5 (|f (1) — F(t)| + [f(t) + f(tia))s i =1, om
~ max M| < 5 max [f(t) = f(tio)] + (1Mo + [Ma]).
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Nach Lemma 10.17 gilt fiir ¢ € [t;_1, 1]
1
s(t) = gt —ti- VDBM; + (b — )2 M) + Cilt — tiq) + d

mit C; := —Eh(Mi — M;_1) + %(f(tz) — f(ti-1))
und dl = f(tz—l) — %h2M_1

1 1
~ 5(t) = M[Gh@jﬁ Ok —@zt—ti_l)] 1
+Mia [ (i = 1)’ = ot = tiea) = S

(=t n) () = F(te2)) + S 0i00)
o Is(t) =~ SO < M 4 (Mol (1= 1)+ Shit— 1)
+f (&) = Fta)| + | f (&) — f(2)]
< Bt + ol 2 s 150 - 50,

t te[ti,hti}
( Vt € [ti_l,ti], 1= 1,...,71)
Firi=2,...,n—1und Vt € [tz’—l,tz’] gilt:

s() ~ 7O < 2K max [M,[+2 sup |f(t) — F(D)

J=1,..., tte[tzflvtl]
h2
<4 e 1700 = f(ten)|+ G (M + M)
+2 _sup |f(t)_f(£)‘
t,t€[ti—1,t]
h2
<4 max swp |f(0) = S|+ 5 (1Mol + M)
P T g Fe [t ]
+2 max sup |f(t)_f(£)‘
i=Leon=ly et 1)
h2
<6, max swp ()~ F)]+ o (Mo] + M)
i=Leon=1y e, i)

Mit einer gesonderten Betrachtung fiir ¢ = 1,7 = n erhéilt man, daﬁ diese
Ungleichung, allerdings mit den Konstanten 4 bzw. 5 statt 6 bzw. , auch
dann giiltig ist.

Daraus folgt die Behauptung.

Satz 10.22 (Konvergenz)
Es sei f : [a,b] — IR stetig, und fir alle n € IN sei tE") = a+ihy,, i =
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0,...,n, h, := b_T“ Fiir gegebene M,, M, € IR sei s, (n € IN) der interpolier-
ende kubische Spline zu (™, f(tM™)), i = 0,... . n, mit s"(a) = M,, s"(b) =
M,. Dann gilt:

lim max |s,(t) — f(t)| = 0.

n—oo t€|a,b]
Beweis:

Sei e > 0 beliebig gewéhlt. Da f gleichméBig stetig auf [a, b] ist, existiert ein
d=04(e) > 0 mit

£(t) — f(D)] < 1’5—2 falls [t — < 6.

Wir wéhlen n, € IN so grofi, daB h, < § und 32(|M,|+ [My|) < £, Vn > n,,.
Dann folgt aus Lemma 10.21:

max [s, (t) — f(t)] < 6 sup If(t)—f(f)|+%hi(|Ma|+|Mb|)

te[a,b] |t—ﬂ<hn

<%+%:5, Vn > n, d

Bemerkung 10.23
Fin Vergleich mit Satz 10.13 zeigt, daf$ also interpolierende (natirliche) ku-
bische Splines wesentlich bessere Konvergenzeigenschaften als Interpolations-
polynome besitzen! Fiir ”glattere” Funktionen f lassen sich sogar bessere
Konvergenzeigenschaften beweisen:

max [sn(t) = f(£)] < hys (k=1,2,3; falls f € C*([a,}]))

t€la,
(vgl. Stoer/Bulirsch, Kap. 2.4.3)
Aus Lemma 10.21 folgt z.B. auch fir f Lipschitz-stetig (mit Lipschitz-Kon-
stante Ly > 0):

max s, () — f(t)] < (6Ly + %hn(lMal + | My]))

tela,b]

Es existieren auch Erweiterungen des Konvergenzsatzes auf nichtdquidistante
Stiitzstellen!

Das néchste Resultat zeigt, dafl unter allen glatten Interpolierenden von f
der natiirliche kubische Spline das "beste” Oszillationsverhalten hat, d.h. die
geringste ” Gesamtkriitmmung” auf [a, b] besitzt.

Satz 10.24 (Holladay)
Gegeben seiena=1t, < ...<ty=bund f; € R,i=0,...,n. s:[a,b] > R
sei der interpolierende natiirliche kubische Spline (zu (t;, f;), 1 = 0,...,n).
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Es bezeichne
Yi={y:[a,b] = R, y(t;) = fi, i =0,...,n, y zweimal stetig differnzierbar
auf |a,b[}. Dann gilt:

b b

@i =min [0

yey
a a

Beweis:
Es gilt s € Y, da s € C?*([a,b]) und s(t;) = fi, i = 0,...,n. Deshalb geniigt

es zZu zeigen:

y) = /(y"(t))2dt— /(s”(t))2dt >0, Vyev.

g

>0 =:B(y)
~ A(y) > 0,Vy €Y, falls B(y) =0,Vy €Y.

z.z.. B(y) =0,Vy € Y. Sei dazu y € Y beliebig.

/b s"(t)dt = Z / ") — " (t))s" (t)dt

3

OO+ [ WO -0 s

=1

.

(partielle Integration)
" ist linear in [t;_1,¢;], j =1,...,n, "(t) = = [(t — t;_1)M; + (t; — t) M;_].
~ 8"(t) = (M — M)

~ Bly) = Z (0/(0) = )5 O, + =2 / ('(5) = 5'(1))s' ()t
= [(5/(8) = ') ")) =¥/ (@) = (@) i@fjl
o ) — s(t) ~(plts-) : s(ti-1)]
~ B(y) =0 R R O
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10.3 Numerische Integration

b
Aufgabe: Numerische Berechnung von [ f(¢)dt fiiv f € C([a,b]).

Motivation:

i) Viele (analytisch gegebene) Funktionen sind nicht geschlossen integrier-
bar;

ii) haufig sind Funktionen nur niherungsweise (z.B. in diskreten Punkten)
gegeben.

Grundidee: Ersetze den Intergranden f durch eine einfachere Funktion, die f
anndhert. (z.B. durch eine interpolierende Funktion)

Definition 10.25
Es sei f : [a,b] — IR Riemann-integrierbar, und es seienn € IN, A; € IR, i =
1,...,n, und paarweise verschiedene t; € [a,b], i =1,...,n gegeben.

a) () fbf(t)dt ~ zn: A; f(t;) heifit Integrationsformel fir f auf |a,b].

a

b) (x) heiff Integrationsformel von Newton-Cotes, falls Ay := b — a, (falls

ti—tg

b n
n=1), baw. A;:= [ [] E2dt,i=1,...,n, (fallsn > 1).
o k=1

k#i
b n
¢) Die Integrationsformel (x) heiff genau fir f, falls [ f(t)dt = > Aif(t:).
— a i=1

Bemerkung 10.26

Die Integrationsformeln von Newton-Cotes entstehen bei FErsetzung von f
durch das Interpolationspolynom (zu (t;, f(t;)), i =1,...,n) in der Lagrange-
schen Gestalt:

i=1 k=1
a a k#i
n b n

t—1

— /Ht t’“ dt f(t;)

=1 k=1 i Yk

a k£
A;
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h—
Spezialfall: t; = a +
n—

A /Ht— _1)h)dt

L

Substitution: t =a+ (1 —1)h, 7 € [1,n] :

/Hz— =1,...,n.
k=1

k#1

::ai

Die v, i = 1,...,n sind unabhdingig von f und |a,b], und sind in der Litera-
tur tabelliert. (Stoer/Bulirsch, Kap. 3.1).

~» Gestalt der Integrationsformel von Newton-Cotes bei dquidistanten Stiitz-
sbtellen:

[FO)dt ~ 1Y auf(a+ (i — D)h), wobei b= =2 oy = h [
a i=1 1

1,...,n.

||

Wl
e

Beispiele:

b
ni=1: A :=b—a~ f f(t)dt = (b—a)f(a) (linke Rechteckregel)

= 2 p ~ ff ~ (b — a)f(ty) ~ mittlere bzw. rechte
Rechteckregel
2
wim i oy = 3= 5 o= L
1
2
T— ’7'2
S

ot

n:=3: ff bT“(f(a) +4f(% bY + £(b)) (Simpson-Regel) (Ubung)

Satz 10.27

Es seien n € IN und paarweise verschiedene t; € [a,b], 1 = 1,...,n gegeben.
Die zugehorige von Newton-Cotes ist genau fir alle Polynome vom Grad <
n — 1, und es existiert ein Polynom 2n-ten Grades, fir das die Integrations-
formel nicht genau ist.
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Beweis:

Es sei p ein Polynom vom Grad < n — 1. Das Lagrangesche Interpolations-
polynom L, (zu (t;,p(t;)), i = 1,...,n) ist nach Folgerung 10.4 gerade p
selbstl.)

b n
D.h. [p(t)dt = [ L,(t)dt = > A;P(t;) (nach 10.26) ~ Integrationsformel ist
a i=1

a
genau fir p.

Wir betrachten das folgende Polynom 2n-ten Grades: p(t) := [](t—t;)?, Vt €

i=1
[a, b].

b b n

[p@®)dt = [ T](t — ;)*dt > 0 (nach Folgerung 6.17 a))

a a =1

Zl Ajp(t;) =0

‘]:

~» Integrationsformel nicht genau fiir p! a

Frage: Existieren Integrationsformeln vom Typ Newton-Cotes, die genau sind
fiir alle Polynome vom Grad < 2n — 1 (?), indem man die Stiitzstellen ¢; €
[a, b] geeignet wihlt.

Satz 10.28

Fiir jedes n € IN existiert eine Integrationsformel von Newton-Cotes, die
genau ist fir alle Polynome vom Grad < 2n — 1 (Gaufische Quadratur-
formeln). Die zugehirigen Newton-Cotes-Koefizienten A;, 1 = 1,...,n sind
samdtlich positiv.

Beweis:
Essein € IN. Es seien nun ty,...,t, € [a,b] die noch unbekannten paarweise

verschiedenen Stiitzstellen, und wir setzen w(t) := [[(t —¢;), (¢ € [a,b]).
j=1

Es sei p ein beliebiges Polynom vom Grad < 2n—1. Dann existieren Polynome

r,s vom Grad <n — 1 so, daf p(t) = r(t)w(t) + s(t), Vt € [a, b].

Sind nun A;, ¢ = 1,...,n, die Newton-Cotes-Koeffizienten zu den Stiitzstellen

ti,...,ty,, so ist die Newton-Cotes-Formel genau fiir p, d.h.

b b b

/ p()dt = / () (t)dt + / s(t)dt = zn:Aip(ti) _ zn:Ais(ti),

a a a

b b n
gdw. [r(t)w(t)dt =0, da [s(t)dt =Y A;s(t;) nach Satz 10.27.
i=1

Die Integrationsformel von Newton-Cotes ist folglich genau fiir alle Polynome
b

vom Grad < 2n — 1, falls [r(t)w(t)dt = 0, fiir alle Polynome r mit Grad

a
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<n-—1.

Wir miissen also zeigen: Es existiert ein Polynom w, n-ten Grades mit
Nullstellen in [a, b] so, dafl

()

b
/r(t)w(t)dt =0 , fur alle Polynome r mit Grad <n — 1.

a

Wir fiithren den Beweis in zwei Schritten:

i)

ii)

b
Im Raum X := C([a, b]) mit Skalarprodukt (z,y) = [z(t)y(t)dt,

(Vz,y € X), kann das System ;(t) := t"=! i € IN, nach Satz 7.63
orthonormiert werden. Es entsteht ein Orthonormalsystem ¢;, i € IV,

b
wobel gilt ¢; € L({¢1,...,1¢;}). Also haben wir [ ¢;(t)p;(t)dt =

0, Vi # j.
~ Wy = p, ist ein Polynom n-ten Grades mit der gewiinschten Eigen-
schaft (x).

Beh.: w hat n Nullstellen in a, b[.

Bew.: Es seien #1,...,¢,%41,...,t; die Nullstellen von w, in la, b,
wobei tq,...,t, diejenigen mit ungerader Vielfachheit sind, an denen
also w,, das Vorzeichen wechselt.

~» wy(t) T](t — t;) wechselt nicht das Vorzeichen in ]a, b].

i=1
b r

~ [wn(t) TT(t = &)dt #0 (6.17 a)!)
a i=1
~» Widerspruch zur Konstruktion, falls r < mn — 1.

~> 1 =n ~» nur einfache Nullstellen in |a, b[.

Es bleibt nun zu zeigen, dafl A; > 0, Vi = 1,...,n. Das folgt aber aus

b

St —ty, g ot —t
0< [qLi=ri =3 a5 = 4,
k=1 '3 Uk i—1 oot Ui T Uk
@ k#j k#j
da die fraglichen Polynome einen Grad < 2n — 1 haben. a

Bemerkung 10.29
Fiir die orthogonalen Polynome w,, n € IN, existieren Rekursionsformeln zur
Berechnung von wyy1 aus wy, und w,_1 (vgl. Stoer/Bulirsch, Kap. 3.6, Satz
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3.6.3).
In derselben Literaturstelle findet man auch fir |a,b] = [-1,1]:

n! (d\"  ,
= 2 (&) @1 P .
wn(t) o) (dt) (t )" (Legendre-Polynome)

Problem: Konvergenz von Iteratlonsformeln fiir n — oo.

Es seien fiir alle n € IV Stiitzstellen t € [a,b], j =1,...,n, und Koeffizien-
ten Ag» , 7 =1,...,n, gegeben, und wir definieren
I, : C([a,b])) = R, I,( ZA ("), ¥n € IN.

b

Frage: I,(f) — [ f(t)dt, Vf € C([a,b])?

a

Satz 10.30
f f(t)dt =~ I,(f) seien Integrationsformeln vom Newton-Cotes-Typ fiir jedes
n € IN. Dann gilt:

b

lim I, (f) = /f(t)dt, VfeCa,b]) gdw. sgﬂvaAg."’\ < o0.

n—oo
a

Beweis:
b
Wir definieren I : C([a,b]) — R, I(f) := [ f(t)dt, Vf € C([a,b]). Es gilt:

I,,1 € L(C([a,b]),R), (¥n € IN), d.h. sie sind lineare und beschrénkte
Operatoren (vgl. Kap. 7.2);

1]l = ; |A™)]| (vgl. Bsp. 7.23).

Anwendung des Satzes von Banach/Steinhaus (Satz 7.27):

X :=C([a,b)), Xo : =R, A, :=1,, A:=1, M C X so, daBl L(M) dicht in
Xi.

Anf — Af,Vf € Xy gdw. A, f — Af,Vf € M, und

sup [|A,]| = sup 3 [AM] < oo

nelN n€lN i=1

Es geniigt also, eine Menge M C X; zu finden, so dal £(M) dicht ist in
Xy = C([a,0]) und L,(f) — I(f), Vf € M.

Wir wihlen M := {p : p ist Polynom auf [a,b]} C X~ L(M) = M.
Nach Folgerung 7.51 (Approximationssatz von Weierstra8) gilt: M ist dicht
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b

in X; = C([a,b]). Es geniigt also zu zeigen: I,,(p) = I(p) = [ p(t)dt, Vp € M.
b

Es sei p € M beliebig. 10.27 ~ I,(p) = [ p(t)d¢ fiir hinreichend grofes n. O.

Bemerkung 10.31
Aus den Sdtzen 10.28 und 10.30 folgt die Konvergenz der Gaufschen Qua-

draturformeln!
Buws.: FEs gilt nach 10.27/10.28:

n b
> Al \—ZA(” [ldt=b—a < cc.
2 )

Fiir die [ntegmtionsformeln von Newton-Cotes mit konstanten Schrittweiten
(vgl. Bem 10.24) gilt: (Satz von Kusmin)

sup Z |A = 400.

nelN j=1

Man hat also hierfiir dhnlich schlechtes Konvergenzverhalten wie fir Inter-
polationspolynome (Satz 10.13)! Wegen des Oszillationsverhaltens der Inter-
polationspolynome sollten auch Integrationsformeln von Newton-Cotes (mit
konstanten Schrittweiten) nur bis n <5 verwendet werden.

Satz 10.32

Die Integmtionsformel von Newton-Cotes

b

ff hZalf() =20 n > 1, baw. h:=b—a,n =1, mit

aquzdzstanten Stutzstellen sei genau fir alle Polynome vom Grad < s € IN,.
Ferner gelte f € C([a,b]).
Dann existiert eine Konstante C > 0 (nur abhingig von n und s) so, dafs

b n
| [ = 1Y auf )] < Ch2 sup [£040(0)

te(a,b]

Beweisskizze:
Sei t, E]a b[, 5.16 (Taylor) ~ 3O €]0,1[: f(t) = Ts(t) + Rs(t), wobei

T,(t) = Z e )(t" L(t — t,)* (s-tes Taylor-Polynom, vgl. 5.17)

) = LMt
b

Nach 10.27 gilt: f T,(t)dt = Z a; Ty (t;)

be fT dt+fR

|fb Ot —h 3 )] < | [ RO =15 k(o) da 1(6) = To(e) +
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Ry (t;).
~» Standard-Abschitzung! O

Bemerkung 10.33
Firn = 2,...,5 hat s € IN bzw. die "optimale” Konstante C' > 0 in der
Abschitzung in 10.32 die folgende Gestalt:

n=2: s=1,C:=%  (Trapezregel)

n=3: s=3,C:= (Simpson-Regel)

n=4: s=3,C:=

8
n=>5: s=5C: = o

|°°qo:|"‘5|

Ubung: Fiir die Simpson-Regel gilt, daf sie genau ist fir alle Polynome vom
Grad < 3. (Hinweis: Es geniigt zu zeigen, daf sie genau ist fir die Funktion

fH)=# 1

Ausweg aus der Tatsache, daBl man Newton-Cotes-Formeln fiir grofleres n €
IN nicht verwenden sollte?

Idee: Aquidistante Unterteilung von [a,b] in kleinere Intervalle und Anwen-
dung von Newton-Cotes-Formeln (mit n < 5) auf diesen kleinen Intervallen.
Untertellung von [a, b] in m Teilintervalle der Lénge h := =2, und

f f(t)dt = Z f f(t)dt, t; = a+jh, j =0,...,m; Anwendung dquidistanter
J=1t;_1

Newton-Cotes-Formeln mit n <5 auf [t;_i, t;]

~» Zusammengesetzte oder ”grofie” Newton-Cotes-Formeln:

/ F(t)dt

a

Q

N h ) h
j=1 i=1

- S S (et (= DA+ (- =)

j=1 i=1

Beispiele 10.34

a) Zusammengesetze Trapezregel:

n=2 a =a = %
~ T ) 1= § S tin) = 10) = (@) 42 L flati5e +50)
b
J f(t)dt ~ T(h; f)
b) Zusammengesetzte Simpson-Regel:
ff Shs £) = 522 35 (F(tm0) + 4F(45) + £(2,)).

]—1
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Lemma 10.35

b

a) lim T(h; f) = [ f(t)dt, ¥f € C([a,b]).

a

b) Ist f € C*([a,b]), k € IN, so existieren Konstanten C >0, C; € IR, j =
1,....k—1, mit

b k—1

T(hs f) — / Fdt — 3" Ch%| < on2*
g =1
Beweis:
m—1 b
8) T(h f) = S(f(a) + f() + 3 fla+ jhh [ Tt
~ ~  j=1 “
h—0 (‘*') ~

b

da (x) gerade eine Riemannsche Zwischensumme fiir [ f(¢)d¢ ist.

b) vgl. Stoer/Bulirsch, Kap. 3.3 a
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