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0 Einleitung

Die Leistungsexplosionen von Rechnern und die damit mogliche Bearbeitung pra-
xisnaherer Aufgaben war der Anlafl und die Motivation fiir eine enge Verkniipfung von
Ingenieurwissenschaften, Informatik und Mathematik. Dabei entstand als Ergebnis das
interdisziplindre Gebiet des Wissenschaftlichen Rechnens (Scientific Computing).

Im zweiten Teil des Kurses Wissenschaftliches Rechnen sollen Spezifika numerischer
Algorithmen behandelt werden. Dabei werden anhand von ausgewéahlten Aufgaben-
stellungen (lineare Gleichungssysteme, lineare Optimierung) typische Vorgehensweisen
bei der Konstruktion von numerischen Algorithmen, deren mathematischer Analyse
und deren Implementierung diskutiert. Zugleich soll in die Nutzung von Standardsoft-
ware eingefiithrt werden.

In der Vorlesung wird exemplarisch die numerische Losung folgender Grundaufgaben
anhand ausgewéhlter Algorithmen untersucht:

(i) Lineare Gleichungssysteme: Az = b, wobei A = (a;;); j=1,..m € R™ ™ invertierbar
ist und b € R™.

-----

(ii) Lineare Optimierungsprobleme: min{c'z : Az = b,z > 0}, wobei A = (a;;) i=1..n ,

Jj=1,..., m

beR" ceR™und “>" komponentenweise zu verstehen ist.

Literatur:

* G. HAMMERLIN UND K.-H. HOFFMANN: Numerische Mathematik, Springer-
Verlag, Berlin 1994 (4. Auflage).

* A. KIELBASINSKI UND H. SCHWETLICK: Numerische lineare Algebra, Verlag
der Wissenschaften, Berlin 1988.

P. DEUFLHARD UND A. HOHMANN: Numerische Mathematik I, Walter de Gruy-
ter, Berlin 1993 (2. Auflage).

G. H. GorLuB UND C. F. VAN LOAN: Matrix Computations (Second Edition),
John Hopkins University Press, Baltimore 1993.



1 Numerische Losung linearer Gleichungssysteme

Wir werden hier fast ausschlieBlich lineare Gleichungssysteme (GS) mit quadratischer,
invertierbarer Koeffizientenmatrix betrachten, so dafl diese Systeme fiir beliebige rech-
te Seiten stets genau eine Losung besitzen. In den Anwendungen ist es zweckméfig,
Gleichungssysteme nach speziellen (analytischen, algebraischen) Eigenschaften, nach
ihrer ,,Groe® sowie ihrer Struktur zu unterscheiden. Diese Unterscheidungen betreffen
eine

(i) normale, vollbesetzte Matrix,
(ii) symmetrische bzw. symmetrische und positiv definite Matrix,

(iii) sehr grofile Matrix, die viele Nullen enthélt, mit den Spezialfillen:
Bandmatrix, sehr wenige irregulér verteilte Nicht-Nullelemente.

Die Losungsverfahren unterscheiden sich je nach Situation (i), (ii) bzw. (iii). Wir be-
ginnen mit einer Fehleranalyse und der Kondition linearer Gleichungssysteme.

1.1 Kondition linearer Gleichungssysteme

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
Ar=0b, AeR™™ beR™

als gegeben und erinnern uns zunéchst an einige Fakten aus der linearen Algebra.
Wir bezeichnen mit rg(A) den Rang der Matrix A, d.h., die Dimension des Wertebe-
reichs R(A) := {Az : 2 € R™} bzw. die maximale Anzahl linear unabhingiger Zeilen
bzw. Spalten. Eine andere Formulierung dieser Definition von rg(A) ist, daf das homo-
gene lineare Gleichungssystem Ax = 0 gerade m —rg(A) linear unabhéngige Losungen
besitzt. Man nennt A eine invertierbare Matrix, falls rg(A) = m. Ist A invertierbar, so
ist das lineare Gleichungssystem Ax = b fiir jede rechte Seite b eindeutig l6sbar und
es existiert eine Matrix A=! € R™*™, so da8 A~'b diese eindeutig bestimmte Losung
darstellt. A™! ist die zu A inverse Matrix.

Zusétzlich betrachten wir das ,,gestorte” lineare Gleichungssystem

(A+ AA)(x + Ax) = b+ Ab,

wobei AA und Ab Fehler in den Daten A bzw. b darstellen und Ax den entstehenden
Fehler der Losung bezeichnet. Uns interessieren Abschitzungen fiir den absoluten bzw.
relativen Fehler ||Az|| bzw. % (mit einer Norm || - || im R™).

Als ersten Schritt einer theoretischen Analyse kiimmern wir uns zunéchst um die In-
vertierbarkeit gestorter invertierbarer Matrizen.

Lemma 1.1 Es sei B € R™™ und fiir eine zugeordnete Matriznorm gelte ||B|| < 1.
Dann ist die Matriz E 4+ B invertierbar und es gilt:
1 1
L E B s —
1+ B 1B

(Hierbei bezeichnet E die Finheitsmatriz in R™*™.)
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Beweis:
Fiir beliebiges x € R™ gilt:

I(E + B)x|| = [« + Bzl > ||z]| — |Bx|| = (1 = |B]})[l«]| = 0

Also folgt aus (E + B)x = 0 sofort = 0. Also gilt rg(F + B) = m und es existiert
(E+ B)™' =: C € R™™. Fiir die Matrix C gilt:

E=(E+ B)C =C(E+ B)
~ B =1<[(E+B)IC| < 1+ [BIHIC]

IE| =1=|C+BC| = |[Cl| = IBC = (1 = [|B)IC].
Damit ist die behauptete Ungleichungskette bewiesen. U
Satz 1.2 (,Stirungslemma®)

Es seien A, A € R™™ mit A invertierbar und fir eine zugeordnete Matriznorm gelte
A < B, |A— A|| <« und a8 < 1. Dann ist auch A invertierbar und es gilt

~ 2
A€ A AT - A 2 7

a4 All.

Beweis:

Wir betrachten B := A~'(A— A). Dann gilt: || B|| < ||A*1||~||14~1—A|| < af < 1. Deshalb
ist nach Lemma 1.1 die Matrix £ + A'(A — A) = A~'A invertierbar, also auch A.
AuBlerdem folgt aus Lemma 1.1:

HA i
af

H ‘1H2

IATH < AT A AT = (B + AN A = AT ATY] <

IA™ = A7 = AT A = AT < AT A = AHATY < IIA All-

O

Folgerung 1.3 Die Menge {A € R™™ : A ist invertierbar} offen im Raum (R™*™ |-
|) (mit jedem invertierbaren A gehirt auch die Kugel {A € R™™ :||A— Al < ”A—LH}
zur Menge).

Beweis:
Die Aussage folgt sofort aus Satz 1.2. O

Im folgenden Storungsresultat fiir Losungen linearer Gleichungssysteme taucht nun
erstmals der Term || A|| ||A™Y|| auf der rechten Seite der Abschitzung auf.



Satz 1.4 Es seien A und AA Matrizen aus R™*™, A sei invertierbar, b und Ab seien
aus R™ und x = A~'b. Ferner gelte fiir die zu einer Norm ||-|| auf dem R™ zugeordnete
Matriznorm ||A7M] ||AA| < 1.

Dann existiert eine Losung v + Az des linearen Gleichungssystems

(A+ AA)(z + Az) = b+ Ab,

und es gelten die Abschdtzungen

1A~

|Az]| < = |AD][, falls b= 0,
L= [lA=t] [laA]

lAz] _ _ IA]A <HAM| |AA]

+ , falls b # 0.
=l = 1Ay gaptzal \ el Al )

Beweis:
Die Voraussetzung ||[A7!|| [|[AA| < 1 impliziert nach Satz 1.2, daB die Matrix A + AA
invertierbar ist und daf
[l
1—[|A=H[ |AA]
Aus der Gleichheit (A + AA)(x + Az) = b+ Ab folgt
(A+AA) Az =b+ Ab— Ax — AAx = Ab— AAx

I(A+A4) <

und deshalb
Az = (A+AA)YAV— AAx)
Az < iyl (128 + [AA] [l]).

Im Fall b = 0 gilt auch x = 0 und alles ist gezeigt. Es sei b # 0 (~ z # 0).

lAz]] A~ lAB] 6]l NAA]l
s < A
Tz = T=[A-TAA] \ ol [l + Al H H

ATMAL (1Ab] |, 1AA]
< _
e = v T Y

wobei im letzten Schritt die Ungleichung [|A|| > —|‘|| verwendet wurde. O

Definition 1.5 Die Zahl cond (A) := ||A]| ||[A7Y|| heift Konditionszahl der invertier-
baren Matriz A € R™™ (bzgl. der Matriznorm || - ||).

Bemerkung 1.6 Die Abschdtzung fiir den relativen Fehler ”ﬁaﬁ” in Satz 11.4 kann 1.
a. nicht verbessert werden. Sie besagt, dafs der relative Fehler Jer Losungen abgeschdtzt
werden kann durch das Produkt eines Faktors mit der Summe der relativen Fehler der
Eingangsdaten. Fir eine ,kleine Storung® AA ist dieser Faktor etwa gleichgrofS mit
cond(A).

Groffe Konditionszahlen fiihren also 1. a. dazu, dafi aus kleinen Eingabefehlern groffe
Fehler bei den Lésungen resultieren! Offensichtlich hingt die Konditionszahl cond(A)
von der konkreten Wahl der Norm ab. Es gilt aber stets cond(A) > 1 wegen | A7 || 4] >

|E|| = 1. Bei Verwendung von || - ||, als Matriznorm verwenden wir die Bezeichnung
cond,(A).



Beispiel 1.7 Es sei H,, die Hilbert-Matriz der Ordnung m mit den Elementen

1 .
aij:i“‘]—._l’ hj=1,...,mmeN
H,, ist symmetrisch und positiv definit, also auch invertierbar, mit der ganzzahligen
- —1)t+J . m+i—1)! o
Inversen Hml. = (hij), h” = %rﬁj mit r; == %, i,j=1,...,m.
Fiir m =4 qilt zum Beispiel
1 3 3 3 16 —120 240  —140
i 111 —120 1200 —2700 1680
— 2 3 4 5 -1 _
Ho=1 11 11 und — H 240 2700 6480 —4200
i1 1 7
1% § 7 —140 1680 —4200 2800
Wird nun das lineare Gleichungssystem H,,x = b:= H,,(1,1,..., )T fiir verschiedene

m € N mit dem Gaufschen Algorithmus geldst, so ergeben sich fiir m = 8 bzw. m = 10
relative Fehler der Losungen von etwa 0.4 bzw. 3.4. Dies Effekt nimmt mit wachsendem
m weiter zu (vgl. Himmerlin/Hoffmann, Kap. 2.6).

Man erahnt, daf$ die Ursache fiir die aufgetretenen Fehler sich auch in den Konditi-
onszahlen von H,, manifestiert. Es gilt namlich:

m | s 4 | 5 | 10 |
| condy(H.,,) | 520 | 16.000 | 480.000 | 1.6 - 10" |

wobei condy(Hyn) = || Hyt o[ Hll = 322285523,

1.2 Der Gauf3sche Algorithmus

Die Aufgabe besteht in der Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b mit inver-
tierbarer Koeffizientenmatrix A. Der Gaufsche Algorithmus basiert auf der Beobach-
tung, dafl die folgenden Operationen die Losung des linearen Gleichungssystems nicht
verandern, wohl aber die Struktur von A:

e Vertauschung von zeilen,

e Multiplikation einer Zeile des linearen Gleichungssystems mit einem Faktor ver-
schieden von 0,

e Addition einer Zeile des linearen Gleichungssystems zu einer anderen Zeile.

Ziel ist es, mit diesen Operationen aus A eine invertierbare Dreiecksmatrix R zu erzeu-
gen. Die Grundform des Gaufischen Algorithmus hat die folgende formale Beschreibung:

- AW = A, bV =

—fﬁrkzl,...,m—lsetzeA(k):(agf) ,,,,, » )i=1,..., :

- finde einen Index s(k) € {k,k+1,...,m} mit &i’(f,)c)’k # 0 und vertausche die

Zeilen k und s(k) in A® und b®, und bezeichne die Elemente wie vorher;



0 i=k+1,....mj=k

k a(k) k ..
) GE?H) = az(j)_fi)azgj) i, j=k+1,....m
a(k) sonst
i )
a® .
plkt1) bgk) - aEZ> ,(f) da=k+1,....m
TV T k
bfksc , sonst

- R:=AM .= pm),

Unser néchstes Ziel besteht darin, diesen Algorithmus in Form von Matrixprodukten
zu schreiben. Dadurch wird er fiir uns fiir eine Analyse zugénglicher. Dazu fithren wir
zunichst zwei Typen von (Transformations-) Matrizen ein:

Piswy = FE (k= s(k))
Pk,s(k) = (617 cee 7€k_1> es(k)’ ek+17 R 7€S(k)_17 €k7 es(k)—i-l’ s 76n> (k 7& S<k))
T T
Spalte k Spalte s(k)

wobei €’ := (0,...,0,1,0,...,0)" der i-te kanonische Einheitsvektor in R™ ist. Py s
entsteht also aus der Einheitsmatrix £ € R™*™ durch Vertauschung der k-ten mit der
s(k)-ten Spalte. Sie bewirkt bei Multiplikation mit einer Matrix die Vertauschung der
k-ten mit der s(k)-ten Zeile dieser Matrix. Man nennt sie auch Vertauschungsmatriz.
Der zweite Typ ist die folgende elementare Transformationsmatrix:

0O --- 0 --- 0
LyB)=E+8| 0 - 1 o 0 | =B+ pd() (BeRi#))
0 o 0 - 0

Dabei besteht die Matrix aus Nullen mit Ausnahme einer 1 in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte. Eine Multiplikation von L;;(3) mit einer Matrix bedeutet Addition der mit 3
multiplizierten j-ten Zeile zur i-ten Zeile der Matrix.

Hat nun im ersten Teilschritt des k-ten Schrittes des Gaufischen Algorithmus erhaltene
Matrix P;QS(;C)A(’“) die Gestalt

(k) (k) ® k)

Ay o Oy Gy im
. .
k ' :
PrsinA® =1 0 a1 (k) ag?zi)’m
0 0 Ak Aern,
0 0 a(.’“,l o),



so konnen die weiteren Teilschritte wie folgt kompakt geschrieben werden:

Diese Vorschrift vereint die analogen Transformationen an A® bzw. b® im k-ten
Schritt des Gaufischen Algorithmus durch Betrachtung der durch die jeweilige rechte
Seite b*) erweiterten Matrizen (A® 6*)) &k =1,... m, aus R™*(m+1),
Der Gaufische Algorithmus kann dann wie folgt in Form von Matrixprodukten geschrie-
ben werden:

m—1

(R.¢) = [ LiPrsiiy(Ab) = L1 Pr—t,s(m—1) - - - L1 Pro1y (A, b)

k=1
Die weitere Analyse des Gauflschen Algorithmus beginnen wir nun mit einer Zusam-
menstellung der Eigenschaften der Transformationsmatrizen:

Eigenschaften 1.8
a) Py st symmetrisch und invertierbar mit P,fys(k) = E, det(Py o)) = —1, falls
k # s(k) und cond; (P sm)) = 1.

b) Li;(3) ist invertierbar fiir jedes 3 € R mit (L;j(8))~* = Lij(—5) und es gilt
cond; (Li;(8)) = (1 +8)*.
Beweis:
a) ist klar nach Definition der Vertauschungsmatrizen und wegen cond; (P skx)) =
| Pesallf =1, da || - ||1 die Spaltensummennorm ist.

b) Wegen i # j ist L;;(/5) eine Dreiecksmatrix mit Einsen in der Hauptdiagonale,
also invertierbar. Ferner gilt:

Li@Ly(=B) = (B+pe(@))(E—pe(e))
= E - p%(e?)Tel(e?)T = E wegen (e/)Te! =0,
und damit ng(_ﬁ) = sz(ﬁ))il
Auberdem gilt: condy(L5(8) = [Zo(B)lalZs(~B)h = (1+8)%. O

—~

Satz 1.9 Flr jede invertierbare Matrix A € R™*™ existiert eine Matriz P € R™*™,
die ein Produkt von Vertauschungsmatrizen darstellt, sowie Matrizen L bzw. R aus
R™ ™ mit der Figenschaft

1 0 0--- 0

i1 T2 0 Tim

. O r e Tom,
PA—LR—| ™ 1 0 = 2
: -0 : : : :

bt o A1 1 0 O 0 7Tmm

R ist dabei die Matriz, die der Gaufsche Algorithmus in exakter Arithmetik liefert,
und es gilt ry; # 0,9 =1,...,m. Die Matrizen L und R sind durch P und A eindeutig
festgelegt. P heif$st auch Permutationsmatriz.
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Beweis:
Nach unseren obigen Uberlegungen kann der GauBsche Algorithmus in der Form

m (k)
: a;
R=AM = Ly 1P g(m-1) - - L1 Py 51)A mit Ly = | | Lix <— (2))
i=k+1 A
(k)

geschrieben werden. Bezeichnet man ¢, := % so hat L; die Gestalt
Ak

Ly = ][] E-tae(M)T)=E= > luc'(e")'
i=k+1 i=k+1
1 0 . cee e 0
0 :
J— : 1
Ll 1

: : 0

0 —~lpnic 1
Weiterhin kann man zeigen, dafl Pyy1 s(pr1)Lr = f,kPkH,s(kH), wobel I:k sich nur da-
durch von Lj; unterscheidet, dafi die Spalte (0,...,0,1, —lry1p,.. ., —Lmx)' ersetzt
wird durch Peiq sy (0, ..., 0, 1, —Cigi gy, —lmi) " (vgl. Kielbasinski/ Schwetlick,

Kap. 5.1). Macht man dies sukzessive, erhilt man R = L, --- ﬁgf/lPA, wobei P =
m—1 .
I Py o) und die Matrizen L;, wie oben beschrieben aus den L;, hervorgehen, aber die

k=1
gleiche Struktur besitzen. Also folgt:

PA=LR mit L=L7'Ly' - L;',.
Klar ist nach Konstruktion, daf§ R die behauptete obere Dreiecksgestalt besitzt und dafl
alle Hauptdiagonalelemente von R verschieden von 0 sind. Wére das nicht so, wiirde
R nicht invertierbar, damit PA nicht invertierbar und damit A nicht invertierbar sein.
Wir untersuchen nun die Gestalt von L. Bezeichnen —lz-k,z’ =k+1,...,m, die Elemente
der k-ten Spalte von Ly, unterhalb der Hauptdiagonale, so gilt nach 1.8b):

~ ~

Lt = L;il,k(—ékﬂ,k)"'L;ﬁk(—gm,k) = Lirr k(1) -+ Lo (b i)

1 0 i e el 0
0 .
: 1
= . ,k=1,...,m—1,
U 1
0 o 1
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und folglich hat

1 0 - 0
m—1 A .
- 14 1
L=]l&r =] 7 .
k=1 Ai . s O
gml e gm,mfl 1

die behauptete untere Dreiecksgestalt.

Es seien nun P und A gegeben und wir zeigen die Eindeutigkeit der Darstellung PA =
LR, wobei L und R die Gestalt wie in der Behauptung besitzen. Es seien L und R
zwei weitere Matrizen mit dieser Gestalt und der Eigenschaft PA = LR = LR. Dann
gilt L7'L = RR~" und wir wissen aus den obigen Uberlegungen, daf L~! wieder eine
untere und (analog) R~ wieder eine obere Dreiecksmatrix ist. Dies trifft dann auch
auf die Produkte L™'L bzw. RR™ zu. Wegen der Gleichheit L'L = RR™! miissen
beide gleich einer Diagonalmatrix D sein: L™'L = RR™' = D. Wegen L = DL muB
dann aber D = E und folglich L = L und R = R gelten. OJ

Bemerkung 1.10 Man nennt die Darstellung von PA in der Form PA = LR wie in
Satz 1.9 die LR-Faktorisierung von A.

Der Gaufische Algorithmus hat in Matrizschreibweise nun folgende Form:

- PAz = Pb (Vertauschung von Zeilen)

-(R,c) = L7Y(PA, Pb) (Dreieckszerlegung) und anschliefend

-x = R7'¢c (Ldsung eines linearen Gleichungssystems mit Dreiecksmatriz)

Ist umgekehrt eine L R-Fuaktorisierung von A gegeben, so lost man das Gleichungssystem
Ax = b in den folgenden beiden Schritten:

- Berechne ¢ als Losung von Le = Pb (,Vorwdrtselimination® ),

- berechne x als Losung von Rx = ¢ (,Rickwdrtselimination*).

Bemerkung 1.11 (Anzahl von Operationen)

Wir berechnen die Anzahl der Gleitkommaoperationen fiir den Gaufischen Algorithmus
bzw. fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems. Dabei ist es tiblich, mit ,opms “
eine Gleitkommarechenoperation, bestehend aus einer Multiplikation und einer Additi-
on/Subtraktion zugrunde zu legen. Dann erhdlt man fir den Rechenaufwand zur

m—1 m—1
Berechnung von R: > (m —k)* = > k? = :(2m —1)m(m —1)

k=1 k=1

_ 1,3 _ 1,2 1
B = 3m” — 3Mm” + gm opms,

Berechnung von ¢: Y, (m—k) =im(m—1) =1im?—-1m opms,

k=1

m—1

- - _ 1.2 1

Lésung von Rx=c: 2 (m—k) =3zm?—3m opms.

Nicht gerechnet sind hier ingesamt 2m Divisionen durch Hauptdiagonalelemente. Zur
Losung eines linearen Gleichungssystems mit dem Gaufschen Algorithmus bendtigt
man also:

1 1
gm?’ + §m2 + O(m) opms,

wobei der Term O(m) ein Vielfaches von m bezeichnet.
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Bemerkung 1.12 (Pivotisierung)

Nicht eindeutig bestimmt ist bisher die Wahl der Permutationsmatriz P, d. h. die Wahl
der Zeilenvertauschungen zur Bestimmung des Elementes a(kk) . 7 0 in der k-ten Spalte
unterhalb der Hauptdiagonale.

Man nennt diesen Prozef$ auch Pivotisierung und ai’(ﬂ,)g) . Pwotelement.

Wie sollte man nun pivotisieren ¢ Eine Antwort damdf gibt die Kondition der Trans-
formationsmatrix Ly im k-ten Schritt. Fir diese gilt

mo ) mo
cond, (L) = !IL121|!1HLkHl:HE+ > el ThIE = 3 Sel(e) T

i=k+1 YKk i=k+1 YKk
- (1+
i=k+1

)2 (vgl. 1.8b)).

(k

Die Kondition von Ly wird also moglichst klein, wenn |a,(£c)] maoglichst grof$ ist! Dies
fiihrt zur sogenannten Spaltenpivotisierung:
Bestimme

s(k) e{k,k+1,...,m} so, daff |a

= max (I(k)
s(k ik |-

i=k,...,m
Analog zur Suche nach einem Pivotelement in einer Spalte in unserer Originalform des
Gaufsschen Algorithmus kénnte diese auch in einer Zeile oder in der gesamten Restma-
triz erfolgen. Dies fiihrt zur sog. Zeilenpivotisierung bzw. vollstindigen Pivotisierung
oder Gesamt-Pivotisierung. Letztere Variante ist i.a. zu aufwindig!

Folgerung 1.13 (numerische Berechnung von Determinanten)
Es sei A € R™™ eine invertierbare Matriz mit gegebener LR-Faktorisierung gemdyfs
Satz 1.9. Dann gilt fiir die Determinante von A

m
det ,u, H Tii s

=1

wobei ry;, 1 =1,...,m, die Hauptdiagonalelemente von R bezeichnen und p die Anzahl
der k€ {1,...,m — 1} mit k < s(k) bezeichnet.

Beweis:
Nach Satz 1.9 gilt PA = LR und deshalb nach den Rechenregeln fiir Determinanten

det(P)det(A) = det(L)det(R)
= det(R) = ﬁ ri  wegen det(L) = 1.

i=1
m—1

Aus den Eigenschaften 1.8 folgt ferner det(P) = [ det(Py k) = (—1)".
k=1

Insgesamt ergibt sich (—1)* det(A) = [] ru- O

Bemerkung 1.14 (Cholesky-Faktorisierung)
Fiir spezielle Matrizen nimmt der Gaufische Algorithmus spezielle Formen an. Ist A
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eine symmetrische und positiv definite Matriz in R™™ (d. h. A = AT und {(Ax,z) >
0,Vx € R™), so ist der Gaufische Algorithmus ohne Zeilenvertauschungen durchfihrbar
(die jeweiligen Hauptdiaonalelemente sind bei exakter Arithmetik stets positiv) und die
Dreieckszerlegung von A) hat die Form:

A=LDR=LDL".

Dabei ist R definiert als D™'R mit D := diag (P11, - -+ Tmm) und besitzt deshalb Einsen
in der Hauptdiagonalen. Aus A = A" und der Eindeutigkeit der LR-Faktorisierung
von A nach Satz 1.9 folgt dann R = LY. Anders interpretiert, kann der Gaufsche
Algorithmus dazu verwendet werden, um die positive Definitheit von A zu testen. Das
Kriterium istr;; > 0,1 =1,...,m.

Definiert man nun noch L= LD%, wobei D7 = diag (7“1%1, e ,T%m), so entsteht die
sog. Cholesky-Faktorisierung von A:

A=LL".

Durch Ausnutzung der Symmetrie-Figenschaften von A ist der Rechenaufwand des
Gaufschen Algorithmus gegeniiber Bem. 1.11 (etwa) halbiert.
(Literatur: Himmerlin/Hoffmann, Kap. 2.2; Kielbasinski/Schwetlick, Kap. 6).

Wir kommen nun zur Rundungsfehleranalyse des Gaulschen Algorithmus zur Losung
eines linearen Gleichungssystems. Die ersten Resultate (Satz 1.15 und Folg. 1.17)
betreffen dabei die numerische Gutartigkeit der LR-Faktorisierung, das letzte (Satz
1.18) die Riickwértselimination. Vorher sei an die Fehlerfortpflanzung bei Gleitkomma-
Operationen erinnert (vgl. WR I):

1
fly(x0y) =20y(1 +¢) :x[]yﬂ

wobei [e], 7] < 7 gilt und 7 := 0.557""! die relative Rechengenauigkeit bei ¢-stelliger
Arithmetik mit Basis § € N, 3 > 2 ist.

Satz 1.15 Fiir A € R™™ sei der Gaufische Algorithmus durchfiihrbar und L bzw. R

seien die Matrizen der LR-Faktorisierung in einer t-stelligen Arithmetik. Dann exis-
tiert eine ,Storung” §A € R™™ von A mit

LR=A+6A und |6A], < (r+ O()E,(A)||All,.

wobei Fy(A) := 1+ 3> [|[M®|,/||All,, p € {1,00}, T die relative Rechengenauigkeit
k=2

der t-stelligen Arithmetik, M®*) € ROn—k+1)x(m=k+1) 4 g Ak) —
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Beweis: Die bei der Pivotisierung vorgenommenen Zeilen- bzw. Spaltenvertauschun-
gen entsprechen einer Umnumerierung der Gleichungen bzw. Unbekannten. Wir setzen
deshalb 0.B.d.A. voraus, daf§ diese Vertauschungen bereits vor Beginn des Gaufischen
Algorithmus vorgenommen wurden und daf§ der Gaufische Algorithmus mit s(k) = k
durchfithrbar ist. Mit dieser Vereinbarung nimmt der k-te Schritt fir k=1,...,m—1
in exakter Arithmetik die folgende Form an:

E | 0 . (k)
(k1)  _ (k) k—1 0 . R
_ 0o . R¥)
- 0 ‘ I, m=F+1) 3 (R)
0 - R®)
_ % % 3
o 0 al(ck) al(c I)chl e al(ﬂr)z
0 0 ‘ M(kJrl)

Hierbei ist Ly die entsprechende Transformationsmatrix (vgl. den Beweis von Satz
1.9), R®) der “bereits fertige” Teil von R (mit k — 1 Zeilen), Ej_; € R*E-Dx(E=1) die
Einheitsmatrix und M®) die “Restmatrix” von A®*)

Wir untersuchen zunéchst die numerische Gutartigkeit der Transformation

M) [ (n=k+1) p (k)

in t-stelliger Arithmetik. Die diese Transformation beschreibenden Operationen lassen
sich dabei in der Form

(k)

k+1 k k
ai ™ = o) (k) b (1+2)](1+65)  baw.
kk
(k) 1) 1 ﬁHm
(*) a’ = ay 1+ 6, (1 +ei5)

mit |e;;| < 7, 0] <7, 4,7 =k+1,...,m, schreiben. Daraus folgt

(k)
k+1 k a;r. .
(+) al(-jJr) — agj) (k) ,(gj +(5a wobei
A,
(k)
k k a; k
(#) dayy) = a0y - a(IZ) ajmy; und oy = ey 4 Oy + 246
kk

nebst |n;;| < 27 + 72 fiir 4,5 = k+ 1,...,m. Durch Einsetzen von (x) in (**) und
Ausnutzung der Gleichung (x?) entsteht die Gleichung

TN Tr; WY

(k)
sa® g0 O G
ij

(k+1) Mij (k) Eij

a: - a: -
K (1 + 92])(1 + gij) Y1 + 5ij

14



1
1+6;;
nach oben abschéitzen. Daraus folgt fiir 4, j iy +1,....m:

fir i,5 = k+ 1,...,m. Die Betrige von und ﬁ lassen sich jeweils mit 1 4 7
ij

6] < eVl + )+ )2 + a1+ 7)

< (1 +0())(|a] +2[al )

Wir definieren eine Stérungsmatrix M *) € Rm=k+1)x(m=k+1) g daB sie in der ersten
Zeile und Spalte Nullen hat und an der Stelle 5 das Element 5a ) steht (1,7 = k+
1,...,m). Dann gilt

ai’? G G| = om0 1 530
N o (me
0 | ME+D =L (M + oM,

wobei die Abschitzung ||SM®|, < (7 4+ O(T2) (| M® ||, + 2||M*E+V||,) giiltig ist. Mit

0 0
*) .—
oA ( 0 | 6MF )

gilt dann A®+Y) = L, (A® 4+ §A®)) und folglich

R=A" = L, (A" 4540
= L1 [Lno(A™D 4 A2y 4 A1)
= L1 L[ AT 4+ 6AMD) 4 §AM1],

da wegen der speziellen Blockstruktur von §A®) die Identitét L,, oA™Y = §Am-1)
gilt. Setzt man dies sukzessive fort, so folgt

R=1L, 1Ly o Lolq[A+ SAW . 5A(m—1)].

m—1
Mit L:=Ly'... L', und 64 := 3 6A® ergibt sich deshalb die Darstellung

LR = A+ 0A, wobei

m—1 m—1
164, < ZHM(’“)H;FZWM('“’Hp

IA

m—1
(T+0() > (1M O], + 2 M*+],)
k=1

< (T O (IAl, +3)_ I1MP],)

Damit ist die Aussage vollstandig bewiesen. O

Bemerkung 1.16 Satz 1.15 besagt, daf$ in jeder Matrizenklasse A C R™*™ in der
der Gaufische Algorithmus durchfiihrbar ist und

sup{F,(A) : A € A} < o0
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fiir eine der Normen || - ||, gilt, die LR-Faktorisierung numerisch gutartig ist. Klassen
von solchen Matrizen werden in Folg. 1.17 und Kielbasinski/Schwetlick, Satz 5.3.2
angegeben.

Das folgende Beispiel zeigt aber, dafi Satz 1.15 nicht die numerische Gutartigkeit des
Gaufschen Algorithmus fir alle invertierbaren Matrizen impliziert. Es set m = 2 und
wir betrachten das lineare Gleichungssystem:

a1 T + apry = b
a1 T1 + anry = b

wobei ajyags — ajpas # 0 (d.h. A ist invertierbar) und a;; # 0 .
Wir erhalten dann ohne Zeilenvertauschungen:

M(2) = (agg — @le) .

a1

Also kann HM@)HP = ‘agg — Zﬁagl‘ beliebig grofS werden, falls ayy beliebig klein und

aipa9 # 0 fiziert ist sowie die Norm ||Al|, nicht wdchst.

Der Effekt in Bemerkung 1.16 tritt nicht auf, wenn eine Spaltenpivotisierung durch-
gefiithrt wird !

Folgerung 1.17 Ist der Gaufische Algorithmus mit Spaltenpivotisierung zur LR-Fak-
torisierung von A € R™*™ durchfiihrbar, so ist er numerisch gutartig.

Ist A invertierbar, so ist der Gaufische Algorithmus mit Spaltenpivotisierung durchfiihr-
bar, falls conds(A) nicht zu grof ist.

Beweis:
Bei Verwendung von Spaltenpivotisierung (vgl. Bemerkung 1.12) gilt

(k)

. nax m‘zii)l <1 und folglich |a§f+1)\ < ’&g)’ + ]a,(!;)| Vi, j=k+1,...,m.
777 kk

Deshalb folgt fiir die Zeilensummennorm || - || auf R™*™:
[ MED|| o < 2|[M®)||  und folglich | M®| . < 28| Al s -
(vgl. auch Kielbasinski/Schwetlick, Aussage 5.2.1).

Aus Satz 1.15 folgt dann, dafl wegen Fo(A) < 1+3 5 2871 <14 3.2™ der GauBsche
k=2

Algorithmus mit Spaltenpivotisierung numerisch gutartig ist, falls er durchfiihrbar ist.
Fiir die Durchfiihrbarkeit ist hinreichend, dafi LR invertierbar ist. Dies gilt im Fall
A € R™™ invertierbar, falls nach dem Stérungslemma [|A — LR||«||A7" || < 1 oder
(74 0(7?))(1 + 3 - 2™)cond (A) < 1. O

Dies bedeutet, daf§ der Gauflsche Algorithmus mit Spaltenpivotisierung auf der Men-
ge aller invertierbaren Matrizen A mit nicht zu grofler Kondition conds (A) von A
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durchfithrbar und numerisch gutartig ist. Die Abschétzung Fio(A) <14 3-2™ in Fol-
gerung 1.17 ist in vielen Anwendungsfillen zu pessimistisch. Praktisch geht man von
einem linearen Wachstum von F,(A) mit m aus.

Fiir die Riickwartselimination ist die Situation einfacher.

Satz 1.18 Das lineare Gleichungssystem Rx = ¢ mit invertierbarer oberer Dreiecks-
matriz R werde durch den folgenden Algorithmus (Rickwdrtselimination) geldst:

Cm .
T 1= ——, T ( E r,]x]>, t=m—1,...,1.

Jj=i+1

Erfolgt dies in einer t-stelligen Gleitkommaarithmetik mit relativer Rechengenauigkeit
T wobei Tm < 1, so geniigt die berechnete Lisung x der Gleichung (R + dR)x = ¢ mit
einer oberen Dreiecksmatriz 0 R mit der Eigenschaft ||0R|le < (m7 + O(72))|| R so-
Insbesondere ist der Algorithmus numerisch gutartig.

Beweis:
Bei Rechnung in einer t-stelligen Gleitkommaarithmetik gilt fir ¢ =1,... ,m — 1:
S; = ﬂt < Z Tijxj> = Z T’ijl’j(l + Th‘j) H(l + 5ik) = Z rijxj(l + Efij),
j=i+1 j=i+1 k=j j=i+1
wobel |el, [nij| <7, k=j,...,m,j=1i+1,...,m, und
le] = [(1+ny) Hl—{—szk )= 1| < (m—j+ D71 +0(?)
k=j
- it 0] <
Ty = ——————— mi m| < T
Trm (L + 0m)
vo= —S % i |6;] < 27+ O(7?)
! T’M(l + 51) "= )
Wir setzen nun
Tijgij s 1< j
(SRij = 7’“51 5 7 :]
0 , sonst

und erhalten (R + 0 R)z = c¢. Die Matrix JR ist eine obere Dreiecksmatrix. Es geniigt,
|0R||s abzuschétzen:

Jj=t Jj=t+1

[0R|lc = Jax ZW%\— max { > \rijeijlﬂmdil}

< (m7+0(77) max > fryl = (m7 + O(2))| Rl

77777 J =1



Bemerkung 1.19 (Skalierung)

Die Lésungen des linearen Gleichungssystems Ax = b wverdndern sich nicht, wenn
Ax = b zeilenweise mit geeigneten positiven Faktoren multipliziert wird. Dies entspricht
der Multiplikation von A und b mit einer Diagonalmatriz D = diag(dy,...,d,,) mit
di > 0,1 =1,...,m. Ldafit sich durch geeignete Wahl von D die Kondition von A
verkleinern ¢

Es sei A € R™™ invertierbar, a* bezeichne die i-te Zeile von A und wir betrachten die
Diagonalmatriz D = diag(dy, ... ,dy,), wobei

max HakHl
d; ;= T = . =1.... .
() d laills faf, (=™

Dann gilt:
IDAlloc = [ Alloo, [(DA) oo < [A7 oo und

k_rglin [la* |1
kmaX ||akH1C0ndOO(A) < condy(DA) < condy (A).

=1,....m
Beweis: Es gilt zundchst | DA« = _max Z |d;a;| = max dilla*|l1 = | All -

7 7 J— 1
Hoo min d;
i=1

Perner gt [(DAY e < Al D — 14 = A oo wnd
|47 oo = (DAY Dloe < [(DA)ow max di. s

Dies bedeutet: Wihlt man D durch (%), so verkleinert sich die Kondition conds, von
A bei Multiplikation mit D. Unter allen durch Zeilenskalierung aus A hervorgehenden
Matrizen hat jede “zeilendquilibrierte”( d.h., deren || - ||1 der Zeilen alle gleich sind),
die kleinste condes

Bemerkung 1.20 (Nachiteration)

Es set x € R™ die durch LR-Faktorisierung und Rickwdrtselimination berechnete
Computer-Liosung des linearen Gleichungssystems Ax = b und x, € R™ sei dessen
exakte Losung, d. h., v, = A™1b.

Ferner sei h, := x, —x und ry := ry(x) := b— Ax das sog. Residuum von x. Dann gilt:

hy =2, —x=A"'—x=A"b— Ax) = A™'r, oder Ah, = r,.

Also gilt: x, = x + h, wobei Ah, =b— Ax.

Man kénnte also bei exakter Rechnung aus einer fehlerbehafteten Losung durch Lésung
eines weiteren Gleichungssystems (mit anderer rechter Seite) die exakte Ldsung be-
rechnen. Fihrt man diese Lésung wieder auf einem Computer unter Verwendung der
LR-Faktorisierung durch Vorwdrts- und Riickwdrtselimination durch (vgl. Bemerkung
1.10), so ist auch diese Niherung fehlerbehaftet, aber i. a. besser. Dies fiihrt zur Idee
der iterativen Fortsetzung dieses Prozesses, d. h., zur sog. Nachiteration:

- 2% Néiherungslésung von Az =b (aus LR-Faktorisierung erhalten);
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- firmn = 0,..., Ny bestimme h™ aus dem linearen Gleichungssystem Ah = b —
Ax™ durch LR-Faktorisierung und setze
"= 2"+ h" = 2" + (LR)'(b— Az") = (LR)""(LR — A)z" + (LR) b,

- die letztere Iterierte ist eine “gute” Lisung von Ax = b, da die Folge (x™) we-
gen |[(LR)"Y (LR — A)|| < 1 (da ||[LR — A|| in der Regel klein ist) nach dem

Banachschen Fixpunktsatz gegen x, konvergiert.

Achtung: Bei der Berechnung des Residuums kénnen Ausloschungseffekte auftreten.
Deshalb ist eine Berechnung mit hoherer Genauigkeit, aber Abspeicherung mit einfacher
Genauigkeit eine geeignete Vorgehensweise.

Bemerkung 1.21 (Konditionsschitzung)

Das Ziel bestehe darin, condo(A) fiir eine invertierbare Matrix A € R™*™ néiherungs-
weise zu berechnen. Die Berechnung von ||Al|« ist kein Problem, allerdings ist es ein
Aufwandsproblem, A~" zu berechnen (O(m?®) Operationen vgl. Bem. 1.11).

Es sei jetzt eine LR-Faktorisierung von A gegeben und das Ziel sei, |A™Y| s ndhe-
rungsweise zu berechnen. Fs gilt:

520
(Elp

1A oo = (AT ]l = [I(ZR)T) " =

fiir jedes v # 0 und (LR)"z = x.
[E[FY

Das Ziel ist nun, x so zu wdhlen, daf IEIE

Es seiy so gewdhlt, daff Ry =z ~ LTz =y und

=l Myl =l lyll ]l

Izl 2l flglh Dyl (R~ ] -

Wir setzen nun voraus, dafi die LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung erhalten
wurde. Dann gilt:

bi=1,i=1,....m, und |(;;| <1, 1 <j<i<m.

1 1 I(LT) " ylh _ _
~ ILT < d— < < — (LD Yy = 1LY
|| ||1 > mun m = ||LT||1 = ||y||1 ||( ) Hl || H

sowie ||[L7 s < 2™t (Ubung).

Praktisch ist nun ||L™Y | meist wesentlich kleiner als 2™, deshalb variiert der Term

LT —1 3
% oft nur wenig.
. . RT —1
Daher versucht man, einen Vektor x so zu konstruieren, dafs der Term W

maoglichst grofS wird.
Ansatz: :L‘l =1, x;:==%1, i=2,...,m. Firy= (R")'a gilt dann y; = 2,

11’

— Tji A
= Zmyﬁ Si=2,m.
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Da xy bekannt ist, ist auch y; bekannt. yo werde nun so bestimmt, daf8 ||yll1 = >_ |vil
i=1
maoglichst grofS wird. Ndherungsweise bestimmt man ys aus ro = +1 so, daf

14 T2
—— Y1 — —Y2
T'ii Tii

MEITEDY
=3

moglichst groff wird. Diesen Prozef$ setzt man dann mit ys analog fort (Details in

Kielbasinski/ Schwetlick, Kap 5.4).

1.3 Householder-Orthogonalisierung

Ziel: Transformation des linearen Gleichungssystems Ax = b auf Dreiecksgestalt mit
Hilfe von orthogonalen Matrizen, die die Kondition nicht , verschlechtern*.

Definition 1.22

Eine Matriz QQ € R™™ heifit orthogonal, falls Q invertierbar mit Q=1 = Q.
Fiir jedes u € R™ mit ||ull, = 1 heifit die Matriz H := E — 2uu’
Householder-Spiegelung(smatriz).

Lemma 1.23

a) Fir A € R™™ und jede orthogonale Matriz Q € R™ ™ gilt:
Q]2 = [lzll, Vo eR™, [QA[2 = Al

Insbesondere gilt ||Q||2 = 1, conds(Q) = 1 und condy(QA) = condy(A)
(falls A invertierbar ist).

b) Jede Householder-Spiegelungsmatriz ist symmetrisch und orthogonal.

Beweis:
a) Fiir jedes z € R™ gilt:

1Qz3 = (Qr,Qz) = (QTQz,z) = (z,z) = ||lz[3 ~ QI = 1.
Mit @ ist auch QT orthogonal wegen (QT)™1 = (Q™ )" =(Q")" = Q.
~ [|Q7]|(2) = 1 und conds(Q) = [|Q" [|[| Q]2 = 1.
Ist A invertierbar, so gilt
condy(QA) = [[(QA) 7 2 QAll2 = [AT'QT 12| All2 = [[A7"[|2[[All2 = conda(A).
Es sei nun y € R™, ||yl = 1 und ||Ag|2 = || A]]2
~ [|QAY]2 = [[Agllz = [|All2 ~ [[QA]2 = || All2-
AuBerdem gilt: [ QA < Q| All2 = ]

b) Eine Householder-Spiegelung ist nach Definition symmetrisch, d. h. es gilt
H = H'. Ferner gilt:

H?=HH = (F —2uu")(E —2uu') = E — 4uu’ +4u(u"w)u' = E

wegen u' u = {(u,u) = ||ul|3 = 1. O
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Bemerkung 1.24 Der Begriff ,orthogonal® riihrt daher, dafS die Zeilen und die Spal-
ten einer orthogonalen Matriz als Vektoren in R™ orthogonal zueinander sind. Der
Begriff ,Spiegelung® hat seinen Ursprung darin, daff die Matriv H = E — 2uu' eine
Spiegelung des R™ an der Hyperebene H, = {x € R": u'x = 0} bewirkt.

Schreibt man ndamlich ein beliebi-
ges v € R"™ in der Form x =
(w'z)u + (z — (u'z)u), so gilt
Hr = —(u'z)u + (z — (u'z)u).
Obwohl von dhnlicher Art wie die
Matrizen L;;(B) in Kap. 1.2, so
sind Householder-Spiegelungen or-
thogonal und die L;;(3) nicht!

Lemma 1.25 Es seie! := (1,0,...,0)", z € R™ mit x # ael, Va € R.

Dann gilt Hx = (E—2uu" )z = oe! und ||ull; = 1 gdw. u = im und o := =£||z||2.

Beweis:
Aus der Gleichung Hxr = x — 2u' 2u = oe! und aus |Jul]y = 1 folgt, dafl u die Gestalt
_ x—oe
C = oetl
haben mufl. Nach Lemma 1.23 folgt ||[Hz|2 = ||z|]2 = |o], d.h. 0 = £||z||2.
Haben umgekehrt « und o die angegebene Form, so gilt

lz = oet|lz = llz]l* = 20(z,e') + 0* = 2||[|* — 20(z, €").

Daraus folgt

oo\ T
Hx:x—QuTxu:x—2w(x—ael):061 O
[z — et

Das Lemma legt das folgende Orthogonalisierungsverfahren nach Householder zur Drei-
ecksfaktorisierung einer Matrix A € R™*™ nahe:

Algorithmus 1.26 (QR-Faktorisierung durch Householder-Orthogonalisierung)

1. Schritt:

ay sei die erste Spalte von A; hat a1 die Form ae', so ist der erste Schritt beendet;
ansonsten bestimme u; € R™ so, daff Hiay = (E —2uyu] )a; = ||ay||2e* und |Juy]]2 = 1.
Setze AV = H, A.

k-ter Schritt:

A=Y habe die Gestalt

1

© : ko1
A1) _ * | * *
‘ o o o b
(k—1) (k—1)
I a Qm } m—k+1
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mit den “Restspalten” a(k_l), i=k,...,m. Bestimme u, € R" " s0, daf

Hka,(ck_l) =(FE — 2uku;€r)a,(€k_1) = Ha,(f_l)]b el € R+ und llukl2 = 1.

(k=1)

i

Transformiere alle “Restspalten” a
Matriz mit A®).
m-ter Schritt:

Setze R = Am—1) = (il)

Satz 1.27 Zu jeder Matriz A € R™ ™ existiert eine orthogonale Matriz () € R™*™
und eine rechte obere Dreiecksmatric R € R™ ™ so dafs

it =k,....,m, mit H und bezeichne die neue

A=QR (QR — Faktorisierung).
Ist A invertierbar, so auch R und es gilt condy(A) = conda(R).

Beweis: Es seien Hy, ..., H,, 1 die in Algorithmus 1.26 definierten Householder-Spiege-
lungen und wir definieren die folgenden Matrizen in R"*":

E 0
Q= Hy, Qk::<0 Hk)’ k=2,....,m—1.

Dann sind alle @, symmetrisch und orthogonal. Uberdies ist auch @ := Qu_1--- Q1
orthogonal. Wegen QA = A=Y = R ist damit der erste Teil gezeigt. Der zweite Teil
folgt aber unmittelbar aus Lemma 1.23. O

Bemerkung 1.28 Anzahl der Rechenoperationen einer Q) R-Faktorisierung:

2 .
§m3 + 0(m?) opms (vgl. Kielbasinski/Schwetlick, Kap. 10.2)
Die Anzahl der Rechenoperationen ist also etwa doppelt so groff wie beim Gaufischen Al-
gorithmus. Die Householder-Orthogonalisierung besonders dann empfehlenswert, wenn
condy(A) ,grof“ ist. Die Householder-Orthogonalisierung ist ein numerisch gutartiges

Verfahren (vgl. Kielbasinski/Schwetlick, Kap. 10.2).

Eine wichtige weitere Anwendung der Householder-Orthogonalisierung ist die Losung
von Ausgleichs- oder Quadratmittel-Problemen.

Beispiel 1.29 (lineare Regression)

Gegeben seien statistische Daten (t;,x;) € R xR, i = 1,...,n, die z.B. gemessenen
Werten an Zeitpunkten t; entsprechen, und reelle Funktionen ¢;, 7 =1,...,m.
Gesucht ist nun eine Linearkombination Z;”zl cjpj, so daf$ sie die gegebenen Daten
bestmaoglich im Quadratmaittel-Sinn annimmt, d.h. die gesuchten Koeffizienten ldsen
das Problem

m

n
min Z(mz - Z cj0i(t:))? = min || Ac — z||?,
C1,..,Cm P o c

wobei A = (p;(t;)) € R™™,
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Wir betrachten also ein Quadratmittel-Problem der Form

Gegeben: A € R™™ b e R™ (m < n).

Gesucht: 2 € R™ mit ||Az — b|3 = min ;|| Ay — b[3.
yeR™

Satz 1.30 Es sei A € R b € R", m < n. Das Quadratmittel-Problem besitzt eine
Losung x,. Alle solchen Quadratmittellosungen sind auch Lésungen der Normalglei-
chungen

AT Az = ATb

und umgekehrt. Der affine Unterraum L = x. + ker(A), wobei ker(A) der Nullraum
von A ist, ist die Losungsmenge des Quadratmittel-Problems und hat die Dimension
m—rg(A). L ist einelementig, wenn rg(A) = m. Es existiert genau ein z™ € L, so daf

|22 = glelngHQ und 2V 1L ker(A) (Normallosung).

Beweisskizze: Wir definieren ®(x) := || Az — b||3 fiir alle z € R™.

Es gilt: ®(z) = 1 (Az — b, Az — b) = § [(AT Az, 2) —2(ATb,z) + (b, b)]

~s @ () = AT Ax — ATb (Gradient), " (z) = AT A € R™™ (Hesse-Matrix).

Da die Hesse-Matrix symmetrisch und positiv semidefinit ist, ist x eine Losung des
Quadratmittel-Problems gdw. ®'(x) = 0. Die Normalgleichungen sind aber stets losbar
und besitzen gerade die angegebene Losungsmenge £. Uberdies ist AT A invertierbar,
falls rg(A) = m. Ferner existiert ein Element 2" in £, so daf§ sein Euklidischer Abstand
zum Nullelement in R™ minimal ist. Dieses Element steht senkrecht auf ker(A) und ist
eindeutig bestimmt. 0

1

2
1

2

Definition 1.31 Es sei oV die eindeutig bestimmte Normallésung des Quadratmittel-
Problems. Dann heifit die Matriz AT € R™ ™ mit der Eigenschaft ATb = 2V (vb € R")

verallgemeinerte Inverse, Moore-Penrose-Inverse oder Pseudoinverse von A € R ™,

Bemerkung 1.32 (Pseudoinverse und Singuldrwertzerlequng)
Die Pseudoinverse AT von A ist die einzige Losung des folgenden Systems von Matri-
zengleichungen (Penrose 1955):

AXA=A (AX)" = AX
XAX =X (XA)"T = XA
Singuldrwertzerleqgung: Fir A € R™™ mit rg(A) = r < min{n, m} existieren Zahlen

oy > 09 > ... >0, >0 (“Singuldrwerte”) und orthogonale Matrizen U € R™"™ und
Ve R™™ so dass

Y =UTAV, wobei ¥ = (0;0;) i=1,.. € R™™

Jj=1,....m

mit oppq = =0,=0, 0, =+, i =1,...,7r, und \; ist Eigenwert von A" A.
Die Pseudoinverse von A € R"™™™ besitzt die Darstellung
AT =VISTUT | wobei Xt = (156:) i=1,.m € R™*"
i=1,

23



mit T, :aj*l,j: L...,r,7,=0,j=r+1,...,min{n, m}.
(Lit.: Himmerlin-Hoffmann, Kap. 2.6)

Ist A € R™™ eine Matriz mit Rang r = rg(A) < min{n, m}, so gilt:

(ATA)TTAT, m=r<n,
At =0 AT(AAT)™L n=r<m,
AL m=r=n.

Erweiterung des Konditionsbegriffs fir A € R™™: cond(A) := [|AT]|||4].
Mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung von A € R™™ gilt:

01 /\1
conds(A) = [[AT[lo[[Alls = [E7l1E] = —= =4/
Or r
wobei 1 =rg(A) und Ay > -+ > X\, > 0 die positiven Eigenwerte von AT A sind.
(Literatur: A. Ben-Israel, T. Greville: Generalized Inverses (Second Edition), Springer,
New York, 2003)

Wir zeigen jetzt, wie man die () R-Faktorisierung zur Berechnung von Normallésungen
benutzen kann. Dabei entsteht das geeignete Verfahren zur Losung von Quadratmittel-
Problemen, da bei solchen Aufgaben die Matrizen héufig sehr schlecht konditioniert
sind! Es ist i.a. der Cholesky-Faktorisierung zur Lésung von AT Az = ATb vorzuziehen!

Satz 1.33 (Berechnung von Normallésungen)

Es sei A € R™™ spalteninvertierbar, d.h. rg(A) = m < n, und zV sei die eindeutig
bestimmte Normalldsung. Dann existiert eine orthogonale Matrix () € R™™™ und eine
wnvertierbare rechte obere Dreiecksmatric R € R™ ™ so dafs

R
N _ . N . IS }m
Rx™ =ry mit QA= ) und Qb_(r2> Yi—m
Beweis:
Analog zu Satz 1.27 existieren orthogonale Matrizen @, £ = 1,...,m, so da} mit
Q= QnQm_1--- Q1 die Matrix QA die Gestalt
R } m
e
0 } n—m

mit einer invertierbaren oberen Dreiecksmatrix R besitzt. Dann gilt:
O(x) = 3lAz -0l =;Q(Ax —b)[3  (Lemma 1.231)
2

_____ x—Qbl| =3[Rz — |} + 3|2

N[

2

Also minimiert 2"V die Funktion ® gdw. Ra™¥ = r; gilt. 0
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1.4 Iterative Verfahren fiir grofle lineare Gleichungssysteme

Gegeben: A = (a;;) € R™™ invertierbar, b € R™, m groB (d.h. 10° < m < 10%).
Gesucht: Losung z € R™ von Az = b.

Spezielle Situation: A ist “schwach besetzt” (engl.: sparse), d.h. A besitzt relativ wenige
von Null verschiedene Elemente. Insbesondere treten 2 Félle auf:

(i) Matrizen mit spezieller regelméfiger Struktur, z.B. Bandstruktur.

(ii) Matrizen, die unregelméfig schwach besetzt sind.

Bemerkung 1.34 Bei grofien schwach besetzten Matrizen fiihren die auf Dreiecks-
zerlequng basierenden Verfahren (Gaufscher Algorithmus, Householder-Orthogonalisie-
rung) zu groffen Rechenzeiten (obwohl meist nur Nullen multipliziert oder addiert wer-
den) und evtl. auch zu Speicherplatzproblemen (da die entstehenden Dreiecksmatri-
zen hdufig “voll besetzt” sind). Zum Beispiel bendtigt der Gauf$sche Algorithmus %3 +
O(m?) Operationen. Steht nun ein Computer mit 1077 Operationen pro Sekunde zu
Verfiigung, so fiihrt dieser etwa 0.315-10°%® Operationen im Jahr aus. Es ergeben sich
folgende Rechenzeiten bei variierendem m:

m 100 | 10° | 106 108
| Rechenzeit (sec) | $10°7* | 310%7 | 210177 | 31017 |

Ausweg: Iterative Verfahren, die pro Schritt nur eine Multiplikation von Matriz mal
Vektor erfordern (d.h. etwa m?* Operationen).

Grundidee iterativer Verfahren:
Mit einer invertierbaren Matrix C' € R™*™ wird Ax = b dquivalent umgeformt in eine
Fixpunktgleichung:

Ar=b<=Cz=(C—-Az+b<=a=(E-C'Az+C'b

Ausgehend von der Fixpunktgleichung wird wie im Banachschen Fixpunktsatz das
Iterationsverfahren

Tpp1 = (E—C'A)x, +C ', n=0,1,2,..., 1 € R™,

angesetzt. Die Verfahren unterscheiden sich durch die Wahl der Matrix C'.

Problemstellung: Wann konvergieren Iterationsverfahren vom allgemeinen Typ

(IV) zp41 =Bx,+d,n=0,1,2,..., g € R,

wobei B € R™*™ d € R™ 7 Da auf R™ alle Normen #quivalent sind, interessiert uns
ein norm-unabhéngiges Konvergenzkriterium.

Im folgenden bezeichnet C die Menge der komplexen Zahlen und C™ den linearen
Raum aller Elemente der Form (z1,...,2,,) mit z; € C, ¢ = 1,..., m. Eine Reihe von
Normen auf dem R™ lassen sich sofort zu Normen auf C™ erweitern (z.B. || - ||, mit
p € [1,+00]). Fiir B € R™™ bezeichnet p(B) := max{|A| : A € C, det(B — AE) = 0}
den Spektralradius von B.
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Lemma 1.35 Es sei B € R™ ™. Dann gilt p(B) < 1 gdw. eine Norm || - ||. auf C™
ezistiert, so dass fir die zugehirige Matriznorm gilt || B||. < 1.

Beweis:

(<) Essei || - ||« eine Norm auf C™, so daf§ | B||. < 1. Ferner sei A € C ein beliebiger
Eigenwert von B. Dann existiert ein 0 # z € C™ (Eigenvektor) mit Bz = Az.
Folglich gilt

z

Izl

1Bzl = Mzl HB “A o~ B>

*

und damit p(B) < ||B||. < 1.

(=) Es gelte p(B) < 1 und es sei ¢ > 0 so gewdhlt, dass p(B) + ¢ < 1. Es sei
nun J € C™*™ die Jordan-Normalform zu B, d.h. es existiert eine invertierbare
Matrix T' € C™*™, so dass

Aok 0 .- 0 0
J=T"'BT =
0 0 0 --- Apoq =
o 0 0 .- 0  An
wobei \;, © = 1,...,m, die Eigenwerte von B sind und * fiir 0 oder 1 steht. Es

bezeichne nun D, die Diagonalmatrix
D, = diag(1,¢,...,e™ ")
und wir betrachten die Matrix
J.:= D 'JD. = (TD.)"'B(TD,).
Dann hat J, die Form

Aok 0 - 0 0
0 X % -+ 0 0
J. =
0 0 0 - Apt %
o 0 0 --- 0  An
wobei *, fiir 0 oder ¢ steht.
Wir definieren nun die Norm || - ||. auf C™ durch

]l == |(TDe) " xlly (Vo e C™),
wobei [ly[ly := Y%, |y fiir jedes y = (y1,...,ym) € C™. Dann ergibt sich

|Bz|l. = [(TD:)"' B(TD)TD:) x|y = | J-(TD:) " s < || Tl |l
IBll. < ||Jeh <max{|\|+e:i=1,....,m}=p(B)+e<1.
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Satz 1.36 (Konvergenz von (IV))
Sei B € R™ ™. Dann ist das Iterationsverfahren

(1V) Tpy1 = Bxr,+d,n=0,1,2,...,

fiir jedes xy € R™ und jedes d € R™ konvergent gegen (E — B)™'d gdw. p(B) < 1.

Beweis:

(<)

Sei A betragsgrofiter Eigenwert von B, d.h. |A\| = p(B) und z ein Eigenvektor zu
A. Wir betrachten das Iterationsverfahren (IV) fiir 2y = z und d = 0, d.h.

T, = Br,_1=B"z2=\"z.

Da nach Voraussetzung die Folge (x,) gegen 0 konvergiert, muss p(B) = |A| < 1
gelten.

Es gelte p(B) < 1. Dann ist A = 1 kein Eigenwert von B. Folglich ist £ — B
invertierbar. Seien xg € R™ und d € R™. Fiir die von (IV) erzeugte Folge (z,,)
gilt

n—1
2y = B,y +d=B(Br, o +d)+d=B"zo+ Yy Bd
=0
n—1
= B"zg+(E—B) (E—B)Y B'd=B"vy+ (E—B) '(E—B")d.
=0
Geméf Lemma 1.35 wihlen wir eine Norm || - ||, so da ||B||, < 1. Dann gilt

1B ol < [|B"[[lzoll« < | BlI¥]|zol+ und

n—1

> B —(E-B)"!

J=0

=0 =878, < ||t -B)"

*

n

Da (|| B||) eine Nullfolge ist, konvergiert die Folge (Z;:& B’d) gegen (E— B)~'d
und damit auch (x,) gegen (F — B)™'d in R™. O

Beispiel 1.37

a)

Gesamtschrittverfahren: Vor.: a; #0,1=1,...,m.

Wir wahlen C := D := diag(aiy, . . ., Gmm) und erhalten

0 _amp . _oim
ail ail
_an 0 ... —Gm
B = F — D—lA — a2 a2
_ Gm1 _ am2 0
Amm Amm

Das Gesamtschrittverfahren nimmt dann die Form an

Ty = (E—D'A)x, + D', n=0,1,2,..., mit zop € R™ beliebig.
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In Komponenten-Schreibweise hat es die Form

.IiH_l— Zaljx +b;|,i=1,....m,n=0,1,2,..., x9g € R™ bel.
J#z
Frage: Wann gilt p(E — D7'A) = p(—=D Y (L+ R)) <1 ?

b) Einzelschrittverfahren bzw. Gaufs-Seidel Verfahren: Vor.: a; #0,1=1,...,m
Wir zerlegen A in eine untere Dreiecksmatriz L, Diagonalmatriz D und eine
obere Dreiecksmatriz R, d.h. A =L+ D + R mit D := diag(ar, - . ., Gmm), und
definieren C == L+ D und B:= FE - C'A=—(L+ D)™'R.

Dann nimmt das Einzelschrittverfahren die Form an

Tpi1 = —(L+ D) 'Ra, + (L+D) ' oder (L+ D)xpy1:=—Rx,+b

firn=0,1,2,... bzw. in Komponenten-Schreibweise
m
i N j s _
Ty = — E QijTh g — E a;xh +b | ,i=1,...,m,n=0,1,2,...,
Qi ,
Jj=i+1

jeweils fiir beliebig gewdhltes xq € R™. Man berechnet also fiir i = 1 zundchst
xh ., setzt dies fiir i = 2 in die rechte Seite ein und berechnet x2 ., setzt dies in
die rechte Seite ein usw.

Frage: Wann gilt p(—(L+ D)™'R) <1 ?

c) Relaxationsverfahren: Vor.: a; # 0,1 =1,...,m. Unter Beachtung der Zerlequng
A=L+1D+(1-2)D+ R wihlen wir C :== L+ 2D und B(w) :== —(L +
D)y M1 -3D+R)=(D+wL) (1 -w)D —wR) mitw € R\ {0}.

Analog zum FEinzelschrittverfahren hat das Relaxationsverfahren in Komponen-
ten-Schreibweise die Gestalt

i—1
N L —( + wb;
Tpyp = . w AT q w — a”:c —w a”a: w
(43 .
J=1

Jj=t+1

fir jedesi=1,...,m undn=0,1,2,....
Frage: Wann und fiir welche w € R\{0} gilt p(—(D+wL) ((w—1)D+wR)) < 17

Satz 1.38 .
Es sei A € R™™ strikt diagonaldominant, d.h. Y |a;;| < |a;| fir jedesi=1,...,m
j=1

G#i
Dann sind das Gesamtschritt- und das Einzelschrittverfahren fir jeden Startwert xy in
R™ gegen A~'b konvergent.

Beweis: Wir definieren v := max oo Z |a;;| und wissen, dass nach Voraussetzung
i=1,...,

J#Z
v < 1 gilt. Ferner gilt || — D™'(L+ R)||cc =7 < 1. Daraus folgt nach Lemma 1.1, dass

E + D7'(L + R) = D' A invertierbar ist. Deshalb ist A invertierbar.
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(i) Gesamtschrittverfahren: Es gilt
|Blloe = 1B = D7 Alloe = || = DL+ R)]los =7 < 1

Aus Lemma 1.35 folgt deshalb p(B) < || Bl < 1 und aus Satz 1.36 die Konver-
genz des Gesamtschrittverfahrens gegen (F — B)™'d = (D7'A)"'D~1b = A~ b.

(ii) Einzelschrittverfahren: Wir zeigen, dass ||[(L + D) 'R|s < v < 1.
Dazu wihlen wir ein beliebiges € R™ mit ||z]/o = 1 und setzen y := Buz.

~ (D + L)y = —RiL' ~ Zaijyj = — Z aijxj
j=1

j=i+1

1 i—1 m
Jj=

j=i+1
i—1
>yl < — a (Z‘GUHZ/JH' Z |a’l]HxJ’> = Taal <Z |aij||y;] + Z ’aU’)
il i =it i j=it+1
fiir jedes 1 = 1,...,m. Wir definieren nun
Vi |a“ (Z’a””yj —i—y;l\aU]) (Vi=1,...,m)

und zeigen induktiv, dass |y;| <y, i =1,...,m, gilt.
Sei zunéchst ¢ = 1. Dann gilt nach oben:

m

|y1|— | Z alj|

=2

Es gelte nun bereits |y;| <v; <7, j=1,...,i— 1. Es folgt wieder

1
il < - Z|aw|%+ Z |aij| | =i
|a7’7'| j=i+1
1
< - Z|aw|7+ Z |aij]
|a”| j=i+1
1
< g (Dot 3 o) <.
i =i+l

Deshalb gilt ||y||cc = || Bz||cc < max{y; : ¢ = 1,...,m} und folglich ||Bllo <
max{vy;:i=1,...,m} <y <1. O

Satz 1.39 Fiir jede Matrizx A € R™ ™ mita; #0,i=1,...,m, und jedes w € R\ {0}
gilt p(B(w)) > |w—1]|. Insbesondere ist fiir die Bedingung p(B(w)) < 1 notwendig, dass
w € (0,2) gilt.
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Beweis: Sei w € R\ {0} und es seien \;, i = 1,...,m, die Eigenwerte von B(w). Dann
gilt fiir das charakteristische Polynom ¢(A) := det(B(w) — AE) nach dem Satz von
Vieta, dass

= lp(0)] = |det(B(w))]

- |det((D + wL)_1)||det((w —1)D + wR)|

= H H| Dag| = |w —1|™
i ya|

Daraus folgt

m m

= IE

Jj=1

Satz 1.40 Ist A € R™*™ symmetrisch und positiv definit, so gilt p(B(w)) < 1 fiir alle
€ (0,2). Folglich konvergiert das Relazationsverfahren fiir w € (0,2) gegen A~'b.

= |w—1|. O

Beweis: Nach Voraussetzung erlaubt A eine Zerlegung der Form

A=L+D+L", wobei D = diag(ai1, - .., Gmm)
und a; = (Ae;,e;) > 0,4 =1,...,m, mit den kanonischen Einheitsvektoren e; € R™,
i=1,...,m, gilt. Es sei w € (0,2) und A € C ein Eigenwert von B(w). Es sei dy # 0
Eigenvektor von B(w) zum Eigenwert A\. Wir definieren d; := B(w)dy und erhalten

(*) (D+wL)d; = ((1 —w)D —wL")dy.
Daraus ergibt sich

(D+wL)(dy —dy) = —w(L+D+L")dy=—wAd,

((1 — (U)D — WLT)(dO — dl) = WAdl .
Wir multiplizieren die beiden letzteren Gleichungen skalar in C™ (“von links”) mit dy
bzw. dy, subtrahieren die entstandenen Gleichungen voneinander und erhalten

w({do, Adp) — {dy, Ady)) = (dy, (D + wL)(dy — dy)) — {dy, (1 —w)D — wL")(dy — dy))
= (do, D(do — dv)) — (1 = w)(d1, D(do — 1))
+w({do, L(do — dy)) + (di, L' (dy — d1)))
— (Ddo,dy — dy) — (1 — w)(Ddy, do — dy)
+w(L"dy + Ldy, dy — dy)
— (Ddo,dy — dv) — (1 — w)(Ddy, do — dy)
+((1 —w)Ddy — Ddy,dy — dy) (wegen (*))
= (2—w){(D(dy—dy),dy — dy) .
Da A Eigenwert mit Eigenvektor dy von B(w) ist, folgt d; = B(w)dy = Adp und damit
(2 = w){D(do — dv), (do — dr)) = w(l — |A[*){Ado, do) -

Da A und D positiv definit sind und w € (0,2) gilt, folgt 1 — [A]? > 0, d.h. |\ < 1.
Deshalb gilt p(B(w)) < 1 und die Aussage folgt aus Satz 1.36. O
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Bemerkung 1.41 Satz 1.40 liefert fiir w = 1 ein Konvergenzresultat fiir das Einzel-
schrittverfahren unter substantiell anderen Voraussetzungen als Satz 1.38. Die Idee der
Relazationsverfahren besteht darin, durch eine geeignete Wahl des Relazxationsparame-
ters w € (0,2) eine Konvergenzbeschleunigung zu erreichen. w € (0,2) sollte so gewdhlt
werden, dass p(B(w)) (ndherungsweise) minimal wird. Fir eine groffe Klasse von an-
wendungsrelevanten Matrizen A ist bekannt, dass fir die Iterationsmatrizen Bg, Bg
und B(w) des Gesamtschritt-, Einzelschritt- und Relazationsverfahrens gilt:

p(Bs) = (p(Be)’  min p(BW)) = p(B(w.)) = (uf%) |

falls die Eigenwerte von Bg reell sind und p(Bg) < 1 gilt. Uberdies gilt:

2
e yissmer Y

(Literatur: Stoer-Bulirsch: Numerische Mathematik, Band 2, Springer, Berlin 1990;
Kapitel 8.3). Fir lineare Gleichungssysteme, die bei Diskretisierung von (partiellen)
Differentialgleichungen entstehen, existieren noch effizientere Iterationsverfahren auf
der Basis von Matrizen, die verschiedenen Diskretierungsniveaus entsprechen: Mehr-
gitterverfahren (engl.: multigrid methods).

2 Numerik linearer Optimierungsprobleme

Wir betrachten das folgende lineare Optimierungsproblem:

min{(c,z) : Az = b, z > 0} (2.1)
wobei ¢ € R™ A € R™™ b € R" gegeben sind. Die Aufgabenstellung ist so zu
verstehen, dafl die lineare Funktion f(z) := (c¢,x), Vo € R™ iiber der sogenannten
Restriktionsmenge

M:={zeR": Axr =0, v >0} (2.2)

minimiert werden soll, d. h., ein Element x, € M bestimmt werden soll, so da8 (¢, x,) =
min{(c,x) : = € M}. Dabei ist (-,-) das Euklidische Skalarprodukt in R™ und die
Relation ,>“ (oder ,<“) ist fiir Elemente aus dem R™ komponentenweise zu verstehen.
In komponentenweiser Form hat das Optimierungsproblem die folgende Gestalt:

m m
min E Cjxj E aijr; =b;, 1=1,...,n, ; >0, j=1,...,m
Jj=1 Jj=1

Wir bevorzugen aber in der Regel die kompaktere Schreibweise in Matrixform.

Bemerkung 2.1

Man nennt die obige Form eines linearen Optimierungsproblems die Standardform eines
solchen. Andere Formen linearer Optimierungsprobleme lassen sich stets in ein Problem
in Standardform umformulieren.

Wir diskutieren das im folgenden an einigen Beispielen.
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(i) Nebenbedingungen der Form Ax < b werden durch Vergrifierung des Vektors x
zu x = (Z,Z,%) und die folgenden Bedingungen in Standardform formuliert:

(A,—AE,)x=0bx>0

Dabei setzt man v =2 — % mit £ > 0 und T > 0. T ist eine sog. Schlupfvariable,
die aus der Ungleichung eine Gleichung erzeugt.

(ii) Nebenbedingungen der Form Ax > b werden durch (—A)x < (=b) auf den Fall
(1) zuriickgefiihrt. Haben die Restriktionen die Gestalt x > 0, Az < b, so schreibt

b ) und hat wieder (i).

man diese in der dquivalenten Form ( _2, ) x < ( 0

(1ii) Ist das urspriingliche Problem von der Form max{(c,z) : x € M} so ldst man
das dquivalente lineare Optimierungsproblem

min{(—c,z) : x € M}.

Beispiel 2.2 (Produktionsplanung)

In einer Firma wird mit m Maschinen ein Produkt produziert, fiir das der Bedarf d (in
einen gewissen Zeitraum) existiert. Die i-te Maschine produziere zu den Kosten c¢; und
mit mazimaler Produktmenge b; (in diesem Zeitraum), i = 1,...,m. Gesucht ist der
kostenminimale Einsatz x;, i = 1,...,m, aller Maschinen, um den Bedarf zu decken.
Dies fiihrt zu folgendem linearen Optimierungsproblem

min{zm:ci:ci:Zm:xi:d,ngigbi,izl,...,m},

=1 i=1

wobes 2111 b; > d angenommen wird.
Dieses Problem erlaubt eine einfache Losung. Sind ndamlich die Kosten c; so geordnet,
daff ¢y <o < -+ < ¢y, SO ISt

k—1
a:i::bi,z'zl,...,k:—l,xk::d—Zbi,a:i:(),z':k‘—kl,...,m,

=1

eine optimale Losung, falls k € {1,...,m} so gewdhlt ist, dass 0 < d — Zf’;l b; < by,.
Kommen aber weitere Restriktionen, wie z.B. die Forderung, daf$ es eine obere Schranke
fiir den ProduktionsausstofS einer Teilgruppe von Maschinen gibt, hinzu oder sind die
Kosten stiickweise linear konvex, so ldfit sich das lineare Optimierungsproblem nicht
mehr einfach losen.

2.1 Polyeder

Wir beschéftigen uns zunéchst mit Eigenschaften der Restriktionsmenge des linearen
Optimierungsproblems (2.1).
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Definition 2.3 FEine Menge H der Form H = {z € R™ : (a,x) < b} mit a € R™ und
b € R heiffit Halbraum. Eine Menge P heifit Polyeder, wenn sie Durchschnitt endlich
vieler Halbrdaume ist, d.h. die Form P = {x € R™ : Az < b} mit A € R"™ und b € R"
besitzt. Fine Menge M C R™ heifit konvex, falls fir alle x,y € M und \ € [0,1] gilt
Ar+ (1= Ny e M.

Nach Bemerkung 2.1 (i) kann jedes Polyeder evtl. durch Einfiihrung neuer Variabler in
die Form M vgl. (2.2) transformiert werden. M ist aber selbst ein Polyeder, da M in
der Form {z € R™: (—E,,)x < 0,Azx <b,(—A)z < (—b)} geschrieben werden kann.

Folgerung 2.4 Jedes Polyeder ist eine konvezre abgeschlossene Menge.

Beweis: Es sei P := {z € R™ : Az < b} und es seien z,y € P und A € [0, 1] beliebig
gewdhlt. Dann gilt: A(Az + (1 — N)y) = Mz + (1 — N)Ay < Ab+ (1 — A\)b = b, also
Ax + (1 — ANy € P. Ist (z) eine Folge in P mit x;, — x € R™, so folgt aus Az < b,
fiir jedes k € N, durch Grenziibergang Ax < b. O

Definition 2.5 FEin Element x einer konvexen Menge M heifit Extrempunkt von M,
wenn aus der Giltigkeit der Beziehung v = Ay + (1 — Nz firy,z € M und 0 < A < 1
bereits v = y = z folgt. Ey; bezeichne die Menge aller Extrempunkte von M. Ist M ein
Polyeder, so nennen wir einen FExtrempunkt von M eine Ecke.

Beispiel 2.6
a) Einheitskreisscheibe {x € R? : ||z|ls <1} = {zx € R* : 22 + 25 < 1} = B, im R~

Dann gilt: Ep, = {x € R?: ||z|s = 1}
Beweis:
Klar ist, dafs Extrempunkte einer konveren Menge keine inneren Punkte sein
konnen. Ansonsten konnte man zwei Punkte aus einer Kugel um den Extrempunkt
auswdhlen, auf deren Verbindungsstrecke der Extrempunkt liegt. Also gilt zundchst
L
Es sei x € R? mit ||z|s = 1 und wir nehmen an, dafi y,z € Bo, A € (0,1)
existieren mit = Ay+(1—X\)z. Aus 1 = || Ay+(1=X)z||3 = N|ly|[3+(1—=N)?| z||*+
2A(1 = M)y, 2) folgt notwendig |lyll2 = [|z]l2 = 1 und < y,z >=1 = |ly[l2][zl2.
Deshalb miissen y, z linear abhdngig sein und es folgt xt =y = z. 0

b) Einheitskugel bzgl. || - ||y in R? : By :={z € R*: ||z||; < 1}. Es gilt:

{3 ()32}

14

Beweis: Klar ist, daf$ jeder andere Punkt

aus By, aufler den angegebenen 4 Punkten, \
als Konverkombination zweier (verschiede- >
ner) Punkte aus By dargestellt werden kann.
Fiir jeden der 4 Punkte ist dies aber offenbar
unmdaglich. O

|
—

—
Y

By ist ein Polyeder, es gilt ndimlich

Blz{xERQ:xQle—l,xg§x1+1,x2§—xl—i-l,ng—xl—l}.

33



¢) Das Polyeder {(z1,75) € R? : 1y < 0} besitzt keine Ecke !

Satz 2.7 Es seien A= (a',...,a™) € R™™ d. h.,a’ €eR",j=1,...,m; b€ R" und
reM:={xeR": Az = b,z > 0}.

Dann sind die Aussagen (i) und (ii) dquivalent:

(i) x ist Ecke von M ;

(ii) Die Elemente o’,j € J(z) :={j € {1,...,m} : x; > 0} sind linear unabhingig.

Beweis:
(i) = (ii): Es sei x € M eine Ecke von M. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dafl die Kompo-
nenten von x so numeriert sind, daf§ J(xz) = {1,...,r} gilt. Ftr » = 0 ist die Aussage

trivial, es sei also » > 1. Es gilt nun
T m
ijaj = ijaj =b.
j=1 j=1

Annahme: a, ..., a" sind linear abhingig.
Dann existieren reelle Zahlen «y, ..., a, mit (aq,...,q;) # 0 und

,
P

g aja’ = 0.

Jj=1

Wir wihlen nun ¢ > 0 so klein, dafl z; £ ea; > 0, Vj € J(z), und wir definieren
Elemente y, und y_ in R™ durch

yr = (v e, ..., o, £ea,,...,007 € R™.

Dann gilt y, > 0 und y_ > 0 sowie

m T

Z(yi)ja‘j = Z(yi)j@j = ijaj + 5Zajaj =b.
Jj=1 Jj=1

J=1 J=1

Also gilt y,,y_ € M und %er + %y, = (x1,...,2,0,...,0) = x, d.h., z ist keine Ecke.
(ii) = (i): Die Elemente a’,j € J(x), seien linear unabhingig fiir z € M. Es seien
y,z € M und A € (0,1) mit x = Ay + (1 — A)z. Dann gilt natiirlich J(x) = J(y) U J(z2).
Wieder nehmen wir 0.B.d.A. an, da8 J(z) = {1,...,r},r > 1. Dann gilt

m s

0=b—b=Ay—Az=> (y;—2z)a’ = (y; - z)

J=1 Jj=1

und wegen der linearen Unabhéngigkeit der o/, j € J(z), auch y; = z;, Vj = 1,...,r,
woraus y; = zj, Vj = 1,...,m, folgt, da die restlichen Komponenten gleich 0 sind.
Deshalb gilt * = y = 2 und x ist eine Ecke von M. ([l

Folgerung 2.8 Die Menge M sei wie in Satz 2.7 definiert und o/, j = 1,...,m seien
die Spalten von A € R™™™. Dann gilt:

M besitzt hochstens endlich viele Ecken.

Ist rg(A) = n und z eine Ecke von M, so existieren j; € {1,...,m}, i =1,...,n, so
daf a’t, ... a’" linear unabhingig sind und J(x) C {j1,...,jn} gilt.
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Beweis:
Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 2.7 gilt fir jede Ecke z € M, daf3
|J(x)] <rg(A) < min{n,m}. Uberdies ist z aus der Beziehung

§ ) —
T’ =

JjEJ ()

eindeutig bestimmt. Also gibt es hochstens so viele Ecken, wie es Moglichkeiten gibt, aus
einer endlichen Menge von Elementen eine kleinere Anzahl von Elementen auszuwéhlen.
Also ist ), eine endliche Menge.

Es sei nun rg(A) = n und z eine Ecke von M. Dann sind die a’/,j € J(x), linear

unabhingig nach (ii) und es gilt 7 := |J(x)| < n. Falls r < n, so ergéinzen wir a/,j €
J(x) = {j1,. .., jr}, durch n —r weitere Spaltenvektoren a’+!, ... a’» zu einem System
linear unabhingiger Vektoren. Damit ist alles gezeigt. O

Definition 2.9 FEs sei A € R™™ mit rg(A) = n. Dann heifft © € M = {x € R™ .
Az = b,x > 0} Basispunkt von M, falls Indizes j; € {1,...,m}, i =1,...,n, existie-
ren, so daf§ die Matriz Ap = (a’*,...,a’) von Spalten von A invertierbar ist, x; = 0

fiir alle 5 ¢ {j1,...,jn} und Az =Y z;a? = x;a7 = b gilt.
=1 i=1

j= =
Bezeichnung: Jp(x) := {j1,...,jn}, In(x) :={1,...,m} \ Jp(z).

Wir nennen eine Komponente x; eines Basispunktes x Basisvariable, falls j € Jp(z),
und sonst Nichtbasisvariable.

FEin Basispunkt x von M heifst entartet, falls |J(z)| < n, anderenfalls nichtentartet.

Nach 2.8 gilt fiir A € R™™ mit rg(A) =n: x € Ey gdw. z ist Basispunkt von M.
Als Vorbereitung fiir einen Darstellungssatz fiir Elemente von M benétigen wir noch
den Begriff einer Richtung.

Definition 2.10 Ein Element d € R™, d # 0, heifit Richtung in einem Polyeder P,
falls fiir jedes xy € P der Strahl {xo + Ad : A > 0} in P liegt.

P besitzt eine Richtung gdw. P unbeschrinkt ist. Offenbar ist d # 0 eine Richtung in
M={zeR": Az =b,x > 0} gdw. Ad=0und d > 0.

Satz 2.11 (Darstellungssatz)

Esseien M = {x € R™ : Ax = b,x > 0} mit A€ R™™ b€ R und Eyy = {2%,...,2'}.
Fiir jedes x € M existieren \; > 0, j = 1,...,¢, mit 2521 Aj =1 und d € R™ mit
Ad=0,d >0, so dass

l
ZL’:Z/\]Z]+d
j=1

Beweis:

Es sei © € M beliebig mit r := |J(x)|. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber r.
Fiir » = 0 ist x nach Satz 2.7 selbst eine Ecke und die Darstellung von x ist trivial. Wir
nehmen jetzt an, daf die Aussage fiir 0,1,...,7 — 1 richtig ist. Es sei jetzt r = |J(z)].
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Ist = eine Ecke von M, so ist die Aussage trivial. Es sei also = keine Ecke von M. Dann
sind die Spalten {a’};c(,) linear abhéngig und es existiert ein w # 0 mit w; = 0 fiir
Jj & J(z) und Aw = 0. Wir unterscheiden die folgenden 3 Fille:

Fall (a): w hat Komponenten beiderlei Vorzeichens.

Wir betrachten die Gerade x(f) = = + 6w, 6 € R, durch z. Fiir diese gilt Ax(f) =
b. Es sei 0 der kleinste positive Wert von 6, so dass x(f) wenigstens eine weitere
Nullkomponente als x besitzt. Wegen x > 0 mufl dann auch z(6") > 0 und damit
z(0") € M gelten. Ahnlich wihlen wir §” als den gréften negativen Wert von 6, so
dafl z(0) ebenfalls wenigstens eine weitere Nullkomponente als x besitzt. Die Punkte
' = x(0') und 2" = x(0”) liegen beide in M und es gilt |J(z')| < r und |[J(z")] < r.
Nach Induktionsvoraussetzung existieren fiir ' und x” Darstellungen der Form

¢
zj—i—d' und 2’ —Z/\”ZJ +d’,

7=1

HMN

J27

‘ ¢
wobei N, N/ >0,7=1,...,¢, und Zlkg-:l—Z)\; sowie d',d" > 0, Ad' = Ad" = 0.
=

Da x zwischen 2’ und z” liegt, existiert ein p € (0,1) m

r = px' 4+ (1—p) ZXZJ—I—d' Z)\"zj—i—d”

14

= Z(u)\;- + (1= pw)X)2? + pd 4 (1 — p)d”.

j=1
AuBlerdem gilt d := pd' + (1 — p)d” > 0 und Ad = 0 sowie \; := p\; + (1 — p)Aj >0,

¢

j=1,...,¢,und Y  \; = 1. Also hat x die gewiinschte Form.
j=1

Fall (b): w <0.

Wir definieren 2" wie im Fall (a). Dann kann z in der Form
r=x2+6(—w) mit ¢ >0

geschrieben werden. Da —w eine Richtung in M ist und 2’ wie in (a) die gewiinschte
Gestalt hat, gilt die Darstellung fiir x mit \; := X}, j=1,... ¢, und d := d' + 0'(~w).
Fall (¢): w > 0.

In diesem Fall ist w eine Richtung in M und x kann in der Form = = 2" + (—6")w
dargestellt werden, wobei z” und 6” < 0 wie in Fall (a) gewéhlt werden. Schliefilich
setzt man \; := N, j=1,.... 0, und d := d" + (—0")w. O

Folgerung 2.12 Jedes Polyeder M = {x € R™ : Ax = b,z > 0} lafSt sich in der Form
M =B+ K

darstellen, wobei B ein beschrinktes Polyder und K ein polyedrischer Kegel (d.h. es
gilt \x € K, falls x € K und A > 0 ) sind. Uberdies gilt B = conv E); (konvexe Hiille)
und K ={d € R™: Ad =0,d > 0}.
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Beweis: folgt sofort aus Satz 2.11. O

Mit Hilfe des Beweises von Satz 2.11 148t sich nun auch die Existenz einer Ecke fiir ein
Polyeder in Standardform einfach herleiten.

Satz 2.13 Jedes nichtleere Polyeder M der Form M = {x € R™ : Az = b,z > 0} mit
A e R und b € R" besitzt eine Ecke.

Beweis: Es sei v := min{|J(z)| : x € M} und es sei x € M mit v := |J(z)|. Wére nun
x keine Ecke von M, so kénnte man analog zum Beweis von Satz 2.11 ein Element z’

in M konstruieren mit der Eigenschaft |J(z')| < 7. Da dies unméglich ist, muf  eine
Ecke von M sein. O]

2.2 Existenz und Charakterisierung von Lésungen

Satz 2.14 (Existenzsatz)
Das Polyeder M = {x € R™ : Az = b, x > 0} sei nichtleer. Dann gilt entweder
inf{(c,z) : v € M} = —o0 oder das Infimum wird in einer Ecke von M angenommen.

Beweis:
1. Fall: Es existiert eine Richtung d € R™ mit (¢,d) < 0. In diesem Fall ist M unbe-
schrankt und es gilt mit einem fixierten xq € M, dafl

< —
mlélj\fJ(C ) 1nf<c zo + Ad) = —o0

2. Fall: Es sei x € M beliebig. Nach Satz 2.11 hat = eine Darstellung der Form
¢
z=Y N2 +d,
j=1

¢
wobei By = {2',...,2}und \; > 0,5 =1,...,¢, mit > \; = 1 und fiir die Richtung
j=1
d muss gelten (c¢,d) > 0. Dann gilt

¢

¢
(c,x}zZ)\j(c,z] + (¢, d) ZZ (c, 27y > min{{c, 2’y : j=1,...,(}

j=1
und folglich
min{(c,z) : # € M} = min{{c,2’) : j =1,...,(}.
Damit ist die Aussage bewiesen. O

Bemerkung 2.15 Die Zielfunktion f kann ihr Minimum auch in mehreren (genauer:
unendlich vielen Punkten) annehmen. Wichtig ist hier nur, daf$ mindestens eine Ecke
dazu gehort.
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Beispiel: Wir betrachten das Polyeder
M = {(z1,29) ER? : 15 < —1, 29 < 21, 209 < —11 }.

Dann besitzt das lineare Optimierungsproblem min{(c,z) : € M} fir ¢ :== (0,1) keine
Lésung (da d = (0, —1) eine Richtung ist). Fir ¢ = (0,—1) ist das Problem losbar und
es gilt

inf{(c,z) :x e M} =inf{—zy: 0 € M} =1={{c, (z1,—-1)) : 1 € [-1,2]},

d.h. die Strecke zwischen den Ecken (—1,—1) und (2, —1) von M ist gerade die Lisungs-
menge des Optimierungsproblems.

Im Prinzip zeigt Satz 2.14, wie man zur Losung eines linearen Optimierungsproblems
vorgehen wird: Elemente aus Ey sind Kandidaten fir optimale Léosungen. Satz 2.7 lie-
fert dabei ein Kriterium zur Bestimmung der Ecken. Diese allgemeine Vorgehensweise
mufS aber noch “effektiviert” werden, da man Ausschau nach Richtungen d in M mit
(¢,d) < 0 halten muf und ein “reines” Absuchen der Ecken (bei einer i.a. sehr grofien
Zahl von Ecken) zu lange dauert. Spater werden wir sehen, wie man dieses Absuchen
der Ecken okonomischer gestaltet.

Wir setzen im folgenden generell voraus, dafl M = {x € R™ : Ax = b, = > 0} nichtleer
ist, dal rg(A) = n und das lineare Optimierungsproblem

min{(c,z) : Av =0, x>0}

losbar ist. Es sei Z eine Ecke von M (vgl. Satz 2.13). Nach Folgerung 2.8 ist = ein
Basispunkt. Fiir jedes x € R™ bezeichnen wir nun

zp = (j,,...,2;,) €R", falls Jg(Z) = {j1,...,jn}, und

TN = (xjn-ﬂv cee >:ij)T € Rmin? falls ‘]N(i.) = {jn+1’ T ’jm}’

sowie mit Ap und Ay die entsprechenden Teilmatrizen von A. Dann kann man das
lineare Optimierungsproblem in der folgenden Form schreiben

min{{cg, xp) + (cy,xn) : Aprp + Ayzy = b, zp > 0,2y > 0}
oder wegen xp = Az'(b— Ayzy) in der Form
min{{cy — (Az'An) e, on) + (cp, AG'b) - AZ'(b— Ayzn) > 0,25 >0}, (2.3)
Fiir die Ecke 7 gilt Zy = 0 (Folgerung 2.8) und 7z = A3'b (> 0).

Lemma 2.16 Das lineare Optimierungsproblem (2.1) sei lésbar, es gelte mg(A) = n
und ausgehend von einer Ecke T von M sei das Problem auf die Form (2.3) reduziert.
Gilt cy — (A" An)Tep >0, so sind Ty bzw. T Losungen von (2.3) baw. (2.1).

Beweis:

Aus den Bedingungen cy — (A]_SIAN)TCB > 0 und zxy > 0 und der Gestalt der zu
minimierenden Funktion in (2.3) folgt sofort, daB zny = 0 eine Losung von (2.3) ist.
Also gilt dies fiir zy und nach Konstruktion ist Z eine Lésung von (2.1). O
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2.3 Das Simplex-Verfahren

Nach Satz 2.14 und Lemma 2.16 sucht man zur Losung von (2.1) also eine Ecke Z, so
dafl mit den Bezeichnungen aus dem letzten Kapitel gilt ¢y — (A]_BIAN)TCB > 0. Wir
beschreiben jetzt eine Methodik, wie man aus einer Ecke z von M, die keine Losung
von (2.1) ist, eine neue Ecke bestimmen kann, fiir die der Wert der Zielfunktion kleiner
als in z ist (“Eckenaustausch”).

Ist eine Ecke  von M keine Losung des linearen Optimierungsproblems, so mufl nach
Lemma 2.16 ein k € Jy(Z) existieren, so daf

<CN — (AEIAN)TCB, €k> < 0.

Hierbei ist e” € R™™" der entsprechende kanonische Einheitsvektor. Wir definieren nun
eine Richtung d € R durch die Festlegung dp := —AglANek und dy := €*, sowie eine
»Schrittweite* ¢ durch

t:=sup{t>0:2+tdec M}.

Lemma 2.17

Es gelte M :={x € R™ : Az =b,x > 0} £ 0, es sei r9(A) =n und T € Ey.

Ist & keine Losung von (2.1), so ist entweder d eine Richtung in M mit {c,d) < 0 und
folglich besitzt (2.1) keine Lisung oder T +1d ist eine Ecke von M mit {(c,d) < 0, wobei

dp = _AEIAN€k7 CZN = eka JB("Z‘) = {jhuwjn}a

_ AR

t := min {[_13—]]’
[Ap Anet];;

k € JN(.T) mait <CN — (AglAN)TCB, €k> < 0.

D [AG Aner]; > 0i =1, ... ,n} und

Ist T nichtentartet, so gilt {c,T + td) < (c,T).

Uberdies gitt Jo(z+d) = (Jp(2)\ {ji,}) U{k} und Jy (@ +Ed) = (Jn () \ £} Ui,
wobei ig € {1,...,n} ein Index ist, an dem das Minimum zur Bestimmung von t
angenommen wird.

Beweis: B
Fiir den oben definierten Vektor d gilt nach Konstruktion

Ad = —AgAz'Aye" + Aye® =0, also A(T +td) = AT = b, Vt >0,

(c,d)y = (cp,—AZ"Ane") + (en, €F) = (exy — (A5 An) e, e¥) < 0.

Die erste Moglichkeit ist nun, dal d > 0 und damit Z + td > 0 fiir alle ¢ > 0 gilt. Dann
ist d eine Richtung in M im Sinne von Def. 2.10 und das lineare Optimierungsproblem
(2.1) besitzt keine Losung (vgl. Beweis von Satz 2.14).
Gilt nicht d > 0, so erhalten wir fiir z(t) := 7 + td, daf

en(t) = teF >0, V>0, und ap(t) = Az'(b—tAye*), Vvt >0.

o (t) = [AgN(b—tAne)]; >0, falls [AZ'Anet];, <0.
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Also gilt (t) € M fiir alle t > 0 falls z;,(t) >0, Vi =1,...,n mit [Az' Aye];, > 0.
Letzteres gilt offenbar fiir alle 0 < ¢ < min M
i [Ap ANek}ji
[Az'Aner];, > 0 und damit fiir ¢ € [0,7]. Fiir mindestens ein i € {1,...,n} muf
[Az' Aner];, > 0 gelten, da anderenfalls d > 0 gelten wiirde, was aber jetzt ausge-
schlossen ist.

Ist Z nichtentartet, so ist jede Komponente von Az'b positiv. Folglich gilt £ > 0 und

damit (¢, + td) < (¢, T).
Wegen z;, (t) = 0 fiir jeden Index ig € {1,...,n}, an dem das Minimum angenommen

wird, kann j;, aus Jp(Z) in Jy(Z + td) wechseln. Da auflerdem xzx(t) = ¢ gilt, muB

der Index k aus Jy(Z) in Jp(Z + td) wechseln. Gezeigt werden muf jedoch, daf die

, wobei i =1,...,n mit

Spalten a’i, a*, i =1,...,n, i # iy, linear unabhingig sind. In diesem Fall wiirde nach

Satz 2.7 folgen, da8 T + td eine Ecke von M ist. Wir nehmen also an, da8 die Spalten

a’i,af i =1,...,n, 1 # iy, linear abhingig sind. Dies ist nur moglich, wenn o; € R,
n

i=1,...,n,1i# i, existieren, so daB a* = > o;a’". Nun gilt aber nach Konstruktion
i

a* = AyeF = —Agdg, d.h. a* ist auch eine Linearkombination der a’i, i = 1,..., n.

Dies kann aber nur richtig sein, wenn in der letzteren Linearkombination der Faktor
von a’o, also dj, = [A5' AneF] jip» gleich 0 ist. Dies ist aber nach Wahl von ip unmdglich
und die gewiinschte lineare Unabhéngigkeit ist gezeigt. U

Lemma 2.17 offeriert also einen Eckenaustausch indem man einen Indexaustausch in
den Mengen Jp bzw. Jy von Indizes fiir Basisvariable bzw. Nichtbasisvariable vor-
nimmt. Dies fiithrt zu folgendem Grundalgorithmus.

Algorithmus 2.18 (Simplex-Verfahren)

(i) Bestimme eine Ecke x° von M = {z € R™ : Az = b, x > 0}, berechne die
Indezmengen Jp(z°) und Jy(2°) und setze £ := 0.

(ii) Priife cy — (Az'Ax) ey > 0. Wenn ja, stop (z° ist Losung)!

(i4i) Wihle k € Jn(z%) mit (cy — (A5 An)Tep, €¥) < 0 und bestimme d.
Falls d > 0, stop (das Problem hat keine Lisung)!
Anderenfalls berechne t und die Indexmengen Jp(% + td) und Jy(T + td), wobei
z = 2, durch Indexaustausch wie in Lemma 2.17.

(iv) Setze 't = 2t +td, ¢ = (+ 1 und gehe 2u (ii).

Das Verfahren besteht also aus zwei Phasen: In Phase I wird zunéchst eine Ecke
des zulédssigen Bereichs M bestimmt und in Phase IT wird durch Ecken- bzw. Index-
Austausch eine Ecke von M bestimmt, die auch Losung von (2.1) ist.

Satz 2.19 Das Polyeder M = {x € R™ : Az = b, © > 0} sei nichtleer, es gelte
rg(A) = n und alle Ecken von M seien nichtentartet.

Dann bricht das Simplex-Verfahren 2.18 entweder mit der Information der Unldosbakeit
oder nach einer Anzahl von {, Schritten mit der Information, daf$ % eine Losung des

linearen Optimierungsproblems ist, ab.
Es gilt {c, 2"y < {c,x"), V0 =0,... 0, — 1.
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Beweis:

Nach Lemma 2.17 sind alle 2%,/ = 0,1, ... im Simplex-Verfahren Ecken von M. Beim
Ubergang von z‘ zu 2! gilt (c,2™") < (c,2*) nach Lemma 2.17, da alle Ecken von
M nach Voraussetzung nichtentartet sind. Da die Werte der Zielfunktion streng mo-
noton fallend sind, kann keine Ecke mehrfach auftreten und die Aussage folgt aus der
Tatsache, daf M hochstens endlich viele Ecken besitzt (Folgerung 2.8). O

Bemerkung 2.20 (Phase I)

In den meisten Fillen lif$t sich eine Startecke x° nicht auf einfache Art und Weise
bestimmen. Jedoch lifit sich das Simplez-Verfahren, in Anwendung auf ein Hilfspro-
blem, selbst dazu verwenden, eine Startecke bzw. einen Basispunkt zu berechnen. Dazu
betrachten wir das lineare Optimierungsproblem

min{Zyi A+ y=0bx>0,y > 0}
i=1

mit m+n Variablen, wobei wir o.B.d.A. annehmen, daff b > 0 gilt. Offenbar ist (x,y) =
(0,b) eine Ecke des zuldssigen Bereiches. Mit dieser Ecke starten wir das Simplex-
Verfahren zur Losung dieses Problems. Existiert ein zuldssiger Punkt in (2.1) (d.h. gilt
M #10), so endet das Verfahren in einer Ecke, die Lisung des Problems ist und folglich
die Form (z,0) hat. Damit ist & eine Ecke des Polyeders M und kann als Startecke
20 verwendet werden. Endet das Simplez-Verfahren mit einem Zielfunktionswert, der

grofier als 0 ist, so muff M leer sein.

Beispiel 2.21 (Klee-Minty 1972)
Wir betrachten das lineare Optimierungsproblem

min{—(¢",z) = -2, : 0 < xy < lyex; ;1 <a; < 1—ex;_1,i =2,...,m},

wobei e € (0,0.5), mit m Variablen und 2m Ungleichungen. Offenbar sind (0,...,0) €
R™ und (0,...,0,1) € R™ Ecken des zuldssigen Bereiches. Wird das Simplex- Verfahren
mit xo := (0,...,0) gestartet und waihlt man k stets so aus, dass

(eny — (AE;IAN)TCB, ek) = min(cy — (A]_;AN)TCB, ej> <0,
j

so durchliuft das Verfahren alle Ecken und endet nach 2™ Schritten in (0,...,0,1).
Dies ist das worst-case Verhalten des Algorithmus.

Bemerkung 2.22 (mittlere Laufzeit des Simplex-Verfahrens)

Nach FEinfiihrung des Simplez-Verfahrens durch G.B. Dantzig 1947/48 und durchaus
guten praktischen Erfahrungen, schienen Beispiele der Art wie 2.21 und damit ei-
ne mogliche exponentielle Anzahl von Schritten, das “Aus” fiir dieses Verfahren ein-
zulduten. Dies wurde noch dadurch verstirkt, daff Ende der 70er eine neue Klas-
se von Lésungsverfahren fir lineare Optimierungsprobleme gefunden wurde, die sog.
innere-Punkt Verfahren. Jedoch wurde Borgwardt (Augsburg) und Smale Anfang der
80er das mittlere Laufzeitverhalten des Simplex-Verfahrens untersucht und gezeigt, dafs
die mittlere Anzahl der Schritte nur wie min{m? n?} wichst. Gegenwirtig hdilt man
es sogar noch fir moglich, daf$ eine Index-Austausch-Regel existiert, die ein (nur) po-
lynomiales Wachstum der Anzahl der Schritte mit min{m,n} fir jedes lineare Opti-
mierungsproblem garantiert (Todd 2002).
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Bemerkung 2.23 (Entartungen und Implementierung)

Treten entartete Ecken auf, so kann t = 0 gelten. Dann bleibt das Simplex-Verfahren
in derselben Ecke, berechnet aber eine neue Indexmenge Jg, d.h. eine neue Basis. Im
néchsten Schritt konnte deshalb wieder t > 0 gelten. Um zu verhindern, dafl unendliche
Zyklen beim Basisaustausch auftreten, werden sogenannte Pivot-Regeln verwendet, die
festlegen, welche der Indizes ausgetauscht werden, wenn es mehrere Kandidaten dafir
qibt. Z.B. kann man tmmer die mit dem kleinsten Index verwenden.

Schliefllich sei angemerkt, dafi auf keinen Fall im Laufe des Simplex-Verfahrens expli-
zit inverse Matrizen der Form Agz' berechnet werden miissen. In allen Féllen werden
LR-Zerlegungen dieser Matrizen berechnet und die entsprechenden Gleichungssysteme
damit gelost. Man kann zeigen, dafi bei Spalten-Austausch die neuen LR-Zerleqgungen
okonomisch aus den alten berechnet werden konnen.
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