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1 Theorie gewodhnlicher Differentialgleichungen
Problem: (1) /() = f(z(t),t), Vte€ I,x(ty) = o,
wobei I C R ein Intervall, to € I,29 € R™ und f: R™ x [ — R™.

Satz 1.1 (Cauchy-Peano)

Es seien I ein Intervall, to € I, xg € R™, r > 0 und f : R™ x I — R™ sei stetig auf
B(zg,7) X I, wobei B(xg,r) ={x € R™: ||z — x| < r}.

Dann existieren ein Intervall Iy C I mit tg € Iy und eine differenzierbare Funktion
z: Iy — R™ mat

z (t) = f(z(t),t), Yt € Iy, x(ty) = xo.

Beweisidee:

O.B.d.A. sei ty nicht rechter Randpunkt von /. Wir wéhlen n > 0 so, dass M (n,7)n < r,
wobei M(n,r) = {||f(y, )| : (y,t) € B(xo,r) X [to,to + 1|}, und wir setzen I, =
[to, to + 77]

Wir betrachten die Menge X = {x € C(lo,R™) : ||z(t) — zo|| < 7, Vt € Iy} im
Banachraum C(Iy, R™) mit der Norm || - ||oc und den Operator

(Tx)(t) := xo +/t f(x(s), s)ds, t € I,

von X in C(Iy, R™). Man zeigt nun, dass X beschréankt, konvex und abgeschlossen ist,
T(X) C X gilt und dass T stetig ist und beschrinkte Mengen in relativ kompakte
abbildet (man sagt “T ist vollstetig”). Letzteres zeigt man mit dem Satz von Arzela-
Ascoli. Dann folgt die Aussage aus dem Fixpunktsatz von Schauder. 0J

Frage: Ist unter den Voraussetzungen von Satz 1.1 die Losung von (1) eindeutig be-
stimmt?

Beispiel 1.2

Wir betrachten die Anfangswertaufgabe — 2'(t) = z(t)3,Vt € [0, 4o0[, z(0) = 0.
D.h. f(y,t) = yé,V(y,t) € R x [0, +oo[~ f ist stetig, ~ 3 "lokale” Lisung.
Losung: (Verifikation durch Nachrechnen)

3
2\ 2
z(t) = <§t) ,Vt € [0, +o0].
Es existieren aber unendlich viele Losungen:

_f Gt—c)2, Vte e, +oo
z(t) == { 0. vt e [0.c] Ve > 0.

Ursache: Wir bendtigen stirkere Stetigkeitseigenschaften von f, um eindeutige Losun-
gen zu erhalten!



Satz 1.3 (Picard-Lindelif)
Es sei I C R ein Intervall, es seien tg € 1,29 € R™,r > 0, und f : R™ x I — R™ sei
stetig auf B(xo,1) X 1. Ferner existiere eine Konstante L > 0 mit

1 (y:t) = f(z Ol < Llly = 2[1,9(y, 1), (2,) € B(wo,7) x 1.

Dann existieren ein Intervall Iy C I mit ty € Iy und eine eindeutig bestimmte differen-
zierbare Funktion x : Iy — R™, so dass

Z'(t) = f(z(t),t), Vt € Iy, x(ty) = 0.

Beweisidee:

Man wahlt n > 0 wie im Beweis von Satz 1.1.

Die Menge X verstehen wir als vollstéandigen metrischen Raum mit der durch || - ||«
definierten Metrik d. Zusétzlich betrachten wir die Metriken

dy,(z, T) = maxexp (—k(t —to))[|x(t) — Z(t)[| (k> 0)

telp
auf X. Da fiir diese gilt
exp (—kn)d(x,7) < dp(z,z) < d(z,z) (Vz,7 € X)

ist auch (X,dy) ein vollstindiger metrischer Raum. Der Operator 7' : X — X ist
wieder gegeben durch

(T'z)(t) := xo +/t f(z(s),s)ds, t € I.

Er ist wohldefiniert und kontraktiv als Abbildung von X in X bzgl. dy mit & > L.
Letzteres folgt aus der Abschéitzung

exp (—k(t —to))[[(Tx)(t) — (TT)()|| < Lexp (—k(t - to))/ exp (k(s — to))ds di(, )

to
L
< Edk(x,:%) (Vt € Ip).
Die Aussage folgt dann aus dem Banachschen Fixpunktsatz. ([l

Da wir bisher nur Losungen auf kleinen Intervallen, die ¢y enthalten, erhalten haben,
also "lokale” Losungen, besteht unser néchstes Ziel in der Fortsetzung lokaler Lésungen.

Definition 1.4 a) Ein Paar (I,%) heift lokale Losung von (1), falls I C I ein
Intervall mit to € I, und & Lésung von o'(t) = f(x(t),t), Vt € I, z(tg) = x0, ist.

b) Eine lokale Losung (I,&) heift Fortsetzung von (I,%), falls I C I und Z(t) =
i(t),Vt € I. Man nennt die Fortsetzung strikt, falls I C I.

c) FEine lokale Lisung von (I,%) heift mazimale Lisung von (1), falls keine lokale

Lisung von (1) existiert, die strikte Fortsetzung von (I,%) ist.
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Beispiel 1.5
Wir betrachten eine skalare Differentialgleichung mit getrennten Variablen der Form

Z'(t) = (t eI, tye I,x(ty) = o)

mit stetigen Funktionen ¢ : I — R und g : D(g) — R\ {0}. Diese kann mit der
Kettenregel dquivalent umgeschrieben werden als

d

gla®))a'(t) = - Gla(t)) = ct) (L&),

wobei G eine Stammfunktion von g ist. In aufintegrierter Form hat letztere Gleichung
die Gestalt

G(z(t)) = G(xg) +/t c(s)ds (tel).

Mit der inversen Funktion G~ von G, falls sie existiert, ergibt sich als Lisung

t

x(t):G_1<G(a:0)+ / c(s)ds) (tel

to
Diese Prozedur wenden wir auf die folgenden Beispiele an.

a) 2'(t) =x(t)*,Vt e Rz(1) = —1.
Es gilt c(t) =1, g(y) =y 2, D(g) =R\ {0}, 1o =1, t, =1, [ = [0, +00).
Dann ist G(y) = —y~! eine Stammfunktion von g und G(zo) = 1. Also entsteht
als Losung

z(t) =G M1 +t—ty)=—t" (t€(0,+00)).

Diese ist maximale Losung der Anfangswertaufgabe und kann nicht zu einer glo-
balen Losung fortgesetzt werden.

b) 2/(t) = —2tz(t)?,Vt € R, z(1) = 3.

Man erhdlt mit der gleichen Prozedur (Ubung)

x(t) =

1+t (teR)

Diese Funktion x ist globale Losung der Anfangswertaufgabe.

Lemma 1.6

Ezistiert eine lokale Losung von (1), so ezistiert auch eine mazximale Lisung von (1),
die diese lokale Lésung fortsetzt.



Beweis:
O.B.d.A. sei im folgenden ¢y linker Randpunkt von I. Alle anderen Félle lassen sich
analog behandeln. Es sei (1, #) eine lokale Losung von (1).
M, := Menge aller lokalen Lésungen von (1), die (I, %) fortsetzen.
Nach Definition und Voraussetzung gilt M # 0.
Sei o := sup{t : I([to, t], ) € Mo}. Wir unterscheiden nun die beiden Fille 75 < +o00
und 79 = +00. Im ersten Fall setzen wir wie folgt fort:
Wir wéhlen ([to,t1),za)) € Mo, so dass 179 > t; > max{ty, 7o — 1}.
M := Menge aller lokalen Losungen von (1), die ([to, 1], z(1)) fortsetzen.
Es sei 7y := sup{t : I([to, t],2) € M1} < 7.
Wir wahlen ([to, t2), 2(2)) € My, so dass 71 >ty > max{ty, 7 — %}, USW.
Allgemein definieren wir fiir jedes i:
M := Menge aller lokalen Losungen von (1), die ([to,t;], z(;)) fortsetzen.
7; = sup{t : I([to, t], ) € Mi} und 7; > t;11 > max{to, 7 — 77}
Nach Konstruktion gilt: ;.1 > t;, 701 < 73, tivn < Tia1.
oty <t STl <7, Vi €N
~ (t;)ien und (7;)sen sind als monotone beschréankte Folgen beide konvergent gegen
denselben Grenzwert 7 € I.

~ lim ¢, =7 = lim 7.

11— 00 11— 00

Wir definieren eine Funktion & : [to, T[— R™, Z(t) := x(t), Vt € [to, t;].
7 ist damit wohl-definiert, da x(;;.1) Fortsetzung von x(; ist, Vi € N.
Auferdem ist ([to, 7[,#) lokale Lésung , da, Vi € N,([to, %], 2(;)) lokale Losung ist.
Ferner ist ([to, 7[,4) eine Fortsetzung von (I, ).
Mit dem so konstruierten 7 bzw. im Fall 7 := 77 = +o00 unterscheiden wir nun die
folgenden zwei Félle:

(i) ([to, 7], %) ist maximale Losung,

(ii) es existiert eine lokale Losung ([to, t], ) von (1), die eine strikte Fortsetzung von
([to, 7[, &) ist, d. h. 7 < .
~ nach Konstruktion miiite dann gelten: ([to,],Z) € M;,Vi € N,
~ T Z Z?, \4) € N.
~r<t<7,VieN und 7, — 7.

~t=T.
~ ([to, 7], Z) ist maximale Losung von (1). O
Satz 1.7

Es sei I C R ewn Intervall, to € I sei linker Randpunkt von I,xq € R™, und die
Funktion f :R™ x I — R™ sei stetig.

Es existiert eine mazimale Losung (I, %) von (1), die entweder eine globale Lisung von
(1) ist oder I hat die Form [ty,t,[ mit t; € I, und % ist nicht beschrinkt auf I (d.h. &
Yexplodiert” ).

Beweis:

Nach dem Satz 1.1 existiert eine lokale Losung von (1) und nach Lemma 1.6 folglich
auch eine maximale Losung (I, ) von (1), die die lokale Losung fortsetzt.

Wir unterscheiden vier Félle:



i) I =1,dh. (I,%) ist globale Losung.

ii) I = [to,t1] € I,t; € int(I). Wir setzen z1 := Z(t;) und betrachten die Anfangs-
wertaufgabe
2'(t) = f(x(t),t),Vt € [t1,+oo[ N [, z(t1) = 24 (%)

Nach Satz 1.1 existieren ein 1; > 0 und eine differenzierbare Funktion y auf
([t1,t1+m]), die Losung von () ist. Wir definieren eine Funktion & : [to, t1+11] —
R™ durch

| x(t), vt € [to, 1]

z(t) '—{ y(1), sonst

~~ & ist differenzierbar in [to, t; —7;] und lokale Lésung von (1), die (I, %) fortsetzt.
~» Widerspruch!

iii) I = [to,t;[, und 7 ist nicht beschréinkt auf I.

iv) I = [to,t1[, und Z ist beschrénkt auf I.
Wir definieren #(t) = #(t),Vt € I.
Ziel: & auf das Intervall [to,?;] fortsetzen und & ist lokale Losung von (1). ~
Widerspruch zu (I, #) maximale Lisung.

t ~
Wir betrachten die Integrale [ f(i(s), s)ds,Vt € 1.

to
t
Wir zeigen: 3 lim [ f(Z(s), s)ds.
t—t1 to

Sei (7,,) eine monoton wachselnde Folge in I mit 7, — ¢;. Dann gilt fiir m > n :

||7f<f<s>,s>ds—/f d8||</||f:”é $)lds < Clrm — 1),

wobei in C' die Beschrianktheit von & und die Stetigkeit von f ”eingeht”.
t
s Eltllgllt{f(m(s),s)ds,

t t1
v B(th) = o+ lim [ f(Z(s), s)ds = lim Z(t) = xo + [ f(Z(s), s)ds
t—t1 to N~~~ t—t1 to
=%(s)
~ ([to, t1], z) ist lokale Losung von (1) ~» Widerspruch! O
Frage: Welche Bedingungen an die DGL (d.h. also an die Funktion f) verhindern eine
Explosion von maximalen Losungen?

Lemma 1.8 (Gronwall)
FEs seien w, g stetige Funktionen auf [a,b],c > 0 und es gelte die ”Integralungleichung”

t

0<w(t) <g(t)+ c/w(s)ds, t € [a,b].

a

Dann gilt: w(t) < tm[mb(] lg(t)| exp(c(t — a)), Vt € [a, b].
€



Beweis: Wir betrachten die Funktion wu(t) := ()] +c f s)ds, vt € [a,b].

[
) ()—CW()WE[@ b].
[a, b], ist monoton fallend, da
la,

b], gilt.

u ist stetig differenzierbar und es gilt w(t) u
Die Funktion v(t) := u(t) exp(—c(t — a)), Vt €
V'(t) = (W (t) — cu(t)) exp(—c(t —a)) <0,Vt €
s 0l0) < 0(a) = u(a) = max (0] Ve € fo. 0]

= w(t) < u(t) < max[g(t) exple(t — ), vt € [a,1], O

Satz 1.9 (Existenz globaler Lisungen)

Es sei I ein kompaktes Intervall und tog linker Randpunkt von I, f :R™ x I — R™ sei
stetig, und es existiere ein Skalarprodukt (-,-) auf R™ mit zugehoriger Norm || - || und
eine Konstante L, so dass

(f(y,t),y) < L1+ ||lyl|?),V(y,t) € R™ x I ("einseitiges lineares Wachstum”).

Dann ezistiert (mindestens) eine globale Lisung von (1).
Insbesondere gilt dies, falls f “lineares Wachstum” besitzt, d.h.

1w, Ol < €L+ 1yl), V(y,t) € R™ x I,
gilt mit einer Konstanten ¢ > 0 und einer beliebigen Norm in R™.

Beweis:
Wir wenden Satz 1.7 an und zeigen, daf jede lokale Losung von (1) beschriankt ist. Satz
1.7 besagt dann die Existenz einer maximalen Losung, die globale Losung sein muss.
Es sei also (I,z) eine lokale Losung von (1).

Wir betrachten die Funktion w : I — R, w(t) := ||z(¢)||?, WVt
Diese ist differenzierbar und es gilt: w'(t) = 2(2’(t), z(t)), Vt €

~ gl = 2<f(x(t>,t),:i(t)> <2L(1 +|jz(t)||?), Vtel.
w2 @) = |le(to)]]? < 2L [(1+ |la(s))]|?)ds, Ve 1.

to
t

~ 2@ < ||x(to)||2+6/d8 +Cf|!:v (s)[*ds, Vtel.
() ¢
=:w(t 0

=:g(t)

wobei ¢ := 2|L|. Aus dem Lemma von Gronwall folgt dann
w(t) = la(@)[* < sup [g(t)| exple(t —to)),  Vt € I,
S

d. h. die beliebig gewahlte lokale Losung ist beschriankt! Der Nachsatz folgt im Fall,
dafl die Normen identisch sind, aus der Ungleichung

(Fy.t),u) < 1F . Dllllyll < e+ lyDlyll < 201+ [ly]l*), vy € R™.

Sind die Normen verschieden, gehen zusétzlich die Norméaquivalenz-Konstanten ein. [
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Beispiel 1.10
Gleichung der Populationsdynamik: x'(t) = az(t) — bx(t)?,t € [to, +00), z(tg) = wo.
Die rechte Seite f der Differentialgleichung hat die Form

fay—by* ,y>0 (a>b>0)
Fy.1) = { 0 , sonst

~ iR x I — R ist stetig und es gilt wegen (r,7) = ri,Vr,7 € R :

2 3 2 2
ay*—by> , 0<ay*<a(l+y"), y=>0
Wf(y,t)yz{ 0 const ( )

Satz 1.9 ~ die DGL besitzt auf jedem kompakten Intervall eine Losung.

Niéchstes Ziel: Bedingungen fiir die Eindeutigkeit von Losungen!

Satz 1.11 (Existenz und Eindeutigkeit globaler Lisungen)

Sei I ein abgeschlossenes Intervall, tg € I linker Randpunkt von I, xq € R™, f :
R™ x I — R™ sei stetig und es existiere ein Skalarprodukt (-,-) auf R™ mit Norm || - ||
und eine Konstante vy so, dass

(*)  (fy,t) = f@.t),y—9) <~lly—79l* Vy,y € R™, Vi eI

Dann besitzt (1) eine globale Lisung, und jede lokale Losung von (1) ist Einschrinkung
dieser globalen Lisung.
Uberdies gilt

lz(t) = 2(@)|| < exp(y(t —to))[|lx(to) — Z(to)[| ¥Vt € 1,

fiir zwei Losungen x und T auf dem Intervall I mit zugehirigen Anfangswerten x(tg)
bzw. T(ty).
Insbesondere ist (x) erfillt mit v = L, falls ein L > 0 existiert mit

1y, t) = f(@, Ol < Llly—gll, Vy,g eR"VE el

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass I auch beschriankt ist.

1. Existenz (mit Hilfe von Satz 1.9)
Wir zeigen, dass die Wachstumsbedingung von Satz 1.9 erfiillt ist.

§=0~ (f(y.t) = £(0,8),y) < Llly*.

~ (fly,t),y) < (F0.0),9) + Lliyl* < 1F0,O)llllyll + Lyl
< (max || £(0, ) + L)(1 + [ly[l*), Yy € R™, vt € 1.

~» Satz 1.9 liefert die Existenz einer globalen Losung auf I.



2. Es seien (I, %), (I,z) eine lokale bzw. globale Losung von (1).
Wir zeigen: Z(t) = z(t), Vte I )
Wir betrachten die Funktion ¢(t) := exp(—27y(t — to))||z(t) — z(¢)||*,Vt € I.

~ gﬁ(to) = O da $(t0) = Jf(to)
@) = () — 2022

) exp(~2 2t 1)
+2exp(— 27(75—750%()( x'(

t) = 2'(t), (1) — 2(1))
() = & (1), x(t) — 2(t)) — yll(t) — £(@)]°]

2 exp(—21(t — 1))
0,vt €I (wegen(*))

IA

~~ ¢ ist monoton fallend, ~ 0 < ¢(t) < (to) = [|zo — zo||* =0,
~o(t) =0Vt € 1~ Z(t) = x(t), Vtel.

3. Sind nun x und Z zwei Losungen von (1) mit verschiedenen Anfangswerten x(ty)
und Z(tp). Mit demselben Ansatz fiir ¢ wie in 2. aber auf I erhalten wir, dass ¢
monoton fallend auf I ist und folglich

p(t) = exp(=2y(t — to)) (1) — 2O < @(to) = ||z (to) — T(to)lI*, ¥Vt €,

oder
l2(t) — 2(¢)]| < exp(v(t —to))[|z(to) — Z(to)[l, VeI

4. Fiir alle t € T gilt:
(fly.t) = f@. 1),y —9) < | f(y,t) = @Dy — 9l < Llly — gl Yy, 5 € R™

Offenbar sind die Beweise in 2.—4. auch richtig, wenn I unbeschrankt ist. Ist nun
x; eine globale Losung von (1) auf dem Intervall [tg, 7] fiir jedes i € N mit ¢y < 1,
so definieren wir im Fall I = [tg, +00) eine Funktion

I = R™  Z(t) == z4(t), t € [to,1].

Diese ist Losung von (1) auf I und jede lokale Losung ist Einschrinkung von z
auf ein kleineres Intervall. Damit ist alles bewiesen. O

Beispiel 1.12
DGL der Populationsdynamik (Forsetzung von Beispiel 1.10):

(t) =

aXo
bxg + (a — bxg) exp(—a(t — to))

f(y,t)::{ay_by2 » y€[0,8],(a>b>0)

0 , sonst

ist Losung auf [tg, +00).

Nachpriifen der Voraussetzungen von Satz 1.11:

(aly —9) — b(y* — 7 ))(y §)< aly - z})j,y, g €0.5]
OS (@? y)? yy¢[0 3]

Die Abschdtzung in Satz 1.11 ist also erfillt. Folglich stimmen lokale und eingeschrink-
te globale Losungen tiberein.
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Definition 1.13

Die DGL (1) mit I = [ty, +00) heifst kontraktiv (schwach kontraktiv), falls ein Skalar-
produkt (-,-) auf R™, eine zugehirige Norm || - || und eine Konstante v < 0 existieren,
so dass

(f(z,t) — f(3, 1),z —3) <Allz — Z||* Vo,7 € R™, V€ [ty, +00).
((f([L’,t) —f(i’,t),:(]—:i) < O)

Folgerung 1.14 Ist die DGL (1) mit I = [to, +00) kontraktiv, so gilt fir zwei Losun-
gen x und T mit den Anfangswerten z(ty) bzw. T(ty) stets

lim lz(t) —2(t)[| = 0

t—+00
in jeder beliebigen Norm || - || auf dem R™.
Ist (1) schwach kontraktiv, so existiert eine Norm || - || auf R™, so dass

lz(t) = ()] < [|z(to) — 2(to)[| V€ 1.

Beweis: folgt sofort aus Satz 1.11 und im ersten Teil aus der Aquivalenz aller Normen
auf R™. O

Ab jetzt beschéftigen wir uns mit linearen Differentialgleichungen der Form
(2) 2'(t) = A(t)x(t) + b(t), Vtel, z(ty) = xo,
wobei die Matrixfunktion A(-) und die Funktion b(-) auf I stetig sind.

Satz 1.15 Sei I ein abgeschlossenes Intervall, to € I linker Randpunkt von I, xq € R™.
Es seien b : I — R™ und A : I — R™ ™ stetig. Dann existiert genau eine globale
Lésung x von (2). Diese hat die Form

z(t) == X(t) |zo + /Xl(s)b(s)ds Vtel,

wobei die Matrizfunktion X : I — R™™ die Spalten x;(-), i =1, ..., m, besitzt und es
gilt x(t) = A(t)z;(t), t € I, z;(to) = e;, mit dem i-ten kanonischen Einheitsvektor e;,
1=1,...,m.

Beweis: Die Funktion f : R™ x I — R™, f(y,t) := A(t)y + b(t) erfiillt die Voraus-
setzungen von Satz 1.11. Folglich existiert genau eine globale Losung von (2). Die
Matrixfunktion X (-) : I — R™*™ ist wohldefiniert nach Satz 1.11 und es gilt

d
EX(t) =At)X(¢t), YVt € I, X(to) = E (F ist die Einheitsmatrix im R™*™).

Nach Konstruktion ist die Funktion x, : I — R™, z,(t) = X(t)y, t € I, die einzige
Losung des linearen Anfangswertproblems

2 (t) = A(t)z(t), Yt € I, x(ty) =y € R™.

11



Fiir jedes y # 0 besitzt x, keine Nullstelle in I. Wiirde es némlich ein ¢ € I geben mit
x,(t) = 0, so 16st die Nullfunktion die homogene lineare DGL

' (t) = A(t)x(t), t € I, x(t) =0,

was ein Widerspruch zur Einzigkeit von x, wire. Deshalb gilt fiir alle y € R™, y # 0,
und alle t € I, dass

z,(t) = X(t)y = Zyz%(ﬂ # 0,

d.h. die Spalten von X (t) sind fiir jedes t € I linear unabhéngig und folglich existiert
die Inverse X ~!(¢) fiir jedes ¢ € I. Damit ist die Funktion x(-) in der Aussage wohlde-
finiert. Durch Nachrechnen sieht man, dass z(-) die Aufgabe (2) 16st. O

Schliefflich kiimmern wir uns noch um das asymptotische Verhalten von Losungen von
(2) im Fall einer konstanten Matrizfunktion A(t) = A € R™™ Vt € [ty,+00). Dazu
verwenden wir Satz 1.11 und die dortige Bedingung (*).

Satz 1.16 Sei A € R™ ™ \y,---, ), € C seien die Eigenwerte von A.
a) Gilt Jmax Re [\;] <0, so existiert ein Skalarprodukt (-,-) auf R™ mit zugehdoriger
Norm || - ||, so daf8
(Az,z) < | z|? Ve € R™
mit einer Konstanten v < 0.

b) Gilt Re [\;] <0,i=1,---,p, und gehéren zu rein imagindren Eigenwerten aus-
schliefllich Jordan-Kdstchen der Dimension 1, so existiert ein Sklarprodukt (-, -)
auf R™, so dafs

(Az,z) <0, Vr € R™.

Vorbemerkung 1.17
a) Sei A € C™™ hermitisch, d.h. A= A* .= AT,

Dann existieren reelle Figenwerte Ay, --- , A\, und Eigenvektoren
U1, U, € C, so dafl Y (x, vi)v; und (vi,v;) = 65,1 # 7. Dann gilt
j=1
m m m =Amax(A)
—
(.0 = (3t 3 ) = 3 Py < g, %l
Jj= i= j=

b) Sei A € C™ ™ beliebig. Fiir bel. x € C™ gilt:

(Ax, ) = (x, A*z) = (A*x, T)
~ (Ax,x) + (A*x,x) = 2 Re (Ax, x)
~> Re <AI, LU> = <%(A + A*>37, SL’> < Amax(%(A + A*))HSL’H2,

da $(A+ A*) hermitisch ist.
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c) Es sei C € C™™ invertierbar. Wir betrachten die Funktion
s:R™"xR™ - R, s(z,y) = Re (Cz,Cy), Vz,yecR™
Beh. s ist auf R™ ein Skalarprodukt.

Bew.
(i) s(z,z) = Re (Cz,Cx) = ||Cz|*>0,=0 gdw. =0
(i)
s(r,y) = Re (C*Cx,y) = Re (x,C*Cy)
= Re (C"Cy,z) = Re (Cy,Cx) = s(y,x)
(iii)
s(ax + Bz,y) = Re (C*C(ax + Bz),y) = Re (aC*Cx + fC*Cz,y)

a Re (C*Cx,y) + 6 Re (C*Cz,y)
as(z,y) + ps(z,y), Vo,B €R, Vr,y,z € R™.

O

Beweis von Satz 1.16

Es sei € > 0 beliebig gewihlt. D, = diag(e,?,--- ,e™), sei J Jordansche Normalform
von A, d. h. J = T~'AT mit einer invertierbaren Matrix 7" € C™*™,

Wir definieren

=:C.
~~
J.:=D'JD. =D 'T'ATD. = (TD.)*A(TD.) = C-*AC.
A0 0 - 0
0o . 9
J. hat die Form T , 0€0,¢e}.
o 0 - .9
0 0 -~ 0 X

Wir betrachten das Skalarprodukt auf R™ (nach 1.17 c)
(x,y)e := Re(C: 2, CYy), Va,y € R™.
Dann gilt:
(Az, 7). = Re(C'Ax,Clz) = Re(CT'AC.Co 1z, O ta)
Re(J.Co 1w, Clx) — (3(J. + JH)C 7w, O M)

2

(nach 1.17b) < Apax(3(J- + J2)) |C 2|
N’

=|l=2
Ferner gilt:
Re)\l g 0
L+ J) = g - g wobei 0 € {0,¢}
0 ¢ Re),
Re)\1 0 0
a0 0 0
0 0 ReA,



Daraus folgt:

1
)\max(ﬁ(tjs + J:);:O zirllaxp Re )\z

a) Es gelte nun max Re [A;] < 0.
=1 p

Wir wihlen v < 0: so dass max Re [N] <v<0
1=1,,p

v e > 00 Apax(3(Je + J2)) < v < 0.
Dann gilt: (Az,x). < v||z||? Vz € R™, und
~s (9. 0 R™ x R™ — R ist Skalarprodukt auf R™.

b) Es gelte max Re[\;] <0.
=1 p

Seien Ap, ..., A, die Eigenwerte von A in iR (d.h. rein imaginér) und A\,4q,..., A,
die restlichen Eigenwerte in C. Das bedeutet, dass die Jordan-Késtchen zu \;,
i=1,...,r, Dimension 1 besitzen und max Re[)\;] < 0 gilt. Also folgt

i=r+1,....p
0 0 0 0 0 0 0
0 0 O 0 0 0 0
1 o _ | 0 0 0 Re(hi) g 0 0
2= 0 o §  Re(Mj2) 2 0
00 0 - 0 8 Re(Ay2) 2
o0 0 - 0 0 g Re()\,)
fir 6 € {0,e}. Das charakteristische Polynom ¢(y) von 3(J. + JZ) besitzt die

Form
() = ot (ST +5) = piT) = () (1),

wobei ¢, (1) das charakteristische Polynom der rechten unteren (m —r)-dimensio-
nalen Teilmatrix von %(Jﬁ— J¥) ist. Fiir die rechte untere Teilmatrix 1&8t sich Teil
a) des Beweises anwenden. Deshalb existiert ein ¢, so dass Apax(3(J: + J2)) <0
und damit (Az,x). <0, Vo € R™ gilt. O

Folgerung 1.18
Sei A € R™™ Ay, -+, A\, € C seien die Eigenwerte von A. Die DGL x'(t) = Ax(t) ist

kontraktiv, falls max Re [\i] < 0.
t=1,,p
Die DGL st schwach kontraktiv, falls max Re [N] <0 und alle Jordan-Kdstchen zu
1=1,,p

rein imagindren Eigenwerten Dimension 1 besitzen.
Fiir die einzige Losung x mit Anfangswert x(ty) = xo gilt dann entweder

Jim_[la()] = 0
fiir jede Norm || - || in R™ oder es existiert eine Norm || - || in R™, so dass

[ < [lzoll, Vi € [to, +-00).
Beweis: Die Aussage folgt aus Satz 1.11, Folgerung 1.14 und Satz 1.16. U
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2 Diskretisierung von Operatorgleichungen

Seien (X, ||-||x) und (Y, |- |]y) lineare normierte Rdume. Sei A : X — Y ein i. a. (nicht-
linearer) Operator und 0 das Nullelement in Y. Wir betrachten die Operatorgleichung

(1) Az =0.

Beispiel 2.1
Wir wihlen X = C([to, T], R™) oder X = C([to, T],R™) und Y = R™ x C([ty, T], R™)
r(z(to), =(T))
._ : _ ( r(alto), =(T))
A= 2 = att) = [ f(as), s | e AT = (000 )

wobei f: R™ X [tg, T] = R™ und r : R™ x R™ — R™ gegebene stetige Funktionen sind.
Im Fallr(z,y) = x — x fiir gegebenes xy € R™ entspricht die Gleichung Az = 0 einem
Anfangswertproblem fiir eine gewdéhnliche Differentialgleichung und im allgemeinen
Fall einem Randwertproblem.

Diskretisierung: (In) Apx, =0 (neN),

wobei 0 € Y, das Nullelement, A,, : X,, = Y, und (X,,.| - ||x,); (Ya,| - |lv,) lineare
normierte Rdume sind.

Ziel: Bedingungen finden, so dass eine Folge von Losungen von A, x,, = 0 gegen Losung
von Az = 0 konvergiert.

Definition 2.2
Sei (X, || - ||) linearer normierter Raum.
(X, X0, Tn)nen heifst diskrete Approzimation von X, falls

(i) (Xn,| - llx,) linearer normierter Raum, ¥n € N, ist und
(i) ry : X — X, linearer Operator, ¥n € N, ist, fir die gilt
lim |[rn2|x, = [lo]lx
n—oo

Die r,, heiffen Restriktionsoperatoren (von X in X,,).

Definition 2.3
Sei (X, Xy, rn)nen diskrete Approzimation von X.
FEine Folge (zy)nen, mit x, € X,,, Vn € N, heifit diskret konvergent gegen x € X, falls

lim ||z, —rzlx, =0. Bez.: x, Lz
n—oo

Lemma 2.4 Sei (X, X,,,7s)nen €ine diskrete Approximation von X. Dann gilt:

d
a) r,r — x
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b) Der Grenzwert einer diskret konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

Beweis:
Teil a) ist trivial, da ||r,z — r.x||x, = 0.

b) Annahme: Es existiert eine Folge (), fir die z, 4y 4 und Ty 4y & mit z + T
gilt. Aus der Dreiecksungleichung fiir || - ||x,, folgt

||Tn$ - Tni;HXn < Hrnx - xn”Xn + ||xn - T”iHXn

Deshalb folgt

Beispiel 2.5

a)

b)

lim ||rpz —r,Z||x, =0= ||z —Z||x (vgl. Def. 2.2).
n—oo
O
Sei (X, ||-||) ein linearer normierter Raum, X,, C X lineare, endlichdimensionale

Teilrdume, 1, : X — X, lineare Abbildung mit lim ||r,z — x| =0, Vo € X.
n—oo
Dann ist (X, X, rn)nen eine diskrete Approximation von X .

Bew.: Ist (x,) Folge in X mit x, s 2, dh., lim |z, — x|| = 0. Es gilt
n—oo

l2n = rozll <l — 2|l + [l = razl]
d.h. lim ||z, —r,z| = 0.
n—oo

Wir konstruieren eine diskrete Approzimation von X = C([a,b],R™). Dazu be-
trachten wir eine Folge von Unterteilungen té") =a < tﬁ”) < e < t,(:} = b,

Vn € N, von [a,b] mit h, ;== max 11" — " | — 0 fiir n — co. Wir definieren

—hyeenhvn

Xy o= RED™ it la||x, = max el

—Yyeenhvn

rn o X=X, mit r,xi= (x(tén)), . ,x(t,(;))) (Vn € N).

Dann ist r,, linear und es gilt ||r,x|| = max ||a:(t£n)|| fiir jedes n € N. Auflerdem
i=0,....kn

gilt ||rnzx, < ||zllx = rn[a>b<} |x(t)]] und damit zundchst
te|a,

lim sup ruallx, < llzllx -

n— o0
Ist t, € [a,b] so gewdhlt, dass ||z(t.)| = ||x|x, so existiert fir jedes n € N ein
i(n) € {0,... ky} mit t, € [, t™)]. Es folgt 0 < tl(.zz) —t. < hy, und damit die

Konvergenz von (tig}b)) gegen t.. Daraus schlussfolgern wir

fim inf [l x, > liminf ()] = e (e)]) = lx
also gilt lim ||rpz|x, = ||z x- O
n—oo
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c) Wir betrachten X = L,([a,b],R™) mit der Norm ||z||x = f |z(t |pdt fiir
1 <p < +oo. Wir definieren eine diskrete Approzimation durch

n 1
X, == R™  mit der Norm ||z,|x, = (Zhn,inme)p,
i=1

1t 1 t)
rno X =X, mr= ( / x(t)dt, ..., / x(t)dt).
hn,l 175 hn,kn tzn_l

Hierbei ist hy,; = t(n) — t,fn)l, 1=1,...,k,, und to =qa bzw. t =b.
Es lassen sich wzeder alle Ezgenschaften einer diskreten Apprommatwn nachwei-
sen (vgl. Buch von Vainikko, Kap.2; Ubung).

Definition 2.6
Seien (X, Xy, m)nen und (Y, Yy, Tn)nen diskrete Approzimationen.
Seien A: X —-Y und A, : X,, - Y,, n € N.

(i) A und (Ap)nen heifien konsistent in x € X, falls

lim ||A,r,x — 7 Az|ly, =0

n—oo

(konsistent, falls dies fiir jedes x € X gilt).

(i) diskret konvergent in x € X, falls fir jede gegen x € X diskret konvergente Folge
(xn)neN gdt

lim ||A,z, — 7 Az|y, = 0.

n—oo

(diskret konvergent, falls dies fiir alle x € X) gilt)

(iii) Die Folge (A,) heifit invers stabil, falls eine Konstante S > 0 und ein ng € N
existieren, so dass fir alle n > ng und alle x,, T, € X, gilt

|Zn — Tullx, < S||Anzn — AnZally, -

Bemerkung 2.7

Inverse Stabilitat von (A,,) gilt, falls fir alle n > ng die Operatoren A,, injektiv und
AL gleichmifSig Lipschitzstetig auf dem Wertebereich R(A,) von A, ist.

Eine Folge linearer Operatoren A, ist folglich invers stabil, falls |AY| gleichmdfig
beschrinkt ist !

Satz 2.8 (Konvergenzsatz)

Es seien (X, X, mn)nen und (Y, Yy, P )nen diskrete Approximationen und A : X — 'Y
sowie A, : X, = Y,, n € N, Operatoren.

Die Folge (A,,) sei invers stabil und A und (A,) seien konsistent in einer Lisung x*
von Ax = 0.

Sind () n>n, Losungen von A,x, =0, so gilt

lim ||z — r2*||x, =0, d.h. x}, Ly g
n—oo
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und die Fehlerabschditzung fiir grofie n:

*
n

27, = rn” [ x, < Sl Anrna™ly,

Beweis: Seien S > 0 und ny € N wie in Def. 2.6 (iii) gewihlt. Dann gilt fiir n >
max{ng, nq }:

|23, — mz®|lx, < Sl|Anzy, — Anrpz™|ly, = S| Anrnz™|ly, = S||Aprnz™ — FAZ™ |y,
Die rechte Seite konvergiert gegen 0 wegen der vorausgesetzten Konsistenz. 0

Bemerkung 2.9

Untersuchung der Konvergenzgeschwindigkeit von || A,rnx*||y, ist wichtig!

Z.B. unter gewissen Voraussetzungen an die Lisung x*.

Inverse Stabilitdit ist eine starke Bedingung, ldf$t sich aber in einer Reihe von Anwen-
dungen nachweisen.

Definition 2.10
FEine Folge (x,)nen, Tn € Xpn,Vn € N, heifst diskret kompakt, falls fir jede Teilmenge
N CN ein N C N und ein x € X existieren, so daf

lim ||z, —razllx, = 0.
n — 0o
n e N

Definition 2.11
FEine Folge von (Ap)nen von Operatoren A, : X, — Y,,n € N, konvergiert requldr
gegen A: X =Y, falls

(i) (Ap)nen diskret gegen A konvergiert.

(ii) Aus ||z,||x, < const und der diskreten Kompaktheit von (A,x,)nen folgt, daf
(Tn)nen diskret kompakt ist.

Bemerkung 2.12

Die requlire Konvergenz ist insbesondere fiir lineare, beschrinkte Operatoren von Be-
deutung. Dafiir brauchen wir weitere Begriffe. Es seien X und Y lineare normierte
Rdume und

A: X =Y linear und beschtinkt, d.h. A € L(X,Y).

N(A)={r e X : Az =0} Nullraum von A,

R(A) :={Ax 2z € X} Wertebereich von A.

Beides sind lineare Teilrdume von X bzw. Y.

A heifst fredholmsch, falls R(A) abgeschlossen ist und dim N(A) sowie codim R(A)

endlich sind. Man definiert seinen Index
ind (A) := dim N(A) — codim R(A).

(Es gilt codim R(A) = n, falls n linear unabhingige Elemente yi,...,y, inY \ R(A)
existieren, so dass Y = span{R(A),y1,...,Yn}-)

Sind X und Y endlichdimensional, so ist jeder lineare Operator A fredholmsch mait
ind (A) =dim X —dimY.
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Satz 2.13

Es seien A € L(X,Y) und A, € L(X,,Y,),Vn € N. Dann sind die folgenden beiden
Aussagen dquivalent:

(i) (A,) konvergiert diskret gegen A.

(ii) || An|| < const(¥n € N) und nh—>nolo |Aprnx — 7 Azx|ly, = 0,Ve € X.

Beweis:
(i) = (ii): Annahme: IN' C N: || A4, || — + 00
~ 3a, € X ¢ |2 ||x, = 1 und [[A,]], —g + oo

(n e N)

/

= Taeiv,
|Anzally, = 1,¥n € N Apz, 45 A0 =0
~ (A,,) konvergiert nicht diskret gegen A. ~ Widerspruch.

d
— 0, aber

(ii) = (i): Sei (x,) diskret gegen z € X konvergent.
Zu zeigen: ||Anx, — ThAzy, — 0.

|Anz, — T Azlly, < ||Anzn — Anrnz|ly, + ||Anrnz — 7 AZ ]y,
< ”An”Hxn - Tnx”Xn + HAnrnx - an‘THYn 0

<(C =30 =30

Satz 2.14

Fir Ae L(X,Y), A, € L(X,,Y,) gelte: N(A) = {0}, d.h. A ist injektiv, (A,) konver-
giert regulir gegen A und die A, sind fredholmsch mit ind (A,) = 0,Vn > ny.

Dann ist A surjektiv und es gilt A=' € L(Y, X). Fiir geniigend grofie n sind auch die
A, bijektiv und es gilt |AY] < const., d.h. (A,) ist invers stabil.

Beweis:

Wir zeigen zunéchst: 3y >0 dng € N:

|Anznlly, = Yllznllx,, Voo € X, VR > ng.

Annahme: 3 Folge (z,,)pen mit ||z,]|x, = 1 und HA”x”HYnne—N’ 0
Weil (A,,) reguldr gegen A konvergiert, ist (x,,)nen diskret kompakt
~ IN" C N’ : xnff'lN,;x und ||z||x =1

~ AnxnﬁjN,;Ax # 0 (wegen N(A) = {0}) ~» Widerspruch.

~ A, ist injektiv und es gilt A1 R(A,) — X, sowie |4, <
Wegen N(A,) = {0} und ind (A,) = 0 folgt aber codim R(A,)
~ R(A,) =Y, ~ Al e L(Y,, X,).

Betrachtet man fiir ein beliebig gewahltes x € X die Folge (r,z), so gilt r,z 45 7 und

0

1
5

A,rpx ~%5 Ax. Deshalb kann man in der Ungleichung
[Anrnelly, = yllrnellx,

zum Grenzwert n — oo iibergehen und erhalt

1
[Azlly > vllzllx  dh. [[A7ylx < allylly (Vy € R(A)).
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Noch zu zeigen ist: R(A) =Y. Sei y € Y. Dann gilt 7,y SN Y.
Fitr 2 1= A, 1y il [, < Hirall, ¥ > ng

~ (||zn]|) ist beschrankt und A,x, = r,y BN y.

Da (A,) reguldr gegen A konvergiert, ist die Folge (z,,) diskret kompakt
4

~INCN:z,neN ze X

d
s Apy =1y = 00 Az~ Az =
~ y € R(A) und damit R(A) =Y,

y (Lemma 2.4)
d.h. A ist surjektiv. O

Wir betrachten jetzt lineare Operatorgleichungen
(2) Az =y, wobei A€ L(X,Y),yeY
und ihre Diskretisierungen
(2n)  Anzn, = yn, wobei A, € L(X,,,Y,),y, € Y,n €N

Satz 2.15 (Konvergenzsatz fiir Diskretisierungen linearer Gleichungen)

Es seien die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) Ae L(X,Y),N(A) ={0},yeY.

(ii) A, € L(X,,Y,)(n €N) sind fredholmsch mit Index 0,

(iii) (A,) konvergiert gegen A reguldr,

()  yn sy

Dann hat die Gleichung (2) genau eine Lisung x* € X.

Uberdies existiert ein ng € N, so daff die Gleichungen (2n) fir n > ng eine eindeutig
bestimmte Lésung x) besitzen und es gilt

x; 2y g
sowie

CillAnrna™ = ynlly, < [lzg — ra®llx, < CollAnrnz * —ynlly,
fiir alle n > ng mit gewissen Konstanten Cy,Cy > 0.

Beweis:

Nach Satz 2.13 existieren A™! € L(Y, X) und A ! € L(Y,, X,) und es gilt [|A ] <
Cy = const. ,Vn > ng.

Damit sind die Gleichungen (2) und (2n), n > ng, eindeutig 16sbar mit Losungen
" € X bzw. x) € X,,.

Nach Satz 2.12 gilt aber auch ||A4,| < é = const. (n € N). Wegen A, (2} — r,z*) =
Yn — Aprpa™ folgt

[An[l[l7, = 7z x,,

Hyn_Anrnx*HYn <
< lleg = rartllx,
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|A (Y — Aprn2®)|x, < Collyn — Aprnz*|ly,. Da iiberdies

und 125, — raz*lx, <
= ||Aprnx™ — Toylly, — 0 wegen der diskreten Konvergenz von

|Aprpx™ — T Az |y,
(An) gegen A, folgt

[Anrn®® = ynlly, < [[Anrn®™ = Fylly, + 170y — ynlly,

n— 030 @0

Bemerkung 2.16

Da nach Satz 2.14 die (A,) invers stabil sind, folgt die diskrete Konvergenz a7, B
auch aus Satz 2.8. Neu ist hier, daf$ man eine Fehlerabschdtzung fir

lrn™ = 2] x,,

hat, die beidseitig ist und zeigt, dafi die gewiinschte Konvergenz von
(lrnz* — 2|l x,,) genau so schnell erfolgt wie die von (||A,rnx™ — ynlly,) gegen 0.
Wahlt man y,, = 7y, so gilt

[Anrn™ = Ynlly, = [[Anrnz™ — FrAz™ |y,
d. h. es tritt wieder der ”Konsistenzterm” in x* auf!

Frage: Wie 148t sich ein solches Resultat auf nichtlineare Operatorgleichungen (1) und
(In) erweitern?

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dafl auch die nichtlinearen Operatoren A bzw.
A, auf X bzw. X,, definiert sind.

Definition 2.17

Ein Operator A : X — Y heifit Frechét-differenzierbar in xq € X, falls ein Operator
L., € L(X,Y) existiert, so dafl fiir alle x aus einer Umgebung von x

Az = Axg + Ly (v — xo) + w(z, z0) gilt, wobei lo@zoly _y fiir x — xg.

[z —ol

0

Bezeichnung: A'(xg) := L,

Fiir die Frechét Ableitung gelten die Eigenschaften:
(i) Sind A; und A, Frechét-differenzierbar in ¢, so auch A; + As.

(ii) Ist B € L(X,Y), so ist B Frechét-differenzierbar in jedem zy € X und es gilt
B'(z9) = B.

(iii) Sind A; und As Frechét-differenzierbar in x¢, so auch ihre Komposition A o A;.
Dabei gilt (Ag 0 A1) (x0) = AY( A1 (o)) A (x0).

Wir benétigen im folgenden eine erweiterte Version des Mittelwertsatzes fiir die Frechét-
Ableitung.

Lemma 2.18 (verallgemeinerter Mittelwertsatz)
Es sei A: X —'Y Frechét-differenzierbar in jedem Element einer Kugel B(xg,r) C X
mit Mittelpunkt zo € X und Radius v > 0. Ist B € L(X,Y), so gilt Vx,% € B(xzo,7) :

|A(Z) — A(z) — B(Z — 2|y < 81[(1)191] |A'(z +t(Z — 2)) — B|[|7 — =[x
telo,
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Beweis: Es seien x,Z € B(x,r) beliebig.
Wir betrachten die folgende Funktion ¢ : [0,1] = Y

o(t) = Az +t(x —x)) — Bz +t(x —x)),Vt € 0,1].

Die Abbildung ist wohldefiniert wegen der Konvexitéit von B(xg,r) und es folgt aus
der Kettenregel

O'(t)=A(x+t(x —2))(T—2)— Bz —x),Vt €[0,1].
Dann gilt der folgende Mittelwertsatz fiir ¢(-):

(1) = ©(0)]ly < sup [l¢'(t)lly

te(0,1]

Bew.: Wir setzen M := sup [|¢'(¢)|| und nehmen an, dal M < +oo (ansonsten ist die
t€[0,1]

Aussage trivial!). Sei € > 0 beliebig gewihlt.

Wir zeigen: ||¢(1) — o(0)]] < M +«.

Dazu definieren wir die folgende Menge:

:={te0,1]: [lo(s) = p(0)| < (M +¢)s, Vs €0,1]}

Beh.: I ist ein abgeschlossenes Intervall mit 0 € 1.

Bew.: 0 € [ ist klar nach Definition. Sei ¢ € I bel. und s € [0, t[.

~ (1) —e(0)|| < (M 4+¢e)7 Vrel0,s],das <t
~» 5 € I ~ I ist ein Intervall der Gestalt [0,~] oder [0, 7].
sei s € [0,7] ~ [lp(s) = (0)[| < (M +¢)s
s=7:le(y) —eO)| < (M +e)y~yel
~ [ ist auch abgeschlossen (da ¢ stetig ist).

Folglich hat I die Gestalt I = [0,~] mit v € [0, 1].

Annahme: v <1~ 30 >0:v4+9 < 1.

Nach Voraussetzung kann ¢ noch so klein gewihlt werden, daf3

HM7+M—wW)
h

—w%ﬂHga falls h €]0, 4.

~ fiir h €]0, 4] gilt:

[o(y 4+ h) — oM < [l (Vb +eh < (M +€)h

[p(y + R) — (N + le(v) — )]

~ lo(y+h) —e0)]| <
< M4e)h+(M+e)yy=(M+e)(h+7).

~ v+ 6 € I ~» Widerspruch!

~ I =1[0,1] und [[o(1) — p(0)| < M +&.

Da ¢ > 0 beliebig gewé#hlt war, ist der Mittelwertsatz fiir ¢ gezeigt.
Daraus folgt dann

le()) — Ol = 1A(@) — Ale) - B(@ — )|
< swp 4w + 1~ ) = Bl = 7lx O
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Lemma 2.19 Fs sei X,, ein Banachraum mit Norm || - ||.

Der Opemtor A, : X, =Y, sei Frechét-differenzierbar in der Kugel
B(z2,60) :== {x, € X,y : ||z — 28] < b0}

Es emistiere [A'(22)]7! € L(Y,,, X,,), wobei fiir gewisse 7,5 > 0 und o € [0,1):

1AL @I < 7 [A ()] 7] < 5

sup |4 () — A (a5) < 2
zn€B(x9,60) R
do(1 — o)
K
gelte. Dann hat die Gleichung Az, = 0 eine eindeutig bestimmte Losung x) in
B(x2,60) und es gilt

[An(z)Il <

an O-/n
< ||z}, — anll <
1+opo 1-—
wobei ay, = [|[A], (a7)] 7 (Ana) || und %I\AnrﬁH < ay < K] Anzy -

Beweis:
Die Gleichung A,x, = 0 ist dquivalent zur Fixpunkt-Gleichung

T, = Apy,
wobei A, : X, = X, Apzn =z, — [A! (29)] 1A, ..

Wir zeigen: A, (B(z9,00) € B(29,dy) und A, ist kontraktiv.
(a) Sei z, € B(z2,d0) beliebig gewéihlt.

|An, — 20

l

IIxn—fc (A (2 )] FAnn|
IITA7, ()] 1IIHA/( o) (@0 — 2)) = Apan||
Rl = A% (z) (20 — 2) + Anzn — Anzly || + | Anai]])

225 (s |14, (09 4+t — 20)) — A () 7 — 2] + | A
 (

N IAIA

tel0,1]
00+ 5280) = bo

IN

(b) Seien x,, %, € B(2Y,d):

HAnxn - Ani‘n” = |lwn — & — [AL(22)] 7 (Apzn — AnZn)|
< AL ED)]THIA (@0) (@0 — 20) — (Anzn — AnZy) |

”ifuin — x| = 0l|Ty — 4|

Die Kugel B(2Y,d0) ist abgeschlossen im Banachraum X,, und deshalb versehen mit
der durch die Norm definierten Metrik ein vollstdndiger metrischer Raum.
Die Aussage iiber die eindeutige Existenz von z} folgt aus dem Fixpunktsatz von
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Banach. Die Abschétzungen fiir «,, sind klar wegen der Definition der Konstanten 7
und k. Es bleibt, die Abschitzung fiir ||z} — 20| zu beweisen. Es gilt

1Azl = Azl = llaf = 2 — [ (20)] 7 (Ana)) — Anzy)|
——

=0
< olla — 2l

|l = 24l = 1A ()]~ (Al < ellzy — 2]

(679 * 0 (679
~y —_— < — <

Satz 2.20 (Konvergenzsatz fiir nichtlineare differenzierbare Operatorgleichungen)
Es seien die folgenden Voraussetzungen erfillt:

(i) Die Gleichung (1) Ax = 0 besitzt eine Losung x* € X.
(ii) Der Operator A : X — Y ist in x* Frechét-differenzierbar.
(11i) N(A'(x*)) ={0}.

(iv) Die Operatoren A, : X, — Y, sind in den Kugeln B(r,z*,0) Frechét-differen-
zierbar, wobei § > 0 nicht von n abhdngt.

(v) Fiir jedes ¢ > 0 ezistiert ein 6(¢) € (0,0], so daf fir alle n € N gilt:

lzn = rn2x, < 6(e) = Ay (zn) — A, (raz”) || < e

(vi) Die Operatoren A, (rpz*) € L(X,,Y,) sind fredholmsch mit
ind (A} (r,z*)) = 0 und die X,, sind Banachrdume fir jedes n € N.

(vii) Die Folge (Al (rnx*)) konvergiert regulir gegen A'(x*)

(viii) Aprpz* 4 Az~

Dann existieren ein ng € N und ein 6y € (0,4], so daf die Gleichungen
A,r, =0

in B(rpx*, o) eine eindeutig bestimmte Lisung x}, besitzen. Es gilt:
x;, Ly g

und es gilt die Fehlerabschdtzung
Cil|Anrna™(ly, < llzy, —raz®|lx, < CollAnrna™ly,

mit geeigneten Konstanten C1,Cy > 0.
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Beweis:
Aus den Sétzen 2.13 und 2.14 und den Bedingungen (iii),(vi) und (vii) folgt:

1AL (rnz) | < 7, (I[AL (a2 )] T < 65, Y2 g

mit Konstanten 7 und #, die unabhiingig von n sind. Mit 20 := r,z* wenden wir jetzt
fiir jedes n Lemma 2.19 an. Dabei sei ¢ € (0, 1) vorgegeben.
Aus (v) folgt, daB ein dy € (0, d] exisitert, so daf fiir jedes n € N die Bedingung

sup | AL (20) — AL (raa”)]| < 2
zn€B(x9,60) R

erfiillt ist. Wegen (viii) 1a8t sich fiir hinreichend grofles ny € N auch zeigen

do(1 —
| Anrnz®||y, < %, Vn > nyg.

Dann folgt aus Lemma 2.19 fiir n > ng die eindeutige Existenz einer Losung z;, von
Apx, = 0in B(r,x*, dy). Uberdies gilt

| Anrnaz*||y, K
IEnin® W < lp* — o 2* < A ol [
7_(1 +Q) — ||xn T'n® ||Xn - 1= QH nTnd ||Yn
Die Konvergenz x;, Ly g folgt aus A, r,x;, 4y Az* =0. UJ

Bemerkung 2.21
Unter den Voraussetzungen von Satz 2.20 gilt nach Satz 2.14, dass A'(x*) surjektiv
(d.h. bijektiv) ist und (A'(r,x*)) invers stabil.

Lemma 2.22 (Isoliertheit von Lisungen)

Seien x* € X eine Losung von (1), A: X — Y Frechét-differenzierbar in x* und es
gelte [A'(x*)]7! € L(X,Y).

Dann ezistiert eine 6 > 0, so dass die Gleichung (1) keine weitere Losung in B(x*,0)
besitzt, d. h. die Lisung x* ist isoliert!

Beweis: Annahme: 3 Folge (z}) von Losungen von (1) mit 2} — z*.
Wegen (ii) gilt dann
Axl = Axﬂ* + A (27) (z), — ) + w(z), ).
-0 =
Daraus folgt A'(z*)(z} — 2*) = —w(z}, z*).

Da A’(z*) bijektiv und [A’(2*)]7! linear und beschrinkt ist, folgt

Pt e (),

[y, — 2| x 2y, — =[x
und damit
1= _Hx: — x*HX < ||[A,(CL’*)]_1” ||w<:in_7l>; )HX
= ¥ x [y, — 2*lx
Da die rechte Seite gegen 0 konvergiert, ist dies ein Widerspruch. O
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Beispiel 2.23 (Quadraturformelmethoden fiir Hammersteinsche Integralgleichungen)
Wir betrachten X =Y = C([0,1]) mit der Norm ||z|x = maxycpq]|z(t)| sowie den
Operator A : X — X definiert durch

(Az)(t) ===z /ft,s,x ds (tel0,1],z € X),

wobei die Funktion f :[0,1] x [0,1] x R — R stetig ist und die partielle Ableitung %
ezistiert und ebenfalls stetig auf [0,1] x [0,1] x R ist.
Dann ist A auf X Frechét-differenzierbar und es gilt

(A'(z"))(t) = x(t) —/0 gi (t,s,2"(s))x(s)ds (t€0,1],z,2" € X).

Zur Emfuhrung der Quadraturformelmethoden betrachten wir Gitter G,, = {t(n) 0<
<< tl({(zl) =1} in [0, 1] und Quadraturformeln

1 k(n)
/ w(s)ds =y w{z(t|")

fiir jedes n € N, die konvergent fiir jede Funktion v € X sind, d.h.
1
on(z) = / z(s)ds — Zw](-n):p(t;.n)) — 0 (fir n — oo und fir alle v € X).
0 =

Dann betrachten wir die Raume X,, = R™FW+D mit ||z, || x, = MAaX;—01,... k(n) |Tni| fiir
Ty = (Tpos Tnty - -+, Tn k(n)) € X,, und definieren die Operatoren A, : X,, — X,, durch

[ nxnz— Zw in,tgn,xnj) (Z:O,]_?,k'(n))

fiir jedes n € N. Die Restriktionsoperatoren r, seien wie in Beispiel 2.5b) definiert.
Dann sind auch die Operatoren A, Frechét-differenzierbar auf X, und die Bedingung
(v) von 2.20 lifit sich nachweisen. Bedingung (vi) ist automatisch erfillt.

Ist ferner z* € X eine Losung von (1) und besitzt die homogene lineare (Fredholmsche)
Integralgleichung

_/O %(t,S,x*(s))x<s)ds=0 (t € [0,1])

nur die triviale Losung v = 0, so ist (ii1) von 2.20 erfillt und es bleiben (vii) und (viii)
nachzuweisen. Diese resultieren schliefSlich aus der Konvergenz der Quadraturformeln.
Satz 2.20 liefert dann

[, = ™[l = Olen(v7)) - (wobei v*(s) = |[f(-; 5,27 (s)) ]| x)-

Literatur:
G. Vainikko: Funktionalanalysis der Diskretisierungsmethoden,
Teubner, Leipzig 1976.
H. J. Reinhardt: Analysis of approximation methods for differential an integral
equations, Springer, New York 1985.
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3 Numerische Behandlung von Anfangswertproble-
men fiir gewohnliche Differentialgleichungen

Wir betrachten die Anfangswertaufgabe
(1) l’,(t) :f(.’K(t),t), le [t0>T]> x(tO) = Zo,

wobel f : R™ X [to, T] — R™ stetig ist, zo € R™, und vorausgesetzt wird, dass (1) eine
eindeutig bestimmte (globale) Losung x, besitzt.

3.1 Integrationsverfahren fiir Anfangswertprobleme: Grund-
prinzipien und Beispiele

Grundidee: Zu einem Gitter G = {tg < t; < -+ < ty = T} in [to, T] ist ein Prinzip
zur sukzessiven Bestimmung von Naherungen x, von x,(t;), { = 1,..., N (ein sog. In-
tegrationsverfahren) gesucht.

Ansitze fiir Integrationsverfahren:

(i) Ersetzung der Ableitung 2/(t;) in den Gitterpunkten ¢,, ¢ = 1,..., N durch Dif-
ferenzenquotienten. Beispiel:

1

h—e(ﬁ(tg) — {L‘(tg_l)) ~ I,(tg_l) = f(l’(tg_l),tg_l), hg =1y —1ty_1, (= 1, R ,N.

Diese Idee fithrt zum ezpliziten Euler-Verfahren (bzw. Euler vorwérts)

Ty = Tp-1+ hff(xeflatéfl)a = 17 S 7N'

(ii) Ersetzung der Integrale in der aufintegrierten Gleichung (1) durch Formeln zur
numerischen Integration. Beispiel:

/té f(x(s),s)ds ~ %(f(l’(t@),tg) + f(x(te—1),te—1)) (Trapezregel).

¢

Diese Idee fiihrt zur sog. Trapezregel

h
Ty =41+ Ee(f(xz,te) + f(zea,ten)), £=1,...,N.

Beispiel 3.1 (Integrationsverfahren)

(a) Lineare Mehrschrittverfahren:

k k
Zaéjxé—j = hﬁzbfjf(xf—jvtﬁ—j)a (= 17 s 7N7
§=0 J=0

wobei k € N, apy =1, ayj =0, j =0+1,...,k, heifit k-schrittiges lineares Mehr-
schrittverfahren.
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Spezialfall: k-schrittige interpolative Mehrschrittverfahren
Ersetzung des Integranden in der aufintegrierten Gleichung (1) durch ein Inter-
polationspolynom in den Gitterpunkten t;_y, ..., ts, d.h.

/tl Fla(s), dSNZ/ T bt )tey) (E=Fy. . N).

te—1 =0 —_tel
i#£]

Dies fiihrt zu den interpolativen linearen Mehrschrittverfahren vom Adams-Typ

té i
Ty = Ty_ 1+hgzh€/ S Zdtf(l'g,j,tg,j) (l=k,...,N).
z#a

(b) Runge-Kutta-Verfahren (RKV):
Idee: Ersetzung des Integrals in der aufintegrierten Gleichung (1) durch interne
(neue) Stiitzstellen in [t,—1,ts] und néiherungsweise Berechnung der Werte von
x(+) an diesen Stiitzstellen aus einem nichtlinearen Gleichungssystem.
Allgemeine Gestalt eines p-stufigen Runge-Kutta-Verfahrens:

p
Ty = w(—l+h527jf(f%atf—l+ajhf)v £:17"'7Na

J=1

p
Ty = T +h525ijf(fzvt€fl +ahe), i=1,...,p,
j=1

wobei v = (y1,...,7) und B = (Bij)ij=1..p die Runge-Kutta-Parameter sind
und oft oy =30 Bij, i =1,...,p, gesetzt wird.

Spezialfall: RKV ist explizit, falls p;; =0, Vi > j, sonst implizit.

Im Unterschied zu (a) geht f nichtlinear in die Verfahrensvorschrift ein.

Definition 3.2 (allgemeine Verfahrensklasse)

k
(1V) Z apjTo—; = hepe(ze, ..., x—g), L =1,...,N (realisiert auf G),

J=0

wobei agy =1, ag; =0, j=0+1,... .k, und o, : R™F+D s R™ ¢ =1,... N, heiflen
k-schrittige Integrationsverfahren.

Fiir k =1 heifit (IV) Einschrittverfahren, sonst Mehrschrittverfahren.

(1V) heif$t explizit, falls ¢, fir jedes ¢ nicht von x, abhingt, sonst implizit.

(IV) heifit linear, falls @o(ze,...,xo—) = Z?:o bej f(xo—j, ti—j) mit gewissen reellen
Parametern by; gilt, sonst nichtlinear.

Die Verfahrensklasse (IV) umfasst die Beispiele 3.1(a) und 3.1(b).

28



3.2 Konsistenz, Stabilitit und Konvergenz von Integrations-
verfahren

Unser Ziel ist die Anwendung der Konzepte und Ergebnisse aus Kapitel 2. Dazu

betrachten wir die linearen normierten Riume X = C'([to, T],R™) mit der Norm

|z|lx = maxyep,r ||2(t)|| (und einer Norm | - || auf R™) und Y = R™ x C([to, T],R™)

mit ||y|ly = ||a|| + maxiey,, 7 ||2(¢)] fir y = (a,z) € Y. Der Operator A : X — Y sei

definiert durch

(Az)() = (x(to) — w0, 2'(-) = f(2(),")).

Damit hat das Anfangswertproblem (1) als Operatorgleichung die Form

Ar =0.
Zu jedem Gitter G = {tg < t; < --- <ty =T} in [to, T] mit den Schrittweiten hy = t,—
tio1, {=1,...,N, N = N(G), und der maximalen Schrittweite h(G) = max,—1__n h¢
betrachten wir die endlichdimensionalen linearen normierten Riume Xg = R(V+m

mit der Norm

lvella = max llyell fir jedes yo = (yo,v1,--.,yn) € Xa,

sowie Yy = RV+D™ it der Norm

Iyl = luoll + max Jlyell  fiir jedes yo = (vo,un, -, uw) € Yo,

und die Restriktionsoperatoren rg : X — X definiert durch
rer = (z(to), z(t1),...,z(ty)) fur alle x € X
bzw. 7¢ 1 Y — Yg gegeben durch
ey = (a,z(t1),...,x(ty)) fir alle y = (a,z) € Y.

Analog zu Beispiel 2.5 gilt, dass (X, Xq,,7a, Jnen bzw. (Y, Ys, ,Ta, Jnen diskrete Ap-
proximationen von X bzw. Y sind, falls fur die Folge (G,) von Gittern in [to, 7] die
Folge (h(G,)) gegen Null konvergiert.

Schliefflich definieren wir ’diskretisierte’ Operatoren Ag : Xg — Y durch

[Acyclo = Yo — o,
k
1
[Acycle = e > aviye; —oeye, - yeer) (L=1,...,N)
=0

wobei Yo = (Yo, Y1, - .-, yn) und [-], die ¢-te Komponente bedeutet.

Definition 3.3 Es sei G eine Klasse von Gittern in I und (1) besitze eine einzige
Lésung x*.
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(a) Das Integrationsverfahren (IV) heifft konsistent mit (1) (auf G), falls fir jede
Folge (G,,) von Gittern in G mit h(G,) — 0, A und (Ag, ) konsistent in x* sind.

(b) Das Integrationsverfahren (IV) heifit konvergent (auf G), falls fiir jede Lisung
xg von (IV) gilt

il = vl =0,

(¢) Das Integrationsverfahren ist stabil auf G, falls eine Konstante S = S(G) exi-
stiert, so dass fir jedes G € G und alle xg und Tg in Xg gilt

|lze — Zclle < S||Acre — Actclla-

Bemerkung 3.4
Konsistenz mit (1) auf G bedeutet

[Agrez.le = max |[[[Agrer.dl
¢=1,..N
1 k
= s, | S tes) = erlotto), -t > 0,
p

falls h(G) — 0 mit G € G.

Satz 3.5 (Konvergenzsatz)

Es sei G eine Klasse von Gittern in [to, T) und das Integrationsverfahren (IV) sei stabil
auf G und konsistent mit (1) auf G.

Dann existiert eine Konstante S = S(G), so dass fir jedes Gitter G € G, jede Lisung

xg = (5, - Tygy) von (IV) und die einzige Losung x. von (1) gilt
lze = rezdle = max lzr —w.(t)] < 5 max lldcrer.l]
li ; — Z«(te)]| = 0.
B(G) 50 =0 N (G) lwe = . (te)l

Beweis: Wie im Beweis von Satz 2.5 setzen wir ¢ = x5 und T¢ = rgz. in der
Stabilitdtsungleichung in Definition 3.3(c) und erhalten:

lzg = ezl = max llze = z.{t)] < Sl Agrc — Aeraw.ic = [lAerer.e

=U,...,

Wegen der vorausgesetzten Konsistenz gilt limy g0 [|[Acraz.|le = 0. O

Definition 3.6 FEs sei z, die einzige Lisung von (1). Dann sagt man, das Integrati-
onsverfahren (IV) besitzt

(a) Konsistenzordnung s € N (auf G), falls ||Acrez.|lc = O(h(G)®) fir alle G € G
qgilt,

(b) Konvergenzordnung s € N (aufG), falls ||z, —rax.]|c = O(h(G)?) fir alle G € G
qgilt.
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Der Term 1(G) = ||[Agraxs)e|| heifit lokaler Diskretisierungsfehler von (IV) im Schritt
¢ (auf G € G).

Folgerung 3.7 Das Integrationsverfahren (IV) sei stabil auf einer Klasse G von Git-
tern in [to, T). Ist (IV) konsistent mit (1) auf G (mit Konsistenzordnung s € N, so ist
(1V) auch konvergent auf G (mit Konvergenzordnung s € N).

Beweis: Die Aussage folgt sofort aus Satz 3.5. U

3.3 Einschrittverfahren

Wir betrachten die folgenden FEinschrittverfahren zur Losung von (1)
(BESV)  xp=z 1+ h®(xp_1, te—13he), £=1,..., N,

wobei @ : R™ x [ty,T] x [0, H] — R™ mit einem gewissen H > 0 und h, = t, — ty_q,
(=1,....,N=N(G),G={tg <t <---<ty} € G derart, dass h(G) < H.
(Ist H > T — t, so ist die Bedingung h(G) < H stets erfiillt.)

Wir untersuchen jetzt Bedingungen an ®, so dass (ESV) stabil und konsistent (mit
Konsistenzordnung s € N) auf G ist.

Satz 3.8 (Konsistenz)
Es sei @ : R™ x [to, T] x [0, H] — R™ stetig.

(a) Das Einschrittverfahren (ESV) ist konsistent mit (1) auf G, falls
O(x,t;0) = f(x,t), V(x,t) € R™ X [ty, T].

(b) Es sei f € C*(R™ x [to, T],R™) und die partiellen Ableitungen 32 : R™ X [to, T X
0,H] - R™, j=1,...,s € N, mdgen existieren und stetig sein.
Dann besitzt (ESV) die Konsistenzordnung s, falls die folgenden Bedingungen
erfullt sind:

P L o) : ”
%(1’7@0):]_{_—1](. (,’,U,t), VJIO,,S—17V($,t>€R X [to,T]

Hierbei ist fO(z,1) = f(z,1) und fO(z,t) = 27 (2,8) 0D, 1)+ 20 (2, 1),
Vi=1,...,sV(z,t) € R™ x [ty, T].

Beweis:
Vorbemerkung: Falls die entsprechenden Ableitungen existieren und stetig sind, folgt
aus (1) mit der Kettenregel fiir alle ¢ € [to, T

21(0) = (o) 0200 + W)
of /

0 1
= S 0.0 @ 0.1) + (0.0 = SO (0,1

bzw. allgemein

2IM(t) = fO(x(t),t) (=1,....9).



(a) GeméaB Definition 3.3(a) betrachten wir fiir ein bel. Gitter G = {t; < --- < ty}
und bel. £ € {1,...,N}

1
IAaroadall = |5Cealte) = (1) = B (te). tecr: )
1 [t
=\ [ w0t = 2t + Falt) ter) = Bl tem). teai )
te—q
1 [
< [ @) =)t + ). tia) = Blaten). e o)
(7]
S johax 125(8) — @, (Le-) [+ [ (@a(te-1), te-150) — D@ (te-1), te-1; he) |
—1 é
< — 7 . _ .
ltm?ghllw (8) = (s)ll + max [[@(w.(t), 1:0) — D(w(2), ;)]

n€lo,h]

Die Aussage von (a) resultiert nun aus der gleichméBigen Stetigkeit von 2/, auf [ty, T
sowie von @ auf {(x.(t),t,n) : t € [to,T],n € [0, h]} fur h = h(G) gegen 0.

(b) Nach Voraussetzung ist die Losung z. (s + 1)-mal stetig differenzierbar. Nach
dem Satz von Taylor existiert deshalb fiir jedes ¢ € {1,..., N} und jede Komponente
ie{l,...,m} (von x,) ein &; € (ty_1,ts), so dass

s (J) (s+1)
T, (té) _ Z (tf 1) L <§Z> herl

, h( +
s J! (s+1)!
wobei wir den letzten Term hier und im folgenden so verstehen, dass in jeder Kompo-
nente von #1*"" das Argument &; auftritt. Dies wird sich spéter wegen der Verwendung
der max-Norm im R™ als unproblematisch erweisen. Dann folgt:

1 fUU (z, tz 1) te—1), 1 xfjﬂ)(g)
Lt te b TSk
hé(I(E) 1-1) Z ¢ +(+1) ¢
' Lo, ;e

Nach Voraussetzung existieren nach dem Satz von Taylor auch n,; € (0, hy) fiir alle
¢=1,...,N und alle Komponenten i € {1,...,m} von ®, so dass

107°® . 10°0
D(zu(te—1),te—1;he) = Zj, o w7 (@(te1), te1; 0)hy + — 9 o (@u(te-1), te—1;me) g

wobei wieder die obige Vereinbarung fiir den letzten Term verwendet wird. Insgesamt
folgt daraus die Abschétzung

(24 (te) = wulte-1)) — P(@u(te-1), te1; he) |

2T (&) 10°®

LHllamNTg(G) = :maXNH—

-----

< T N -2 7 . S
= 0% (s+ 1) sl Ohs (@ (fea) tess T}e)th
(s+1) S
Ty 10°®
e _— — * t ,t’ h/s — hs
<t£n[t?}§} ’ (s+ 1)! H tg[lt[?}%] s! Ohs® (z(t) 77>H> o)
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mit & = h(G). Beim Ubergang von der vorletzten zur letzten Zeile wurde dabei kom-
ponentenweise argumentiert und die Definition der max-Norm im R verwendet. [

Beispiel 3.9 (Taylor-Verfahren)
Es sei f € C*(R™ X [to, T|,R™) fiir ein s € N. Dann heifit das Verfahren

s—1 j

h .
Ty = Tp—1 + hy E —t— fD(zy b)), €=1,...,N,
|
= G+

Taylor-Verfahren der Ordnung s. Es ist ein Einschrittverfahren und besitzt die Konsi-
stenzordnung s auf jeder Klasse von Gittern.
Bew.: Wir wenden Satz 3.8 an und tiberprifen die dortige Voraussetzung and die Funk-
tion ® : R™ X [to,T] x [0, H] = R™ (H >0)

s—1

O(x,t;h) Z

]:0

(x,t) V(z,t,h) € R™ x [to, T] x [0, H].

® ist stetig und die Differenzierbarkeitseigenschaften von ® bsqgl. h sind erflit. Es gilt

s—1

0P 1 W
—(x,t;h) = — D(z,t),i=0,....,4.
Wir folgern thf(x t;0) = }rlf(i)(:v,t), Vi=0,...,s—1, ¥(x,t) € R™ x [to, T]. O

Durch die aktuellen Méglichkeiten des algorithmischen Differenzierens haben Taylor-
Verfahren deutlich an Potential gewonnen.
A. Griewank: Evaluating Derivatives. Principles and Techniques of Algorithmic Differentia-

tion, SIAM, Philadelphia 2000. (Second Edition with co-author A. Walther, 2008).

Satz 3.10 (Stabilitdt)
Es sei @ : R™ x [ty, T] x [0, H] — R™ stetig und es existiere ein L > 0, so dass

|®(x, t; h) — B(, ;)| < Ll — 7|, Vi, & € R™, ¥t € [to, T),¥h € [0, H].

Dann ist das Einschrittverfahren (ESV) stabil auf jeder Klasse G von Gittern in [to, T']
mit h(G) < H, VG € G.

Beweis: Es seien xg, g € R™ und ein Gitter G = {t; < - -+ < ty} in G beliebig gewéhlt.
Wir betrachten den Operator Ag : Xg = Xg

1
[Agrcle = h—(iﬁz — 1) — P21, t—1; he)
¢
fir jedes ¢ =1,...,N und x¢ = (g, 21,...,2y5) € Xg. Wir setzen

Ey = [Agxg]g — [Angg]g (6 = 1, . ,N)
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Dann ergibt sich fiir alle £ =1,..., N:

lwo—1 — Zp—1 + he(P(@o—1, te—1; he) — P(To—1, te—1; he)) + heeo|

|ze — Ze|

< lweey — Zoa|| + heL||we—y — Toa|| + hellee|
< exp(hel)||zo—1 — Te-a|| + helled]]
< exp(heL)[exp(he—1L)||ve—2 — To—a| + he_1llee—1[]helle]|
1
< exp((te — te-o) L) |we—2 — Zoall + Y exp((te — te—j) L)he—jller—]|
=0

/-1
< exp((te — to)L)||lwo — Zoll + > exp((te — te—j) L) el

=0

IN

-1
exp((T — to) L) (|l — Zoll + Y he—sllee|)
5=0

IN

exp((T' = to) L) (|0 — Zoll + (T — to) _max le—])

Insgesamt erhélt man

max |xe — Z¢|| < exp((T' — to)L) max{1,T — to} max I[Aczcle — [AcZalell

und damit die Stabilitatskonstante S = exp((T' — to)L) max{1,T — to}. O

Satz 3.11 (Konvergenz)

Es seien die Voraussetzungen fiir ® von Satz 3.10 erfillt. Dann ist das Einschrittver-
fahren (ESV) konvergent (mit Ordnung s), falls es konsistent (mit Ordnung s) auf G
mit mit h(G) < H, VG € G ist.

Beweis: Nach Satz 3.10 gilt mit Satz 3.5 fiir Einschrittverfahren

..........

wobei 7,(G) = Hhie(x*(tg) — 2 (ti—1)) — P(u(te—1), te—1;he)|l, £ = 1,...,N. Ist das
Einschrittverfahren konsistent (mit Ordnung s), so konvergiert max,—;,_n 7(G) gegen
0, falls h(G) — 0 (maxe—1,. n 7¢(G) = O(h(G)?)). O

77777

Bemerkung 3.12 Gemdfl Satz 3.10 ist die Stabilititskonstante S fiir (ESV) insbe-
sondere dann grofi, wenn die Lipschitzkonstante L von ® grof8 bzw. das Intervall [to, T
lang ist | Ein dhnliches Resultat werden wir in Kapitel 8.5 auch fiir lineare Mehrschritt-
verfahren erhalten.

Ist (ESV) stabil und sind die Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsforderungen an f und
O erfiillt, so entscheiden die nichtlinearen Gleichungen

w(l’,t,(}):'ﬁ_—lf (.I',t), VJZO,,S—]_,V(I,t)ER X[to,T]

tiber die Konvergenzordnung s.
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Beispiel 3.9 (Fortsetzung)
Die Taylor-Verfahren der Ordnung s sind nach Satz 3.10 stabil, falls ein L > 0 existiert,
so dass

1f (. t) = fO@, 0| < Lljw — &l (Vo,2 € R™,Vj=0,...,5 - 1).
Diese Lipschitzbedingung folgt i.a. nicht aus der Differenzierbarkeitsforderung f €
C*(R™ x [to, T],R™).
3.4 Runge-Kutta Verfahren
Wir betrachten die folgende Funktion ® : R™ x [to, T] x [0, H] — R™ mit einem noch
festzulegenden H > 0

O(z,t;h) Z'yj (x,t;h), wobei

Ki(x,t;h) = :L‘—l—hZﬁZ] (z,t;h),t+a;h), i=1,...,p.

und p € N die Anzahl der Stufen, B = (3;;) € RP*P die Runge-Kutta Matrix, v, a € RP
die restlichen Runge-Kutta Parameter sind. Dann stellt das Einschrittverfahren

rg = w1+ h®(xe1,ti1;00), £=1,..., N,

das in Beispiel 3.1 angegebene Runge-Kutta Verfahren in umformulierter Form dar.
Wir beantworten zunéchst die Frage, wann Runge-Kutta Verfahren stabil sind.

Satz 3.13
Es sei f:R™ X [to, T| — R™ stetig und es existiere eine Konstante L > 0, so dass

1f (e t) = f(@ )] < Lla - &, Yo,5 € R™ ¥t € [to, T).

Fiir beliebig vorgegebene p € N, B € RP*P ~ o € RP, existiert ein H > 0, so dass
die oben definierte Verfahrensfunktion ® : R™ x [to, T] x [0, H] — R™ eines p-stufigen
Runge-Kutta Verfahrens wohldefiniert und stetig ist. Uberdies erfillt ® die Lipschitz-
bedingung von Satz 3.10 und das Runge-Kutta Verfahren ist stabil.

Beweis: Die Runge-Kutta Parameter p, B, v, a seien gegeben und wir wéahlen H > 0
so, dass

LH n max Z|BU| =r<1.

-----

]—1

Es sei nun (z,t;h) € R™ X [ty, T] x [0, H] beliebig gewahlt. Wir setzen w = (z,t; h)
und definieren die Abbildung K, : R™ — R™ durch

p
j=1
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Fiir beliebige K, K € R™ gilt bzgl. der Norm || - ||oc auf R™
1w (K) = Ku(K)|loo = izr;aXp|l[/Cw<K)]1,---,[/Cw(K)]pH

=1,...

< Lh max ZWHK el

7=1

Also existiert fiir jedes w = (z,t;h) € R™ X [to, T] x [0, H] genau ein K (w) € R™| das
Fixpunkt von K, auf R™? ist. Damit ist die Verfahrensfunktion ®(w) = ®(x,t;h) =
> 7iKi(z,t; h) wohldefiniert.

Ist iiberdies @ = (%,1,h) € R™ x [to, T] x [0, H] und K (@) der zugehérige Fixpunkt
von Ky, so gilt

1 (w) = K ()]l

1w (K (w)) — K (K (@)oo

< K (K (w)) = Ko (K (w)) oo + [[Ka (K (w)) — Ka (K (w))]]o
< Kw (K (w)) = Ko (K (w))]oe + K[ K (w) = K(w) ][
und folglich
1)~ K (@)l < 1 K () — K (K ) o
Insgesamt erhélt man daraus
@z, t;h) — @(F, Eh)|| < ZI%HlKj(M) w)|| < ZI%|||K K (][ oo

< me%ﬁummw» - Kol ()
- S i e n S o )

(x—i—hZﬁU t—i—haZ)

Da f stetig ist, ist deshalb auch ® stetig. Uberdies ergibt sich

H@(l’,t; h) o (I)(i',t; h‘)

Az —z|| (Y, € R™, (t,h) € [to, T] x [0, H])

T 1—-kK“4
7j=1

und deshalb aus Satz 3.10 die Stabilitdt des Runge-Kutta Verfahrens.

Der Beweisweg iiber den Banachschen Fixpunktsatz ist iiberfliissig, falls das Runge-

Kutta Verfahren explizit ist. Dann folgt d1e Stetigkeit von K;, i = 1,...,p, rekursiv

aus der Identitidt K;(x,t;h) = f(z + hz LB K (x,t h),t+ hay) firi=1,...,p. O
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Satz 3.14
Es sei f:R™ x [tg,T] — R™ stetig und es existiere eine Konstante L > 0, so dass

1f(e,t) = f(@ )] < Lllz — 7], Vo, € R™, Vi € [to, T).

Es seienp € N, B € RP*P und v, € RP die Parameter eines Runge-Kutta Verfahrens.
Das Runge-Kutta Verfahren ist konvergent , falls y'e =1 mite = (1,1,...,1)T € RP.
Ist zusdtzlich f € C*(R™ x [to, T],R™) fiir ein s € {1,2,3,4}, so ist das Runge-Kutta
Verfahren konvergent mit Ordnung s, falls die folgenden Gleichungen erfillt sind:
s=1:~4Te=1.
s=2:v"e=1,v"Be=1 Be= Ae, wobei A := diag(ay, ... ap).
s=3:7"e=1,v"Be=1 Be= Ae, v A% = 3, v BAe =
s=4:7"e=1,v"Be=1 Be= Ae, vT A% = 3, ’yTBAe =

T _ 1 T 1T
~vTBA?%e = 5 Y BQAe =355, 7 ABAe =

H[\Dll—‘l\)l)—l
@IH@IH

fyTA3e =

)

PN

Beweis: Aus dem Beweis von Satz 3.13 entnehmen wir die Gleichung
Kj(o,:0) = f(2,) (% =1,...,p,V(z,t) € R™  [to, T)).
Deshalb folgt

O(z,t;0) Z’y] (x,t;0) Z’yjf(:t,t) (V(z,t) € R™ X [to, T1).

Nach Satz 3.8 ist das Runge-Kutta Verfahren konsistent und damit konvergent, falls
1= yle=1.

Es sei nun f € C*(R™ x [to, T],R™) fiir s € {1,2,3,4}. Nach Satz 3.13 geniigt die

Funktion K : R™ x [to, T| x [0, H] — R™ dem nichtlinearen Gleichungssystem

Ki(x,t;h) = (x—i-hZﬁw (z,t; h) t—l—haz) (t=1,...,p).
Da die Funktion
p
(h, ) — f<x+h25inj,t+hai>
j=1

fiir festes (z,t) s-mal stetig differenzierbar ist, ist auch K (und damit ®) bzgl. h s-mal
stetig differenzierbar.
Nach Satz 3.8 ist die Konsistenzordnung gerade s = 1, falls f € C'Y(R™ x [to, T], R™)
und deshalb die partielle Ableitung

od . _

h auf R™ x [to, T] x [0, H] existiert und stetig ist und ®(x,t;0) = f(z,t)
fur alle (z,t) € R™ X [to, T erfiillt ist. Letzteres haben wir bereits gezeigt.
Fiir die Konsistenzordnung s = 2 muss nach Satz 3.8 zusétzlich

32

2 auf R™ x [tg, T| x [0, H] existieren und stetig sein sowie
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0® 1,0 )
S @40 = f(l)(x,t) - §<a—£(x,t)f(a:,t) + 8—{(55,@) gelten.

Ersteres gilt wegen f € 02(Rm X [to, T],R™). Zum Nachpriifen der zweiten Bedingung
berechnen wir fiir i € {1,...,p}:

%[Z(xth)z <x+hZﬁ” xtht+ha,><25w (2,1 h)

+hZﬂU 8h x,t; h)) (x—i—hZﬁ” (x,t;h) t—i—hai)%

0K; 0 0

Jj=1

Daraus folgt

0P u P 0 b 0
2% (2,1:0) = ;%;ﬂ%—ﬁmwﬂx,w +;wz~a—{<x,t>

= VTBe%(m,t)f(x,t) +7TA6%(x t)
1,0 0
= §<a—£(x t) f(xz,t)+ a—{(m t)) = §f(1)(x,t)

fir alle (z,t) € R™ x [to, T]. Fiir s € {3,4} sei auf die Kapitel 5.5 und 5.6 im Buch von
Crouzeix-Mignot (Masson, Paris, 1984) verwiesen. 0

Beispiel 3.15

(a) Wir betrachten die Verfahrensklasse der linearen Einschrittverfahren
Ty = Ty_1+ hz(blf(ﬂfg_l, tg_l) + be(.iEg, tg)) , ! = 1,... ,N.

Dies sind Runge-Kutta Verfahren mit p =2, v = (b1, b2), a = (0,1) und

Ki(x,t;h) = f(x,t), d.h. P11 = P12 =0 und
KQ(iL',t; h) = f(.il? + h(b1K1<£E,t, h) + bQKQ(.CE,t; h),t+ h)), dh ﬁ21 - b]_7/822 = b2.

Dies impliziert Ky(xy_1,te_1;h) = f(te,te), £=1,...,N.

Erfillt f die Voraussetzungen aus Satz 3.14, so ist das Verfahren konvergent,
falls by + by = y"Te = 1. Uberdies gilt Be = a = Ae.

Konvergenzordnung s = 1 liegt vor, falls auferdem f € C*R™ x [to, T], R™).
Konvergenzordnung s = 2 liegt vor, falls iiberdies ' Ae = %, d.h. by = % und
folglich auch by = % qgilt.

Also hat die Trapezregel Konvergenzordnung s = 2, falls f € C*(R™ x [to, T], R™).
Das explizite und das implizite Euler-Verfahren haben Konvergenzordnung s = 1,
falls f € CHR™ x [to, T],R™).
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(b) Welche Konvergenzordnung kann ein einstufiges Runge-Kutta Verfahren errei-

chen ¢ Wir setzen alsop =1, v=1, B = (8), 5 = a und fordern ya = o« = %

Dann wird Konvergenzordnung s = 2 von folgendem Verfahren erreicht:
Ty = xpy + heK (p1,t0-1; hy)
h h
K(z,t;h) = f(:v—l— §K($,t; h),t+ 5) , Y(x,t;h) € R™ X [to, T x [0, HJ.

v K (w1, t1s he) = f(5(@m1 + @), 3 (fe—1 + 1))
~ implizite Mittelpunktregel:
1 1
T =T+ hef<§($5—1 + xy), 5(%-1 + te)) , 6=1,...,N.

(c) Welche Konvergenzordnung kann ein zweistufiges explizites Runge-Kutta Verfah-

ren erreichen ¢ Wir wissen p =2, 71 + 7, =1 und B = ( 50 8 )
21

Konsistenzbedingungen fir s = 2: Be = a ~ a3 = 0 und as = (91 sowie
v Ae = pay = %
Zusitzliche Bedingungen fir s = 3: v A%e = y203 = § und y" BAe = 0 # .

Es wird also hochstens die Konvergenzordnung s = 2 erreicht und zwar von der

einparametrischen Verfahrensfamilie
o= o1+ he(Vf(@e—1,tim1) + (1 =) f(xo—1 + ahef(@o—1,tim1), temr + ahy))

firt=1,...,N, wobei (1 —v)a = %
Dazu gehért insbesondere das verbesserte Fuler-Verfahren mit v =0 und a = %

hye

h
Ty = Ty—1+ h€f<$£—l + Eef(wé—laté—l)até—l + 5) , £=1,...,N.

(d) “Klassisches” Runge-Kutta Verfahren mit p = 4 und Konvergenzordnung s = 4:

und o = Be.

-2

I
W W Oy | =

>y

I
O O O
_ o O O
o O O O

O Owim O

Rechenbeispiel: (Vergleich der obigen Verfahren)
Wir betrachten die Differentialgleichung «'(t) = x(t), t € [0,1], (0) = xo = 1, d.h.
x4(t) = exp(t). Die Differentialgleichung wird numerisch integriert mit konstanter

39



Schrittweite h = 0.1 und

4

Euler vorwdrts xe=1+h)zr=[(1+h) T10 = 2.5337
j=1
¢

Trapezregel Ty = %}iw_l =1] ﬁg:gz 19 = 2.72055

<.

I
=

verbesserter Euler xy = (1 + h+ $h?)xey (L+h+1h?) 19 = 2.71408

<
Il
—

¢
klassisches RK'V xp=[T1(1+h+3h* + :h3 4+ 5h?) x19 = 2.718279

j=1

Die exakte Losung ist x.(1) = e = 2.7182818. Man erkennt den Wert der héheren

Konsistenzordnung.

Definition 3.16
Vereinfachende Konsistenzbedingungen von Butcher fir RKV:

Bedingung — B(s) yTAle = 2 (k=1,...s),
Bedingung — C(I) BAFle = [ APe (k=1,...,1),
Bedingung ~ D(q) yTARIB = %7T I — A¥) (k=1,...,q).

Lemma 3.17

Fiir ein p-stufiges RK-Verfahren gelte vv; # 0,57 = 1,...,p, und die a;j,j = 1,...

seien paarweise verschieden. Dann gilt:
(1) B(p+n),C(p) = D(n)
(i)  B(p+1),D(p) = C(I)

Beweis:
Wir beweisen (i); (ii) wird analog bewiesen. D(n) ist gleichbedeutend mit

1
0=r,:=7 A"'B— EVTU — A" (k=1,...,n).

Dazu betrachten wir die nach Voraussetzung invertierbare Vandermonde-Matrix

1 1 1
(05} (6] ay
2 2 2
Ay = a; Qg ap
p—1 p—1 p—1
o Qi ay,

und beweisen, dass

ApT'kZO (kzl,,n)
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Seien k € {1,...,n}, v €{1,...,p}. Dann gilt

[Apri], = Z Z vibijag ! Z E%(l —af)ay!
7j=1 i=1 Jj=1
p p 1 p 1 p
D MDA ) pAICRRY S
=1 7j=1 7=1 7=1
Loy _1 _ 1
vt v k+v
C(p) B(p +n) B(p+mn)
1i prmr 1111 11 11,11
= — O - _ — _ —— —
Vi*lry ! kv kk+v vk+v kv kk+v
————
1
k+v
B(p+n)
k= (k+v)+v 0
vk(k +v) '
Wir erhalten also A,r; = 0 und damit r, =0, k=1,...,n. 0

Folgerung 3.18

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.17 gilt:
(i) B(2p),C(p) = D(p)

(i) B(2p—1),C(p) = D(p—1)

Satz 3.19 (Butcher 1964)

FEs seien die vereinfachenden Konsistenzbedingungen B(s), C(l) und D(q) mit
s<Il+q+1,s <21+ 2 fiir ein p-stufiges Runge-Kutta-Verfahren erfillt.
Dann besitzt es Konsistenzordnung s, falls f € C*(R™ X [to, T], R™).

(ohne Beweis)

Bemerkung 3.20

Die vereinfachenden Konsistenzbedingungen lassen keine hohere Konsistenzordnung fiir
p-stufige Runge-Kutta-Verfahren als s = 2p zu!

Nach Satz 3.19 wiirde s = 2p+1 die Bedingung B(2p+1) erfordern, d. h. " A*=! =
k=1,...,2p+ 1.

Die Bedingung B(n) ist dquivalent dazu, dass die Quadraturformel

1
k’

(%) / ‘3 F6)dt = he > yif (b1 + ahy)
te—1 i=1

14

exakt fir alle Polynome vom Grad < n — 1 ist.
Bew.: Sei f das Polynom f(t) = (t — t,_1)*t mit k <n. Dann gilt
to 1 P
/t f(t)ydt = Eh;f =he Y o Ay
-1 i=1

p
= hzZ%f(tz—1 + a;hy). [

i=1
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Also wdre B(2p+1) dquivalent dazu, dass die Quadraturformel exakt fiir alle Polynome
< 2p ist, d.h. auch fir das Polynom

p
Ht— to_ 1+Oé]hg)) .
7=1

Dafiir gilt aber
P te
hy Z’}/if@g,l + Oéihg) =0< / f(t)dt
i=1 te—1

Deshalb ist s = 2p die hichstmogliche Konsistenzordnung.

Wir zeigen als néchstes, dass die Konsistenzordnung s = 2p durch geeignete Wahl von
v, € RP erreicht werden kann.

Satz 3.21
Es sei B(p) erfillt fir v und o in RP. Fiir tg; :=t,_1 + ajhe, j=1,...,p, sei

p
Ht—t@

das zugehorige Stitzstellenpolynom.
Dann ist die Quadraturformel (*) genau fiir alle Polynome vom Grad 2p — 1 gdw.

17) ]
/ wdt=0,Vj=0,...,p— 1.
ti—1

Beweis:

(=) (*) sei genau fiir alle Polynome vom Grad 2p — 1. Sei j € {0,...,p — 1}. Da das
Polynom ¢ — w(t)t! einen Grad < 2p — 1 hat, ist (*) dafiir genau, d.h. es gilt

te

p
/ w(t)t = hy Y yiw(te)tl; = 0.

to 1 =1

(<) Es gelte
ty

/w(t)tjdt:(),jzo,...,p—l.

te—1

17 J4

Zu zeigen: [ f(t)dt = hyY_ vif(ty) fiir jedes Polynom f vom Grad < 2p — 1.
to—1 =1

Wir schreiben ein solches Polynom f in der Form

f=wq+r (Polynom-Division von f durch w mit Rest)
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Dann gilt: Der Grad von g und r ist < p — 1.

~ f(lf@j) = T(tgj), j = 1,...,]?, und
tZ s—1 tg ) tg
[ fydt = a; / wt)Pdt+ [ r(t)dt
to—1 j=0 to s te—1
=0

Nach Bemerkung 3.20 folgt:

/f t)dt = / t)dt = hfzyz (te:) _hez% F(te)

OJ

Bemerkung 3.22
Wahit man o = (o, ..., a,) € RP so, daf$ die Bedingung in Satz 3.21 erfillt ist, ergibt
sich:

te ) )
/ wt)tdt = / H (t — (tim1 + ajhe))t/dt  (Subst. t =ty + Thy)
te—1 te—1 ;-1

p
= hg / H(Thg — aih@(tz,l + Thg)jdt
0 i=1

p
:h{rl/HT—O@ ter + The)!dr =0 (Vj=0,....,p—1).
=1

Daraus folgt nach Satz 3.21:

te )
/ wtdt=0(Vj=0,...,p—1) @/HT—O@T‘de—O(V =0,...,p—1)

te_1 0 = 1
< B(2p)

Satz 3.23
Es sei P ein Polynom vom Grad p und es gelte

1

/P(t)tjdt:O, Vji=0,...,p—1.

0

Dann hat P genau p paarweise verschiedene Nullstellen in (0,1).

Beweis:
Esseient; € C,j =1,...,n < p die Nullstellen von P mit den algebraischen Vielfach-
heiten v;,3 =1,...,n, d.h.

ﬁt—t Yi mit ¢ # 0, ZVJ
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Es seien M = {t;,...,1,,} = {t; € (0,1) : v; ist ungerade } ~» 0 <m <n <p

7 (t -7, . falls M #0,
T(t) = jzl( ]) %
1 , sonst.

Dann besitzen die Nullstellen des Polynoms P - r in (0,1) gerade Vielfachheit. Also
wechselt P - r das Vorzeichen in (0, 1) nicht, d. h.

1

/ P(t)r(#)dt £ 0.

0

1
Da aber nach Voraussetzung [ P(t)r(t)dt = 0 gilt, falls r ein Polynom vom Grad < p—1
0

ist, mul » vom Grad p sein. ~» m =n = p und M enthélt p Elemente.
~t1,...,t, € (0,1) und alle Nullstellen sind einfach. O

Satz 3.24
Ist die Quadraturformel

17) p
/ F(t)dt = he S it (tes + aihe)
ti—1 i=1

genau fir alle Polynome f vom Grad <2p—2, so gilt v; >0, Vi=1,...,p.

Beweis:
Wir betrachten die bei der Lagrange’schen Form des Interpolationspolynoms auftre-
tenden Polynome (p — 1)-ten Grades

P
t—ty; ) .
Li(t):H : ]‘, i=1,...,p, tyj :=ti1 +ahe, j=1,...,p.

Dann gilt:

to p
0< /Lf(t)dt: he Y v Li(te) = heyi, i=1...,p.
N——

=1

te—1 =0ij

O
Die Konsistenzbedingungen aus Definition 3.16 lassen sich auch wie folgt ausdriicken:

B(p) & Any=e
C(p) & BA, =C,
D(p) < Apdiag (71,...,7%)B = (N, — Cp) diag (71,...,7p)
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wobei A, wie im Beweis von Lemma 3.17 definiert ist und

2 P 1
4 &
A3 P 1
. . 2
Cp = : : e RPxP €p = . € RP
a2 ob :
_P —P
op 5 » 1
1 1 b
1 5 .. 5
N, = Lo € RP¥P,
1 1
1 2

Ist also A, invertierbar, so gilt 7 = Aglep und B = C'p(AIjl)T, d.h. die Runge-Kutta
Parameter v und B lassen sich aus a bestimmen.

Satz 3.25 (Gaufische implizite Runge-Kutte-Verfahren)
FEs sei P ein Polynom vom Grad p, das die Bedingung

1

(%) /P(t)tjdtzo, j=0,....,p—1.
0

erfillt und o, ..., «, seien seine Nullstellen. Wir betrachten die zugehérige Vander-
monde-Matriz A, (vgl. Bew. von 8.17) und wir definieren die Runge-Kutta Parameter

v = A;lep, B = C'p(A;l)T.

Das zugehdrige p-stufige implizite Runge-Kutta- Verfahren besitzt Konsistenzordnung
s =2p, falls f € C*(R™ X [ty, T],R™).

Beweis:

Ein solches Polynom P vom Grad p, das die Bedingung (*) erfiillt, kann stets konstruiert
werden. Macht man ndmlich den Ansatz

p
P(t)=t"+Y at"
=1

so geniigen die Koeffizienten a;, i = 1,...,p, wegen (*) dem linearen Gleichungssystem

p
1 1 )
Z 22— (]:0,,]7_1),

a/ —_—
—~ i+ p+j+1

dessen quadratische Matrix gerade die Hilbert-Matrix der Ordnung p (vgl. Vorlesung
Wiss. Rechnen IT) und deshalb nichtsingulér ist. Die Nullstellen a4, ..., o, von P sind
nach Satz 3.23 paarweise verschieden und gehoren zu (0, 1).

Dann ist A, invertierbar und nach Voraussetzung sind B(p) und C(p) erfiillt. Aus Satz
3.21 und Bemerkung 3.22 folgt, dass sogar B(2p) giiltig ist. Gemeinsam mit Lemma
3.17 resultieren also B(2p), C'(p) und D(p). Schlieflich folgt aus Satz 3.19, dass das
Runge-Kutta Verfahren die Konsistenzordnung s = 2p besitzt. 0
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Beispiel 3.26 (spezielle Gaufische implizite Runge-Kutta- Verfahren)
(a) p = 1: Die Bedingungen B(2p) = B(2) und C(p) = C(1) bedeuten

1
okt =7 k=1,2, und =«

wy=la=1 =1

~ amplizite Mittelpunktregel mit Konsistenzordnung s = 2p = 2.

(b) p = 2: Das Polynom P(t) = t* + ast + a; berechnet sich aus dem linearen Glei-
chungssystem

Lo L o
—— 0+ ——a=——— (j=0,
T D R I S

~ P(t) = t* — t + & mit den Nullstellen ayo = 3 (1 F $v/3).

1 « -1
— A—l _ 2
/Y 2 €2 s — oy ( —ay 1 )

NI NI
v

2
2 2
_o _ 1 1_ V3
_ 1 0410422 2 2, — 4\[ 4 6
« a 1 3 1
2@ 3 Taetd it% i

Die Konsistenzordnung dieses impliziten Runge-Kutta Verfahrens ist s = 2p = 4.
Bemerkung 3.27

Radau-Methoden: Fixiere oy = 0 oder oy, = 1 und wdhle die restlichen
Komponenten von o wie vorher ~ B(2p — 1).
Beispiel: Radau Ila: o, =1, B = Cp(Agl)T, y=A"e,
~ B(2p —1),C(p) ~ D(p — 1) (Folgerung 3.23)
~ Konsistenzordnung: s = 2p — 1
(p = 1: implizites Euler-Verfahren)

Lobatto-Methoden: Fiziere oy = 0 und oy, = 1 und wdihle die restlichen
Komponenten von a wie vorher.
~ Konsistenzordnung: s = 2p — 2
(verschiedene Varianten zur Wahl von B:
erfille C(p), D(p) und B(2p —2))

Bemerkung 3.28

Trotz wvieler guter Eigenschaften (hohe Konsistenzordnung, giinstiges asymptotisches
Verhalten vgl. Kap. 3.6) impliziter Runge-Kutta- Verfahren ist ihre Anwendung limitiert
durch den hohen Aufwand der Lésung des nichtlinearen Gleichungssystems

p
K; = f(x—i_hfZBinj,t"’théi) (t=1,...,p).
j=1
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der Dimension p - m.

Fiir semiimplizite (bzw. diagonalimplizite) Runge-Kutta-Verfahren mit B;; = 0, falls
i <7, (zusdtzlich B;; = B, 1 =1,...,p) zerfdllt das mp-dimensionale nichtlineare Glei-
chungssystem in p m—dimensionale Gleichungssysteme. Gauf-, Radau- und Lobatto-
Verfahren sind i.a. nicht semiimplizit.

Literatur:
J.C. Butcher: The Numerical Analysis of Ordinary Differential Equations, Wiley, Chi-
chester, 1987.

3.5 Lineare Mehrschrittverfahren

Wir betrachten ein k-schrittiges lineares Mehrschrittverfahren auf einem Gitter G =
{to <ty <---,ty =T} der Form

k k
D age g =heY byf(rejitey) (E=1,...,N),
j=1 =0

wobei K € N, ayj, byj € R, app = 1, ag; = 0, j = £+ 1,..., k. Im Unterschied zu
Runge-Kutta Verfahren héngen die Koeffizienten ayj, bs, j = 1,...,k, £ =1,... N,
vom Gitter G ab.

Definition 3.29 (Klassen von Gittern)
Die Menge Gy = {G}, : (T;hto) € N} heifit Klasse der dquidistanten Gitter in [ty, T).
FEine Menge G heifit Klasse von zuldssigen Gittern in [to, T], falls Konstanten C; > 0,
i =1,2,3, existieren, so dass fir alle Gitter G = {to <t; < --- ,ixy =T} € G gilt:

h

Ci<= <G (W=2....N), h(GN(G)<Cs,

-1
wobei hy ==ty —ty_1, V0 =1,...,N, h(G) := max,—;
Bezeichnung: G = G(C, Cy, C3).

-----

Satz 3.30 (Konsistenz)
Ein k-schrittiges lineares Mehrschrittverfahren ist konsistent auf einer Klasse G von
zuldssigen Gittern, falls eine Konstante K > 0 existiert, so dass

k k
() D lay| <K und > |by| <K (V(=1,...,N)

j=1 7=0

gilt und die Bedingungen

k k
(**) Z Qgj = 0 wund Z[&gj(tg,j — tg) — hgbgj] =0 (Vf = 1, ce ,N)
7=0 j=0
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fir alle Gitter G = {ty <ty < -+, <ty =T} € G erfillt sind.
Es besitzt die Konsistenzordnung s < 2k, falls zusdtzlich die linearen Gleichungen

k
*** Za@ tg] hgbg]](tgj tg)i_lz() (Vizl,...,S,ézl,...,N)

7=0
giltig sind und f € C*([ty,T] x R™ R™) gilt. Die mazximale Konsistenzordnung fiir
k-schrittige implizite (explizite) lineare Mehrschrittverfahren ist s = 2k (s =2k —1).

Beweis: Wir betrachten den lokalen Diskretisierungsfehler ||7(G)|| auf G € G fiir festes
¢ e€{1,..., N} und beginnen mit

k
1
TE(G) = h—eza@l’* tg ] Zbg] T« tg ] tg ])
7=0

1
= g Ll (te) = habsal(te-y)

j=0
Nach dem Mittelwertsatz existiert fiir jedes j € {1,...,k} und jede Komponente
ie{l,...,m}ein &; € (ti—j,t0), so dass

Ti(te—j) = wlte) + @ (b)) (be—j — te) + (2L(&) — 2L(te))(y — L) ,
wobel analog zum Beweis von Satz 3.8 in jeder Komponente i von 2/, (¢;) das Argument
&ji auftritt. Dann gilt

k k

7(G) = — Y agr.(te) + h_ > lagi(te—y = te) = hebe) (1)

. Z% te—j — to)((&5) — 2L (te)) + Z bej (2. (te) — ' (te—j))

Sind (x) und (xx) erfiillt, so folgt daraus

(@l < K ("] + 1) max i (t) - ()]

und damit die Konsistenz wegen der gleichméBigen Stetigkeit von z/, auf [ty, 7] und
weil |t‘ et fiir zuliissige Gitter gleichmiBig beschrinkt ist.
Fir r € N r < 2k, gelte jetzt f € C"([to, T] x R™,R™). Dann ist z, (r + 1)-mal stetig

differenzierbar und fiir jedes j € {1,...,k} und jede Komponente [ € {1,...,m} von
z, existieren 0; € (0,1) und 0, so dass

N C) (7‘+1
zy (t i ty+0;:(t —t -
x*(té—j) _ § : ( 5) (té—j B tg) + ( 4 ( -3 5)) (té_j o tz) +1

—~ il (r+1)!
ro () 2D
: s (tr) i te+ 0;(te—j — te)) "
Cltey) =Y (i_lé)!(tg_j—tg) 1y (e 7ﬂ!( —j (te_j — to)".
=1
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Hierbei steht im Argument der jeweiligen [-ten Komponente 6;; (bzw. éﬂ) anstelle von
6, (bzw. 6;). Insgesamt ergibt sich fiir den lokalen Diskretisierungsfehler

k r k .
1 (t te—j —t0)"™ 1
(Z >$* te + — h [ag] e — hgb@% :L‘Sk)(tg)
7=0 ¢ =1 7=0 : ’
k
1 (tf - tf) 2D
+h jzazj (7"—|—1) xZ, (t€+9](té—] tﬂ))
N, (tey —t)
+ ) byl al D b+ Gty — 1))
=0 '
tor —tel" [ (| te—r — e 1)
< T — T
(@) < K (P75 1) s 1200 = O(R(E)).

da wieder | %= L i 7l ) figr gulissige Gitter gleichmiBig beschriinkt ist.

Die linearen Glelchungen (**) und (***) enthalten die s = 2k+1 (s = 2k) Unbekannten
agj, j=1,...,k, by, 7 =0(1),...,k, im impliziten (expliziten) Fall. Deshalb wéren sie
unlésbar bei mehr als s Gleichungen. 0

Bemerkung 3.31 Im Fall von dquidistanten Gittern G € Gy hingen die Konsistenz-
bedingungen (**) und (***) nicht mehr vom Gitter ab und nehmen die Form an

k

k
Y ag=0 und Y (jlay —byij" ) =0 (i=1,...,s).
7=0

=0
Deshalb sind die Koeffizienten a,; und by; unabhdngig von £, d.h.
Aj; = Qyj und bj:bgj (j:(),,k)

Der Beweis von Satz 3.30 zeigt auch, dass Konsistenzordnung s bedeutet, dass das linea-
re Mehrschrittverfahren die Differentialgleichung exakt integriert, falls die Losung x,

ein Polynom vom Grad s ist. Dann verschwinden die Restglieder und die Koeffizienten
erfillen die Gleichungen (**) und (***).

Beispiel 3.32 (Adams- Verfahren)
Ausgangspunkt: aufintegrierte Differentialgleichung in Gitter G

() w(te) = 2(te-) / fz(t), t)ydt, £=1,...,N.
to—
Der Integrand f(xz(-),-) wird in den Stitzstellen
(i) to—g, ..., te (implizites Verfahren)

(1) to—k, ..., te—1 (explizites Verfahren)
interpoliert. Das Interpolationspolynom hat die Form

Piy=> 11 %f(:v(tu), te;) (a=0 fir (i), a=1 fir (ii)).
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Gemeinsam mit (*) entsteht das Verfahren

—to—;
Ty = Ty_ 1+Z/ = dtf(aﬁg,j,tg,j)

tg—1 i=q -3 tf (
i#]

k
= Tp_1+ hezbejf(ﬂiefj,fefj)’ wobet

Jj=a
k
1 [t t—to;
by = — | [ ———bdt (Subst.:t=teys+Th)
he Jy, o tej — o
i#£]
The +tp_1 —to—; .
:/H dr (j=a,...,k)
t—j — te—i
i#j
1j-1 k
f H (A=7)hgt+he+-+he_i11 H (T=Dhet+het-+he_i11 dr a=0
Fe—itthe_; [y p— » &=
B 0 i=0 o—itthe—j41 iZjt1 t—jt+the—k+1
- 15-1 k
f]H —Thg+he_1+-+he_j 12 H Thy+he_1++ho_jio . a=1
hyp_itetho_ hp_iddhy_ ’ -
0 i o—it o the—j4a i=j41 o—jt o the—ky1

Fine Division von Zdhler und Nenner unter den Produktzeichen durch hy_y fiir { =
2,...,N zeigt, dass die Koeffizienten Funktionen der k Argumente Ky, ..., ky_gr1 Sind,
wobei ky = h;‘fl.

Bezeichnung:

a = 0: Adams-Moulton- Verfahren

a = 1: Adams-Bashforth-Verfahren.

Beispiele:

(1) a=Fk=0: g = g1 + hbeo f (20, t,), wobei
by = fol dr =1 (implizites Euler-Verfahren).

(2) k=1,a=0: Ty = Ty_1+ h@(bgof(xg, tg) + bglf(l'g,l,tg,l)), wobet

1 1
h 1
bgoz/—Tg dT:/TdT:—
0o te—ti 0 2
1 1 2
he+ti1—t 11
ba:/TH_El z:/<_7_+1)d7_:[7_7_] -
0 tg_]__tg 0 2 0 2

(Trapezregel)

(3) k=2 a=1: Ty = Ty_1+ hg(bglf(l’g,l,tg,ﬁ + bggf(l‘gfz,tgfz)), wobel

1Thg+hg,1 7'2 hg 1 hf
by = | ———Ldr = [—— } = 1
“ \/0 hg,1 g 2 hg,1 T 0 2hg,1 +

! Thg 7'2 hg 1 hg
b — / dT = B — — —
e 0 —hg_l [ 2 hg_l}o 2h,g_1
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(zweischrittiges Adams-Bashforth-Verfahren)

Fiir die effiziente Implementierung der Adams- Verfahren ist es notwendig, eine Mdglich-
keit zu finden, die Koeffizienten by;, j = a, ..., k, schnell zu berechnen. Dies wurde von
Krogh mittels eines geigneten Zusammenspiels von Lagrange- und Newton-Form des
Interpolationspolynoms realisiert (vgl. Chapt. I11.5, Hairer-Norsett-Wanner 1993).

Satz 3.33 Fliir die k-schrittigen Adams-Verfahren sind die Summen Z?Za |bej| auf je-
der Klasse zuldssiger Gitter gleichmdf$ig beschrinkt. Sie besitzen die Konsistenzordnung
s=k+1—a.

Beweis: Untersucht man die Konsistenz der Adams-Verfahren, so bedeutet ihr Verfah-
rensansatz, dass die Ableitung der Losung x, durch ein Polynom der Ordnung k — a
interpoliert wird. Ist also x, selbst ein Polynom der Ordnung k + 1 — a, so wird
exakt dadurch dargestellt und die Differentialgleichung exakt integriert. Deshalb ist
die Konsistenzordnung s = k 4+ 1 — a (vgl. Bem. 3.31).

Die als letzte angegebene Darstellung fiir die by, j = a, ..., k, zeigt bei Division durch
he_1, dass der Integrand eine rationale Funktion von (k¢ 41, - ., f¢) ist. Diese ist aber
fiir zuléssige Gitter gleichméfig beschrénkt. ([l

Definition 3.34

Man sagt, ein Polynom p mit p(1) = 0 erfillt die (starke) Wurzelbedingung nach
Dahlquist, falls alle seine Nullstellen im Einheitskreis {\ € C : |\| < 1} liegen und alle
Nullstellen auf seinem Rand einfach sind (und lediglich A = 1 auf seinem Rand liegt).

Lemma 3.35
Es sei B eine reelle k x k-Matriz, deren charakteristisches Polynom die Wurzelbedin-
gung nach Dahlquist erfiillt. Dann ezistiert eine Norm || - ||« auf C*, so dass

IB]l. = max |Ba. < 1.
zeCk

I« <1

Analog existiert fiir die Tensorprodukt-Matrix B ® I vom Typ km x km mit der m x m
Einheitsmatriz I eine Norm || - ||« auf C*™, so dass

IBoIl. <1.
Dabei ist B® I die Matriz mit den m x m Blocken b1, 1,5 =1,... k.

Beweis: Es seien Ay,..., A\, r < k, die Eigenwerte von B, die auf dem Rand des
Einheitskreises von C liegen. Sei J € C*** die Jordan-Normalform zu B, d.h. es existiert
eine invertierbare Matrix T € C***, so dass

M O 0 O - 0 0
0 A 00 0
J=T'BT=| 0 0 0 M\Ni * 0
0 0 0 0 Mp1 =
0 0 0 0 0 N
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wobei \;, 1 = 1,..., k, die Eigenwerte von B sind und x* fiir 0 oder 1 steht. Wir wéhlen
nun € > 0 so, dass max;_, 41, |\j| +¢ < 1. Es bezeichne D, die Diagonalmatrix

D, = diag(1,e,...,e )
und wir betrachten die Matrix

J.:=D-'JD. = (TD.)"'B(TD.).

Dann hat J, die Form

M 0 0 0 - 0 0
0 A 00 0
L= 0 0 0 Mg * 0
0 0 0 0 M1 *
0 0 0 0 0 M\

wobei . fiir 0 oder ¢ steht.
Wir definieren nun die Norm || - ||, auf C* durch

|l == (TDo)""afly  (Yx € CY),
wobei [[y[|1 := Z§:1 ly;| fiir jedes y = (y1,...,yx) € C*. Dann ergibt sich

1Bzl = I(TDe)"'B(TD:)(TDe) 'l = || J(T D) [y < || el
w 1Blle < ([l < max{{ Al |y AL N e =r 4T k<L

Die Matrix B ® I hat die Jordan-Normalform J ® I und die Norm || - ||, auf C*" wird
definiert durch

||l == |(TD) ' @ Dz, (Vo € C™).
Man erhilt analog ||B ® I, < 1. 0

Satz 3.36 (Stabilitdt)

FEs existieren reelle Funktionen a;, j = 1,...,k, und b;, j = 0,...,k, die auf einer
Umgebung U von e = (1,...,1) € R* definiert und stetig in e sind, so dass fiir jedes
Gitter G die Darstellungen

Clgj = aj(/ig, RN ,Iig,k+1), bgj = bj(lig, e Iig,k+1>, Ry = —, £ = 2, RN ,N,
giiltig sind und Z?:o ag; = 0 gilt. Das charakteristische Polynom
k
p(A) = N+ " ay(e) A
j=1
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erfiille die starke Wurzelbedingung nach Dahlquist und es existiere eine Konstante L >
0, so dass

1f(z,t) — f(@,8)| < Lz — | (Va,7 € R™,Vt € [to, T)).

Die Startphase des k-schrittigen linearen Mehrschrittverfahrens

k k
Z agjxg_j = hg Z bgjf(.l’g_j, tg_j), E = k?, ey N,
3=0 J=1

zur Berechnung von x1,...,x,_1 werde mit einem stabilen Verfahren durchgefiihrt.
Dann existieren Konstanten H > 0 und Cy,Cy > 0, so dass das lineare Mehrschritt-
verfahren (*) stabil auf G = G(C1, Cs, C3) mit h(G) < H und beliebigem C5 > 0 ist.
Dabei werden die Konstanten Cy,Cy > 0 so gewdhlt, dass alle Polynome

k
pA) =N+ aj(ka, o )N

j=1
mit C1 < k; < Cy, j = 1,...,k, die Wurzelbedingung nach Dahlquist erfiillen und
Z?:o |bej| gleichmafig beschrinkt ist auf G.

Beweis: Das Polynom p erfiillt nach Voraussetzung die starke Wurzelbedingung nach
Dahlquist. Wegen der stetigen Abhéngigkeit der Nullstellen eines Polynoms von dessen
Koeffizienten existieren Konstanten C7; < 1 und Cy > 1 so, dass die charakteristischen
Polynome

k
pe(N) = X+ ag A

j=1
mit as; = a;(ke, ..., Ke—kt1),J = 1,. .., k, die Wurzelbedingung nach Dahlquist erfiillen,
falls
he_; .
Clglﬁlg,i: SCZ (ZZO,,/{—l)
ho—i—a
Die k x k-Matrix
_af]_ _a£2 PR ... _afk;
1 0O v v 0
A, = 0 1 0
0 o - 1 0
besitzt das charakteristische Polynom p,. Nach Lemma 3.35 existiert eine Norm || - ||,

auf C* mit ||A, @ I||. <1 (mit der m x m Einheitsmatrix I) fiir alle £ = k,..., N.
Das k schrittige lineare Mehrschrittverfahren kann mit Hilfe des Operators As ange-
wandt auf v = (zg, 71, ..., 2y) € R™™*D formuliert werden

k k
1
(*)  [Aczcle :h_z xefj—zbejf(l’efj,tefj) ({=Fk,...,N).
=0

Jj=0
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Die letztere Identitit 148t sich mit den Bezeichnungen X, = (x,..., 2 py1) € RF™,
dy = [Agzgle und @( Xy, Xpq) = Z?:o bej f(xe—j,te—;) in Form eines “gestorten” Ein-
schrittverfahrens

Xe= (A @) Xp1+ he(er @ I)Pp( X, Xo1) + heler @ dy (=k,...,N)

schreiben, wobei e; der erste kanonische Einheitsvektor im R ist. Diese entsteht aus
(*) indem die k — 1 Identitéten x,_; = x4, j = 1,...,k — 1, hinzugefiigt werden.

Ist nun Z¢ = (Zo,...,Zxn) ein weiters Element aus R™V+1 und X, = (Toy oo To—kr1)
sowie d; = [AcZcle, so entsteht als zweite Gleichung

Xo= (A @ X1+ heler @ DXy, Xo1) + hy(ey @ Ddy (C=Fk,...,N).

Fir die Differenz Y, := X, — ng folgt dann mit D, := d, — Jg und geeigneten Norm-
dquivalenzkonstanten K, und K,:
Y, = (A @ DYy + hyler @ D)(Po(Xg, Xo1) — @p( Xy, Xo-1)) + he(er @ I) Dy
IVille < [Yeorlle + Kohell|®u(Xe, Xe-1) = (Ko Ken)]| + D)

k
< Yorlle + KuLhe Y [bejlllwe—j — Eoj|l + Kohel| Dl
=0
< |Yearlls + KoK Lhg([[Yel| 4 (Yo ll) + Kohel | Del]
< Yol + KKK LA([|Yellw 4+ (Yerll) + KR Dell

Dabei ist h die maximale Schrittweite des Gitters und K so, dass Z?:o lbej| < K.
Letzteres ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der b;, j = a, ..., k, in e moglich. Es
sei nun C := K, KK,L und H > 0 so gewihlt, dass CH < 1. Dann gilt fiir h < H die
Abschétzung

1+ Ch K.h . B
1_C«h||}/€—1||*+m”d£—dg” (f—k‘,...,N).

Daraus folgt rekursiv

1+ Ch\ N K.,h(N — k -
( ) Un4m+——L——2mwuw—wﬂ
I4

Vel <

has

1—-Ch 1—Ch ¢=k,..N

2003 K*Cg B B
exp (1 _ CH) |:||Yk—1||* + 11— CH Z:r?,?j.},{N ||dg — dg||:| ( =k. .. .,N),

IN

Hierbei wurde die folgende Ungleichung verwendet:

h _2Ch_
1+ Ch\ V" onC \ Nk ohC \ zen |
— (1+ — |1+
1—Ch 1= hC 1= hC
2CR(N — k)Y _ 200,
S\ e ) =P \1ZcH

Folglich existiert eine Konstante S >0, so dass

IA

Vel < S*(||Yk—1||*+emaX lde —dell)  (£=k,...,N)

=k,...N
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und bei Ubergang zur Maximum-Norm entsteht mit einer durch den Normiibergang
modifizierten Konstante S > 0 die endgiiltige Abschéitzung

k..., 0=0,... k—1 —k,...N

-----

,max |xe — Tl < S ( max ||z, — T +£max I[Aczcle — [AG:iG]gH)

Da nach Voraussetzung auch die Startphase des linearen Mehrschrittverfahrens stabil
ist, folgt die Aussage. OJ

Beispiel (Fortsetzung von 3.32)
Fiir die k-schrittigen Adams-Verfahren hat das charakteristische Polynom die Gestalt

p(A) = M — M= AL (A — 1)

Es hat also die einfache Nullstelle A = 1 und die (k — 1)-fache Nullstelle A = 0. Also
sind die Adams-Verfahren nach Satz 3.36 stabil und damit konvergent mit Ordnung
s=k+1—a (Satz 3.33) auf jeder Klasse zuldssiger Gitter.

Bemerkung 3.37 Der Beweis von Satz 3.36 zeigt auch, dass ein lineares Mehrschritt-
verfahren auf der Klasse der dquidistanten Gitter Gy stabil ist, falls sein charakteristi-
sches Polynom die Wurzelbedingung nach Dahlquist erfillt.

Satz 3.38 (erste Dahlquist-Barriere)
Fiir die Konsistenzordnung s eines auf Gy konsistenten und stabilen k-schrittigen li-
nearen Mehrschrittverfahrens

k k
Z AjTp—5 = h Z bjf(&?g,j, tg,j), (6 = ]{7, R ,N)
7=0 j=0

sind die folgenden Bedingungen giiltig:

(a) s < k+2, falls k gerade ist; s = k + 2 impliziert a; = —ay_;, b; = by_j,
j=0,.. .k

(b) s<k+1, falls k ungerade ist,

(¢) s<k, falls by <0 (insbesondere, falls das Verfahren explizit ist).

Beweis: vgl. Hairer-Norsett-Wanner 1993, Chapt. I11.3.
Beweisidee: Man betrachtet die beiden Polynome

k

k
p(z) = Z a; 27 und  o(z) = Z bz
=0

=0
Nach Voraussetzung erfiillt p die Wurzelbedingung nach Dahlquist und es gilt p(1) = 0.

Man fiithrt die Transformation

1 1
z:—C+ bzw. C:Z+
z—1
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durch. Dabei wird {z € C : |z| < 1} auf C_ =
auf 0 und {z € C: |z| < 1} auf {¢ € C : Re(()

transformierten Polynome

(5 (1) 0= (5 (520,

wobei die Nullstellen von R in C_ liegen und auf der imaginéren Achse nur einfache
Nullstellen von R sind. Daraus schlussfolgert man, dass R vom Grad k — 1 ist und alle
Koeffizienten von R dasselbe Vorzeichen besitzen.
Die Bedingungen fiir Konsistenzordnung s sind nach Bemerkung 3.31

k

{C € C: Re(() <0}, 1 auf co, —1
< 0} abgebildet. Wir betrachten die

(aj5' —ij"'b)) =0 (i=0,...,s).

§=0
Diese sind dquivalent zu (Hairer-Ngrsett-Wanner 1993, Chapt. 111.2)

p(z) o(z) =0((1 —2)°) fiir 2z — 1.

log(2)
und deshalb dquivalent zu
C+1\ " e e
RO (g £57) = (0 = 01¢H) fn ¢ = oc.
Man betrachtet die Laurent Reihe von log ff_r—} und zeigt, dass die letztere dquivalente
Bedingung in der Tat giiltig ist. 0

Beispiel 3.39 (rickwairtige Differentiationsformeln, BDF)
Ausgangspunkt: ' (ty) = f(x(te),te), L=1,...,N.

Die Funktion x(-) wird in den Stitzstellen ty_y., ..., t, mit den Werten xo_ ..., x;
interpoliert durch das Polynom

t—t,;
Pt) =Y [ 7w
O tf*j tffz
]—O =0
i
Ansatz: Pl(te) = f(xe,te), O =k,...,N, wobei
k k
d t—t,_
P(t) = — : _
=2 g S S
7=0 i=0
oy
k k
1 H t—ti_;
= ¢ l’g_]
Z_O ZTO bo—j —to—yr g te—j — to—i
j= ) ;
el i
k k
1 1 by — 1o
Plt,) = - y
it [; te =ty a ; te—j — b H te—j — i e




Riickwértige Differentiationsformeln der Ordnung k:

—1 . e, i ,
0 UW—q ¢
Ty + T, =h e 2ot
¢ Z [Ztg—tg 7«] te—j—teﬂtg_j—tg_i —j 6[5—1 te—te_r] [z, ty)
i = _— _
o g beo
agj
Wegen Zr 14,— t(, -2 3 % =1 gilt immer 0 < by < 1.

Beispiele:
k=1: xp— o1 = hof(xg, ty), €=1,...,N (impliziter Euler bzw. BDF1).

k=2: Tp+ Qp1Tp_1 + QpaTyp_o = hgbgof(xg, tg), t=2,....N (BDFQ), wobet

Iy by ey 1+ Ky
bo = <1+ hg+hg_1) T 2t hey 1+ 2k,
- ~he(he + 1) he + hes _ (he + he—1)? _ (1+ ke)?
2hy +he—y  hehyy (2hg + ho—1)he—s 1+ 2k
o il hey) he _ 0 o«
2he + hg_l (hz + he_l)hg_l (th + hg_l)hg_l 1 + 2/'1@
mit Ky = ﬂ )
he—y
Satz 3.40

Fiir1l < k <6 erfillen die BDF-Verfahren die starke Wurzelbedingung nach Dahlquistst
auf Gy und besitzen die Konsistenzordnung s = k. Fiir k > 6 sind sie nicht mehr stabil
auf Go. Das zweischrittige BDF-Verfahren ist stabil auf jeder Klasse zuldssiger Gitter

mit 0 < 71 < Cp < 14+V2,0=2,...,N.

Beweis: Wir beweisen nur den zweiten Teil der Aussage und verweisen fiir den er-
sten Teil auf die Literatur. Das charakteristische Polynom des zweischrittigen BDF-

Verfahrens hat in Schritt ¢ die Form

1+ /15)2 /i?

IRV
PN =N = e A T

Wegen 1 — &20% % — 0 st A, = 1 eine Nullstelle von py. Damit gilt

p) =01 (A= )

1"—2/%

Die Wurzelbedingung nach Dahlquist ist deshalb erfiillt, falls

2
’ Ml e <2+l & k<12,

1+ 2ky

Die Aussage folgt deshalb aus Satz 3.36.
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Bemerkung 3.41 Stabilititsresultate fir die BDF-Verfahren auf variablen Gittern
wurden von Mdarz 80 und Grigorieff 83 bewiesen. Die folgende Charakterisierung von

Klassen zuldssiger Gitter, auf denen die BDF der Ordnung k stabil sind, stammt von
Grigorieff 83:

R 3 4 5
C, 0 0.836 0.979 0.997
Cy|1++/2 1.127 1.019 1.003

Bei den BDF-Verfahren der Ordnung k > 3 ist es also sehr schwer Schrittweiten ziigig
zu verkleinern bzw. zu vergréflern. Deshalb werden sie oft nur bis k = 3 implemen-
tiert und es findet vor allem die BDF2 Anwendung (z.B. beim Design elektronischer
Bauelemente).

Bemerkung 3.42 (Realisierung impliziter Verfahren)
Fiir implizite Verfahren ist in jedem Schritt ¢ das nichtlineare Gleichungssystem

k
xo = hebeo f (e, te) — Z[aéﬂ?ei]’ — Tbej f(xe—j, )]

j=1

zur Berechnung von x, zu losen. Ist die Lipschitzkonstante L von f (bzgl. x) nicht zu
grof$, so kann dies mit der Iteration nach dem Banachschen Fizpunktsatz erfolgen. Die
Kontraktionskonstante ist gerade byohyL und ist deshalb kleiner 1, wenn hy, nicht zu
grof$ ist. Dabei kann als Startwert x,_1 oder ein besserer Startwert mit einem explizi-
ten Verfahren berechnet werden. Es entstehen dann sog. Priadiktor-Korrektor-Verfahren
(z.B. im Fall der k-schrittigen expliziten und impliziten Adams-Verfahren,).

Sind die Lipschitz-Konstanten aber grof$, so wiirde die Bedingung byheL < 1 eine zu
grofie Einschrinkung an die Schrittweite darstellen und das nichtlineare Gleichungssy-
stem muss mit dem Newton-Verfahren mit der Jacobi-Matrix

0
I— hebeoa—i(w, tr)

iterativ gelost werden (vgl. Kapitel 3.7). Als Bedingung an die Schrittweite hy ist dann
nur noch die Konvergenz des Newton-Verfahrens zu fordern.

Bemerkung 3.43 (Schrittweiten-Steuerung)

Variable Gitter werden i.a. angestrebt, um mdglichst wenige Schritte (d.h. ein klei-
nes N(G)) bei hinreichender Fehlerkontrolle zu machen, um den Gesamtaufwand des
Verfahrens gering zu halten. Zur Fehlerkontrolle werden z.B. (i) der lokale Diskretisie-
rungsfehler 7(G) oder (ii) der Fehler xy — Ty zweier Niherungen von x.(t;) verwendet.
(i) Ausgangspunkt ist eine Darstellung von 7(G) der Form

7(G) = Cox*tV(t)hs + O(h*HY).

Man versucht dann den Term C, ZNCSxSfH) (te) zu schitzen, in dem man 7(G) fir zwei
verschiedene Schrittweiten hy und hy berechnet und den Term O(h**1) vernachlissigt.
Danach wird hy aus einer Bedingung der Form ||Cy||hi < tol berechnet.
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(ii) Man berechnet x, mit Schrittweite hy und T, mit einer kleineren Schrittweite chy
mit a < 1 oder mit einem Verfahren hoherer Ordnung (z.B. bei den Adams-Verfahren)
und versucht asymptotische bzw. andere Darstellungen fir x, — T, zu finden, die es
erlauben, mit einer vorgegebenen Toleranz tol fir |z, — Z,|| eine akzeptable Schrittweite
hy zu bestimmen.

In beiden Fillen versucht man drastische Anderungen der Schrittweite zu vermeiden
und die aktuelle Schrittweite hy so zu bestimmen, dass hyy1 = hy wahrscheinlich ist.

Literatur:
E. Hairer, S.P. Ngrsett, G. Wanner: Solving Ordinary Differential Equations I, Springer,
Berlin 1993.

3.6 Asymptotisches Verhalten von Integrationsverfahren

Wir betrachten die Differentialgleichung

(x) 2'(t) = f(z(t),t), tE€ [to,+00),

und setzen voraus, daf sie (schwach) kontraktiv ist, d. h. es existiert ein Skalarprodukt
(-,-) auf R™ und eine Konstante v < 0, so dass V¢ € [t, +00):

(f(z,t) — f(7,t),2 — %) <~l]lx — Z||* (vgl. Definition 1.13)
Nach Satz 1.11 gilt fiir zwei Losungen:

l(t) = ()] < exp(y(t —to)) ||z (to) — Z(to)]]
Dies motiviert die folgende Definition fiir ein Integrationsverfahren:

Definition 3.44

Ein Integrationsverfahren heift B-stabil (bzgl. || - || = (-,-)2), falls es bei Anwendung
auf eine (bzgl. (-,-)) schwach kontraktive Differentialgleichung (x) mit Anfangswerten
xo, To und beliebigen Gittern G = {tg < t; < ta < ...} Folgen (x¢)een, und (Z¢)een,
erzeugt, fir die gilt:

|z¢ — Tl < M|we1 — Teall, VEEN.

Beispiel 3.45
Wir betrachten x'(t) = —kx(t), t € [to,+00) (k> 0)

a) explizites Fuler-Verfahren: x, = xp_1 + hof(xo_1,te-1)

~ L= X+ hz(—k$g_1) = (1 — hgk‘):l:’g_l

Ty = (1 — hgk’).i‘g,1

|zg — Zg| < |1 — hek| |Tom1 — Zp_1]

das Verfahren ist B-stabil, falls|l — hek| <1 oder hy < %
Bedingung an die Schrittweiten, d. h.

die Abschdtzung gilt nicht fiir beliebige Gitter.

§ 8
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b) impliziertes Euler-Verfahren: xy = xo_1 + hof (x4, o)

1
~ (1 + hgk’)l’g = Xy_1 ~> Ty = mngl

_ 1 =
Lo = THppte-1

e = o] < mppgplres — Tea| < wen — Ta| VL EN
~ evtl. B-stabil

Definition 3.46

Ein p-stufiges Runge-Kutta- Verfahren heif$t algebraisch stabil, fallsv; > 0,1 =1,...,p,
und die (symmetrische) Matric M = (m;;) € RP*P my; = By + Bjiy; — Vivs 6, =
1,...,p, positiv semidefinit ist, d.h.

(Mz,z) >0, VrelRP.
(Es gilt M = BT diag (n,...,7,) + diag (71, ..,7%)B — 7).

Satz 3.47 (Crouzeiz 79, Burrage-Butcher 79)
Die Differentialgleichung (*) sei schwach kontraktiv (bzgl. (-
braisch stabile Runge-Kutta-Verfahren B-stabil (bzgl. || - || =

,+)). Dann ist jedes alge-
1
{)2),
Beweis: Wir betrachten ein p-stufiges Runge-Kutta-Verfahren
P

T = e +he Y vy, Fuyo= f(@)te + ajhe),

i=1
. p .
(+) @ = xma+he ) BiFy, i=1,...,p
j=1

Ist die Differentialgleichung schwach kontraktiv, so folgt mit Fy; = (), te1 + a;hy)
<Fgl—ﬁgz,f2—.%2>§0, Z':L...,p,KEN(].

Zu zeigen: ||zp — 7)|? < vy — Tea]]?, VL EN.

p
Tp— Ty = Tgo1 — Tg—1 + Iy Z%’(Ffj — Fy)

j=1
~ ||CL’g — fg||2 = ||ZE3_1 - Zi’g_1|l2 + k‘g, wobei
p P
ke = 2he>  (Fuy — Fojowe — Eea) + 0 Y 7ivi(Fo — Fug, Fui — F)
j=1 ij=1
Zu zeigen: ky; <0
S P .
AUS <+) fOlgt Typ—1 — j’g,1 = f’% — i’z — hg Z 6]1[]1 mit Ul = ng — ng und
i=1

p p p
2hfz Vil Fej — Fujy 1 —Tp1) = zhez V; (Féj — Fy, @) — i’@ —Qh?Z v, B5:(U;, Us).

J=1 Jj=1

<0 1,j=1
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P

o by < =h7 > (= + 20385:) (U, Us)

ij=1

P p
Es gilt: > 27,6 = Z (ViBij + 3Bi)

1,7=1 4,j=1

p

4,j=1

p
Zu zeigen: Y m;;(U;,U;) >0, VU, i=1,...,p.
ij=1
Es sei M = RT R die Cholesky-Zerlegung der positiv semidefiniten Matrix M mit einer
oberen Dreiecksmatrix R = (r;;). Dann folgt

p p p
Z mij(Ui,U]) = Z Zrkirkj<Ui7Uj>

,j=1 i,j=1 k=1

p p p p p
= Z <Z T’kiUu ZTijj> = Z H ZrkiUz
k=1 i=1 j=1 k=1 =1

O

Satz 3.48
Die impliziten Runge-Kutta- Verfahren vom Typ Gaufs und Radau Ila sind algebraisch
stabil und damit B-stabil.

Beweis:
Nach Satz 3.24 sind fiir beide Verfahrenstypen die v;, © = 1,...,p stets positiv. Wir
betrachten die Matrix

M = (mj), mi; =i+ 7B — vy, 6j=1,...,p, und

1 1 ... 1
a7} %} N le%
Q = AMAT A, = 8
ot bt ab~!
Da die Knoten a, ..., q, in beiden Fallen sémtlich verschieden sind, gilt:
M ist positiv semidefinit gdw. @) positiv semidefinit.
Fir Q = (QZk)&k:l 77777 P und f, k= yeoos P gllt
p P
Qe = ZZO/ lm]zak ! ZZ 716@] + ’YJBJZ 717]) f ! f ! .
i=1 j=1 i=1 j=1

1. GauB-Verfahren: B(2p) und C(p) sind erfillt, d.h.

P
Zyja‘?*l = %, k=1,...,2p

j=1

P

Zﬁijaffl = %O&f, ]{]:1,...,]?, 221,,]?
j=1



7,7=1
p P p
-1 _ k-1 __ k—1 {—1
> Yibijon = 2% Zﬁij%
i,j=1 i=1 Jj=1
_ k=1 1 ¢
- Zryiaz Zaz
=1
LS~ k-l 11
= TN =
=1
p
1 1
Analog: E viBot o = - ———
J=3t"g 7 kk—f-g

ig—1

11 11 1 ktl—(kt0)
ke =y T — 1= =0(kt=1,...
Wi T EErl W Rl hrn K= Lp)

und () = 0 ist positiv semidefinit.

. Radau ITa: B(2p — 1) und C(p) sind erfiillt.
Analog wie oben folgt g = 0 fiir £ + k < 2p.
0 -« 0 0

Also gilt: Q) = 0 0 0

0 -+ 0 gy

~ () ist positiv semidefinit gdw. g, > 0.
Es gilt

. p—1_p—1
op = ‘Zlmijo{j g
i,j=

= 2 (i%af_l) (Ep: 6ijaf_1> - (i %‘Ozf_l) <zp: %‘oz?_l)
= j=1 i=1 j=1

A
NS > >y
W Vo
P
@

3 =
3 [

o2yl
oo i—1%i 2

Wir setzen ty; = to—1 + a;he, 1 = 1,...,p mit ¢4, = ¢, wegen «,, = 1, betrachten
das Polynom

3=

Py =TI~ ta)?t 1)

vom Grad 2p — 1 und schreiben es in der Form

P(t) = (t —te_1)* "t 4+ P,(t — t,_;) mit Grad P, < 2p — 2.
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~ 0= P(ty) = (ahe)® ' 4+ Pu(aihg). Wegen der Wahl der aq, ..., a,_ gilt:

te p
J Pt —tima)dt = hey viPu(te — te1)
=1

ten

/4
= hy Y viPi(aihy)
=1

p
= —he Y yilahy)!

=1
ty ty

~ [ P@)dE = [ (E—te)? N+ tf P,(t — to_q)dt

te—1 te—1 ti—1

p
= h" = he ;%(aihZ)Q”_l

p
2 2p—1 2
= n’ <2lp - 2 pltend ) = —Saphy”

ty
Wegen [ P(t)dt < 0, folgt g, > 0. O

ti—1
Beispiel 3.49 (B-stabile Runge-Kutta-Verfahren)
a) implizite Mittelpunktregel (Gaufs, p=1)
b) impliziter Euler (Radau Ila, p=1)
c) Lineare Finschrittverfahren:
xe =21+ he((1 = 0) f(xe1,teu—1) + 0f (ve, ten)), £ €N

FEs gilt (siehe Beispiel 3.15a)) v1 =1 —b, y9 = b und
0 O
p=(124%)
~ y1 und vy sind nichtnegativ gdw. b € [0, 1].
—(1-0)?2 0 -
v M= ( ( 0 ) b2 ) wegen mi; = YiBij + vilBii — Vivy, 4,5 = 1,2.

~ M st positiv semidefinit gdw. b =1 (Euler implizit).
D.h. die Trapezregel ist nicht algebraisch stabil.

Eine Aussage zur B-Stabilitit variabler linearer Mehrschrittverfahren 148t sich nicht
herleiten. Es existiert allerdings eine Erweiterung des Konzeptes der B-Stabilitét, dass
Anwendungen auf gewisse lineare Mehrschrittverfahren auf dquidistanten Gittern er-
laubt.

Wir betrachten dazu ein k-schrittiges lineares Mehrschrittverfahren auf dquidistanten
Gittern

k k
(*) Zajxg,j :thjf(SCg,j,tg,j), EII{Z,/{Z—FL...,
=0 =0
mit den beiden Polynomen
k k
p(N) = a; N und Y A,
7=0 7=0

wobei hier eine andere Normierung verwendet wird, ndmlich o(1) = 1 anstatt ag = 1.
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Definition 3.50 Das lineare Mehrschrittverfahren (auf Go)

k k k
Z a;xe—; = hf ( Z bjxi_j, Z bjté—j>
j=0 j=0 Jj=0

heifit das zu (%) assoziierte one-leg Verfahren.

Beispiel 3.51

(a) Das zur Trapezregel assoziierte one-leg Verfahren ist die implizite Mittelpunktre-
gel.

(b) Die k-schrittige BDF und das assoziierte one-leg Verfahren sind identisch.

Definition 3.52 FEin k-schrittiges one-leg Verfahren heifst G-stabil, falls eine sym-
metrische, positiv definite Matriv G = (g;;) € R¥** existiert, so dass fiir zwei vom
Verfahren erzeugten numerischen Lisungen (x4)een und (Tey)oen

15— K|, < || Xes — Kema|| 0= bk =1,...

gilt mait Xg = ({L’g, Tp—1y.-- ,.Tg_k+1), Xg = (i’g,i’g_l, Ce ,[Z’g_k_,_l) m Rmk und
k
(X, Vo= gi(Xi,Y)) (VX =(Xy,...,X;), Y =(¥3,....Y}) €R™)
2,7=1

sowie | X|la = (X, X)E.

Satz 3.53 Die Differentialgleichung sei schwach kontraktiv bzgl. (-,-) auf R™. Falls
eine symmetrische, positiv definite Matriz G = (gi;) € R** und reelle Zahlen «;,
1=0,...,k, existieren, so dass fiir Polynome p und o vom Grad k gilt

(b(N)o(w) + p@)a() = (Qw = 1) g b + 37 gk,

ij=1 i,j=0

(T

so ist das mit p und o gebildete k-schrittige one-leg Verfahren G-stabil (dabei ist die
Konstante % durch eine beliebige positive Konstante ersetzbar).

Beweis: Wir betrachten das mit den Polynomen p und o (mit den Bezeichnungen wie
frither) gebildete one-leg Verfahren und erhalten wegen der schwachen Kontraktivitét

g<f < Zk: bito_i, Xk: biteﬂ;) —f < Zk: biZo—;, Zk: bitg,i) , Zk: bj(we_j — ijg,j)>
i=0 i=0 i=0 =0 =0

o
AV

k k
1 - ~
= §< Z a;(Te—i — Te—i), ) bjxe—y — ij)>
i=0 j=0
1o ) -
Y Z aibj<37£fi = Lp—is V—j — 13z7j>
i,j=0
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Wir ersetzen nun formal <l’g_i —Tg—i, Tp—j —i'g_j> durch A*~iw*=7 und erhalten aus (G)

1
0 > S(p(Na(w) + plw)a(N))

i k
ij=1 4.3=0

k

= Z 95 ((Temir = Temivr, Temjir — Tejr) — (Temi = Temiy Te—j — Te—j))
ij=1
k
—+ Z O[iO{j<17£_i — jf—i: xﬁ—j - jg_j>
i,j=0

k
~ ~ 2
= || Xe = Xell§ — 1 Xem1 = XealIE + H D ailwei — Fe)
=0

> |1Xe — Xollg — 1 Xem1 — Xoa ||

wobei wir beim vorletzten Gleichheitszeichen die formale Ersetzung riickgéngig gemacht
haben. Also gilt

1Xe — Xellg < | X1 — Xe-i]la-
und die Aussage ist bewiesen. O

Beispiel 3.54 Wir betrachten die zweischrittige BDF auf einem Gitter in Gy mit
Schrittweite h

3 1
51‘4 — 21'@_1 + §{L’g_2 = hf(l’g,tg), (= 2, 3, e

Dann ist p(A) = 3X2 = 2X + 1 und o(X) = A2, Satz 3.53 legt nun nahe g;;, i,j =
1,2, und oy, i = 0,1,2, so zu bestimmen, dass die Gleichung (G) giiltig ist. Durch
Ausmultiplikation in der linken und rechten Seite von (G) entstehen die Gleichungen

3 1
= g +ad, —2=2gsy+ 20, 5= 20 g,

2
0 = —goo+0a2, 0=—2go1 + 2001, 0=gyn—g+al

Durch Addition aller 6 Gleichungen ergibt sich (qp+ai+az)? = 0, d.h. ag+a;+as = 0.

Durch Addition der zweiten und fiinften Gleichung entsteht —1 = oy (ag+an) und damit
9 1

(g +az)* =1 und apay = 7

Folglich erhdlt man oy = ap = %, a1 = —1, und die positiv definite Matrix
1 5 =2
“=1 ( -2 1 ) '
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Um weitere Schlussfolgerungen ableiten zu kénnen, spezialisieren wir die DGL zu einem
linearen Differentialgleichungssystem mit konstanter Matrix

(xx)  2'(t) = Azx(t),t € [tg, +00), mit A € R™*™

und wissen nach Folgerung 1.18, dass (#x*) schwach kontraktiv ist, falls fir die Eigen-

werte \;, ¢ = 1,...,p von A _max Re(A;) < 0 gilt und alle Jordan-Késtchen zu rein
1=L1,5p
imagindren Eigenwerten Dimension 1 besitzen.

Lemma 3.55
Fir die Figenwerte \;, i = 1,...,p < m von A € R™™ gelte max Re(\;) <0 und
i=1ep

alle Jordan-Kdstchen zu rein imagindren Eigenwerten besitzen Dimension 1.
Es existiert eine requlare Matriz T € C™ ™, so daf jede Komponente von z(t) = Tx(t)
beschrinkt ist auf [to, +00) und

(***) Z;l(t) :)\szz(t) (t S [t0a+oo)7i: 1a"'7p)

fiir gewisse Komponenten j; € {1,....m},i=1,...,p, gilt.

Beweis: Es existiert eine reguldre Matrix 7' € C™*™, so dafl die Jordan-Normalform J
von A mit den Jordan-Késtchen J;, j =1,...,r, r > p, die Form hat

J 0 - 0
J=TAT ' = ‘],2 /
0 0 - J

Die Jordan-Késtchen der Dimension v; > 1 haben die Form

N, 10 0
A 0
Ji=1 i e e mit  Re(\;,) < 0.
0 0 N, 1
0 0 0 X,

Bei Anwendung der Transformation auf die Differentialgleichung (**) entsteht

Z(t) = Ta'(t) = TAx(t) = TAT '2(t) = Jz(t)
z;l(t) = Nz, (t) (i=1,...,p), d.h. z;(t) = exp(\i(t — o))z, (to)
wobei die letzten p Gleichungen jeweils den letzten Zeilen der Jordan-Késtchen ent-

sprechen. Die restlichen Gleichungen des Systems 2/(t) = Jz(t) fithren zu Losungen der
Gestalt

t

Zj—u(t) = (—)Vexp()\i(t —t0))zj—u(to) (v=0,...,05—1),

Lo
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mit Re(A;) < 0. Deswegen konvergieren diese Losungen gegen 0 fiir ¢ — +oo und sind
beschrankt. m

Nach Lemma 3.55 geniigt es, nur die skalare Testgleichung
() 2/(t) = Ax(t), (€ [to, +00), z(to) = w0, A € C)

zu betrachten.

Als néchstes charakterisieren wir die Integrationsverfahren (realisiert auf Gy), fiir die
die nachfolgende Theorie anwendbar ist.

Definition 3.56
Ein Integrationsverfahren heifit rational, falls es bei Anwendung auf die Testgleichung
(+) mit konstanter Schrittweite h > 0 die Gestalt

n;(hA)
o(hA)

E

k
nj(hAN)z—; =0 oder w#—z 2_;j=0 ({=kk+1,...)
j=

17

Jj=0

mit k € N und Polynomen n;(-), j = 0,...,k, annimmt, wobei wenigstens eins der
Polynome nicht Grad 0 besitzt.

Beispiel 3.57
a) Lineare Mehrschrittverfahren (der Ordnung k € N auf Gy ):

k k
Zajxg_j = thjf(.Ig_j,tg_j), (= k,k"i‘l,
j=0 j=0

k

WZ(aj—h/\bj)l’g_j:O, fzk,k—f—l,
=0

~ni(z) =a; —bjz, 7=0,...k, ap = 1.

b) Runge-Kutta-Verfahren (p-stufig auf G ):

p
Ty = Ty 1+ hZ’ij(fﬂatZA + ajh)

J=1

p
fz = Ty + hZﬁzjf(fz7tZ—1 +a]h)a L= 17 Ry

J=1

p
~ Ty = T F hAZ%‘f@ = To_1 + hA(7y, Ty)

j=1

p
Ty = w1+ A BuT  oder (I —hAB)T, =exi
j=1
~ Ty = (I - h)\B)_le Ty—1
~ xp = (L+ by, (I —hAB) e))z .
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m(z)
m0()
Aus der Cramerschen Regel folgt die alternative Darstellung
~m(z)  det(d —zB+ zey")
no(z) det(/ — zB)

Dabei ist I die p x p Einheitsmatriz und e = (1,...,1)" € RP.

~ k=1 und — =1+ z{y,(I — zB) 'e).

Satz 3.58

k
Fir die Gleichungen Y n;(2)ze—; =0, L =k, k+1,..., bei gegebenen xq, ..., Tp_1 gilt:
=0

k
{xy: € € N} ist beschrinkt in C, falls das Polynom o(z,p) = > n;(2)p*=7 die Wurzel-
=0
bedingung nach Dahlquist erfillt.

Beweisidee:

Seien p1;(%),j = 1,...,r, die Nullstellen des Polynoms o(z,-) der Ordnung & mit den
Vielfachheiten n;, j =1,...,r, d.h. 2;21 n; = k. Dann hat die allgemeine Losung der
Gleichungen bei gegebenen xy, ...,z die Form

v =Y piOm(2) (=kk+1,..),
j=1
wobei die p; Polynome vom Grad n; — 1 sind fiir j = 1,...,r. Deshalb gilt
e <Y Ol () (C= Rk +1,..).
j=1

Ist also die Wurzelbedingung nach Dahlquist erfiillt, so sind die |z, £ € N, gleichméfig

beschrénkt. 0J
Definition 3.59
Es sei ein rationales Integrationsverfahren mit den Polynomen n;(-),j =0,...,k gege-

k
ben und wir betrachten das Polynom o(z,p) == > n;(2)uk=7.
=0

j
Die Menge Hy = {z € C : o(z,-) erfillt die Wurzelbedingung nach Dahlquist} heifst
Bereich absoluter Stabilitdt des Verfahrens.

Ein solches Verfahren heifit

A-stabil, falls C_ :={z € C:Re(z) <0} C Hyu,

A(a)-stabil, 0 < a < 7§, falls S := {2z € C: |arg(—2)| < a,z# 0} C Hy.

A(0)-stabil, falls ein o € (0, 3) existiert, so dass S, C Hy.

Folgerung 3.60

Fiir ein rationales Integrationsverfahren mit Schrittweite h > 0 in Anwendung auf
2/ (t) = Ax(t) mit einer Matriz A € R™ ™, deren Figenwerte in C_ liegen und fir rein
imagindre Eigenwerte nur Jordan-Kdistchen der Dimension 1 auftreten, gilt:

Die Niherungslisung ||xg|| ist gleichmifig beschrinkt wie die Lésung der DGL, falls
hA € Hy fir jeden Eigenwert X von A gilt. Ist das Integrationsverfahren A-stabil, so
gilt die Beschrdnktheit der Ndaherungslosung fir alle Schrittweiten h > 0.
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Beweis:
Die erste Aussage folgt aus Lemma 3.55 und Satz 3.58. Mit A € C_ gilt auch h\ €
C_C Hy. O

Die Beschrinkungen an die Schrittweite h bleiben gering, wenn H,4 einen moglichst
groflen Teil von C_ enthélt. Sie werden allerdings wesentlich, wenn H, beschrinkt ist.

Beispiel 3.61
Lineare Einschrittverfahren: x; = xp_1 +h((1 —=b) f(xo_1,te—1) + 0f (x4, t0)) (b € [0,1]).
Bei Anwendung auf ©'(t) = Mx(t),t € [tg, +00) entsteht

no(hXN)ze +m(h\)xi—y =0, no(2) :=1—bz, nj(z) =—-1—-(1—-0)z (2 € C).

14+(1-b)z
1-bz

:

] o @EHA b))+ (1-b)y?
- (1 —bx)? + b?y?
& 22+ 20(1—bx) + (1 —2b)y* <0
& (P +y*)(1-2b) < 22

Finzige Nullstelle von o(z,-): pi(z) =

Bereich absoluter Stabilitdt:

1+ (1-0b)z
1—bz

Hi={zeci]

’1+(1—b)(:c+iy)’2 <1

1 —b(z +iy)

~ Ungleichung richtig fir jedes Re(z) = x <0, falls 1 —2b < 0.
~ lineare Einschrittverfahren sind A-stabil gdw. b € [3,1].
Bereich absoluter Stabilitit:

expliziter Buler: Hy ={z€C:|1+z| <1}
impliziter Buler:  Hy ={z€C:||<1}={zeC:1<|1—2[}

1—2

1z
Trapezregel: Hy = {z eC: ‘iiz
2

gl}:c_

Lemma 3.62 Ist p ein Polynom vom Grad n tber C, so existieren Konstanten K > 0
und rog > 0, so dass

Ip(z)| > Kr" VzeC,lz| =1 > ro.

Beweis: Wir schreiben p in der Form
(2) = z"(a + i%>
p 0 ~i)
j=1
Daraus folgt fiir alle z € C, |z] = r:

- a;

J

|CLO|—‘ E _Zj
j:l

p(2)| = "
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Wir wihlen nun ry > 0 so, dass fiir z € C, |z| = r > rq gilt

\z 3o Lol 2’7 too]

Deshalb folgt fir z € C, |z| =r > ro: |p(2)| > \6;_0\7,71. -
Satz 3.63

Fiir kein explizites (d.h. no(z) = 1) rationales Integrationsverfahren ist Ha unbe-
schrinkt.

Beweis:

Annahme: Es existiert ein explizites rationales Integrationsverfahren mit unbeschréink-
tem Hy.

k
Nach dem Satz von Vieta gilt fiir das Polynom o(z, u) = p* + > n;(2) k=4

(=)= (=17 Y l2) ()

1<, <<i;<k

k k

(insbesondere: n;(2) = — > p;(2), mi(z) = (—=D* 1 ©i(2))
i=1

Daraus folgt:

-----

ol < () o )"

k .
~ i (2)] < (j),vzeHA G=1,....k).

Nach Definition existiert jo € {1,...,k}, so dass 7, Grad s > 1 besitzt. Deshalb
existieren positive Konstanten K und ry mit

() = Inel = 5,

Jo
falls = € Ha, |z| = r > 1o, gilt. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme der Unbe-
schrianktheit von H 4. O
Satz 3.64

B-stabile Runge-Kutta-Verfahren sind auch A-stabil.

Beweis:

Wir betrachten die sog. Stabilitéitsfunktion R(z) := 1+ 2(v,[I — zB]'e) und wissen
(vgl. Bsp. 3.57b)), dal Runge-Kutta-Verfahren bei Anwendung auf 2’'(t) = Az(t) die
Form z, = R(h\)x,_; annehmen. B-Stabilitdt impliziert nun, da§ aus Re(\) < 0 folgt

2] < e

bei beliebig gewihltem Anfangswert xg.

~ |R(hA)| <1 falls Re(A) < 0.

Da R(z) gerade die Nullstelle des charakteristischen Polynoms o(z, u) = p — R(z2) ist,
folgt C_ C Hy. O
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Satz 3.65 (Dahlquist)

Falls die Polynome p und o keinen gemeinsamen Teiler besitzen, ist das auf p bzw. o
beruhende lineare Mehrschrittverfahren A-stabil gdw. das assoziierte one-leg Verfahren
G-stabil ist.

Beweis: Hairer-Wanner II, Satz V.6.7.

Beispiel 3.66 (Riickwdrtige Differentiationsformeln, BDF')

k
> ajwpy = hbof(ze,te) (k< 6)
j=0

Diese sind stabil fir 1 < k <6 und konsistent mit Ordnung s = k.

Wie sehen die Bereiche absoluter Stabilitdat aus?

k = 1: Euler implizit, A-stabil.

k=2: Ty — %xg_l + %xg_g = h%f([tz,tg).

Dieses Verfahren ist G-stabil nach Beispiel 3.5 und deshalb A-stabil nach Satz 3.65.
3 < k < 6: Die Verfahren sind A(«)-stabil, wobei

k| 3 4 5 6
o | 86,03° 73,35° 51,84° 17,84°

Satz 3.67 (Zweite Dahlquist-Barriere)

Jedes konsistente A-stabile lineare Mehrschrittverfahren besitzt eine Konsistenzordnung
s < 2, Die Trapezregel ist unter diesen linearen Mehrschittverfahren mit Konsistenz-
ordnung s = 2 dasjenige mit der besten Fehlerkonstanten (C' = —%)

Beweis: siche Kapitel V.1 in Hairer-Wanner II.

Bemerkung 3.68

Es bieten sich 2 Auswege fiir das Erreichen héherer Konsistenzordnung und das Auf-
treten unbeschrinkter Bereiche H 4 an:

(i) implizite Runge-Kutta-Verfahren z.B. vom Typ Gaufl und Radau Ila.

(i1) Zu jedem o € (0,%) existieren A(a)-stabile lineare Mehrschrittverfahren beliebiger

2
Konsistenzordnung (jedoch mit i.a. grofien Fehlerkonstanten je grifer «)! Diese wer-

den aber nicht empfohlen. Mdglich sind allerdings die BDF-Verfahren fir s = k < 4
(vgl. Beispiel 3.66).

Bisher war nur unser Ziel, beschrinkte bzw. abklingende Loésungen mit den Inte-
grationsverfahren korrekt “nachzubilden”. Wie steht es aber, falls auch anwachsende
Losungskomponenten existieren 7

Definition 3.69 (Griepentrog)

Ein rationales Integrationsverfahren heifit

a) asymtotisch exakt, falls ein r > 0 ezistiert, so daff Ha N B(0,r) = C_ N B(0,r).
b) global asymptotisch exakt, falls Hy = C_.
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Bemerkung 3.70
Asymptotische Exaktheit bedeutet, daf$ aus

|z| <7 Re(z) <0 folgt |puj(2)| <1 firalej=1,...,p
Re(z) > 0 folgt |pj(2)| > 1 fiir mindestens ein j.

Bei hinreichend kleiner Schrittweite erfolgt die richtige Nachbildung des asymptoti-
schen Verhaltens. Bei globaler asymptotischer Exaktheit ist diese richtige Nachbildung
unabhdingig von der Wahl der Schrittweite.

Satz 3.71 (Jeltsch, Griepentrog)

Ein streng stabiles (p1(0) = 1, |p;(0)] < 1,7 = 2,...,k) rationales Integrationsver-
fahren ist global asymptotisch exakt gdw. k = 1, m1(-) besitzt nur Nullstellen z mit
Re(z) < 0 und es gilt n1(z) = —no(—2), Vz € C.

Beweis: Griepentrog: Wiss. Zeitschrift HUB, Math.-Nat. Reihe 19 (1970).

Folgerung 3.72
Das einzige streng stabile, global asymptotisch exakte lineare Mehrschrittverfahren ist
die Trapezregel.

Beweis: Fiir lineare Einschrittverfahren gilt: no(z bz und m(z) = —1—(1—0)z.

)=1
Deshalb gilt 1;,(2) = —no(—2) gdw. b=1—-10,d.h. b=

l\DI»—A |

O
Definition 3.73
> a
FEine rationale Funktion ijo =: Rji(2) (mit by = 1) heifst Padé-Approzimation an
Lo

e* vom Index (j, k), wenn gzlt

dr

-,
@Rjk(z)

- dz”"e

v =0,...,j+k, oder R (z) = e*+O0(z7FY) (fiir = — 0).
z=0

z=0

Aussage: Padé-Approximationen von e* existieren fiir jeden Index (j,k) (7 + k + 1
Bedingungen fiir j + k£ 4+ 1 unbekannte Koeffizienten). Es gilt:

S

Qg :st,i (s=0,1,...).

=0

Satz 3.74
Die Funktion R(z) = 1+ 2(vy,(I — 2B)7'e) eines p-stufigen Runge-Kutta-Verfahrens
vom Typ Gauf$ (bzw. Radau Ila) ist die Padé-Approzimation an e* vom Index (p,p)

Die p-stufigen Runge-Kutta-Verfahren vom Typ Gauf$ sind B-stabil (insbesondere A-

stabil) und global asymptotisch exakt.

Beweis: vgl. Kapitel 6.22 in Strehmel-Weiner 1995.
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3.7 Integration steifer Differentialgleichungen

Definition 3.75

Die Anfangswertaufgabe z'(t) = f(x(t),t), t € [to,T], x(to) = xo mit Lisung x. heifst
steif, falls fir die Eigenwerte \i(t),i = 1,...,m, der Jacobi-Matriz %(x*(t),t), t e
[tQ,T], ngt

(i) Re(\i(t)) <0, i=1,...,m,t € [to,T]

- m?X|Re()\i(t))\
(ZZ)O':m»l, te[to,T]

(dabei meint man Steifheitsfaktoren o > 103)

Fiir steife Aufgaben ist die Losung stabil, aber L¢(T'—t) ”grof8”. Je kleiner min |Re(\;(%))|
desto weiter muss man integrieren, um den stationdren Zustand zu erreichen, je gréfer
|Re(Xi(t))] desto grofier wird die Lipschitzkonstante L; von f; einseitige Lipschitzkon-
stanten sind davon unbeeinflusst.

Konsequenz:

Verwendung von Integrationsverfahren, die einen unbeschrénkten Bereich H 4 besitzen
(am besten A-stabil oder A(«)-stabil mit groem «), B-stabil oder G-stabil sind.

Bemerkung 3.76 (Anwendungen steifer Differentialgleichungen)

o Gleichungen der chemischen Kinetik
e Gleichungen der Schaltkreissimulation

o Semidiskretisierung (Ortsdiskretisierung) parabolischer partieller Differentialglei-
chungen

Beispiel 3.77 (Integrationsverfahren fiir steife Differentialgleichungen)
a) impliziter Euler, Trapezregel, implizite Mittelpunktregel

b) BDF 1-3

c¢) Runge-Kutta-Verfahren vom Typ Gauf$ oder Radau Ila.

Treten Eigenwerte der Jacobi-Matrix mit groem |Re(A;(¢))| auf, so erwartet man vom
Integrationsverfahren, dass diese Anteile schnell abklingen. Das fithrt zu folgendem
Konzept.

Definition 3.78
Ein rationales Integrationsverfahren heifit L-stabil (mit Dimpfungsordnung ¢ > 0),
falls

lim |u(2)]=0,j=1,....,k (‘maxk | (2)] = 0(z7F) fiir Re(z) = —o0)

Re(z)——o0 j=1,...,

Satz 3.79 (Jeltsch)

FEin rationales Integrationsverfahren mit charakteristischem Polynom

k
o(z,pn) = Zonj(z)p,k*j besitzt die Dampfungsordnung
]:

5:min{u:qj20, jzl,...,k}
J
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—— -1 , ni(z) =0 .

wobet g; .—{ Grady;, . sonst (j=0,....k).

Speziell gilt € > 0, falls Grad (no) > Grad (n;)
z

falls Grad (no) > Grad (n;), j =1,.... k, ni(

j=1,....k unde €0, %],

)% 0.
Beispiel 3.80

1+(1-b)z

i — 0 fiir Re(z) -+ —o00o & b=1

a) Lineare Einschrittverfahren: py(z) =
D. h. nur FEuler itmplizit ist L-stabil.

b) Lineare Mehrschrittverfahren sind L-stabil, falls

—Re(x)—o00 0 (Satz von Vieta ).

Dies gilt, fallsb; =0, j =1,...,k, by # 0. Deshalb sind die stabilen k-schrittigen
BDF (1 <k <6) L-stabil mit Dimpfungsordnung

1 1
EZHHH{} Dj = 1,...,k} =7 (nach Satz 3.79).

¢) Runge-Kutta-Verfahren:
m(z) = =& =1+ 2(y,(E - 2B)e)
~ | (2)] = 0 fir Re(z) — —oo, falls Grad nog > Grad ;.
Dabei ist die Dimpfungsordnung gerade € := Grad ng— Grad 1.
Die p-stufigen Runge-Kutta-Verfahren vom Typ Radau Ila sind L-stabil mit Damp-
fungsordnung € = 1 (nach Satz 3.79).

Bemerkung 3.81 Da bei steifen DGln insbesondere die Lipschitzkonstanten von f
sehr grof$ sein konnen, sind die Konstanten bei Konsistenz- bzw. Konvergenzordnungs-
aussagen enorm grofs. Dies macht sich praktisch durch eine scheinbare “Ordnungsre-
duktion” bemerkbar. Deshalb wurde eine Theorie fiir die Herleitung von Konvergenzre-
sultaten entwickelt, die nur mit einseitigen Lipschitz-Bedingungen an f auskommt (sog.
B-Konvergenz bei RKV). Danach sind p-stufige RKV vom Typ Gauf und Radau Ila nur
mit O(hP) konvergent (statt O(h?!)). Es existieren auch spezielle Existenzaussagen fiir
Losungen impliziter Verfahrensgleichungen auf der Basis einseitiger Lipschitzbedingun-
gen und mit nur moderaten Einschrinkungen an Schrittweiten hy (vgl. Hairer-Wanner
II, Kap. 1V.14, IV.15 und V.6).

Bemerkung 3.82 (Implementierung von Verfahren fiir steife DGLn.)

o Wichtig sind Steifheitstests (z. B. Versagen expliziter Verfahren oder Schitzung
von Lipschitzkonstanten)

o Wesentlich ist ein Gesamtkonzept zur Schrittweitensteuerung und Losung der
nichtlinearen Verfahrensgleichungen bei impliziten Integrationsverfahren.
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o [s existiert nicht das Verfahren fiir steife Differentialgleichungen; wichtig ist die
Analyse der praktischen Aufgabenstellung, der Dimension m und des asympto-
tischen Verhaltens von Lésungen. Ist m grofs, so sind wahrscheinlich implizi-
te Runge-Kutta-Verfahren ungeeignet ~~ Verfahren mit kleinerer Konsistenzord-
nung!

Literatur:
E. Hairer, G. Wanner: Solving Ordinary Differential Equations II, Springer, 1991.
K. Strehmel, R. Weiner: Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen, Teubner, 1995.

4 Numerische Methoden fiir Randwertaufgaben
gewoOhnlicher Differentialgleichungen

Wir betrachten Aufgabenstellungen der Form
7'(t) = f(z(t), 1)t € [to, T], r(x(to), 2(T)) = 0,
wobei f: R™ x [tg,T] = R™, r: R™ x R™ — R™.

4.1 Korrekt formulierte lineare Randwertaufgaben (RWAn)
und Greensche Funktion

Wir betrachten lineare Differentialgleichungen

7(6) = ADz(t) +alt)  t€ [fo,T] (4.1)

mit A € C([ty, T],R™™), ¢ € C([ty, T],R™) und Randbedingungen

mit By, By € R™*™ und d € R™.
Spezialfille von Randbedingungen sind:

e By=FE, Br =0, also x(tg) = d. Dann liegt eine Anfangswertaufgabe vor.
E 0 0 0

'BO_(O 0)’BT_(0 E)

e By = —By, also By(z(tg) —z(T)) =d

e By=1,Br=—I,d=0, also z(ty) = z(T) (Periodizitét)

Dabei ist E die m x m Einheitsmatrix.
Das folgende Beispiel zeigt, daf die (eindeutige) Losbarkeit der Randwertaufgaben von
den Randbedingungen abhéngt.
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Beispiel 4.1 Sei m = 2, und betrachte das Intervall [0,T]. Seien die DGL

2y (t) = wo(t) oder a4z =

xh(t) = —x1(t)  bzw. x

und die Randbedingungen

gegeben. Dann ist

. 01
= Az mit A_<—1 0)

ae(30) mo(00) a=(3)

Die allgemeine Losung der DGL lautet:
Xz (t) = C1%1 (t) + CQZQ(t) =C (

Die Randbedingung 1 (0) = 0 ergibt
0=1c1cos0+ cysin0 = ¢y,

und aus z1 (T') = 8 folgt
B =crcosT+cysinT = cysinT.

Ist nun T # 7wk fiir alle k € Z, so erhalten

wir Cg = z-=, also die eindeutige Losung

16 sint
v(t) = sinT ( cost ) '

Ist T = 7k fir ein k € 7Z, so liefert die
2. Randbedingung die Bedingung = 0. Ist
also B =0, so losen alle Funktionen

x<t>:cQ-(S““), 6 ER,

cost

die Randwertaufgabe. Ist B # 0, so existiert
keine Liosung.

cost sint
—sint ) T ( cost ) (1,2 €R).

x2

~

Losungen (co = 1,2,3) der Randwert-
aufgabe fir T = 2w und 5 = 0 (d.h.
die Randbedingungen sind x1(0) = 0
und x, (2m) =0)

Welche Bedingung miissen wir also an die Randbedingungen (4.2) stellen, damit die

Randwertaufgabe eindeutig losbar ist?
Die lineare Anfangswertaufgabe

' (t) = A(t)z(t) + q(t), te€lte,T], x(to) =z0, x0€R™, (4.3)
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besitzt eine Losung x(-,xq) € C([tg, T],R™). Diese hat nach Satz 1.15 die Form

z(t, xo) = X(t)zo + 24(t) = X(2) (350 +/t X_l(s)q(s)ds) t € lto, T,

mit einer Fundamentalmatrix X € C!([to, T],R™*™), die das homogene Differential-
gleichungssystem 1ost.
Durch Einsetzen der Losungen in die Randbedingungen (4.2) erhélt man

BoX(t0>ZE0 + BT(X(T)IL‘() + l‘q(T)) = d, oder
(BoX (to) + BrX(T))zo = d — Bray(T).
Satz 4.2

Die lineare Randwertaufgabe ist eindeutig losbar fir alle d € R™, q(-), falls die Matriz
M := By X (to) + B1z(T) regulir ist. Wenn die sog. Losbarkeitsmatrix
N——

=1

M = BQX(to) -+ BTX(T)

requldr ist, so ist die lineare Randwertaufgabe (4.1), (4.2) eindeutig losbar fiir beliebige
d € R™ und q € C([ty,T],R™). Die Lisung der Randwertaufgabe entspricht dann der
Lésung der linearen Anfangswertaufgabe (4.3) mit

Tog = M_l (d - BTIEq (T)) .
Fiir die Regularitit von
_ X (to)
ist die Bedingung Rang(By Br) = m notwendig.

Beispiel: (Fortsetzung Bsp. 4.1)
Wir betrachten nochmals die Randwertaufgabe aus Beispiel 4.1:

v (t) = a2(t),
xIQ(t) = _xl(t)7

ne(30) me(00) ().

Die Fundamentalmatriz ist dann

X(t):( cost sint>’

—sint cost

so dass man folgende Losbarkeitsmatriz erhdlt

1 0 1 0 00 cos T sinT
M:BOX(O)—I—BTX(T):(O 0)(0 1)+(1 O)(—sinT COST)
B 1 0
~ \ cosT sinT )’
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Diese Matrix ist genau dann requldr, falls T # wk fir alle k € 7 gilt.

Sei M regulir. Die Losung der RWA (4.1), (4.2) ist dann

2(t) = X(t) - M~} (d = Brag(T)) + x4(1)
= X(t)Mtd— X(t )M‘lBTX ft s)ds + X(t )f X(s)'q(s)ds
= X(t)Mtd + ft M’lBTX(T) + ])X(s)* q(s)ds

- thX(t)M_IBTX(T)X(S)‘lq(S)dS

und mit I = M 'ByX (to) + M~'BrX (T) erhalten wir weiter
= X(t)M7d+ [} X (t) M7 BoX (to) X (s) " q(s)ds
— [T X (t) M Br X (T)X (s)'q(s)ds.

Satz 4.3 Ist M regulir, so hat die eindeutig bestimmte Losung der Randwertaufgabe
die Form

w(t) = XM 'd+ [, G(t,s)q(s)ds, t€ [to,T], (4.4)

mit der Greenschen Funktion

XM 1By X ()X (s)™t s<t,
G(t,s) = : 1 (4.5)
—Xt)M'BrX(T)X(s)™" s>t.
Definition 4.4
Die Zahlen
K1 = max HX _IH,
te[to T (4 6)
ko = sup [G(t,s)]| '
t,s€(to,T]

heiffen Konditionszahlen der Randwertaufgabe.

Folgerung 4.5 Es sei M regulir. Zu q € C([to, T]),R™) und d € R™ erhalten wir aus
(4.4) fiir die Losung x € C*([to, T],R™) die Ungleichung

2]l < malldll + w2 (T = to) [lall

D.h. die Randwertaufgabe ist korrekt gestellt in Abhdngigkeit von den Daten (d, q).
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4.2 Nichtlineare Randwertaufgaben

Wir betrachten nun Gleichungen der Form

2 (t) = f(z(t),t), telto,T] (4.7)

mit f: R™ x [; — R™ stetig differenzierbar, [ty, 7] C I; C R, und den Randbedingun-
gen

r(2(to), a(T)) = 0 (4.8)

mit 7 = (r1,72) : R™ x R™ — R™ stetig differenzierbar.
Dazu betrachten wir die Anfangswertaufgabe

#'(t) = f(a(t), 1), telt,T], x(t)= o (4.9)

Sei

S(xo) :=r(xo,z(T,x0)) x9 € R™

wobei z(-, z¢) eine Losung der AWA (4.9) bezeichne.

S(l‘o) =0

ist eine nichtlineare Gleichung bzgl. z.

Fiir eine Losung z, € C*([to, T],R™) von (4.7), (4.8) gilt S(z.(to)) = 0.

Wir linearisieren die Randwertaufgabe (4.7), (4.8) in z, (Quasilinearisierung langs
x.(t), t € [to,T]), indem wir folgende lineare homogene Randwertaufgabe betrachten:

(1) = Ad(0)2(2),

(4.10)
0 = Baoz(to) + Burz(T),
mit
A = L, te o)

Bio = ri(z.(to), 2(T)), Bar :=1h(x4(to), 2.(T)).

Hierbei sind ] und 7/, die partielle Frechét-Ableitungen von r nach der ersten bzw.
zweiten Variable.

Die Fundamentalmatrix X, (t) zur DGL 2’ (t) = A, (t) z (t) ist Losung von
Xi(t) = A(t)Xu(t), teteT], Xi(to)=1I,

und es sei
M, = B, + B.r X, (T).

Wir formulieren die RWA (4.7) und (4.8) als Operatorgleichung im (reellen) Banach-
raum C([tg, T], R™) mit der Norm ||z]| := ||z]c + ||2/|| -
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Lemma 4.6 Die Abbildung F : C([to, T|,R™) — C([to, T],R™) x R™ definiert durch

F(z) = (2'(-) = f(x(), ), r(z(to), x(T))
ist Frechét-differenzierbar und fiir x,z € C*([to, T],R™) gilt
F'(z)z = (¢() = A(-)2(), Boz(to) + Brz(T))
af

At) = 8—x(x(t),t), t € [to,T], Bo:=ri(z(te),z(T)), Br:=ry(x(ty),z(T)),

und F'(x) ist linear und beschrinkt von C([ty, T],R™) in C([ty, T],R™) x R™.
Fiir jedes x € C'([ty, T],R™) und € > 0 existiert ein 6 > 0 mat

7€ Cl([to, T],R™), |lz — 3| < 6 = ||F'(z) - F'(3)]| <.
Beweis: Seien x,z € C'([tg, T|,R™). Dann gilt

lo(z,2)| = |F(z+2) - F(z) — F'(z)z]
= mac | F(a(0).1) = Flat) + 2(0).0) + g—fwmzwu
Hlir(e(to) + =(to), &(T) + 2(T)) — r(z(to), «(T))

—ri(z(to), 2(T))z(to) — ra(z(to), z(T)2(T)||
/ (gi( (£),£)2(t) — g£< (1) + 72(0), )2(1) ) dr |

< sup
tefto,T)

of of
< (tes[i% S (@(t),0) = S (a(t) + 2(0),)|dr

+ Fl(@(to) + 72(to),2(T) + 72(T)) = 4 (w(to), o(T)) | dr

| rhtatto) + malto), #(T) + w(T)) = riatto). 2(T)) [ar) el

nach dem Mittelwertsatz im R™ (vgl. Heuser, Lehrbuch der Analysis Teil 2, Kap.
167). Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableltungen , my und ) existiert fiir jedes

vorgegebene € > 0 eine 9 > 0, so dass der Ausdruck in der Klammer kleiner als ¢ ist,
falls ||z]|oo < 9, d.h.

lw(z, 2)|| < ellzlle <ellz]l, falls [|z[] <6

D.h. ||w(z, 2)|| = 0 falls ||z|| — 0.
Offenbar ist F”(z) eine lineare Abbildung von C*([to, T],R™) in C([te, T],R™) x R™.
Sie ist aber auch beschréankt wegen

17@el = |2 = 2 @), 92|+ I atto) 2(D)2(t0) + rytatto), o)D)

of
I/lloo + mas || 55 (0).1)

< K (12 llo + l12le0)

IN

I lle -+ mas [ (to), 2(T))] 2]l

N
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mit einer geeigneten Konstanten K > 0. Deshalb ist F’(z) die Frechét-Ableitung von
F in z. AuBerdem gilt fiir 7,2 € C([tg, T|,R™) mit ||z|| < 1, dass

1P @)z = P@)l < [0 - a0

te(to, T
+2 meax |ri(x(to), 2(T)) — ri(Z(to), 2(T))|l

e 2¢

< -+ —=¢, falls |z -7 <9,
3 3
wobei & € (0,1] aus der gleichméBigen Stetigkeit von 2L auf B(0, ||2[w + 1) X [to, T]
und von 7y, i = 1,2, auf B(0, [|]|ee + 1) X B(0, |[[2[|o + 1) zu vorgegebenem £ gewéhlt
ist. UJ

Satz 4.7
Sei x, € C'([to, T],R™) eine Léisung der RWA (4.7), (4.8), und es sei die lineare
homogene RWA (4.10) nur trivial l6sbar. Dann gilt:

(a) x ist isolierte Lisung der RWA.
(b) Fiir hinreichend kleines § > 0 sind die gestorten RWAn

2(t) = fa(t), ) +q(t), t€ [to,T), (4.11)
T(l’(to),l’ T)) = d: (412)

eindeutig losbar, falls ||q|| ., + ||d|| <.
Die Losung x der RWA hingt stetig von (q,d) ab.

(¢) Alle AWA (4.9) mit xo € B(x.(to),d), 0 > 0 hinreichend klein, besitzen Losungen,
die auf [to, T| definiert sind. x(t,xo) ist stetig differenzierbar bzgl. xq.

(d) Die Abbildung S(xq) := r(xo, x(T,x0)) ist wohldefiniert auf B(x.(ty),d) und dort
stetig differenzierbar. Es qilt S'(x.(to)) = M.

Beweis:

(a) Mit der Abbildung F aus Lemma 4.6 haben wir die Aquivalenz
F(x)=0 <z erfillt die RWA (4.7), (4.8)
Nach Lemma 4.6 ist F' stetig Frechét-differenzierbar. Die Gleichung
F'(z,)z=0

ist die Randwertaufgabe (4.10). Nach Voraussetzung ist diese nur trivial 16sbar,
d.h. F'(z,)z =0« 2z = 0. Also ist F'(z,) injektiv. Mit der Losbarkeitsbedingung
(Satz 4.2) folgt dann die Regularitdt von M, und damit die Bijektivitit von
F'(z,). Die Aussage folgt schliellich aus Lemma 2.22.
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(b)

Zu x € CY([to, T),R™), p = (¢,d) € C([to, T],R™) x R™ sei nun
H(z,p) := F(x) — p.

Die Gleichung H (z,p) = 0 entspricht der gestorten RWA (4.11), (4.12). Es ist
H(z.,0) = F(z,) =0,

H ist Frechét-differenzierbar bzgl.  (nach Lemma 4.6), und es ist
H!(z,,0) = F'(x,) bijektiv.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen im Banachraum C* x (C'x R™) existiert
dann eine eindeutig bestimmte Funktion

¢ : Boxgm(0,0) — Ber(zs, p), p <9,

mit der Eigenschaft
H(e(p),p) =0 fiir alle p € B(0,0).

Also hat die Gleichung F(x) = (g, d) fir ¢ € C([to, T]|,R™), d € R™, ||q|| . +d]| <
J, genau eine Losung ¢(q,d) in Bei(x,, p). Uberdies ist ¢ stetig differenzierbar
in B(0,0).

Wir untersuchen die , kiinstliche” RWA (4.7) mit der Randbedingung
x (to) = 4 (to):
P(t) = fla(®).t), te€lt,T]
Hz(t), z(T)) =

7(u,v) == u—z(ty), u,veR™

o

Diese RWA hat die Losung z,. Es ist
M(u,v) =E und  7y(u,v) =0,
also B*O =F, é*T =0, M* =F, A* =A,.
Nach (b) sind dann die gestorten , kiinstlichen” RWAn
?(t) = fx(t), 1) +q(t), € [to, T],
Pa(to), x(T)) = d, (& x(ty) = . (to) + d)

lokal eindeutig 16sbar. Die Losung = = (g, d) ist stetig differenzierbar bzgl. (¢, d).
Speziell ist fiir ¢ = 0 die Losung z = (0, d) stetig differenzierbar bzgl. d. D.h.
die AWA (4.9)

v(t) = flx(t),t), t€ [k, T],
ZL‘(to) = [L’*(to)—{—d,

ist fiir ||d|| < & lokal eindeutig losbar, die Losung x = $(0,d) € C*([ty, T], R™)
ist stetig differenzierbar bzgl. d.
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(d) Nach (c) ist S(zo) = r(zo, x(T, x¢)) wohldefiniert fiir xy € B(x.(ty),d) und dort
stetig differenzierbar. Es bleibt S'(z.(ty)) = M, zu zeigen. Es gilt

S'(x0) = 7 (xo, (T, x0)) + 15 (0, 2(T, x0)) - Er x(T, zp).
und die Berechnung erfordert die Losung des linearen Matrizen- Anfangswertpro-
blems
d 0 0 0 0
E&?—xox(t’xo) = a—i(w(t,xo),t)a—%x(t,xo), t € [to, T, 8—%x(t0,x0) I.
Mit xg = z4(to), x(t, o) = x4(t), X(t,20) := %x(t,xo) folgt
of
X't a.(to) = 5-(2:(0), 1) X (E 2 (b)), X(t,2(t0)) = 1.
Ax(t)
Lt

Diese AWA hat die Losung X, (t) = X (¢, z.(to)). Folglich gilt

S'(@4(to)) = r1(z+(to), 2:(T)) + ro(2.(to), 2.(1)) Xu(T)
— Buo+ B X.(T) = M,.

O
4.3 Schief3verfahren
Wir betrachten Randwertaufgaben der Form
2 (t) = f(x(t),t), tE€lty, T
(t) = f(z(t),1) [to, T (4.13)
r(z(ty),z(T)) = 0

Sei x, € C'([ty, T], R™) eine Losung und sei M, regulir.
Nach Satz 4.7 ist die ,,Schieffabbildung* S

S(xo) := r(xo, z(T, x0))

in einer Umgebung von (o) definiert und stetig differenzierbar.

Es gilt S'(z.(tg)) = M..

Um das Randwertproblem (4.13) zu lésen, miissen wir xy so bestimmen, dass das Paar
(xo,z(T, x0)) die Randbedingung erfiillt, d.h. wir miissen die Gleichung

S(CL’()) =0

losen.

Folgerung 4.8
Es sei v, € C([to, T],R™) eine Losung der RWA (4.13) und M, sei requlir. Dann gilt
fiir das nichtlineare Gleichungssystem

S(l’o) = 0,
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dass eine Losung x. = x.(ty) existiert mit S'(x.) = M, reguldr. Folglich kinnen
Newton-dhnliche Verfahren der Form

2t =g — AS (M), n=0,1,2,...

mit HIL’gO) — Z40|| < 0 und hinreichend kleinem § > 0 angewendet werden.

Es sei angemerkt, dass die Matrix M, sehr schlecht konditioniert und 6 > 0 aufleror-
dentlich klein sein kann.

Zur Berechnung von S(zg) muss z (7, x¢) bestimmt und folglich ein Anfangswertpro-
blem gelost werden. Dies wird praktisch mit fiir die Anfangswertaufgabe geeigneten
Integrationsverfahren (aus Kap. 3) realisiert. Da die Berechnung von Funktions- und
Ableitungswerten also aufwendig ist, sollten Methoden mit sehr guten Konvergenzei-
genschaften verwendet werden. Dies spricht fiir Newton-dhnliche Verfahren mit iiberli-
nearer Konvergenz. Da Ableitungen einen besonderen Aufwand darstellen (m Anfangs-
wertprobleme !), erscheinen Quasi-Newton-Verfahren als besonders geeignet.

Héufig hdngen aber die Losungen (-, zg) sehr empfindlich von x4 ab, wie das folgende
Beispiel verdeutlicht.

Beispiel 4.9 (Stoer-Bulirsch)
Wir betrachten die Randwertaufgabe

() = ( 1 )x(t), t€10,10), 21(0) = 1, 21(10) = 1,

mit dem charakteristischen Polynom p(\) = A(A — 1) — 110 und den Eigenwerten
Die Lésung x(t,z) der Differentialgleichung, die der Anfangsbedingung x(0,z) = z
gentigt, hat dann die Form

. 1121 — 29 10t 1 102’1 + 22 11t 1
x(t,z) = —a7 ¢ 10 )7 ——>1 ¢ 0 )

Die Liosung z.(-) zu den Randbedingungen besitzt den Anfangswert

= 0.(0) - 1
HEET c04 a7 )

Konnen wir z, aber nur mit z.B. 10-stelliger Genauigkeit berechnen, so erhalten wir
den Ndaherungswert

] 1
T ( —10+109)‘

Die exakte Losung x (t,z) zum Anfangswert Z liefert nun aber

21 - 107967100 10796110
21 21

1 -9
81 M0 28-10% £ 1

x1(10, 2) =

Q
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Das Beispiel zeigt, dass die Berechnung des Startwertes z( selbst mit hoher Genauigkeit
nicht garantiert, dass sich die Werte z(t,z¢) mit #hnlicher Genauigkeit bestimmen
lassen. Fiir Systeme, die die einseitige Lipschitzbedingung von Satz 1.11 erfiillen, gilt
die Abschétzung

(2, z0) — x(t, Zo) || < exp(y(t = to))|lzo — Zol],

d.h. der Einfluss fehlerhafter Anfangsdaten kann exponentiell mit ¢ wachsen.

Diese Abschéitzung zeigt aber auch, dass der Einfluss ungenauer Anfangsdaten durch
Verkleinerung des Intervalls [to, t] beliebig klein gemacht werden kann. Dies fithrt zur
Idee der Mehrzielmethode.

Wir zerlegen [ty, T in Teilintervalle ¢y < t; < ... < ty = T. Die Werte z(t;) der
exakten Losung z(t) der Randwertaufgabe 4.13 an den Stellen tg, ..., ¢, sollen nun
gleichzeitig iterativ berechnet werden.. Wir betrachten dazu die Anfangswertaufgaben

d(t) = flz(t),t) Lt

G=1.....N).
r(tj1) = 21,

und bezeichnen deren Losungen mit z(¢; z;_1,t;-1), t € [t;—1,;].

1
X 1
05— /
0] 1 2 3¢ 5

-0.5 t \
-1

Die Aufgabe besteht nun darin, die Vektoren zy,...,2zy_1 so zu bestimmen, dass die
aus den x(t; z,_1,t;_1) stiickweise zusammengesetzte Funktion z(t),

I‘(t) = .fC(t,ijl,tjfl), t e [tjfl,tj), j: 1,...,N,
z(ty) = z(tn, 2n-1,tN-1),
stetig ist, also eine Losung der Differentialgleichung z/(t) = f(z(t),t), t € [to,T],

darstellt und dariiber hinaus die Randbedingung r(z (o), z(7T")) = 0 erfiillt.
Mit den Stetigkeitsbedingungen

x(tj7zj—17tj—1):Zj, ]:1,,N—1

werden die Segmente zu einer Funktion auf [ty, 7] zusammengesetzt. Diese Funktion
ist automatisch stetig differenzierbar und eine Losung wegen der Erfiilltheit der Glei-
chungen.

Zusétzlich benotigen wir die Randbedingung

T(Z07 'I(t]\H ZN—1; tN—l)) — 0
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Dies ergibt ein nichtlineares Gleichungssystem im R™ bzgl. 2, ..., zy_1 € R™:

S(z)=0

mit der Schiefabbildung

x(tl,ZO,t()) —z1 20

S(z) = : , Z=
T(tN_1,2N—2,tN—2) — ZN-1

ZN—
T(ZO,$(tN,ZN_17tN_1)) N=1

Sei x, Losung der RWA (4.13) und sei M, regular. Sei

Zx0 uan (to)

ZxN—1 m*(thl)

Nach Satz 4.7 ist S(z) dann wohldefiniert fiir z; € B(z.;,6), j = 0,...,N — 1, und
stetig differenzierbar.

Um Newton-dhnliche Verfahren anwenden zu konnen, ist die Regularitiat von S’(z,)
wiinschenswert. Definiere dazu

0 .
Xj(t) = a—zl'(t, Zj,tj), ] = 0,...,N— 1,
J
0 .
X*J(t) = 5.’13(15, Zj,tj) s ] = O,. o ,N — 1.
J

2j=Zxj

Wie wir im Beweis von Satz 4.7(d) gesehen haben, ist

/ of .
X(t):£(x(t,zj,t]),t)X](t), Xj(t]’):I, jZO,...,N—l,

und
Dann ist S'(z) =

3%0(30@1,207150) —z1) a%l(x(tl,zo,to) —z) O 0
0 a%l(x(tg,zl?tl) — 22)
, 0 0 62272(...) 82375(56(151\/_1’21\[_2,@\[_2) —2ZN—-1)
9507 (20, 2(tN, 2N —1,tN-1)) 0 0 g7 (20,2(tN, 2N—1,tN-1))
Xo(t1) I 0 0
0 Xi(ta) —I 0
= : : 0
0 : C o Xnoa(tno) —I
i (z0, z(tN, 2N—1,tN-1)) 0 0 rh(z0, (tN, 2N—1,tN-1)) XN_1(tN)

86



und speziell fiir z = z,:

S(z«) = 0,

Xo(t1) —I 0 0
0 Xu(ta) —I 0
S'(z) = : E - . 0
0 X*N—Q(tN—l) —7
B.y 0 0 B Xin-1(tw)

Sei y = (yo,...,yn_1)7 € R™ mit
S'(z)y = 0.
Fiir die Regularitiat von S’(z,) miissen wir y = 0 zeigen. Aus S’(z,)y = 0 folgt

Xo(t)y = i,

Xin—o(tN-1)Yn—2 = Yn-—1,
B.oyo + Bir Xan-1(tn)yn—1 = 0,

und die letzte Zeile wird zu
Bioyo + Bir Xun-1(tn) -+ - Xuo(t1)yo = 0.

Es galt:

(4.14)

Xi(t) = A(t)X.(t), t € [to, T], Xi(ty) = E. Nach der Eindeutigkeit der Losung von

Anfangswertaufgaben folgt
X.(t) = Xaolt),
also speziell fiir t = ¢4
Xio(t) = Xu(th) .
X.1(t) Xso(t1) ist Fundamentalmatrix und

X (t1) Xuo(t1) = Xuo(t1) = Xu(t1) -
——

=F

Dann folgt wegen der Eindeutigkeit der Losung von AWAn, dass
X (t) Xuo(t1) = Xo(2),

also speziell fiir t = 1
X (t2) Xuo(t1) = Xu(ta) .

Setzen wir dies fort, so erhalten wir
X1 () Xan—2(ty-1) - - - Xuo(t1) = Xu(t)
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und speziell fiir t =ty

Xan-a(tn) - Xao(th) = Xi(ty) -
Einsetzen in (4.14) ergibt

0 = B.oyo + Bar Xu(tn)yo = Myyo -

Aus der Regularitéit von M, folgt dann yy, = 0 und zuriickeinsetzen ergibt dann gy, = 0,
y2 =0, ..., ynv—1 =0, also y = 0. D.h. S’(z,) ist regulér.

Beispiel 4.10
Sei m = 2 und wir betrachten das lineare Randwertproblem

1 — 19 cos(2t) 19sin(2t)
( 19sin(2t) 14 19 cos(2t) ) z(t) +q(t), t € 10,7,

w0 +am) = (175).

mat ,,passender” Funktion q. Dann ist

T'(t) =

BUZE, BT:E, /{11,%2%2.
19¢! (sin(2t) — cos(2t
)= ( 134z — oz

19¢! (sin(2t) + cos(2t))

B B 1 —19cos(2t) — A 19 sin 2t
p(A) = det(A(t) = AI) = 19 sin 2¢ 1+ 19 cos(2t) — A
= 1—19%(cos?(2t) + sin®(2t)) — 2\ + A2
— —360 — 2\ 4 A?

)\1|2 - 1i\/1+36021i19

Die Lésung des Randwertproblems ist

wi=( 5 )

und die Fundamentalmatriz ist

: 18t
X(t) = < cost sint ) ( eo ;)Ot ) it X(O) 5

—sint cost e
Dann st
e~187 1+ e 187 0
M_I+< O 6207r - 0 1+620ﬂ )
so dass

condy (M) = ||M||1||M 7, ~ e**" ~ 1.9 - 107".

Fiir die Konditionszahlen von S'(z.) = M erhdlt man
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1 1 1.9 - 10%

1 1.2-10°
9 1 1.1-10°
15 1 6.9 - 101
24 1.1 1.6 - 10!

Nachdem sich am Beispiel verbesserte Konditionszahlen fiir S’(z,) fiir wachsendes N
gezeigt hatten, stellt sich die Frage nach einem allgemeinen Resultat fiir diese Kondi-
tionszahlen.

Satz 4.11 Sei x, € C' ([to,T],R™) Lésung der Randwertaufgabe (4.13), M, sei re-
guldr. Es gelte |Byl| < 1 und ||Bur|| < 1. Seien k1 und ko die Konditionszahlen der
i x, linearisierten RWA.

Dann ist die Abbildung S der Mehrzielmethode zur Zerlegung to <ty < ... <ty =T
auf einer Umgebung von z. = (z.(to), ..., z.(tn_1))T € R™ definiert und dort stetig
differenzierbar. Es gilt S (z,) =0, S’ (2.) ist requldr und

cond($'(2.)) < (k1 + (N = Da) - (14 max [ X ()] )

bzgl. der Block-Zeilensummen-Norm auf RmN>*mN

Beweis: Die Wohldefiniertheit und stetige Differenzierbarkeit von S in einer Umgebung
von z, folgen aus Satz 4.7. Die Regularitat von S’(z,) haben wir gerade gezeigt. Es
bleibt die Abschétzung der Kondition zu zeigen. Die Kondition ist definiert als
cond(S'(2)) = 15" (z )|l | S (=) 7] -
Es ist
Gu(to,t1) -+ Gulto,tn-1) X (to) M
S'(z)7 = : : :
Gultn-1,t1) -+ Gultn—1,tnv—1) Xi(tw—1) M
mit der Greenschen Funktion (vgl. (4.5))
G.(t,s) = X, ()M B X, (t0) Xi(s)™! s <,
AT XM B X)X (s) 7 s >t
denn es gilt blockweise
(S'(2:)8' () 11 = —Xao(t1)Gulto, t1) + Gult, t1)
= Xoo(t1) X (to) M Bur Xo(T) X (t1) ™ + X (t1) M Bio X (to) X (t1) ™"
—_—
Xi(t1)
= X*(tl)M*_l(B*TX*(T) + B*OX*(tO))X*(tl)_l
=1
(S/(Z*)S/(Z*)_I)IQ = _X*O(tl)g*(th t?) + g*(tlth)
= X.0(t1)Xu(to) M ' Bup Xo(T) X (t2) ! — X (1) M  Bor X (T) X (t2) 71
=0
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usw. Nach Definition von x; und ko (vgl. (4.6)) ist

| X ()M < K1t € to, T]
1G(t, )|l < Ky t,s€ [to,T]

Damit ist also

und

18 = max{ _max (14 [ XiCtiz)l) | Beol| + | Ber Xona ()] }
= -_— v A

<1 < Xun—1(En) ||

i=0,...,

O

Obwohl sich durch den Term (N — 1)k9 eine gewisse Vergroflerung der Konditionszahl
mit wachsendem N ergibt, besteht der entscheidende Gewinn in der Ersetzung von
|X.(T) dureh_max ([ Xl

N—

-----

Bemerkung 4.12 Zur Abschitzung von || X.;_1(t;)| definiere

;= max ||A.(t =0,...,N—1),

= max AG] )

o= max ||A.(t)]] = max{uo,...,un-1},
t€(to,T]

d.h. pj < p. Wegen
X)) =A)Xya(t), teltnt], Xgaltia) =1,

1st dann

X (8))]] < eramtltamtamn),

Im Spezialfall h = T;Vto, tj =to+jh, pj < p, folgt dann

T —t

cond (S'(2,)) < (k1 + (N — D)rg) (1 +e") < (k1 + ko) (1 + e,

Im Idealfall méchte man | X (tj11)]| <k, j=0,...,N —1, mit k = 10 oder x ~ 100
erreichen.
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4.4 Kollokationsverfahren

Wir betrachten wieder die nichtlineare Randwertaufgabe (4.7), (4.8) und nehmen an,

dass sie eine Losung x* besitzt, und der Einfachheit halber, dass m = 1 gilt, d.h.

die Differentialgleichung skalar ist. Am Schluss des Kapitels diskutieren wir kurz die

Erweiterung der Ergebnisse auf m > 1. Wir betrachten die Zerlegungen
Znito<ti <o <t =T (neN)

n

des Intervalls [to,T| mit h, = _max, p. hg") = t§n) — t§-7i)1,

tyi)% = tgﬁ)l - %hE.”) (Mittelpunkt von [té@l, t§n)]). Nachfolgend werden wir den Index n
an den Gitterpunkten und an N meist weglassen.
Wir betrachten wieder den Banachraum X := C'([ty, T]) mit der Norm ||z|| := ||7]|o +

||| oo Wie vor Lemma 4.6 sowie fir n € N die Teilrdume

i =1,...,N,, und

X, := {u € C'([ty, T]) : u ist ein kubischer Spline auf Z,, d.h. u ist auf jedem
Teilintervall von Z,, ein Polynom vom Grad < 3}.

Jedes u € X, ist eindeutig bestimmt, falls

w; = u(ty), u'(t;) := u;

17

i=0,1,...,N,

vorgegeben sind.
Ansatz:
U; — Uj—1

h. +(t—tl_l)(t—tl)vl—i—(t—tz_1)2(t—tz)wz (t S [ti—latiD

u(t) = w1+ (t—ti1)

Die Koeffizienten v;, w; werden aus den Bedingungen

u'(t;) = u;

17

i=0,1,...,N,
bestimmt. Es gilt nach Ansatz

W(t) = “SE= (=)o 4 (8= ti) v + 200 — tim1) (E— t)w; + (t — ti1)*w;
Uy = % — h;v; oder wv; =+ (M _ u;_1>
up = "= 4 b+ hw,

_ 1 / Ui —Ui—1 /

7

D

hi hi

/
[

Wir definieren nun den Restriktionsoperator r,; X — X,, durch r,z(t;) = z(¢;) und
(rpx)(t;) = 2'(t;) fiir i = 0,..., N. Dann ist r, linear und ein Projektor.

Wir betrachten weiterhin eine Diskretisierung fiir Y = C([to,T]) x R mit der Norm
|(v,a)|| = ||v|loo + |a], ndmlich die Teilrdume Y,, := V,, x R, wobei

Vo i={v € C([to, T]) : v ist stiickweise quadratisch auf Z,} (n € N).
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I

v € V, ist eindeutig bestimmt durch v(¢;) = v;, i = 0,..., N, und v(ti_%) = v;_
i=1,...,N.Firt € [t;_1,t;] besitzt v(-) die Darstellung

N[ =

Ui—% — Vi—1 V; — 2’01»_% + v
(*) v(t) =vi1+ (t - ti—l)T +(E—tim)(t = t;_1) T},2
Restriktionsoperator: 7, : Y — Y,
Tn(v,a) = (v,,a), wobel w,(t;) = v(t;), i=0,...,N,
/Un(tz_% :/U(tl—%)7 Z: 1,...7N

7, ist ebenfalls ein linearer Operator.

Lemma 4.13
Falls h,, — 0, so sind (X, X, 1) und (Y,Y,,7,) diskrete Approzimationen und es gilt

lim ||rp,z — || =0 (Vo€ X) und lim ||[7p(v,a) — (v,a)|| =0 (VY(v,a) €Y).
n—oo n—oo
Die diskrete Konvergenz entspricht der Konvergenz in X bzw. Y.

Beweis: Die Funktionen 7,z stellen interpolierende kubische Splines mit Hermite-Rand-
bedingungen dar. Deshalb konvergieren sie und ihre Ableitungen gleichméfig gegen x
bzw. deren Ableitung 2/, falls sie in Gitterpunkten tg-n), 7=0,...,N,, n €N, interpo-
lieren mit h, — 0 (vgl. Himmerlin-Hoffmann, Kap. 6.5.4). Die erste Komponente von
Tn(v,a) stellt einen interpolierenden quadratischen Spline dar, der gleichméBig gegen
v konvergiert (vgl. Powell: Approximation theory, Cambridge Univ. Press 1991). O

Der Operator F': X — Y wird wie in Lemma 4.6 definiert durch

F(z) = (a'(-) = fz(-), "), r(x(to), z(T))).
Diskretisierung des Operators:

F,: X, — Y., Fu=(v,r(u(t),u(ty))),

wobei v € V,, die Eigenschaft hat
o(t;) = W(t) — flulti). t;), i=0,...,N,
=1,..., .

’U(tZ 1) = ul(ti_%) —f(u(tl_%),tz_%% 1 =1, ,
Diskretisierte Operatorgleichung:

bedeutet z,, € X,, mit r(x,(to), z,(ty)) = 0 und z,, geniigt der Differentialgleichung in
den Diskretisierungspunkten

to, t%, tl, t%, to, ..., tN—l? tN—%? tn (KOHOk&tiOD).
Die Gleichung (4.15) ist deshalb dquivalent zu (2N +2) Gleichungen fiir die Unbekann-
ten x,(t;), z/,(t;), i =0,..., N, wodurch z, € X,, eindeutig bestimmt ist.

Nach Lemma 4.6 ist I’ Frechét-differenzierbar auf X und F’(z*) ist injektiv (d.h.
N(F'(z*)) = {0}), falls die “Losbarkeitsmatrix” M, # 0 ist (vgl. Satz 4.7).
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Lemma 4.14 Die Operatoren F,, : X,, — Y, sind Frechét—diﬁere@zierbar auf X,, und
die Operatoren F! (r,z*) sind fredholmsch mit ind (F (r,x*)) = 0. Uberdies gilt: Ve > 0
340 > 0 so dass Vn € N

20 = raa®|| <6 = || Fy(2n) — F(raz")|| < €.

Beweis: Nach Definition des Operators F), gilt analog zu Lemma 4.6 fiir dessen Fre-
chét-Ableitung in u € X,

F(u)z = (v, 7 (u(to), u(T))z(to) + ry(ulto), w(T))z(T)) (V2 € Xa),

wobei v € V,, die Funktion mit der Eigenschaft

olt) = #(6) = S (ulti) )2() = 0,510 N = 2,N)

ist. Wegen der Gestalt von v (siehe (*)) gilt

[olloe < 9max{lo(t;)], [olt,_s| 15 =0,1,...,N,i=1,...,N}

:
Deshalb ist F(u) linear und auch beschrinkt wegen

IFsw)2loe < o+ (9, mass |9 ), 0] + 2ma ot utro) w1

te[to,T) 1=

Die Ableitungen F) (u) fredholmsch mit ind (F)(u)) = dim X,, —dim Y], = 0. Ferner gilt
fiir die beiden Komponenten von F! (u)z — F) (u)z fur ||z||e < 1:

172 w): = Fi@)shlle < max | o0 - S,

[F(w)z = Fy(@)2]e] < 2max|ri(u(to), u(T)) —ri(a(to), a(T))]

Wegen der gleichméfigen Stetigkeit von % und 74, ¢ = 1,2, auf kompakten Mengen ist
deshalb fiir gegebenes u und kleines ||u — ||« auch || F) (u) — F! (@) klein. O

Lemma 4.15 FEs gelte h,, — 0.
Die Folge (F)(rna*)) konvergiert regulir gegen F'(z*), d.h. F}(r,z*) N F'(z*) und
|znl| < const und (F)(rpx*)x,) diskret konvergent = (x,,) ist diskret kompakt.

Beweis: Fiir die Operatoren F) (r,z*) gilt fiir jedes z € X, mit ||z|| <1

F!(rnz*)z = (vn, Baoz(to) + Berz(T))
1F (rna) 2]l < Nonlloo + | Buol + | Barl,

wobei v,, der quadratische Spline in V,, ist mit

Un(ti) = Z/(tz) - A*(tz)Z(tz) =, 1= 07 1, cee ,N7
onltiog) = 2(tiy) = Aultio)z(ting), i= 1,0 N,

> > >
und w, = r,x* der kubische Spline mit w,(t;) = 2*(t;) und u,(¢;) = 2" (¢;) fiir alle

j=0,...,N,ist. Da u, in X konvergiert und A,(-) stetig ist, existiert eine Konstante

93



¢ > 0, so dass max{|v(¢;)], lo(tio] 2y =0,1,....,Nyi=1,.. ., N} < c. Wegen (*) gilt
dann fiir ||v, ||, dass

anHoo < 9c.

Folglich ist die Norm || F (r,x*)|| gleichmé&Big beschriankt und es geniigt nach Satz 2.13
fir F (r,z*) N F'(z*) zu zeigen, dass || F) (r,z*)rnz — 7, F'(2*)z|| — 0 falls n — oc.
Dies ist nicht schwierig zu zeigen (Ubung).

Ist schliefllich z, € X, mit ||z,|| < C = const fiir alle n € N und (in Y') konvergenter
Folge (F) (rpz*)xy), so gilt ||z,]|ee < C und |z,(t) —z,(s)| < |t —s| fir alle ¢, s € [tg, T
und n € N. Dann ist (x,) zunéchst relativ kompakt in C([tg, T]) mit || - ||o nach dem
Satz von Arzela-Ascoli. Die erste Komponente von F! (r,z*)x,, ist v, € V,, mit

Un@j) = xn(tj) — a—x(rn:z: (tj>,tj)£l?n(tj) (j = 0, 5, 1, C.. ,N — 5, N)

Da die Folge (%(rnx*(tj), t;)x,(t;)) fiir jedes j eine konvergente Teilfolge besitzt und
(vn) gleichméBig konvergiert, muss auch die Folge (27,(¢;)) fiir jedes j eine konvergen-
te Teilfolge besitzen. Daraus folgt schlieBlich, dass auch die Folge (z!) eine Teilfolge

n

besitzt, die gleichméfig konvergiert. O

Satz 4.16 (Konvergenzsatz fiir Kollokationsmethoden)

Es seien f und r stetig differenzierbar, x* sei eine Losung der nichtlinearen RWA und
M, sei regulir. Es gelte h, — 0.

Dann existieren ein ng € N und ein o9 > 0, so dafi die Gleichungen

Fox, =0 (n>ny)
eine lokal eindeutige Lisung x) besitzen und
sowie
Cr||Farna™|| < [z, — raa™[| < Col| Farpa™|| = O(hn)

Beweis: Unser Ziel ist die Anwendung von Satz 2.20. Wegen der Lemmata 4.14 und
4.15 sind neben (i)—(iv) auch die Voraussetzungen (v), (vi) und (vii) von Satz 2.20
erfiillt. Es bleibt (viii) zu zeigen, ndmlich

d
Forpx® — Fa* =0.

Dann wiirde die Aussage aus Satz 2.20 folgen.
Wir betrachten zunéchst w, := r,z*. Nach Definition ist u, der kubische Spline, fiir
den wu,(t;) = z*(t;) und w) (¢;) = 2™(¢;), j =0,..., N, gilt.

Forpa® = Fou, = (g, r(ug(to), un(tn))) = (g, r(x*(tg), *(tn)))
- (UTLJ O) I
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wobei v, € V,, der quadratische Spline mit

vn(ti) = up () — f(un(ts), t:) = 2™ (t:;) = f(a*(t:), t:) =0, i =0,1,..., N,
Un(ti—%) = ;(tz’— ) - f(un(ti—l)ati—%)v i=1,...,N.

Zu zeigen ist folglich

u
u

1
2

v, =0 d.h. max |vn()|—>0 fir n — oo.
te(to, T

Wir zeigen zunéchst, daf§ gilt: Un(ti,%) —0

’Un(tif%) = u;(ti,%) — f(un(tzé%)atz;%)
_Un(li) —ualtiog) 1 1 h2 h2
— h, - §hm + §hm 2" i + i f(un(ti_%),ti_%)

Up tl — Up ti, hZQ
= Lol Ztallen) B )ty
wegen der Darstellung fiir Elemente aus X,, bzw. deren Ableitungen. Es ergibt sich
Un(ti) — un(tiz1) hi 1 Un(t;) —un(tic1) |
hi 1R CACES i +u (1)
_f(un<tz é)’ z—%)
3 (un(ti) —un(tic)) 1
= 3 (M) - R ) - Sttty

_ 3 ;(;*(tz) — CL’*(ti—l) . l(l’l*(tz) + ;p/*<ti,1))

Up(t;_1) =

2

2 hi 4
1 1
= {(Getin) (6)) = Shitel(8) = (1)) iy )
=unzt:-_;)
2

und deshalb

wunltioy) = 2@ (tiy) + () = (@ (1) + (1 y) + O(h)

@ty 1)+ O(h2). 1) + O(hy)

= (ty) — ot %> " 0<h2> toy)+O(h)
= O(h;)
Wegen der Darstellung von v, € V,, und v, (t;) = 0,7 =0,..., N, gilt
vn(ti_ 1 ) 2vn(ti_ 1 )
:2tt11<1_(t—t %)%lhz> ( )t [z 1, ]
~ o)) < 2- (14 )|Un(t>%)! = O(h;), t € [ti1, ]
~ anHoo = tg[}t?}ii] o, (2 >| = O(hn)
[ Farpr®]| = vnllee = O(hn)



und die Aussage folgt aus Satz 2.20. U

Abschlieflend sei angemerkt, dass die Konvergenzaussagen fiir Kollokationsverfahren
auf den Fall m > 1 erweitert werden kénnen, indem in den Rdumen X,, und Y,, die in-
terpolierenden kubischen bzw. quadratischen Splines fiir jede Komponente von x bzw.
y extra definiert werden.

Literatur:

U. Ascher, R. Matthej, R. Russell: Numerical solution of boundary value problems for
ordinary differential equations, Prentice-Hall, 1988.

5 ODE Software

NAG (Numerical Algorithms Group) Library (Fortran, C) www.nag.co.uk

Explizite Runge-Kutta-Verfahren

variable order, variable step Adams-method
e BDF

Collocation code

multiple shooting code

ODEPACK (Collection of ODE Solvers) www.netlib.org/odepack/opkd-sum
COLSYS (collocation code) www.netlib.org/ode/colsys
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