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Numerik partieller Differentialgleichungen I

1. Übung

Aufgabe 1.1

Betrachtet wird die partielle Differentialgleichung
n∑

i=1

xi
∂u

∂xi

= κu

mit κ ∈ R. Zeigen Sie:

a) Eine Funktion u ∈ C1(Rn\{0}) löst die Gleichung genau dann, wenn u positiv homogen
vom Grad κ ist (d.h. u(λx) = λκu(x) für x 6= 0 und λ > 0).

b) Ist u ∈ C1(Rn) eine Lösung der Gleichung und κ = 0, so ist u konstant. Gilt κ < 0, so
folgt u ≡ 0.

Aufgabe 1.2

Für r > 0 sei Kr := {x ∈ Rn | x2
1 + . . . x2

n < r2}. Betrachte wird die partielle Differential-
gleichung

n∑
i=1

ai(x)
∂u

∂xi

= −u

mit u ∈ C1(K1) und Funktionen ai ∈ C1(K1). Zeigen Sie: u ≡ 0, falls

∀x ∈ ∂K1 :
n∑

i=1

xiai(x) > 0.

Aufgabe 1.3

Es sei ∆x := 1/M für M ∈ N sowie xj := j∆x für j = 0, . . . ,M . Zeigen Sie, dass es
jeweils eine Konstante gibt, so dass die folgenden Abschätzungen für eine hinreichend glatte
Funktion u : [0, 1] → R gelten:

a) |ux(xj)− ∂+u(xj)| ≤ C∆x|u|C2([0,1])

b) |ux(xj)− ∂−u(xj)| ≤ C∆x|u|C2([0,1])

c) |ux(xj)− ∂̂u(xj)| ≤ C∆x2|u|C3([0,1])

d) |uxx(xj)− ∂+∂−u(xj)| ≤ C∆x2|u|C4([0,1])

Aufgabe 1.4

Zeigen Sie, dass die Bedingung 0 ≤ a∆t/∆x ≤ 1 in Theorem 1.1 auch notwendig ist.
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