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Numerik partieller Differentialgleichungen I

13. Übung

Aufgabe 13.1

Es sei V ein Hilbertraum und a : V × V → R eine stetige Bilinearform sowie A : V → V ∗

mit 〈A(w), v〉 := a(w, v) für v, w ∈ V .
Zeigen Sie, dass genau dann ein A−1 ∈ L(V ′, V ) existiert, wenn gilt:

∃ε > 0 : inf
u∈V, ‖u‖=1

sup
v∈V, ‖v‖=1

|a(u, v)| = ε > 0 (1)

∃ε′ > 0 : inf
v∈V, ‖v‖=1

sup
u∈V, ‖u‖=1

|a(u, v)| = ε′ > 0. (2)

Hinweis: Verwenden Sie eine Folgerung aus dem ”Satz von der offenen Abbildung”: Für die
Banachräume X, Y sei T ∈ L(X, Y ) := {B : X → Y | B linear und stetig} bijektiv. Dann
gilt T−1 ∈ L(Y,X).

Aufgabe 13.2

Es sei V ein Hilbertraum. Eine Bilinearform a : V × V → R heißt stetig, falls

∃CS > 0 : ∀x, y ∈ V : a(x, y) ≤ CS‖x‖ ‖y‖,

und V -elliptisch, falls sie auf V × V stetig ist und

∃CE : ∀x ∈ V : a(x, x) ≥ CE‖x‖2.

Zeigen Sie:

(a) Es sei a eine stetige Bilinearform, so dass (1) und (2) erfüllt sind. Der Operator A sei
wie in Aufgabe 13.1. Dann gilt

‖A′‖ = ‖A‖ ≤ CS

‖A′−1‖ = ‖A−1‖ ≤ 1/ε

(b) V -Elliptizität impliziert (1) und (2).

(c) Ist W ⊂ V ein Hilbert-Unterraum mit äquivalenter Norm, so ist eine V -elliptische
Bilinearform auch W -elliptisch.

(d) Es sei a : V × V → R eine stetige Bilinearform. Ferner sei V0 dicht in V und a(x, x) ≥
CE‖x‖2 für alle x ∈ V0. Dann ist a V-elliptisch.

(e) Es sei a : V × V → R eine stetige, symmetrische und nichtnegative (a(x, x) ≥ 0)
Bilinearform, die (1) und (2) erfüllt. Dann ist a V-elliptisch.



Aufgabe 13.3

Betrachte wird die Randwertaufgabe

−∆u− 25u = f in Ω (3)

u = 0 auf ∂Ω

Dabei gilt Ω := (0, 1)2.

(a) Geben Sie eine schwache Formulierung an.

(b) Es ist bekannt, dass
∫
Ω ‖∇v‖2 d ≥ 2π2

∫
Ω |v|2 dx für v ∈ H1,2

0 (Ω). Für v = sin(πx) ·
sin(πy) gilt sogar die Gleichheit. Schließen Sie daraus, dass die Bilinearform zu Problem
(3) nicht H1,2

0 (Ω)-elliptisch ist.

(c) Zeigen Sie:

∃β > 0 : ∀v ∈ H1,2
0 (Ω) : β‖v‖1,2 ≤ sup

w∈H1,2
0 (Ω)\{0}

a(v, w)

‖w‖1,2

Was folgt daraus für die eindeutige Lösbarkeit des Problems (3)?

Aufgabe 13.4

Es gelten die Voraussetzungen von Aufgabe 13.1. Zudem seien Vi ⊂ V Teilräume mit i ∈ N
und dim Vi < ∞ sowie Ai : Vi → V ∗

i mit 〈Ai(·), v〉 := a(·, v) für v ∈ Vi, und es gelte

(i) ∃ε > 0 : ∀i ∈ N : infu∈Vi, ‖u‖=1 supv∈Vi, ‖v‖=1 |a(u, v)| = ε > 0.

(ii) ∀v ∈ V : limi→∞ infw∈Vi
‖v − w‖ = 0.

Zeigen Sie:

(a) Für alle i ∈ N existiert A−1
i ∈ L(V ∗

i , Vi).

(b) Mit der Stetigkeitskonstante ν0 > 0 gilt:

∀` ∈ rg(A) := {A(v) | v ∈ V },∀u ∈ A−1(`) : ‖u− A−1
i (`)‖ ≤ (1 + ν0/ε) inf

w∈Vi

‖u− w‖.

(c) Für alle ` ∈ rg(A) existiert genau ein u ∈ V , so dass A(u) = ` ist, und es gilt

lim
i→∞

‖u− ui‖ = 0

(d) rg(A) ist abgeschlossen in V ∗.

(e) rg(A) = V ∗

Geben Sie ein Beispiel für die Teilräume Vi an, so dass ii. erfüllt ist.
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