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Numerik partieller Differentialgleichungen I

6. Übung

Aufgabe 6.1

Welche Form nimmt die zur Fünfpunktformel definierte Matrix Lh bei lexikografischer Num-
merierung an?

Aufgabe 6.2

Es sei Lh die zur Fünfpunktformel definierte Matrix. Zeigen Sie:

a) Die (n− 1)2 Eigenvektoren von Lh sind durch uνµ : Ωh → R, 1 ≤ nu, µ ≤ n mit

uνµ(x, y := sin(νπx) sin(µπy)

gegeben. Die zugehörigen Eigenvektoren sind

λνµ = 4h−2(sin2(νπh/2) + sin2(µπh/2)).

b) ‖Lh‖2 ≤ 8h−2 cos2(πh/2) ≤ 8h−2

c) ‖L−1
h ‖ ≤ 1/8h2 sin−2(πh/2) ≤ 1/16

Aufgabe 6.3

Es sei 0 = x0 < x1 < . . . < xN−1 < xN = 1 und hi+1 := xi+1 − xi sowie h := max hi.
Betrachten Sie die eindimensionale Randwertaufgabe

−u′′(x) = f(x) mit u(0) = u(1) = 0.

a) Zeigen Sie, dass die Diskretisierung

2

hk + hk+1

(
uk − uk+1

hk+1

+
uk − uk−1

hk

)
= fk, u0 = uN = 0 (1)

einen Konsistenzfehler der Ordnung O(h) besitzt, sofern u ∈ C4[0, 1] vorausgesetzt
wird. Wie groß ist der Konsistenzfehler auf einem äquidistanten Gitter? Welche Kon-
vergenzordnung ist jeweils zu erwarten?

b) Es sei uk Lösung der Diskretisierung (1). Ferner sei

G(x, t) :=
{

(1− x)t, t ≤ x
x(1− t), x ≤ t.

Zeigen Sie, dass

uk =
1

2

N−1∑
l=0

hl+1(G(xk, xl)fl + G(xk, xl+1)fl+1)

gilt.



c) Es sei uk Lösung der Diskretisierung (1) und u ∈ C4[0, 1]. Zeigen Sie, dass mit einer
Konstanten C > 0 gilt:

|u(xk)− uk| ≤ Ch2.

Aufgabe 6.4

Gegeben sei die Neunpunktformel

Dh := −h−2
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zur Poisson-Gleichung

−∆u = f in Ω, u = ϕ auf ∂Ω

mit einer Lösung u ∈ C6(Ω). Geben Sie die Matrix Lh des zugehörigen Gleichungssystems
an. Zeigen Sie:

(a) Lh ist eine M -Matrix.

(b) ‖L−1
h ‖∞ ≤ 1/8 und ‖Lh‖ ≤ 20h−2/3. (Hinweis: Verwenden Sie für die Stabilitäts-

abschätzung die Hilfsfunktion w(x, y) = x(1− x)/2.)

(c) Es sei R̄hu die Beschränkung von u auf die Gitterpunkte und

R̃hf :=
1
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 f.

Zeigen Sie:

‖DhR̄hu− R̃h∆u‖∞ ≤ 11h4

180
‖u‖C6(Ω).

(d) Zeigen Sie:

‖uh − R̄hu‖∞ ≤ 11h4

1440
‖u‖C6(Ω).

Welche Konsistenz- bzw. Konvergenzordnung erreicht man im Fall f = 0?
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