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Numerik partieller Differentialgleichungen I

8. Übung

Aufgabe 8.1

Es sei Ω ⊂ Rn ein Normalgebiet.

a) Es sei x0 ∈ Ω und Br(x0) ⊂ Ω mit r > 0. Zeigen Sie, dass die Funktion h : Ω → R mit

h(x) :=

 0, ‖x− x0‖2 ≥ r

exp
( ‖x−x0‖22
‖x−x0‖22−r2

)
, ‖x− x0‖2 < r

in C∞
0 (Ω) enthalten ist.

b) Es sei u ∈ C0(Ω). Zeigen Sie:

∀v ∈ C∞
0 (Ω) :

∫
Ω

uv dx = 0 ⇒ u = 0.

c) Es sei u ∈ C2,2(Ω) ∩ C0(Ω) und Au :=
∑n

i,j=1 Di(aijDju) + cu mit aij = aji ∈ C1(Ω)

und c ∈ C0(Ω). Ferner sei f ∈ C0(Ω). Zeigen Sie:

∀v ∈ C∞
0 (Ω) :

∫
Ω

 n∑
i,j=1

aijDjuDiv + cuv

 dx = f ⇒ Au = f.

Aufgabe 8.2

Es sei Ω := {x ∈ R3 | ‖x‖2 < 1} und u(x) := ln ‖x‖2 für x ∈ Ω. Zeigen Sie:

a) u ∈ L2(Ω), aber u 6∈ C0(Ω).

b) u ∈ H1,2(Ω).

Aufgabe 8.3

Es sei Ω = [a, b] ein reelles Intervall. Zeigen Sie, dass H1,2(Ω) ⊂ C(Ω) ist (Hinweis: Satz von
Arcelà-Ascoli).

Aufgabe 8.4

Es sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit 0 ∈ Ω und u(x) = ‖x‖σ
2 . Für welche Werte von

σ ∈ R ist u ∈ H1,2(Ω).
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