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Numerik partieller Differentialgleichungen I

9. Übung

Aufgabe 9.1

Beweisen Sie die Poincarésche Ungleichung für v ∈ H1(Ω, Γ0) := {v ∈ H1(Ω) | v|Γ0 = 0},
wobei Ω := (0, 1)2 das Einheitsquadrat und Γ0 := (0, 0.5)× {0} ⊂ ∂Ω ist.

Aufgabe 9.2

Wie lautet eine variationelle (schwache) Formulierung der folgenden Randwertaufgabe:−∆u =
0 in Ω und u|Γ0 = 0, ∂nu|Γ1 = h1, (∂nu+σu)|Γ2 = h2, wobei ∂Ω = Γ0∪Γ1∪Γ2 und Γi∩Γj = ∅
(i 6= j). Geben Sie hinreichende Bedingungen an, unter denen der Satz von Lax-Milgram
ihre eindeutige Lösbarkeit sichert.

Aufgabe 9.3

Es sei V ein Hilbertraum und K ⊂ V eine konvexe und abgeschlossene Menge. Ferner sei
` ∈ V ′ und a : V × V → R eine stetige Bilinearform mit

∃ν > 0 : ∀v ∈ V \{0} : a(v, v) ≥ ν‖v‖2.

(a) Zeigen Sie, dass das Funktional

J(v) :=
1

2
a(v, v)− 〈`, v〉

nach unten beschränkt ist.

(b) Eine Folge {vn} ⊂ K heißt Minimalfolge, falls gilt:

lim
n→∞

J(vn) = inf
v∈K

J(v).

Zeigen Sie, dass jede Minimalfolge eine Cauchy-Folge ist.

(c) Zeigen Sie, dass genau ein u ∈ K existiert, so dass gilt:

J(u) = inf
v∈K

J(v). (1)

(d) Zeigen Sie, dass u ∈ K genau dann (1) erfüllt, falls

∀v ∈ K : a(u, v − u) ≥ 〈`, v − u〉

gilt. Was gilt im Fall, dass K ein Unterraum von V ist?



Aufgabe 9.4

Es sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet. Geben Sie eine schwache Formulierung der Randwertaufgabe

−∆u + au = f in Ω

u ≥ 0, ∂nu ≥ 0, u∂nu = 0 auf ∂Ω

mit f ∈ L2(Ω) und a ≥ 0 an. Existiert eine eindeutige Lösung der schwachen Formulierung?
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